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INVERSION D’OPÉRATEURS DE COURBURES AU VOISINAGE
DE LA MÉTRIQUE EUCLIDIENNE

par Erwann Delay

Résumé. — Nous montrons que certains opérateurs affines en la courbure de Ricci
sont localement inversibles, dans des espaces de Sobolev à poids, au voisinage de la
métrique euclidienne.

Abstract (Inversion of some curvature operators near the euclidiean metric). — We
show that some operators, affine relatively to the Ricci curvature, are locally invertible,
in some weithted sobolev spaces, near the euclidiean metric.

1. Introduction

Sur une variété Riemannienne (M, g), considérons Ric(g) sa courbure de
Ricci etR(g) sa courbure scalaire. Parmi les (champs de) 2-tenseurs symétriques
géométriques naturels que l’on peut construire, les plus simples sont ceux qui
seront « affines » en la courbure de Ricci, autrement dit, de la forme

Ein(g) := Ric(g) + κR(g)g + Λg,

où κ et Λ sont des constantes. Ainsi, si κ = Λ = 0 on retrouve la courbure de
Ricci, si κ = − 1

2 le tenseur d’Einstein (avec constante cosmologique Λ), enfin
si κ = − 1

2(n−1) et Λ = 0 le tenseur de Schouten. Rappelons que ce tenseur est
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412 E. DELAY

géométriquement naturel dans le sens où pour tout difféomorphisme ϕ assez
régulier,

ϕ∗ Ein(g) = Ein(ϕ∗g).

Nous nous posons ici le problème de l’inversion de l’opérateur Ein. On se donne
donc E un champ de tenseurs symétriques sur M , on cherche g métrique rie-
mannienne telle

(1.1) Ein(g) = E.

On doit ainsi résoudre un système quasi-linéaire particulièrement complexe. Le
cas de la courbure de Ricci prescrite remonte aux années 80. DeTurck [10], en
1981, a tout d’abord montré un résultat d’existence locale au voisinage d’un
point p (voir aussi [9]).

Puis il y a eu des résultats globaux : [11] sur le cas très particulier de la
dimension 2, pour les surfaces compactes. Hamilton [14], a traité le cas de la
sphère unité de Rn+1 (avec n > 2) en prouvant un résultat d’inversion locale
au voisinage de la métrique standard. Nous avions ensuite prouvé un résultat
analogue sur l’espace hyperbolique réel [6], et complexe [8], au voisinage de la
métrique canonique.

Ce type d’inversion locale de l’opérateur de Ricci a été aussi adapté à cer-
taines variétés d’Einstein [12], [7], [5].

Notons qu’il existe aussi des résultats d’obstruction sur l’inversion de la
courbure de Ricci [13], [2], [14], [4], [6].

Le but de cet article est de prouver un résultat d’existence locale sur Rn
près de la métrique euclidienne δ. Nous travaillons pour cela dans des espaces
de Sobolev à poids Hs,t de fonctions (ou champs de tenseurs) u telles que 〈x〉tu
est dans l’espace de Sobolev classique Hs (voir section 3 pour une définition
plus précise).

Théorème 1.1. — Soient s, t, κ,Λ ∈ R tels que s > n
2 , t ≥ 0, κ > − 1

2(n−1)

et Λ > 0. Alors pour tout e ∈ Hs+2,t(Rn,S2) proche de zéro, il existe un
unique h proche de zéro dans Hs+2,t(Rn,S2) telle que

Ein(δ + h) = Ein(δ) + e.

De plus l’application e 7→ h est lisse au voisinage de zéro entre les espaces de
Hilbert correspondants.

Pour un opérateur d’ordre deux, il peut être surprenant de voir que la ré-
gularité de notre solution n’a pas deux points de plus que la donnée. On peut
se convaincre que la régularité est optimale en transposant l’équation par un
difféomorphisme peu régulier.

Cette inversion nous permet ensuite, en section 5 de prouver que l’image de
certains opérateurs de type Riemann-Christoffel sont des sous variétés dans des
espaces de Fréchet à poids.
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2. Définitions, notations et conventions

Pour une métrique riemannienne g, nous noterons ∇ sa connexion de Levi-
Civita , par Ric(g) sa courbure de Ricci et par Riem(g) sa courbure de Riemann
sectionnelle.

Soit T qp l’ensemble des tenseurs covariants de rang p et contravariants de
rang q. Lorsque p = 2 et q = 0, on notera S2 le sous-ensemble des tenseurs
symétriques, qui se décompose en G ⊕ S̊2 où G est l’ensemble des tenseurs
δ-conformes et S̊2 l’ensemble des tenseurs sans trace (relativement à δ). On
utilisera la convention de sommation d’Einstein (les indices correspondants vont
de 1 à n), et nous utiliserons gij et son inverse gij pour monter ou descendre
les indices.

Le laplacien (brut) est défini par

4 = −Trg∇2 = ∇∗∇,
où ∇∗ est l’adjoint formel L2 de ∇. Pour u un 2-tenseur covariant symétrique,
on définit sa divergence par

(divu)i = −∇juji.
Pour une 1-forme ω sur M , on définit la partie symétrique de ses dérivées
covariantes :

(Lω)ij =
1

2
(∇iωj +∇jωi),

(notons que L∗ = div). On introduit enfin l’opérateur de Bianchi des 2-tenseurs
symétriques dans les 1-formes :

Bg(h) = divg h+
1

2
d(Trg h).

3. Espaces à poids et isomorphismes

Les espaces à poids que nous utiliserons ici ne sont pas les espaces classiques
utilisés dans le contexte asymptotiquement euclidien de la relativité générale
(voir [15] par exemple).Ils sont plutôt utilisés en théorie du scattering comme
dans les travaux de S. Agmon [1] ou de R. Melrose [16] (voir aussi son cours
[17] section 6, ou [18] p241). Pour x ∈ Rn , on pose

〈x〉 = (1 + |x|2)
1
2 .

Pour s, t ∈ R, on introduit les espaces à poids

Hs,t(Rn) = 〈x〉−tHs(Rn) , ‖u‖s,t := ‖〈x〉tu‖s,
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414 E. DELAY

où (Hs(Rn), ‖.‖s) est l’espace de Sobolev classique. Ces espaces ont beaucoup
de bonnes propriétés comme : ∀s, t ∈ R, les applications suivantes sont conti-
nues

∀s′ ≤ s, ∀t′ ≤ t, Hs,t(Rn) ↪→ Hs′,t′(Rn),

∂xj : Hs,t(Rn) −→ Hs−1,t(Rn),

×xj : Hs,t(Rn) −→ Hs,t−1(Rn).

La transformée de Fourier est un isomorphisme de Hs,t(Rn) sur Ht,s(Rn). Le
dual deHs,t(Rn) s’identifie àH−s,−t(Rn). L’injection de Sobolev classique nous
donne aussi immédiatement pour k ∈ N

s >
n

2
+ k ⇒ Hs,t(Rn) ⊂ 〈x〉−tCk→0(Rn),

où Ck→0(Rn) est l’ensemble des fonctions Ck sur Rn dont les dérivées d’ordre
≤ k tendent vers zéro à l’infini.

Proposition 3.1. — Pour s, t ∈ R et C > 0 une constante, l’opérateur

∆ + C : Hs+2,t(Rn)−̃→Hs,t(Rn),

est un isomorphisme.

Démonstration. — Par transformée de Fourier, il suffit de remarquer que

×(|ξ|2 + C) : Ht,s+2(Rn) −→ Ht,s(Rn)

est un isomorphisme. �

Nous aurons aussi besoin du

Lemme 3.2. — Soient s > n
2 et t ≥ 0. Il existe une constante Cs,t telle que

si u, v ∈ Hs,t alors uv ∈ Hs,tavec

‖uv‖s,t ≤ Cs,t‖u‖s,t‖v‖s,t.

Démonstration. — Le résultat est connu dans le cas t = 0 pour une constante
Cs. On a ainsi

‖uv‖s,2t = ‖〈x〉2tuv‖s ≤ Cs‖〈x〉tu‖s‖〈x〉tv‖s = Cs‖u‖s,t‖v‖s,t.

Rappelons enfin que si t ≥ 0, l’inclusion Hs,2t ⊂ Hs,t et continue. �
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4. Preuve du théorème principal

Il est maintenant bien connu que l’équation que nous voulons résoudre (1.1)
n’est pas elliptique dû à l’invariance de la courbure par difféomorphisme. Nous
allons modifier cette équation en s’inspirant de la méthode de DeTurck. On y
ajoute donc un terme jauge de telle sorte que le cette nouvelle équation devienne
elliptique, tout en faisant en sorte que ses solutions soient encore solutions de
l’équation de départ.

Tout d’abord comme

Trg Ein(g) = (1 + nκ)R(g) + nΛ,

l’équation (1.1) est équivalente à

Ric(g) = E − κTrg E + Λ

1 + nκ
g.

Pour toute métrique g, Bg(Ric(g)) = 0 par l’identité de Bianchi. Nous définis-
sons donc

Bg(E) = divg E +
2κ+ 1

2(1 + κn)
dTrg E = Bg(E)− (n− 2)κ

2(1 + κn)
dTrg E,

de sorte que l’identité de Bianchi se traduise ici par

Bg(Ein(g)) = 0.

Afin de construire notre nouvelle équation, rappelons quelques différentielles
d’opérateurs. On a d’une part (voir [3] par exemple)

DRic(δ)h =
1

2
∆h− LδBδ(h).

D’autre part, compte tenu de la différentielle de Bg(E) relativement à la mé-
trique (voir [7] par exemple), on trouve

D[B(.)(E)](δ)h = −EBδ(h) +
(n− 2)κ

2(1 + κn)
d〈E, h〉+ T (E, h),

où E est identifié à l’endomorphisme de T ∗M correspondant et

T (E, h)j =
1

2
(∂kEjl + ∂lEkj − ∂jEkl)hkl,

en particulier T (E, h) = 0 si E est proportionnel à δ. On définit, pour l’instant
formellement, pour κ 6= −1/n, Λ 6= 0, h et e voisins de zéro dansHs+2,t(Rn,S2) :

F(h, e) := Ric(δ + h)− E +
κTrδ+hE + Λ

1 + κn
(δ + h)− 1

Λ
LδBδ+h(E),

où E = Ein(δ) + e = Λδ + e.
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Proposition 4.1. — Pour κ 6= −1/n, Λ 6= 0, s > n
2 et t ≥ 0 l’application

F : Hs+2,t(Rn,S2)×Hs+2,t(Rn,S2) −→ Hs,t(Rn,S2),

est bien définie et lisse au voisinage de zéro.

Démonstration. — La preuve de cette proposition est renvoyée en appendice,
elle utilise essentiellement le fait que sous ces hypothèses, l’espace Hs,t est une
algèbre. �

Proposition 4.2. — Soient s > n
2 , t ≥ 0, Λ > 0 et k > − 1

2(n−1) . Pour
tout e assez petit dans Hs+2,t(Rn,S2), il existe un unique h proche de zéro
dans Hs+2,t(Rn,S2) tel que F(h, e) = 0, de plus l’application e 7→ h est lisse
entre les espaces de Hilbert correspondants.

Démonstration. — On a déjà F(0, 0) = 0, et la différentielle de F relativement
à la première variable est

DhF(0, 0)h =
1

2
∆h+ Λh− κΛ

1 + κn
Trδ h δ −

(n− 2)κ

2(1 + κn)
∂∂ Trδ h.

On remarque que lorsque κ 6= 0,DhF(0, 0) ne préserve pas le scindage G⊕S̊2.
En effet dans la direction conforme h = uδ on trouve

DhF(0, 0)(uδ) =
1

2(1 + κn)
[(1 + 2(n− 1)κ)∆u+ 2Λu]δ − (n− 2)nκ

2(1 + κn)
H̊ess u,

où H̊ess u est la partie sans trace de la hessienne de u. En revanche, dans la
direction h = h̊ de trace nulle, on a

DhF(0, 0)̊h =
1

2
(∆ + 2Λ)̊h.

Quoiqu’il en soit, compte tenu de la proposition 3.1, si Λ > 0 et κ > − 1
2(n−1) ,

l’opérateurDhF(0, 0) est un isomorphisme deHs+2,t(Rn,S2) dansHs,t(Rn,S2).
Le théorème des fonctions implicite permet alors de conclure. �

Proposition 4.3. — Sous les hypothèses de la proposition 4.2, quitte à réduire
les voisinages de zéro, h est solution de

Ein(δ + h) = E.

Démonstration. — On applique Bδ+h à l’équation F(h, e) = 0, ainsi

Bδ+hF(h, e) = −Bδ+h(E)− 1

Λ
Bδ+hLδBδ+h(E) = 0.

On pose ω = 1
ΛBδ+h(E) ∈ Hs+1,t(Rn, T1) (voir appendice) alors

Pδ+hω := Bδ+hLδω + Λω = 0.
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Or par la proposition 3.1, on a l’isomorphisme

Pδ =
1

2
(∆ + 2Λ) : Hs+1,t(Rn, T1) −→ Hs−1,t(Rn, T1),

ainsi l’opérateur Pδ+h reste injectif dans le même espace si h est assez petit
dans Hs+2,t ⊂ Hs,0. On obtient finalement ω = 0 �

5. Image d’opérateurs de courbures de type Riemann-Christoffel

Nous voudrions, tout comme dans [6], montrer que l’image de certain opéra-
teurs de type Riemann-Christoffel, sont des sous variétés dans C∞, au voisinage
de la métrique euclidienne δ. Nous cherchons donc tout d’abord un tenseur Ein
qui soit 4 fois covariant, ayant les mêmes propriétés algébriques que le tenseur
de Riemann et affine en la courbure, on pose donc

Ein(g) = Riem(g) + g ∧© (aRic(g) + bR(g)g + cg),

où ∧© est le produit de Kulkarni-Nomizu ([3] p. 47). Comme nous voulons
que Trg Ein(g) soit proportionnelle à Ein(g), cela nous impose

c =
1 + (n− 2)a

2(n− 1)
Λ, b =

κ[1 + a(n− 2)]− a
2(n− 1)

.

On a alors
Trg Ein(g) = [a(n− 2) + 1] Ein(g).

Nous définirons la version de type Riemann-Christoffel de Ein(g) par

[g−1Ein(g)]iklm := gijEin(g)jklm.

Considérons R1
3, le sous-espace de T 1

3 des tenseurs vérifiants

τ iilm = 0, τ iklm = −τ ikml, τ iklm + τ imkl + τ ilmk = 0.

On définit l’espace de Fréchet

C∞,t =
⋂
k∈N

Hk,t,

munit de la famille de semi-normes {‖.‖k,t}k∈N. On procède alors de façons
similaire à [6] pour prouver que

Théorème 5.1. — Sous les conditions du théorème 1.1, l’image de l’applica-
tion

C∞,t(Rn,S2) −→ C∞,t(Rn,R1
3)

h 7→ (δ + h)−1Ein(δ + h)− (δ)−1Ein(δ)

est une sous-variété lisse au voisinage de zéro.
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6. Appendice

Nous justifions ici la proposition 4.1 par une preuve relativement formelle.
Nous renvoyons le lecteur encore sceptique à [6] où une preuve similaire est
particulièrement détaillée.

Rappelons que la courbure de Ricci s’exprime en coordonnées locales par

Ric(g)jk = ∂lΓ
l
jk − ∂kΓljl + ΓpjkΓlpl − ΓpjlΓ

l
pk,

où
Γkij =

1

2
gks(∂igsj + ∂jgis − ∂sgij).

Nous écrirons donc abusivement

Ric(g) = ∂Γ + ΓΓ , Γ = g−1∂g.

Ici nous avons g = δ + h avec h petit dans Hs+2,t, s > n
2 , t ≥ 0. On a alors

g−1 = δ−1 + h̃ , h̃ ∈ Hs+2,t,

avec par inégalité triangulaire et par le lemme 3.2

‖h̃‖s+2,t ≤
∑
k∈N

Cks+2,t‖h‖k+1
s+2,t =

‖h‖s+2,t

1− Cs+2,t‖h‖s+2,t
.

Pour ‖h‖s+2,t ≤ 1
2Cs+2,t

, ce qu’on suppose désormais, on a

‖h̃‖s+2,t ≤ 2‖h‖s+2,t.

On obtient alors, en utilisant encore le lemme 3.2, et en omettant dorénavant
les constantes

Γ = (δ−1 + h̃)∂h ∈ Hs+1,t , ‖Γ‖s+1,t ≤ ‖h‖s+2,t,

et
∂Γ ∈ Hs,t , ‖∂Γ‖s,t ≤ ‖Γ‖s+1,t ≤ ‖h‖s+2,t,

d’où, toujours par le lemme 3.2,

Ric(g) ∈ Hs,t , ‖Ric(g)‖s,t ≤ ‖h‖s+2,t.

Étudions maintenant l’opérateur de Bianchi

Bg(E) = divg E +
2κ+ 1

2(1 + κn)
dTrg E,

que nous écrirons encore abusivement

Bg(E) = g−1(∂E + ΓE) + ∂(g−1E).

Compte tenu des calculs précédent et du fait que E = Λδ + e, on a

Bg(E) = (δ−1 + h̃)[∂e+ Γ(Λδ + e)] + ∂[δ−1e+ h̃(Λδ + e)].

On estime alors comme précédemment

Bg(E) ∈ Hs+1,t , ‖Bg(E)‖s+1,t ≤ (‖h‖s+2,t + ‖e‖s+2,t),
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et

LδBg(E) ∈ Hs,t , ‖LδBg(E)‖s,t ≤ ‖Bg(E)‖s+1,t ≤ (‖h‖s+2,t + ‖e‖s+2,t).

Il reste a estimer le terme d’ordre zéro :

Z :=
κTrδ+hE + Λ

1 + κn
(δ + h)− E.

On écrit encore formellement, en se souvenant ici que le premier « produit »
est une trace,

(1 + nκ)Z = [κ(δ−1 + h̃)(Λδ + e) + Λ](δ + h)− (1 + nκ)(Λδ + e)

= [κδ−1e+ κh̃(Λδ + e) + (1 + nκ)Λ](δ + h)− (1 + nκ)(Λδ + e).

En développant, on remarque que le terme constant est nul et que l’on peut
estimer comme auparavant, pour k 6= −1/n,

Z ∈ Hs,t , ‖Z‖s,t ≤ ‖Z‖s+2,t ≤ (‖h‖s+2,t + ‖e‖s+2,t).
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