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INVERSION D’OPERATEURS DE COURBURES AU VOISINAGE
DE LA METRIQUE EUCLIDIENNE

PAR ERWANN DELAY

REsuME. — Nous montrons que certains opérateurs affines en la courbure de Ricci
sont localement inversibles, dans des espaces de Sobolev & poids, au voisinage de la
meétrique euclidienne.

ABSTRACT (Inversion of some curvature operators near the euclidiean metric). — We
show that some operators, affine relatively to the Ricci curvature, are locally invertible,
in some weithted sobolev spaces, near the euclidiean metric.

1. Introduction

Sur une variété Riemannienne (M, g), considérons Ric(g) sa courbure de
Ricci et R(g) sa courbure scalaire. Parmi les (champs de) 2-tenseurs symétriques
géométriques naturels que ’on peut construire, les plus simples sont ceux qui
seront « affines » en la courbure de Ricci, autrement dit, de la forme

Ein(g) := Ric(g) + «R(g)g + Ag,
ou k et A sont des constantes. Ainsi, si Kk = A = 0 on retrouve la courbure de

Ricci, si k = —% le tenseur d’Einstein (avec constante cosmologique A), enfin

2(n171) et A = 0 le tenseur de Schouten. Rappelons que ce tenseur est

Sik=—
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412 E. DELAY

géométriquement naturel dans le sens ol pour tout difféeomorphisme ¢ assez
régulier,

¢* Ein(g) = Ein(¢"g).
Nous nous posons ici le probléme de I'inversion de ’opérateur Ein. On se donne
donc E un champ de tenseurs symétriques sur M, on cherche g métrique rie-
mannienne telle

(1.1) Ein(g) = E.

On doit ainsi résoudre un systéme quasi-linéaire particuliérement complexe. Le
cas de la courbure de Ricci prescrite remonte aux années 80. DeTurck [10], en
1981, a tout d’abord montré un résultat d’existence locale au voisinage d’un
point p (voir aussi [9]).

Puis il y a eu des résultats globauz : [11] sur le cas trés particulier de la
dimension 2, pour les surfaces compactes. Hamilton [14], a traité le cas de la
sphére unité de R"*! (avec n > 2) en prouvant un résultat d’inversion locale
au voisinage de la métrique standard. Nous avions ensuite prouvé un résultat
analogue sur l’espace hyperbolique réel [6], et complexe [8], au voisinage de la
métrique canonique.

Ce type d’inversion locale de 'opérateur de Ricci a été aussi adapté a cer-
taines variétés d’Einstein [12], [7], [5].

Notons qu'’il existe aussi des résultats d’obstruction sur l’inversion de la
courbure de Ricci [13], [2], [14], [4], [6]-

Le but de cet article est de prouver un résultat d’existence locale sur R™
prés de la métrique euclidienne §. Nous travaillons pour cela dans des espaces
de Sobolev & poids H*! de fonctions (ou champs de tenseurs) u telles que (z)'u
est dans ’espace de Sobolev classique H® (voir section 3 pour une définition
plus précise).

THEOREME 1.1. — Soient s,t,k, A € R tels que s > 5,t >0, Kk > —ﬁ
et A > 0. Alors pour tout e € HST21(R",Sy) proche de zéro, il existe un
unique h proche de zéro dans H*T2(R", Sy) telle que

Ein(é + h) = Ein(d) + e.

De plus lapplication e — h est lisse au voisinage de zéro entre les espaces de
Hilbert correspondants.

Pour un opérateur d’ordre deux, il peut étre surprenant de voir que la ré-
gularité de notre solution n’a pas deux points de plus que la donnée. On peut
se convaincre que la régularité est optimale en transposant 1’équation par un
difféomorphisme peu régulier.

Cette inversion nous permet ensuite, en section 5 de prouver que I'image de
certains opérateurs de type Riemann-Christoffel sont des sous variétés dans des
espaces de Fréchet & poids.
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2. Définitions, notations et conventions

Pour une métrique riemannienne g, nous noterons V sa connexion de Levi-
Civita , par Ric(g) sa courbure de Ricci et par Riem(g) sa courbure de Riemann
sectionnelle.

Soit 7,7 I'ensemble des tenseurs covariants de rang p et contravariants de
rang q. Lorsque p = 2 et ¢ = 0, on notera Sy le sous-ensemble des tenseurs
symétriques, qui se décompose en G @ Sy olt G est ensemble des tenseurs
b-conformes et Sy Iensemble des tenseurs sans trace (relativement & 6). On
utilisera la convention de sommation d’Einstein (les indices correspondants vont
de 1 & n), et nous utiliserons g;; et son inverse g”/ pour monter ou descendre
les indices.

Le laplacien (brut) est défini par

A=-Tr,V?=V"V,

ot V* est I’adjoint formel L? de V. Pour u un 2-tenseur covariant symétrique,
on définit sa divergence par

(dlvu)l = —Vju]‘i.

Pour une 1-forme w sur M, on définit la partie symétrique de ses dérivées
covariantes :

1
(Lw)i; = 5 (Viwj + Vjwi),

(notons que £* = div). On introduit enfin Popérateur de Bianchi des 2-tenseurs
symétriques dans les 1-formes :

1
By(h) = divy h+ d(Tr h).

3. Espaces a poids et isomorphismes

Les espaces & poids que nous utiliserons ici ne sont pas les espaces classiques
utilisés dans le contexte asymptotiquement euclidien de la relativité générale
(voir [15] par exemple).Ils sont plutot utilisés en théorie du scattering comme
dans les travaux de S. Agmon [1] ou de R. Melrose [16] (voir aussi son cours
[17] section 6, ou [18] p241). Pour z € R™ , on pose

(z) = (1+]a])z.
Pour s,t € R, on introduit les espaces a poids
HY'(R™) = (@) "H*R") ,  lulls,e = [{z)"ulls,
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414 E. DELAY

ou (H*(R™),||.]ls) est I'espace de Sobolev classique. Ces espaces ont beaucoup
de bonnes propriétés comme : Vs,t € R, les applications suivantes sont conti-
nues

VSI S s, th S t, Hs,t(Rn) N Hsl’t/(Rn),
az,- :Hs’t(Rn) N Hs_l’t(Rn),
xzj: HYH(R™) — HSH(R™).
La transformée de Fourier est un isomorphisme de H®!(R™) sur H"*(R"). Le

dual de H**(R") s’identifie & H ~*~*(R™). L’injection de Sobolev classique nous
donne aussi immédiatement pour k € N

s> 2 +k = HYMRY)C (@) 7'Chy(RY),

oit C* ,(R™) est I’ensemble des fonctions C* sur R" dont les dérivées d’ordre
< k tendent vers zéro a I'infini.

PROPOSITION 3.1. — Pour s,t € R et C > 0 une constante, l’opérateur
A+ C: HSP2HRY) = HS(R™),

est un isomorphisme.

Démonstration. — Par transformée de Fourier, il suffit de remarquer que
x(|E* +C) : H*F*(R") — H"*(R")

est un isomorphisme. O
Nous aurons aussi besoin du

LEMME 3.2. — Soient s > 4 ett > 0. I existe une constante Cs; telle que

siu,v € H%' alors uv € H%'avec

lwvlls,e < Csellullsellols,e-

Démonstration. — Le résultat est connu dans le cas ¢ = 0 pour une constante
Cs. On a ainsi

luvlls 20 = [[{z)* uvlls < Csll{@) ulls[[{@) olls = Csllullscllv]ls,e-
Rappelons enfin que si t > 0, Iinclusion H%%* C H%* et continue. O

TOME 145 — 2017 — ~N° 3
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4. Preuve du théoreéme principal

11 est maintenant bien connu que I’équation que nous voulons résoudre (1.1)
n’est pas elliptique di & I'invariance de la courbure par difféomorphisme. Nous
allons modifier cette équation en s’inspirant de la méthode de DeTurck. On y
ajoute donc un terme jauge de telle sorte que le cette nouvelle équation devienne
elliptique, tout en faisant en sorte que ses solutions soient encore solutions de
I’équation de départ.

Tout d’abord comme

Trg Ein(g) = (1 + nk)R(g) + nA,
Péquation (1.1) est équivalente a

kTr, E+ A
Ri =F- -9 -
ic(g) T+

Pour toute métrique g, By(Ric(g)) = 0 par l'identité de Bianchi. Nous définis-
sons donc
2k +1 (n—2)x

dTr, E
2(1+ kn) g

de sorte que 'identité de Bianchi se traduise ici par
B, (Ein(g)) = 0.

Afin de construire notre nouvelle équation, rappelons quelques différentielles
d’opérateurs. On a d’une part (voir [3] par exemple)

DRic(5)h = %Ah — L5Bs(h).

D’autre part, compte tenu de la différentielle de By (FE) relativement & la mé-
trique (voir [7] par exemple), on trouve

(n—2)k

D[B((E)](8)h = —EBs(h) + 2(1 + rn)

d(E,h) +T(E,h),
ol F est identifié & ’endomorphisme de T* M correspondant et
1
T(E,h); = i(akEjl + 1By — 0; Ex)R*,
en particulier T'(E, h) = 0 si E est proportionnel & §. On définit, pour l'instant

formellement, pour k # —1/n, A # 0, h et e voisins de zéro dans H*T2¢(R" S,) :

K}T‘I’é.},.hE'i‘A 1

F(h,e) :=Ric(6+h)— E+ - i

(6+h) — ~LsBsyn(E),
ou E =Ein(d)+e=Ad +e.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



416 E. DELAY

PROPOSITION 4.1. — Pour k # —1/n, A#0, s > & ett > 0 l’application
F: HPPY(R", 8p) x HP2H(R™,S,) — H'(R™,Ss),

est bien définie et lisse au voisinage de zéro.

Démonstration. — La preuve de cette proposition est renvoyée en appendice,
elle utilise essentiellement le fait que sous ces hypothéses, 'espace H** est une
algébre. 0
PROPOSITION 4.2. — Soient s > 2, ¢t > 0, A > 0 et k > —ﬁ. Pour

tout e assez petit dans H*2'(R™,S,), il existe un unique h proche de zéro
dans H*t2Y(R",Sy) tel que F(h,e) =0, de plus l’application e — h est lisse
entre les espaces de Hilbert correspondants.

Démonstration. — On adéja F(0,0) = 0, et la différentielle de F relativement
4 la premiére variable est
1 KA (n—2)k
Dy F(0,0)h = ~Ah+ Ah — Trshd — ———00 Trs h.
»(0,0) gt T+rn ° 2(1+ kn) 0

On remarque que lorsque k # 0, D F(0,0) ne préserve pas le scindage G 6950’2.
En effet dans la direction conforme h = ud on trouve

1 (n—2)nk__-

Dy, F(0,0)(ud) = m[(l +2(n — 1)k)Au + 2Au)d —

ou Hess u est la partie sans trace de la hessienne de u. En revanche, dans la
direction h = h de trace nulle, on a

o 1 °
D, F(0,0)h = §(A + 2A)h.
Quoiqu’il en soit, compte tenu de la proposition 3.1, si A > 0 et xk > —m,

'opérateur Dj, F(0,0) est un isomorphisme de H**%*(R", Sy) dans H**(R", Ss).
Le théoréme des fonctions implicite permet alors de conclure. O

PROPOSITION 4.3. Sous les hypotheéses de la proposition 4.2, quitte & réduire
les voisinages de zéro, h est solution de

Ein(6 + h) = E.

Démonstration. — On applique Bsyp, & 'équation F(h,e) = 0, ainsi

1
A
On pose w = Bsn(E) € HSTHH(R™, T;) (voir appendice) alors

B(;Jrh]:(h, 6) = _B§+h(E) B(5+h£585+h(E) =0.

Psipw = BnghE(;w + Aw = 0.

TOME 145 — 2017 — N° 3



INVERSION D’OPERATEURS DE COURBURE SUR R" 417

Or par la proposition 3.1, on a "isomorphisme
1
Py =g(A+20): HsHBHR™ Th) — HVH(R™, Th),

ainsi 'opérateur Psyj reste injectif dans le méme espace si h est assez petit
dans H3+2* ¢ H%%. On obtient finalement w =0 O

5. Image d’opérateurs de courbures de type Riemann-Christoffel

Nous voudrions, tout comme dans [6], montrer que I'image de certain opéra-
teurs de type Riemann-Christoffel, sont des sous variétés dans C°°, au voisinage
de la métrique euclidienne §. Nous cherchons donc tout d’abord un tenseur £in
qui soit 4 fois covariant, ayant les mémes propriétés algébriques que le tenseur
de Riemann et affine en la courbure, on pose donc

&in(g) = Riem(g) + g@® (aRic(g) +bR(g)g + cg),

ot @ est le produit de Kulkarni-Nomizu ([3] p. 47). Comme nous voulons
que Try Ein(g) soit proportionnelle & Ein(g), cela nous impose

:1+(n—2)

a _K[l+a(n—2)]—a
2(n — 1) A b= ’

2(n—1)

On a alors

Tr, Ein(g) = [a(n — 2) + 1] Ein(g).

Nous définirons la version de type Riemann-Christoffel de £in(g) par
l97" Ein(9)]kim = 9" Ein(g) jkim.
Considérons R}, le sous-espace de 73 des tenseurs vérifiants
Tim = 05 Thim = ~Thmts Tatm + Trakt + Time = O-
On définit ’espace de Fréchet
Coo,t — n Hk’t,
keN

munit de la famille de semi-normes {|.||x,:}xen. On procéde alors de fagons

similaire & [6] pour prouver que

THEOREME 5.1. — Sous les conditions du théoréeme 1.1, l’image de l’applica-
tion

Coo’t(Rna 82) I Coo’t(Rna Ré)

h — (0 +h)"L&in(6 + h) — (6)"1&in(d)
est une sous-variété lisse au voisinage de zéro.
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6. Appendice

Nous justifions ici la proposition 4.1 par une preuve relativement formelle.
Nous renvoyons le lecteur encore sceptique & [6] ol une preuve similaire est
particuliérement détaillée.

Rappelons que la courbure de Ricci s’exprime en coordonnées locales par

Ric(g) ;5 = ALYy, — Ty + T4, Ty — TH Ty,
ou 1
Iy = §gks(8igsj +0j9is — 0s9ij)-
Nous écrirons donc abusivement
Ric(g) =0l +IT, T =g 'ag.
Ici nous avons g = § + h avec h petit dans H*12t s > 5,1t >0. On a alors
g t=6"14h, he H*?,
avec par inégalité triangulaire et par le lemme 3.2

N . [[lls-+2.¢
lst2e < Z Cf“vt”hnsﬁvt “1-C : A .
= s+2,t s+2,t

1 ’ . .
Pour ||h||st2,t < 36,5 % qu'on suppose désormais, on a

lls+2 < 20Allsta.

On obtient alors, en utilisant encore le lemme 3.2, et en omettant dorénavant
les constantes

L= (67" +h)oh e H* | |D]lgsrs < |lhllssze

et
o € Ho' | 10T |50 < ITlls11,6 < [1olls2,60

d’o1, toujours par le lemme 3.2,
Ric(g) € H>', | Ric(g)lls,t < lIhllst2,e-

Etudions maintenant I’opérateur de Bianchi

. 26+ 1
Bg(E) = legE =+ md’:[‘rg .E/‘7

que nous écrirons encore abusivement
By(E) =g *(0E+TE)+09(¢"'E).
Compte tenu des calculs précédent et du fait que £ = Ad + e, on a
By(E) = (6" + h)[0e + T(A6 + €)] + [0 "e + h(AJ + €)).
On estime alors comme précédemment

By(E) € HM, |IBy(B)ls+1,e < (Ihllsv2,e + llells2e),
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et
LsBy(E) € H' | ||LsBy(E)ls;e < [1By(B)lls+1,e < (lhlls+2,e + llells+2,0)-

Il reste a estimer le terme d’ordre zéro :
KTrsyn B+ A
1+ &n

Z = (6+h)—E.
On écrit encore formellement, en se souvenant ici que le premier « produit »
est une trace,

(14nk)Z = [K(672 4+ h)(AS + €) + AJ(6 + h) — (1 + nk)(Ad + €)

= [k6~Ye + Kh(AS + €) + (1 + nk)A](§ + h) — (1 + nK)(AS + e).
En développant, on remarque que le terme constant est nul et que ’on peut
estimer comme auparavant, pour k # —1/n,

ZeH ", ||Zlsp < 1Z]ls42.0 < (IPlls+2.e + llells+2.0)-
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