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PRINCIPE LOCAL-GLOBAL POUR LES CORPS DE FONCTIONS
SUR DES CORPS LOCAUX SUPERIEURS II

PAR DIEGO IZQUIERDO

REsuME. — Soit K le corps des fonctions d’une courbe projective lisse X sur un
corps local supérieur k. On définit les groupes de Tate-Shafarevich d’un schéma en
groupes commutatif en considérant les classes de cohomologie qui deviennent triviales
sur chaque complété de K provenant d’un point fermé de X. On applique certains
théorémes de dualité arithmétique & 'approximation faible pour les tores sur K et a
I’étude du principe local-global pour les K-torseurs sous un groupe linéaire connexe.

ABsTrRACT (Local-global principle for function fields over higher-dimensional fields II).
— Let K be the function field of a smooth projective curve X over a higher-dimensional
local field k. We define Tate-Shafarevich groups of a commutative group scheme via
cohomology classes locally trivial at each completion of K coming from a closed point
of X. We apply some arithmetic duality theorems to the weak approximation for tori
over K and to the study of the obstruction to the local-global principle for K-torsors
under a connected linear algebraic group.

Ces derniéres années, nous avons été témoins d’un important regain d’intérét
pour les questions de type principe local-global sur des corps autres que les
corps de nombres ou les corps de fonctions de courbes sur des corps finis. Deux
principales techniques ont été mises au point pour étudier ces problémes : la
méthode du patching développée par Harbater, Hartmann et Krashen et utilisée
par Colliot-Théléne, Parimala et Suresh pour le cas des corps de fonctions
de courbes sur un corps complet de valuation discréte ([18]), et les méthodes
cohomologiques développées par Harari, Scheiderer et Szamuely pour le cas
des corps de fonctions de courbes sur un corps p-adique ([16]). Cette derniére
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268 D. IZQUIERDO

méthode a aussi permis & Colliot-Théléne et Harari d’étudier le cas des corps
de fonctions de courbes sur C((¢)) ([9]). Dans [21] les théorémes de dualité
arithmétique qui avaient été obtenus précédemment dans [16] et [9] ont été
généralisés aux corps de fonctions de courbes sur des corps locaux supérieurs.
De nouvelles difficultés, liées a la grande dimension cohomologique et a la non
finitude de certains groupes de cohomologie, avaient alors été mises en évidence.
Comme pour [19], le but du présent article est de présenter certains aspects du
principe local-global sur de tels corps.

1. Introduction

1.1. Organisation de Particle et énoncés des théorémes principaux. — Tout
comme [19], ce texte fait suite & larticle [21] (et & sa version plus compléte
qui fait objet du chapitre 1 de [20]) ou sont établis des théorémes de dualité
arithmétique pour les modules finis, les tores, les groupes de type multiplicatif
et méme les complexes & deux termes de tores sur le corps des fonctions d’une
courbe sur un corps local supérieur.

Commencons par rappeler le cadre de article [21]. On se donne un entier
d > 0 et un corps d-local k, c’est-a-dire un corps complet pour une valuation
discréte dont le corps résiduel est (d — 1)-local, les corps 0-locaux étant par
définition les corps finis et C((¢)). On suppose que le corps 1-local correspondant
est de caractéristique 0, le cas ot il est de caractéristique positive posant de
sérieuses difficultés méme pour établir une dualité locale (voir le paragraphe 0.5
de [21]). Soit X une courbe projective lisse sur k. Soient X ") I’ensemble de ses
points fermés, K son corps des fonctions et 7' un K-tore. On note T le module
des caractéres de T', T' le module des cocaractéres de T et T = T'® Z(d), ou
Z(d) est le d-iéme complexe motivique. On note aussi I1I"(T") (resp. III"(T))
est le sous-groupe de H"(K,T) (resp. H"(K,T)) constitué des éléments dont
la restriction & H"(K,,T') (resp. H" (K,, T)) est nulle pour chaque v € X,

Ce texte est constitué de deux parties. Dans la premiére, nous appliquons les
théorémes de dualité arithmétique pour les tores établis dans [21] & ’étude de
Papproximation faible pour les tores (on se reportera a 2.1 pour les définitions) :

THEOREME 1.1 (Théoréme 2.4 et corollaires 2.6 et 2.7). — On garde les no-
tations ci-dessus, et pour chaque groupe topologique abélien A, on note A le
quotient de A par son sous-groupe divisible mazimal et AP le groupe des mor-
phismes continus de A dans Q/Z. Soit S C X une partie finie.

(i) On a une suite exacte :

7~D
0— TE)F" - [[ T(K,) —» WE>T) — wWH(T) — o,
veES
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PRINCIPE LOCAL-GLOBAL POUR LES CORPS DE FONCTIONS 269

o T(K)¥™ désigne Uadhérence de T(K) dans [],cqT(K,) et
LI4T2(T) est le sous-groupe de H¥2(K,T) constitué des éléments dont
la restriction o H¥2(K,,T) est nulle pour chaque ve XM\ S.

(ii) On a la suite exacte :

0— TRy - ] T(K,) — (E2D)P — ()P - o,
veX (1)
ot T(K)*® désigne Uadhérence de T(K) dans [[,cxa T(Ky) et
II4T2(T) est le sous-groupe de HYT2(K, T) constitué des éléments dont
la restriction a HT%(K,, T) est nulle pour presque tout v e X,

(iii) Le tore T vérifie approzimation faible si, et seulement si, III4T%(T) =
LIS (T).

(iv) Le tore T wérifie Uapprozimation faible faible si, et seulement si, le
groupe de torsion HIZ+2(T) est de type cofini. En particulier, lorsque
Hld+2(L,Z(d)) = 0 pour une extension finie L de K déployant T, le
tore T vérifie l'approximation faible faible si, et seulement si, IHZ“(T)
est fini.

(v) Le tore T vérifie l'approzimation faible faible dénombrable si, et seule-
ment si, le groupe de torsion TIIT2(T) est dénombrable.

REMARQUE 1.2. —  (a) La preuve de ce théoréme mélange les difficultés qui
avaient été rencontrées dans les articles [16] et [9] : le groupe ITIT2(Z(d))
n’est pas forcément nul, et le groupe ng+2 (T) n’est pas forcément fini
(ni méme de torsion de type cofini).

(b) Des exemples ot I1"2(L,Z(d)) = 0 ont été exhibés dans [19] : par
exemple, pour certaines courbes constantes sur Q,((¢2)) ... ((t4)) ou cer-
taines courbes elliptiques sur C((tg)) ... ((tq))-

Dans la deuxiéme partie, nous utilisons le théoréme de dualité arithmétique
pour les complexes & deux termes de tores de [22] afin d’étudier le principe
local-global pour les K-espaces principaux homogénes sous un groupe linéaire
connexe. Dans le cas ou k = C((t)), nous appliquons les méthodes de Borovoi
([2]) et Sansuc ([28]), ce qui permet notamment de montrer que la seule obs-
truction est I'obstruction de Brauer-Manin, alors que, dans les autres cas, nous
suivons la méthode de Harari et Szamuely ([16]).

1.2. Remerciements

Je tiens & remercier en premier lieu David Harari pour son soutien et ses
conseils, ainsi que pour sa lecture soigneuse de ce texte : sans lui, ce travail
n’aurait pas pu voir le jour. Je suis aussi trés reconnaissant & Jean-Louis Colliot-
Théléne, Tamés Szamuely et Bruno Kahn pour leurs commentaires et leurs
remarques, et & Giancarlo Lucchini Arteche pour de nombreuses discussions. Je
voudrais également remercier le rapporteur pour ses commentaires. Je voudrais
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270 D. IZQUIERDO

finalement remercier I’Ecole normale supérieure et I’Université Paris-Sud pour
leurs excellentes conditions de travail.

1.3. Notations

Groupes abéliens. — Pour A un groupe topologique abélien (éventuellement
muni de la topologie discréte), n > 0 un entier et ! un nombre premier, on
notera :

Aiors la partie de torsion de A.

nA la partie de n-torsion de A.

A" le complété profini de A.

A, la limite projective des A/nA.

Agiv le sous-groupe divisible maximal de A. En général, il ne coincide
pas avec le sous-groupe constitué des éléments divisibles de A.

A le quotient de A par Agjy.

e AP le groupe des morphismes continus A — Q/Z.

Compleres. — Soit A une catégorie abélienne. Lorsque Ag, A1, Ao ..., A,
sont des objets de A munis de morphismes A;1; — A; pour 0 < i < n—1,
on notera [A, — A,_1 — -+ — Ap] le complexe ou tous les termes en degrés
strictement inférieurs & —n ou strictement positifs sont nuls et ou A; est placé
en degré —i pour 0 < ¢ < n. Lorsque f* : A* — B® est un morphisme de
complexes, on notera [A®* — B*®] le cone de f°.

Faisceaur. — Sauf indication du contraire, tous les faisceaux sont considérés
pour le petit site étale. Dans la suite, on fera souvent appel & des catégories
dérivées de faisceaux : on entendra toujours par la la catégorie dérivée des
faisceaux étales sur le schéma considéré. Pour F' un faisceau sur un schéma X,
on note Homx (F, —) (ou Hom(F, —) ¢’il n’y a pas d’ambigiiité) le foncteur qui
4 un faisceau G sur X assosie le groupe des morphismes de faisceaux de F' vers
G et Hom y (F, —) (ou Hom(F, —) §’il n’y a pas d’ambigiiité) le foncteur qui a
un faisceau G sur X associe le faisceau étale U — Homy (F|y, G|u).

Corps locauz supérieurs. — Les corps 0-locaux sont par définition les corps
finis et le corps C((¢)). Pour d > 1, un corps d-local est un corps complet pour
une valuation discréte dont le corps résiduel est (d — 1)-local. On remarquera
que cette définition est plus générale que la définition standard. Lorsque k est
un corps d-local, on notera ko, k1, ..., kq les corps tels que kg est fini ou C((¢)),
kq = k, et pour chaque ¢ le corps k; est le corps résiduel de k;;1. On rappelle
le théoréme de dualité sur un corps d-local k : pour tout Gal(k®/k)-module
fini M d’ordre n premier & Car(k1), on a un accouplement parfait de groupes
finis H"(k, M) x H4*1="(k, Hom(M, u®%)) — H*1(k, u®?) = Z/nZ. Ce théo-
réme est énoncé et démontré dans [25] (théoréme 2.17) lorsque ko # C((t)).
Il se prouve exactement de la méme maniére dans ce dernier cas : en effet, il
suffit de procéder par récurrence a I’aide du lemme 2.18 de [25], I'initialisation
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étant réduite a la dualité évidente H" (k_1, M) x H™"(k_1, Hom(M, Z/nZ)) —
H%k_1,7Z/nZ) = 7Z/nZ pour le corps « —1-local » k_; = C.

Groupes de Tate-Shafarevich. — Lorsque L est le corps des fonctions d’une
variété projective lisse géométriquement intégre Y sur un corps ! et M est
un objet de la catégorie dérivée des Gal(L®/L)-modules discrets, le r-iéme
groupe de Tate-Shafarevich de M est, par définition, le groupe III" (L, M) =
Ker(H"(L,M) — [I,cy H"(Ly, M)), ot Y1) désigne les points de codimen-
sion 1 de Y et L, le complété de L par rapport & la valuation discréte v pour
chaque v € X, Dans la suite, il sera aussi utile d’introduire, pour chaque par-
tie S de Y1) le groupe I (L, M) = Ker(H" (L, M) — [Leyans H (Lo, M)),
ainsi que le groupe I}, (L, M) = Ugc x ) sinie s (L, M).

Groupe de Brauer. — Lorsque Z est un schéma, on note Br(Z) le groupe
de Brauer cohomologique H?(Z,G,,). Si Z est une L-variété géométriquement
intégre pour un certain corps L, on note Br,(Z) le groupe de Brauer algébrique
Ker(Br(Z) — Br(Z xi k*))/Im(Br(L) — Br(Z)). Finalement, si L est le corps
des fonctions d’une variété projective lisse géométriquement intégre Y sur un
corps [, on notera B(Z) le groupe Ker(Bra(Z) — [[,cy o) Bra(Z xz Ly)).

Cadre. — Dans toute la suite, d désignera un entier naturel fixé (éventuelle-
ment nul), k£ un corps d-local et X une courbe projective lisse géométriquement
intégre sur k. On notera X (! 1’ensemble de ses points de codimension 1 et K
son corps des fonctions. Lorsque kg est fini, on supposera que le corps ki est
de caractéristique 0 : autrement dit, ou bien kg = C((¢)), ou bien d > 1 et k;
est un corps p-adique. Pour chaque v € XM, on notera K, le complété de K
pour la valuation v et O, son anneau des entiers. Lorsque M est un objet
de la catégorie dérivée des Gal(K?®/K)-modules discrets, on notera 1" (M)
(resp. III'g(M), resp. III7,(M)) au lieu de II" (K, M) (resp. IIT'(K, M), resp.
II7 (K, M)) s’il n’y a pas d’ambigiiiteé.

Cohomologie & support compact. — Pour j : U — X une immersion ouverte
et F un faisceau sur U, le r-iéme groupe de cohomologie & support compact est,
par définition, le groupe H!(U,F) = H"(X, j1F). On notera aussi R['.(U, F)
le complexe RI'(X, 1. F), dont le r-iéme groupe de cohomologie est le r-iéme
groupe de cohomologie a support compact de F. De méme, lorsque F* est
un complexe de faisceaux sur U, on notera HZ (U, F*) le groupe d’hyperco-
homologie H" (k,Rf.jiF*) = H" (X, iF*), ou f désigne le morphisme propre
X — Spec k. On remarquera que, contrairement & la définition classique de
la cohomologie a support compact, la définition ci-dessus ne dépend pas du
choix d’une compactification lisse de U (plus précisément, nous avons choisi X
comme compactification lisse de U).

Complexes de Bloch et cohomologie motivigue. — Dans I'article [1], Bloch as-
socie & chaque schéma Y séparé de type fini sur un corps F et a chaque entier
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272 D. IZQUIERDO

naturel i un complexe noté z%(Y,-). Lorsque Y est lisse, on note Z(i) (resp.
Z(i)zar) le complexe de faisceaux z%(—,-)[—2i] sur le petit site étale (resp. sur
le petit site de Zariski), et pour chaque groupe abélien A, on note A(i) (resp.
A(%)zar) le complexe AQZ(i) (resp. A® Z(i)zar), qui coincide avec le complexe
A @Y Z(i) (resp. A ®Y Z(i)zar) puisque chaque terme de Z(i) (resp. Z(i)zar)
est un faisceau plat. On renvoie a la partie 0.6 de [21] pour des rappels sur les
complexes de Bloch.

Quelques notations de [22] et [21]. — Lorsque F' est un Gal(K*®/K)-module
fini, on note F' = Homg (F,Q/Z(d + 1)). Lorsque T est un tore sur K, on
note 7' (resp. T') son module des caractéres (resp. cocaractéres), T = T ® Z(d)
et Ty = T®Q/Z(d). De méme, si G = [T} — Tj] est un complexe & deux termes
de tores (placés en degrés —1 et 0), on note G = [Ty — T1] et Gy = [Ty — Thy].

1.4. Quelques rappels de [22] et [21]. — Dans [22] et [21], nous avons posé les
fondements théoriques nécessaires pour le présent article. Nous rappelons ici
les énoncés des résultats principaux.

THEOREME 1.3 (Théorémes 3.10, 3.20 et 3.22 de [21]). — On rappelle que K
est le corps des fonctions de la k-courbe X. Soit T un K-tore. Qn note T le
module des caractéres de T, T le module des cocaractéres de T et T = T QZ(d).

(i) Les groupes III4T2(T) et III*(T) sont de torsion de type cofini, et on a
des accouplements parfaits de groupes finis :

YT x M(T) - Q/Z et  II*™Y(T) x HI*(T) — Q/Z.

(ii) Soit L une extension finie déployant T. Supposons que III*(L,G,,) est
nul. On dispose alors d’une suite exacte & 7 termes :

H_[d+3(T)D 0

|

H(K,T)) — P°(T), — H*"?(K,T)P

|

HHYK, T)P —— PY(T) HY(K,T)
ot P"(T) désigne un produit restreint adélique des H" (K,,T) pour v €
X(l), et une suite eracte a 8 termes :

TOME 145 — 2017 — N° 2



PRINCIPE LOCAL-GLOBAL POUR LES CORPS DE FONCTIONS 273

PAY(T)

HY(K,T)P

|

(HO(Ka T)/\)D - Pd+2(T)tors - Hd+2(Ka T)

Hd+3 (K, T) pd+3 (T)

(lm ,T(K*))” —0,

ot IP”“(T) désigne un produit restreint adélique des H" (KU,T) pour v €
X,

REMARQUE 1.4. — (i) Ce théoréme et la conjecture de Beilinson-Lichten-
baum montrent que IT1%(G,,) et IIIT2(Z(d)) sont divisibles.
(ii) Lanullité de II1%(L, G,,) (ainsi que celle de I11?(L, Z)) a été étudiée dans
[19]. Elle interviendra dans certains théorémes de la deuxiéme partie de
cet article.

THEOREME 1.5 (Théoréme 1 et corollaire 2 de [22]). — On rappelle que K
est le corps des fonctions de la k-courbe X. Soit G = [T1 — T»] un complexe
de deur K-tores placés en degrés —1 et 0. Notons G le cone de Ty — Ty, ou
Tl = Tl ® Z(d) et Tg = TQ ® Z(d)

(1) On a alors un accouplement parfait :

I1%(G)yors x MI4T2(G) — Q/Z.

(i) On suppose que le morphisme T) — Ty ou le morphisme Ty — Ty est
injectif. On a alors un accouplement parfait :

(@) x Q) — Q/z.

De plus, si Ty — Ty est injectif, alors I (G) est de torsion de type
cofini et IITY(Q) est fini; si Ty — Ty est injectif, alors III'(G) est fini
et IIITY(G) est de torsion de type cofini.

(iii) On suppose que le morphisme Ty — Ty est injectif. On a alors un ac-
couplement parfait :

I1%(G) x HI%(G)tors — Q/Z.

2. Approximation faible pour les tores

On rappelle que K est le corps des fonctions de la k-courbe X. Soit T un tore
sur K. Notons 1" (resp. T) son module des caractéres (resp. cocaractéres), et
posons T = T @ Z(d). Nous voulons ici étudier les propriétés d’approximation
faible pour le tore T :
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274 D. IZQUIERDO

DEFINITION 2.1. — On dit que T wvérifie I'approximation faible si T'(K) est
dense dans [[,c x) T(Ky), ot le groupe T(K,) est muni de la topologie v-adique
pour chaque v. On dit que T vérifie 'approximation faible faible (resp. I’approxi-
mation faible faible dénombrable) s’il existe une partie finie (resp. dénombrable)

So de X1 telle que, pour toute partie finie S de XV n’intersectant pas So, le
groupe T(K) est dense dans [[,cq T(Ky).

Nous allons voir que ces propriétés se lisent dans la « taille » du groupe
IHfiJr2 (T) : plus le groupe Hli+2 (T) est « gros », plus on s’éloigne de la pro-
priété d’approximation faible. Pour ce faire, rappelons que ’approximation
faible est vérifiée pour les tores quasi-triviaux. En effet, ces derniers étant
lisses et K-rationnels, cela découle du lemme d’approximation d’Artin-Whaples
(théoréme XII.1.2 de [24]) et du théoréme des fonctions implicites pour les va-
luations ultramétriques.

Fixons maintenant une partie finie S de X(*). On rappelle que le cup-produit
induit, pour r € {1,2,...,d + 1} et v € X® un accouplement parfait de
groupes finis :

()0 : H'(Ky, F) x H2""(K,, F') — H**(K,,Q/Z(d + 1)) = Q/Z
d’aprés le théoréme 1.2.17 de [25].
LEMME 2.2. — Soit F' un Gal(K*®/K)-module discret fini. Pour r € {1,2,...,
d+ 1}, on a une suite exacte :

.HT(K, F) _ H HT‘(Kv,F) N IHZ—I—Q—T‘(F/)D N IHCH—Q—T‘(F/)D N O,
veS
ot le morphisme [[,.g H" (Ky, F) — ML= (F')P est donné par
(fo) = (f' = Z(fqu/;)v)
veS
Démonstration. — D’aprés la proposition 2.6 de [21], on a une suite exacte :
Hd+2_r(K, Fl) ]P>d+2—r(Fl) S H’I‘(K, F)D .
On en déduit la suite exacte :
]_Hlé+27T(F/) . HveS Hd+27r(Kv’ Fl) . H’I‘(K, F)D .
En dualisant, on obtient I'exactitude de :
H"(K,F) = [[ H"(K,,F) — WE>7(F)P.
veS
Pour achever la preuve, il suffit de dualiser la suite :
0 _ IHd+2—T(F/) _ IH%—‘,—Q—T(F/) _ @Hd+2_r(Kv,Fl). |:|
veSs

LEMME 2.3. — Le groupe III%2(Z(d)) coincide avec le groupe TI1*T2(Z(d)) et
est donc de torsion de type cofini divisible.
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Démonstration. — Soit n > 0. D’aprés la proposition précédente, on a une
suite exacte :
HY (K, ) = [[ H (Ko, pn) — TG (uEHP — T (uEHP — 0.
vES

Or le morphisme H!(K,u,) — | HY(K,,u,) est surjectif puisque G,
vérifie I'approximation faible et H'(K, u,) = K*/K*™. Donc II4™ (u®4) =
14 (u®4). Comme la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum (voir par exemple
le théoreme 0.3 de [21]) impose les égalités ITT%T!(u®4) = , I14T2(Z(d)) et
I (u®4) =, 1172(Z(d)), cela prouve que %% (Z(d)) = [I*T2(Z(d)). O

THEOREME 2.4. — Rappelons que T' est un tore et T =T Q- Z(d).
(1) On a la suite exacte :
0— TR - [] T(K,) — (WE>(T))P — (1) — o,
veS

ot T(K)%&™ désigne I'adhérence de T(K) dans [],cq T(Ky).
(ii) On a la suite exacte :

0—- 7K - [ T, — @E>T)" - (W**(T))” - o,
UeX(l)
ot T(K)* désigne l’adhérence de T(K) dans [],cxa) T(Ky).

Démonstration. — (i) Remarquons que, si T' est quasi-trivial :

e la fleche T(K)&™ — [],cq T(K,) est surjective puisque T' vérifie
I’approximation faible,

e le morphisme [[, .o T(K,) — (II4F2(T))P est nul d’aprés le lemme
précédent et le lemme de Shapiro.

e le morphisme (III%T?(7))P — (II4T2(T))P est un isomorphisme
d’aprés le lemme précédent et le lemme de Shapiro.

On en déduit que la suite

0 — T adh - H T(K (mg’-‘rQ(T))D - (]_Hd-&-Q(T))D =0
veES

est exacte dés que T est quasi-trivial. Par conséquent, pour prouver la
proposition, nous pouvons remplacer 7 par un tore de la forme 7™ X i Tg,
ou m > 0 et Ty est un tore quasi-trivial.

D’apreés le lemme 1.10 de [28], on peut donc supposer qu’il existe une
suite exacte :

0-F—-R—->T—0

ol F' est un schéma en groupes fini commutatif sur K et R un tore quasi-
trivial sur K. On en déduit une suite exacte de Gal(K*®/K)-modules :

0T —sR—F—o0.
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En tensorisant par Z(d), on obtient une suite exacte de complexes :
0-T—>R—F —0.
D’aprés le lemme de Shapiro et la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum
(voir par exemple le théoréme 0.3 de [21]), on remarque que
H*Y(K,R) = 0 et H*'(K,,R) = 0 pour v € X1, On en déduit
une suite exacte :
0 — HIgH (F') — I§™(T) — E(R).
Montrons que le morphisme I1%42(T) — II%"(R) est surjectif. Soit 7
ordre de F. Soit « € TII% 2(R). Comme ITI$2(R) est divisible (d’aprés
le lemme de Shapiro, le lemme 2.3 et la remarque 1.4(i)) et H¥*2(K, F’)
est d’exposant fini, il existe ' € T4 (R) tel que = na’ et 'image
de 2’ dans H*2(K, F’) est nulle. Par conséquent, 2’ provient d’un élé-
ment y € H*2(K,T). Soit z 'image de y dans [Togs H**?(K,,T). Son
image dans [], g H 4+2(K, R) est bien str nulle, et donc z provient
d’un élément de [, 45 H4*Y(K,, F'), qui est de n-torsion. Donc nz = 0,
et ny € %™ (T). Comme ny s’envoie sur = dans II1%*(R), on déduit
que le morphisme II1%4™2(T) — II4T2(R) est surjectif.
Nous disposons donc d’une suite exacte :
0 — MG (F') — WE>(T) — WL (R) — 0.
En dualisant, on obtient la suite exacte :
0 — M42(R)P — (TP — i (F)P - 0.
On a donc un diagramme (D) commutatif & lignes exactes :
R(K) T(K) HY(K,F) —=0

| | |

HvES R(K'U) - HUES T(K'U) - HUES’ Hl(KlH F) —0

| | |

0 — HIE2(R)P — WL (F)P —— IS (F))P —o.
De plus, la colonne concernant le module fini F' est exacte. Comme R vé-
rifie ’approximation faible, une simple chasse au diagramme montre que
le noyau Ker([[,cq T'(Ky) — 1%T2(T)P) est contenu dans I'adhérence
de T(K) dans [, g T(K,). Montrons que 0 — T(K) — [[,cq T(Ky) —
Hl(é“(f)D est un complexe.
Soient z € T(K), (xy)ves son image dans []

veS

ves T(Ky) et y son
image dans IH‘?’2 (T)P. On remarque immédiatement que I'image de y
dans LH%H(F’ )P est nulle, et donc y provient d’un élément z € LHdS+2(R)D .
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Comme F est d’ordre n, la famille (nx,),es provient d’un élément
(ro)ves € Il,es R(K,). Par injectivite de MI4H23(R)P — MI42(T)P
et nullité de [],.q R(K,) — II4T2(R)P, on déduit que nz = 0. Mais
IH‘;J“Z(]N%) étant de torsion de type cofini divisible, son dual est sans
torsion. Donc z =0 et y = 0.

Cela permet de conclure & ’exactitude de :

0— T(K)adh — H T(K,) — (LH%+2(T))D
veS
Reste donc & montrer I'exactitude de :
H T H_Id+2( ))D N (H_Id+2(T))D 0.
veS
Pour ce faire, remarquons que nous disposons d’une suite exacte :
0 — *(T) — WEH(T) — D (K, T),
veS
d’oll une suite exacte duale :
[1 7" - mE2(I)P - W*(T)P - o.
veES

Or une chasse au diagramme dans le diagramme commutatif & lignes
exactes (D) montre que le conoyau de T(K)¥™" — T[], g T(K,) est
T(K,) — (WIg™ (1))
T(K,)" —

. 2 3
de n-torsion. Par conséquent, I'image de [],.g
est aussi de n-torsion et elle coincide avec 'image de []

II4T2(T)P. On en déduit exactitude de

H T md+2( ))D _ (md+2(T))D N 0,
veS

veS

ce qui achéve la preuve.
(ii) En passant a la limite projective sur S dans la suite exacte de (i), on
obtient immédiatement I’exactitude de :

0— T(K)adh — H T(K,) — H_Ii+2(T)D
veX )

Pour établir les derniers termes de la suite exacte, on procéde comme
dans (i). En effet, on vérifie exactement de la méme maniére que 1'on
peut supposer que T s’insére dans une suite exacte :

0—-F—R—->T-—0,

ou F est un groupe fini et R est un tore quasi-trivial. On remarque alors
que 'on dispose d’une suite exacte :

0 — W*(T) - WE(T) - P H*W(K,,T),
veX @)
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d’otl une suite exacte duale :
H T(Kv)/\ _ IHZ+2(T)D N md+2(T)D 0.
veX @)
Or, comme R vérifie approximation faible, une chasse au diagramme
dans :

R(K) 0

T(K)

HY(K,F)

|

[Toexm RKy) = TTpexn T(KY) = [Tpexa H (Ky, F) =0
permet de conclure que le groupe topologique (HUEX(U T(KU)) /T (K)adh
s'identifie & ([T,cxw H'(Ky, F)) /HY(K,F)*® ou H'(K,F)*" de-
signe Padhérence de H' (K, F) dans [],c ya) H' (K, F) (muni de la to-
pologie produit). C’est donc un groupe compact et l'image de
[loexw T(K,) dans II42(T)P est fermée. On en déduit que cette
image coincide avec celle de [],.xa) T(Ky)", ce qui impose I'exacti-
tude de :

I 7x,) — mi>@)P — m+(1)2 - o. 0
veXx ™)

REMARQUE 2.5. — (i) La preuve précédente montre aussi que

(i)

(IMyexo T(Ky)) /T(K)*™ est d’exposant fini. Cependant, ce groupe
n’est pas forcément fini. Par exemple, prenons K = Q,(t) et soit T'
le tore dual du tore de la proposition 3.5 de [14]. D’aprés la preuve
de cette proposition, comme @Q, n’est pas dénombrable, il en est de
méme du groupe III3(T). On en déduit que I3 (T)P est infini, et
comme IIT'(T) est fini, le théoréme 3.3 de [14] permet de conclure
que ([T,cxa T(Ky)) /T(K)*" est infini.

Pour montrer que 0 — T(K)¥" — [], .o T(K,) — (IIT4T2(T))P est un
complexe, nous aurions aussi pu faire appel & un argument topologique
comme dans le lemme 9.5 et la remarque 9.8 de [9].

Nous pouvons récrire la suite exacte (i) du théoréme sous une forme plus
agréable :

COROLLAIRE 2.6. — Rappelons que T est un tore et T = T ®v Z(d). On a une
suite exacte :

7~D
0 TE)F" - [[ T(K,) —» WE>(T) - 1 (T) — o.
veS

Démonstration. — Le corollaire découle immédiatement du théoréme et de
la remarque précédents, du fait que les groupes I_Hg"'z(T) et 11942 (T') sont de
torsion de type cofini, et du théoréme de dualité 1.3. O
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Le théoréme 2.4 nous permet finalement d’étudier les propriétés d’approxi-
mation faible, d’approximation faible faible et d’approximation faible faible
dénombrable pour le tore T :

COROLLAIRE 2.7 (Propriétés d’approximation faible des tores). — Rappelons
que T est un tore et T =T Q¥ Z(d).

(i)
(i)

(iii)

Le tore T vérifie ’approximation faible si, et seulement si, [r+2 (T) =
e+2(T).

Le tore T wvérifie l’approximation faible faible si, et seulement si, le
groupe de torsion II%Y2(T) est de type cofini. En particulier, lorsque
42 (L, Z(d)) = 0 pour une extension finie L de K déployant T, le
tore T vérifie l'approximation faible faible si, et seulement si, H_Iz”(f’)
est fini.

Le tore T vérifie lapproximation faible faible dénombrable si, et seule-
ment si, le groupe de torsion IHZJr2 (T) est dénombrable.

Démonstration. — (i) Cette propriété découle immédiatement du théo-

(i)

réme 2.4(ii).
Supposons que T vérifie 'approximation faible faible, et notons Sy une
partie finie de X telle que, pour chaque partie finie S de X n’in-
tersectant pas Sp, le groupe T'(K) est dense dans [, g T'(K,). D’aprés le
théorém~e 2.4(i), cela impose que, pour une telle partie S, on a HICSH'2 (T) =
II1472(T), d’ott une suite exacte :
0 — WH3(E) — W) — @) HO(K,.T),
vESH

On en déduit que III4™(T) est de torsion de type cofini.

Réciproquement, supposons que le groupe de torsion ITI%2(T) est de
type cofini. Montrons d’abord que ITI¢+2 (Taiv = Hli+2 (T')giv- Comme
(IMyexa T(Ky)) /T(K)>" est d’exposant fini, le théoréme 2.4(ii) four-

nit une suite exacte :
0—A— I_Hi-i_z(T)D — H_Id+2(T)D — 0,
ou A est un groupe abélien de torsion. On en déduit que :
IHZ+2(T)D/(IHZ+2 (T)D)tors o~ H_Id+2 (T)D/(md+2 (T)D)tors,

et donc que ng“(f)div = Hld+2(T)diV. Rappelons maintenant qu’il
existe n > 0 tel que le groupe (I],cq T(Ky)) /T(K)%™ est de n-torsion
pour toute partie finie S de X () et fixons un nombre premier / divisant
n. Comme T4 2(T) est de type cofini et TI19T2(T) g, = II4F2(T) g3y, il
existe une partie finie S; C X telle que % (T {1} = ng;ﬂ(T){l}.
On en déduit que, pour chaque partie finie S de XV n’intersectant pas
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Sy, on a II(T){I} = MIE™(T){l}. Grace au théoréme 2.4(i), on en

dedull que
((UES > ) ) { } 0

Cela prouve que T'(K) est dense dans [], g T(K,) pour chaque partie
finie S de XM n’intersectant pas Ul|n S, et donc T vérifie ’approxima-
tion faible faible.

Supposons que H_Id+2 (T) est dénombrable. Soit Sy I’ensemble des places
v € XM telles qu'il existe un élément de IHd+2( ) dont l’1mage dans
H%*2(K,,T) est non nulle. On sait que III4T%(T) = Uscx®ini E(T).
Comme Hl‘ff?(T) est dénombrable, il existe une suite (5;);>1 de par-
ties finies de X1 telle que III4T(T) = Uis1 ngj'Q(T) On en déduit

que II1¢T2(T) C H_Iﬁlj+2 s, (T) et que Sy C Ui>1 Si- Par conséquent, So

est dénombrable. De plus, pour chaque partie finie S de X n’intersec-
tant par Sp, on a [II$"%(T) = MI*"?(T). Le théoréme 2.4(i) impose alors
que T'(K) est dense dans [], ¢ T'(K,), et donc T vérifie 'approximation
faible faible dénombrable.

Réciproquement, supposons que T vérifie I'approximation faible faible
dénombrable. Soit Sy une partie dénombrable de XV telle que, pour
chaque partie finie S de X (1) n’intersectant pas Sp, le groupe T'(K) est
dense dans [], .4 T(K,). D’aprés le théoréme 2.4(i), cela impose que,
pour une telle partie S, on a II%™(T) = MI***(T), d’ott une suite
exacte :

0 — (7)) - WE(T) —» @ H(K,, T).
vESH

On en déduit que III4™2(T) est dénombrable.
]

REMARQUE 2.8. — (i) 1l existe des tores qui ne vérifient pas approxima-

(i)

tion faible faible dénombrable. C’est par exemple le cas du tore de la
proposition 3.5 de [14] (voir la remarque 2.5).

Je ne connais pas la réponse a la question suivante mais elle me semble
intéressante : existe-t-il des tores vérifiant ’approximation faible faible
dénombrable mais ne vérifiant pas ’approximation faible faible ?

3. Applications au principe local-global

3.1. Torseurs sous un tore. — Dans cette section, on suppose que d > 0, c’est-
a-dire que k (qui est de caractéristique 0) n’est pas C((¢)). Soient T un tore
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sur K et Y un espace principal homogene sous T tel que Y (Ag) # . Comme
dans la partie 5 de [16], on peut définir :

HI2(Y,Q/Z(d + 1)) = Ker(H™(Y,Q/Z(d + 1)) /Im(H™?(K,Q/Z(d + 1)))

- I H™*(Yk,,Q/Z(d+1)/Im(H™**(K,, Q/Z(d + 1))
veX @)
ou Yk, désigne Y X K,, et on peut construire un morphisme

py « Hg (Y, Q/Z(d + 1)) — Q/Z.

On prouve alors exactement de la méme maniére que dans la partie 5 de [16]
le théoréme :

THEOREME 3.1. — On rappelle que l’on a supposé que d > 0. Si py est trivial,
alors Y (K) # 0.

Preuve (esquisse). — Comme K est de dimension cohomologique d + 2, la
suite spectrale

HP(K,HY(Y,Q/Z(d + 1)) = H""(Y,Q/Z(d + 1))
induit un morphisme
HYY(K,HY,Q/Z(d + 1)) — H*™(Y,Q/Z(d + 1)) /Im(H**(K,Q/Z(d + 1))).
De plus, on montre exactement comme dans le lemme 5.2 de [16] que :
HYY,Q/Z(d + 1)) = T,.

La nullité de H“ (K, T ®Q(d)) et H¥2(K, T ®Q(d)) permet alors de déduire
des isomorphismes H4t1 (K, H (Y, Q/Z(d+1))) = HHY(K, T,) ~ H¥?(K,T),
d’otl un morphisme H*2(K,T) — H?(Y,Q/Z(d + 1)) /Im(H**?(K,Q/Z(d + 1))).
En passant aux éléments localement triviaux, on obtient un morphisme 7 :
W2(T) — HiP(Y,Q/Z(d + 1))

En procédant exactement comme dans la proposition 5.3 de [16], on peut
montrer que, si o est un élément de II%T2(T), [Y] désigne la classe de Y
dans IIIY(T) et PT(.,.) : II*(T) x MI%"?(T) — Q/Z désigne I'accouplement
du théoréme 1.3, alors py (7(a)) = PT([Y], ) au signe prés. Ainsi, grace au
théoréme 1.3, on déduit que si py est trivial, alors [Y] = 0 et donc Y (K) # 0.

(]

3.2. Torseurs sous un groupe réductif

3.2.1. Cas d = 0. — Dans cette section, on suppose que k = C((¢)) (et donc
que d = 0). Nous allons suivre de prés les méthodes développées par Borovoi
dans larticle [2] afin de montrer que, pour chaque K-groupe linéaire réductif
connexe H, il existe un accouplement non dégénéré BM : III' (H) x B(H) —
Q/Z. En fait, un tel accouplement a déja été étudié dans la partie 10 de lar-

ticle [9] : les méthodes utilisées dans ce dernier, fondées sur les revétements
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spéciaux, permettent d’établir la non-dégénérescence & gauche mais pas la non-
dégénérescence & droite.

Considérons H un groupe réductif connexe sur K, et notons H*® son sous-
groupe dérivé et H®° son revétement universel, qui est semi-simple simplement
connexe. Soit T un tore maximal de H. Notons T I’image réciproque de T
par le morphisme composé p : H® — H* — H et G = [T®9 — T le cone
de T®%) — T. Pour L une extension de K, on définit la cohomologie galoisienne
abélienne de H par H!, (L,H) = H"(L,G). On rappelle que, dans la section
3 de [2], Borovoi a construit, pour chaque extension L de K, des morphismes
d’abélianisation :

ab? : H(L) — HY, (L, H)
abt : HY(L,H) — H} (L, H).

. L . 1
Dans la suite, nous nous intéressons au morphisme ab; avec L = K et avec L =
K, pour un certain v € X, Commencons par montrer qu’il est injectif.

THEOREME 3.2 (Cas particulier de la conjecture de Serre II). — Rappelons que
nous avons supposé que X est une courbe sur k = C((¢t)). Supposons de plus
que H soit semisimple simplement conneze.

(i) Pour chaque v € X, Iensemble pointé H' (K, H) est trivial.

(ii) L’ensemble pointé H* (K, H) est trivial.

Démonstration. — (i) On pourra aller voir le théoréme 4.7 de [4].

(ii) D’apres le théoréme 10 de [23], le corps C((t)) est C;. En utilisant en plus
le théoréme 6 de [23] complété par [26], le corps K est un corps Co de
caractéristique 0 et son extension abélienne maximale est de dimension
cohomologique au plus 1. La partie (v) du théoréme 1.2 de [8] permet
alors de conclure. O

COROLLAIRE 3.3. — On rappelle que l'on a supposé que X est une courbe
sur k = C((¢)).
(i) Pour chaque v € XM le morphisme d’abélianisation ab}(v est injectif.
(ii) Le morphisme d’abélianisation ab} est injectif.
Démonstration. — La preuve découle du théoréme précédent par un argu-
ment de torsion. Elle est tout a fait analogue a celle du corollaire 5.4.1de [2]. O

Quant & la surjectivité des morphismes d’abélianisation, elle découle des
travaux de Gonzalez-Avilés ([13]) :

THEOREME 3.4. — On rappelle que l'on a supposé que X est une courbe
sur k = C((¢)).

(i) Pour chaque v € X, le morphisme d’abélianisation ab}{v est surjectif.
(ii) Le morphisme d’abélianisation ab}, est surjectif.
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Démonstration. — Rappelons que le corps K (resp. K, pour v € X)) est
de type de Douai (voir définition 5.2 de [13]) d’aprés le théoréme 2.1(a) de [8],
puisque K (resp. K,) est un corps de caractéristique 0 de dimension cohomo-
logique 2 dont I'extension abélienne maximale est de dimension cohomologique
au plus 1 et 'exposant et 'indice coincident pour les algébres simples centrales
sur des extensions finies de K (resp. K,) (voir p. 350 de [27] ou le théoréme 5.5
de [17]). Cela permet de déduire la surjectivité des morphismes d’abélianisation
du théoréme 5.5(i) de [13], puisque nous sommes en caractéristique 0. O

Nous allons voir que les propriétés que nous venons d’établir concernant
les morphismes d’abélianisation permettent d’étudier I’obstruction au principe
local-global.

Soit Y un espace principal homogéne sous H tel que, pour chaque v € X1
on a Y(K,) # 0. En considérant un modéle géométriquement intégre de Y sur
un ouvert non vide de X, on peut définir un accouplement de type Brauer-
Manin :

[ Y(Ak) x B(Y) = Q/Z,

et on remarque que, pour o € B(Y), la valeur de [(P,), ] ne dépend pas du
choix du point adélique (P,) € Y (Ag). Comme on dispose d’un isomorphisme
canonique B(Y) — B(H) (voir le lemme 5.2(iii) de [3]), cela permet de définir
un accouplement :

BM : III'(H) x B(H) — Q/Z
(Y], @) = [(P), q]

ot (P,) € Y(Ak) est un point adélique quelconque.
D’autre part, le noyau du morphisme 7¢¢) — T étant fini, le théoréme 1.5
fournit un accouplement parfait de type Poitou-Tate :

PT: II'(G) x IIT*(G) — Q/Z.
De plus, nous disposons d’isomorphismes permettant de comparer les deux
accouplements précédents :

e d’aprés le corollaire 3.3 et le théoréme 3.4, les morphismes d’abélianisa-
tion induisent une bijection ab® : III' (H) — II1*(G),
o d’apreés le corollaire 2.20 et le théoréme 4.8 de [3], on dispose d’un iso-
morphisme B : G(H) — LHI(G)
Le lemme suivant montre que les accouplements de Brauer-Manin et de Poitou-
Tate sont compatibles :

PROPOSITION 3.5. — On rappelle que l'on a supposé que X est une courbe
sur k = C((t)). Le diagramme :
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BM : ' (H) x DB(H) Q/Z
.
PT: (@) x I1YG) —- Q/Z.

est commutatif au signe pres.

Avant de passer a la preuve du lemme précédent, introduisons les notations
suivantes, calquées de l'article [15] :

NOTATION 3.6. — Lorsque Y est une variété lisse géométriquement intégre
sur K et Y un modéle lisse géométriquement intégre de Y sur un ouvert non
vide Uy de X :

Y .Y — Spec K et #¥ : Y — U, sont les morphismes structuraux,
Y désigne Y xj, k°,
KD(Y) = [F*(¥)* — Div(¥)] = r<1RaY Gy 1],
KD'(Y) = [k*(Y)* /k** = Div(Y)] = [G — T<1R7Y Gyi][1],
KD(Y) = 7<1RmY G [1],
KD'(Y) = [Gm — 71 R7Y G [1].

Démonstration. — Soient [Y] € III*(H) et a € B(H). On notera aussi a
limage réciproque de « par isomorphisme B(Y) — B(H). Soit Uy un ouvert
non vide de X tel qu’il existe :

e Y un modéle géométriquement intégre de Y sur U,

H (resp. H(SC)) un groupe réductif sur un ouvert non vide de Uy étendant
H (resp. H®),

un morphisme H®%) — H étendant H*® — H,

T (resp. 7)) un tore sur Uy étendant T (resp. T()),

un morphisme 7% — T étendant TG — T,

un morphisme 7 ¢ — H() étendant T(°) — H5C,

un morphisme 7 — H étendant 7' — H,

un morphisme H Xy, Y — Y étendant l'action H xg Y — Y de H
sur Y,

et tel que le diagramme :
T(SC) T

L

H(sc) — - H
est commutatif. On adopte en outre les notations suivantes :

o T et TG0 désignent les modules de caractéres de T et TG0,
e G=[TC) 5 T)et G =[T — Tk,
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e U désigne un ouvert de Uy tel que « s’étend en un élément ay €
HNU,KD'(Y)) et tel que ab'([Y]) s’étend en un élément de H' (U, G),
e &y désigne la classe du morphisme naturel KD'(Y) — G,[2] dans le
groupe Ext;(KD'())), G, [1]),
e C(H) = [KD'(H) — KD'(H)][-1]
et C(T) = [KD'(T) — KD'(T®9)][-1],
o Extj(KD'(Y @ H),G[1]) = Exty (KD'(Y), Gu[1]) ® Extf (KD (H), Gy 1))
et Hy (U, KD (Y @ H)) = H;(U,KD'(Y)) & H; (U, KD'(H)).

On dispose d’un diagramme commutatif d’accouplements :
Exty (KD'(V),Gnll])  x  H}(UKD' (V) —= H(U,Gn)

|

Q/z

R

Ext, (KD (Y xu H),Gn[1]) x HY(U,KD' (Y xv H)) — H3(U,G,,) — Q/Z

X

Bxtl (KD'(Y & W), Gull]) = HI(U,KD(Y® H) — H(U, Gn) = Q/2

Exti; (KD'(H), Gp[1]) HY(U,KD'(H)) —= H3(U,Gy,) = Q/Z

X

W

Ext;(C(H),Gn[l])  x  HXU,C(H)) —— H3(U,G,,) = Q/Z

Exty(C(T),Gnll)  x  HU,C(T))

Ext{ (G, Gp[1]) x HNU,G)

H'(U,6) x HL(U,G) HY(U, Grm) ~ Q/Z
ot les morphismes verticaux sont induits (du haut vers le bas) par :

e le morphisme KD'(Y) — KD'(Y xy H) induit par le morphisme
Y xy 'H — Y qui étend ’action de H sur Y,

e le morphisme naturel XD'(Y) ® KD'(H) — KD'(Y xy H) induit par les
projections,

e la projection KD'(Y) ® KD'(H) — KD'(H),

e le morphisme naturel C(H) — KD'(H),
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e le morphisme naturel C(H) — C(T),

e le morphisme G — C(7T) le morphisme induit par T = G, — 71 Gp] —
KD'(T)[-1] et par T 2 [G,, — 77" G, = KD'(TE))[-1],

e laccouplement G @ G — G,,[1].

De maniére analogue a la proposition 3.3 de [15], on peut montrer que :
BM([Y], () = Ey U ag.
De plus, larticle [3] impose que isomorphisme
HY(K,G) — Ext}(KD'(Y),G,,[1])

envoie ab’([Y]) sur —Ey, oit Ey désigne 'image de & dans Extj,(KD'(Y),G,,[1])
(théoréme 5.5), et que les morphismes KD'(Y) & KD'(H) — KD'(Y xy H),
C(H) — KD'(H) et G — C(T) deviennent des isomorphismes sur la fibre
générique (lemmes 5.2, 4.3 et 4.2). Donc, quitte a diminuer U, on en déduit
que :

PT(ab ([Y]), B(a)) = —&y Uay = —BM([Y], (a)). O

REMARQUE 3.7. — Pour établir la proposition 3.3 de [15], on a besoin de
donner une autre construction du morphisme BM([Y],.) & 'aide du lemme du
serpent (lemme 3.1). Dans notre situation, dans la preuve précédente, pour
montrer que BM([Y], (@)) = & U ay, il convient de remarquer que la méme
construction marche méme si le morphisme Br(K) — @, y) Br(K,) n’est pas
injectif et son conoyau n’est pas isomorphe a Q/Z : en fait, la loi de réciprocité
de Weil fournit un morphisme Coker(Br(K) — @, xm Br(K,)) — Q/Z, et
cela nous suffit.

THEOREME 3.8 (Obstruction au principe local-global). — On rappelle que lon
a supposé que X est une courbe sur k = C((t)). L’accouplement BM : ITI' (H) x

B(H) — Q/Z induit une bijection III* (H) = B(H)D

Démonstration. — Cela découle du lemme précédent, du théoréme 1.5, et du
fait que ab' est une bijection et que B est un isomorphisme. (]
REMARQUE 3.9. — Comme la cohomologie d’un groupe unipotent sur un corps

de caractéristique O est triviale, en quotientant par le radical unipotent, on
voit que le théoréme précédent reste valable pour un groupe algébrique linéaire
connexe quelconque.

COROLLAIRE 3.10. — On rappelle que l’on a supposé que X est une courbe
sur k = C((¢t)). Soit H un groupe linéaire conneze quelconque sur K. La seule
obstruction au principe local-global pour les K -espaces homogénes sous H est
Uobstruction de Brauer-Manin associée & B(H).
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REMARQUE 3.11. — Ce corollaire découle uniquement de la non-dégénérescence
a gauche de 'accouplement BM : les résultats de Particle [9] étaient donc déja
suffisants pour 1’établir.

3.2.2. Cas d =1. — Dans cette section, on suppose que k = C((¢1))((¢2)) (le
cas ol k est p-adique a été traité dans la partie 6 de [16]). Soit H un groupe
réductif sur K tel que H®¢ est quasi-déployé. On suppose de plus que :

e le groupe I11%(Z) est nul,

e le groupe H est déployé sur une extension finie galoisienne L de K
(ie H posséde un tore maximal qui devient déployé sur L) telle que
1*(L, G,,) = 0.

REMARQUE 3.12. — (i) L’hypothese II*(L,G,,) = 0 implique que
1112 (G,n) = 0, mais la réciproque est fausse. En effet :
e siIl1*(L,G,,) = 0, un argument de restriction-corestriction montre
que 1112 (Gn) est d’exposant fini; comme il est divisible, il est nul;
e pour voir que la réciproque est fausse, il suffit de choisir K =
C((t1))((t2))(x) et L la cloture galoisienne d’une extension finie L’
de K telle que II*(L/,G,,) # 0 (cela est possible grace a
lexemple 5.17 de [19]).
De méme, si H_IQ(L,Z) = 0, alors H_IQ(Z) = 0, mais la réciproque est
fausse.
(ii) Les nullités de I1T%(Z) et de ITI*(L, G,,) ont été étudiées dans [19].

Soit E un espace principal homogéne sous H tel que E(Ag) # 0. Comme
dans la partie 3.1, on peut construire un morphisme pg : Hf’;(E,Q/Z(Q)) —
Q/Z. Exactement de la méme maniére que dans la partie 6 de [16], on peut
montrer le théoréme suivant :

THEOREME 3.13. — On rappelle que l'on a supposé que X est une courbe
sur k = C((t1))((t2)). Si H*° n’a pas de facteur Eg et si pg est le morphisme
trivial, alors E(K) # (0. Si H* est de type Eg et si pg est le morphisme trivial,
alors E posséde un zéro-cycle de degré 1.

REMARQUE 3.14. — (i) La preuve fait appel a I'invariant de Rost. En par-
ticulier, on utilise les deux résultats suivants :

e pour H' un groupe semi-simple simplement connexe absolument
presque simple quasi-déployé sur un corps K’ de dimension cohomo-
logique au plus 3, si H' n’est pas de type Fg, le noyau de 'invariant
de Rost HY(K', H') — H*(K',Q/7(2)) est trivial (théoréme 5.3 de
[10]) ;
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e pour H' un groupe semi-simple simplement connexe absolument
presque simple quasi-déployé de type Fg sur un corps K’ de di-
mension cohomologique au plus 4, tout torseur sous H’ représen-
tant une classe du noyau de linvariant de Rost H(K',H') —
H3(K',Q/Z(2)) admet un zéro-cycle de degré 1 ([5], [6], [29]).

(ii) La nullité de III*(Z) est utilisée pour établir un résultat analogue a
la proposition 6.2 de [16], ou plus précisément pour montrer linjec-
tivité du morphisme H?*(K,Q/Z(2)) — [l,exw H*(Ky,,Q/Z(2)) : le
noyau de H?*(K,Q/Z(2)) — Il,exw H*(Ky,Q/Z(2)) est isomorphe
a II1*(Z(2)), qui est nul si, et seulement si, I11?(Z) l'est d’aprés une
variante du lemme 3.18 de [21].

(iii) La nullité du II1%*(L,G,,) permet de calculer la cohomologie des tores
quasi-triviaux. Plus précisément, dans la partie 6 de [16], on a be-
soin de considérer une z-extension (suite exacte (37)) faisant intervenir
un tore quasi-trivial Q. Il se trouve qu’avec le choix que nous avons
fait du corps L, on peut supposer que le module des caractéres de @)
est un Z[Gal(L/K)]-module libre (proposition V.3.1 de [11]). Comme
I*(L,G,,) est nul, cela permet d’établir avec le lemme de Shapiro
que II1%(Q) et III*(Q) sont nuls.

3.2.3. Cas d > 1. — Dans cette section, on suppose que d > 1. Soit H un
groupe réductif sur K tel que H*® est quasi-déployé. Soit L une extension finie
galoisienne de K telle que H contient un tore maximal déployé sur L. On
suppose que I11*(Z(2)) = 0 et que II*(L,G,,) = 0.

REMARQUE 3.15. — La nullité de ITI*(L, G,,) a été étudiée dans [19].

Soit E un espace principal homogene sous H tel que E(Ag) # 0. Comme
dans la partie 3.1, on peut construire un morphisme pg : Hl‘i“ (E,Q/Z(d+1))
— Q/Z. On peut alors montrer le théoréme suivant :

THEOREME 3.16. — On rappelle que l’on a supposé que d > 1.

(1) Sipg est le morphisme trivial et si H* ne contient que des facteurs de
type A, avecn <5, B, avecn < 6, C, avecn <5, D, avecn < 6,
1D7, Eﬁ, E7, F4, GQ, alors E(K) 7é (Z)

(ii) Si d = 2, pg est le morphisme trivial et H® est de type Eg, alors E
posséde un zéro-cycle de degré 1.

La preuve est trés similaire & celle du théoréme 6.1 de [16] mais présente
quelques différences que nous signalons dans la suite.

Preuve (esquisse). — e Comme le noyau de linvariant de Rost d’un
groupe semi-simple simplement connexe absolument presque simple
quasi-déployé de type A, avec n < 5, B,, avec n < 6, C,, avec n < 5,
D,, avec n < 6, 'D7, Eg, E7, Fy ou Gy est trivial (théorémes 0.1 et
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0.5 de [12]) et comme tout torseur dans le noyau de l'invariant de Rost
d’un groupe semi-simple simplement connexe absolument presque simple
quasi-déployé de type Eg sur un corps de dimension cohomologique au
plus 4 a un zéro-cycle de degré 1 ([5], [6], [29]), on montre la propriété sui-
vante exactement de la méme maniére que la proposition 6.2 de [16] : sous
les hypotheéses de (i), le noyau de H' (K, H*) — [],cxo) H' (K,, H*))
est trivial; sous les hypothéses de (ii), tout torseur sous H*®® représen-
tant un élément de Ker(H'(K, H*) — [],cxa H'(K,, H*®)) posséde
un zéro-cycle de degré 1. Dans la preuve de ces résultats, I'injectivité
de H3(K,Q/Z(2)) — [l,exo H?*(K,, Q/Z(2)) découle de la nullité
de TIT*(Z(2)).
e On considére une z-extension de H :

1-Q—-H, > H—1.

C’est une extension centrale de K-groupes réductifs, () est un tore
quasi-trivial dont le module des caractéres est un module libre sur ’an-
neau Z[Gal(L/K)], et le sous-groupe dérivé H:® de H, est H%. Comme
H, est réductif, on dispose aussi d’une suite exacte 1 — H*¢ — H, —
H,/H®*¢ — 1 ou H,/H*®*¢ est un tore. On prouve alors de la méme ma-
niére que le lemme 6.4 et la proposition 6.5 de [16] le résultat suivant :
le morphisme naturel d’ensembles pointés IIT*(H,) — III'(H) est un
isomorphisme, et le noyau du morphisme naturel d’ensembles pointés
' (H,) — MI'(H,/H*®) est trivial. Pour ce faire, il est nécessaire de
montrer que 1112 (@) est nul : cela découle immédiatement du lemme de
Shapiro, du fait que @ est un Z[Gal(L/K)]-module libre et de la nullité
de II12 (L,G,,). On notera E, un torseur sous H, représentant I'image
réciproque de E par isomorphisme III' (H,) — III*(H), et Y un torseur
représentant 1'image de E, par [II'(H,) — II*(H,/H™>).

e On note T (resp. T;) un tore maximal de H (resp. H,). On note T(°)
(resp. TZ(SC)) limage réciproque de T' (resp. T,) dans H®® (resp. H:®).
On note finalement G = [T¢%) — T]et G, = [TZ(SC) — T,]. Le lemme des
cing et le lemme 6.7 de [28] fournissent un isomorphisme
HY(E,Q/Z(1)) = HY(H,Q/Z(1)) et donc un isomorphisme
HY(E,Q/Z(1)) = Hom (T/T¢),Q/Z) d’aprés la proposition 6.7 de
[7]. Comme TG — T est injectif, on obtient ainsi un isomorphisme :

HY(E,Q/Z(d + 1)) & Hom (T/T¢9), Q/Z(d))
= H°RHom . ([T¢0) — T, Q/Z(d)).

On a alors un morphisme naturel H°(G;[-1]) — HY(E,Q/Z(d + 1))
induit par ’accouplement [T' — T()] @ [T(9) — T] — Z[1] construit
dans la preuve du lemme 4.3 du chapitre 1 de [20]. Comme T(s¢) — T est
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injectif et le conoyau de 7' — T's¢) est fini, on a HO(G4[-1]) = Gy[—1],
et on a une suite exacte :
HY YK, [T — TE)] @ Q(d)[-1]) —» HH (K, G,[-1]) — H**(K, G[-1))
- H* (K, [T - TEI]) @" Q(a)[-1]).

Montrons que Ho*1(K, [T' — T{)] @ Q(d)[—1]) est nul. Pour ce faire,
on dispose de la suite exacte Hot1 (K, Ker(T — T69) @V Q(d)) —
HAYK, [T — T69) @Y Q(d)[-1]) — HI(K, Coker(T — T()) @L
Q(d)[~1]). Le troisiéme terme est nul car Coker(7” — T(%) est fini.
Quant au premier, il est divisible et, le groupe H4*+1 (K’ Q(d)) étant nul
pour chaque corps K’, un argument de restriction-corestriction montre
qu’il est d’exposAant fini. II est donc nul, et a fortiori le groupe
HHY K, [T — T69)) @ Q(d)[—1]) 'est aussi.
On montre de méme que H*2(K, [T — T()] @ Q(d)[~1]) = 0, et
on obtient donc un isomorphisme :
Hd+1(K> ét[_l]) = Hd+2(K3 é[_l])»
qui permet de construire par composition un morphisme :
H* (K, G[-1]) - H*" (K, H' (E,Q/Z(d + 1))).

En composant avec le morphisme

H"Y K, H'(E,Q/Z(d+1))) » H***(E,Q/Z(d + 1))/H***(K,Q/Z(d + 1)),
on obtient un morphisme :

H*Y(K,G) — H™(E,Q/Z(d +1))/H*"*(K,Q/Z(d + 1))
En passant aux éléments localement triviaux, cela induit un morphisme :
M (@) — HE2(B,Q/Z(d + 1),

De méme, on a des morphismes :

NG, — HE(B., Q/Z(d + 1)),
M2 ((H, /H*)™) — HE(Y,Q/Z(d + 1)).

En exploitant le diagramme commutatif :
Hld+2((HZ/Hsc)~) LHdH(éz) Hld—i-l(é)

| | |

H(Y,Q/2(d + 1)) = HiP (B2, Q/Z(d + 1)) < Hig (B, Q/Z(d + 1))
et en utilisant le théoréme 3.1, on voit qu’il suffit de montrer que le mor-
phisme 1% (G) — 1% (G,) est un isomorphisme.
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Pour ce faire, on écrit le triangle distingué G — G, — Q[1] — G[1].
Comme @ est quasi-trivial, le lemme de Shapiro et la conjecture de
Beilinson-Lichtenbaum imposent que H*!(K, Q) = H*Y(K,, Q) =0.
De plus, en utilisant toujours le lemme de Shapiro et le fait que Q
est un Z[Gal(L/K)]-module libre, on a I1"3(Q) = II%*(L, Z(d))™
pour un certain m, qui est nul d’aprés le lemme 3.18 de [21] puisque
I1%(L, G,,) = 0. Par conséquent, le morphisme II4T(@) — 114 (G,)
est bien un isomorphisme, ce qui achéve la preuve.

|

REMARQUE 3.17. — Dans le cas d = 2, on n’a pas besoin de supposer que
I1*(Z(2)) = 0. En effet, comme I1I*(L,G,,) = 0, un argument de restriction-
corestriction montre que H_IQ(Gm) = 0, et donc, en vertu du lemme 3.18 de

[21],

I11*(Z(2)) est automatiquement nul. En particulier, dans ce cas, il suffit de

supposer que le corps L vérifie les hypothéses du corollaire 5.11 ou du corollaire
5.12 de [19].
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