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COMPLEMENTS SUR LES EXTENSIONS ENTRE SERIES
PRINCIPALES p-ADIQUES ET MODULO p DE G(F)

PAR JULIEN HAUSEUX

REsUME. — Nous complétons les résultats de [10]. Soit G un groupe réductif connexe
déployé sur une extension finie F' de Qp. Lorsque F' = Qp, nous déterminons les ex-
tensions entre séries principales p-adiques et modulo p de G(Qp) sans supposer le
centre de G connexe ou le groupe dérivé de G simplement connexe. Cela fait appa-
rajtre un phénoméne nouveau : il peut exister plusieurs extensions non scindées non
isomorphes entre deux séries principales distinctes. Nous complétons aussi les calculs
d’auto-extensions d’une série principale dans les cas non génériques lorsque le centre
de G est connexe. Nous déterminons enfin les extensions d’une série principale de G(F’)
par une représentation « ordinaire » de G(F') (c’est-a-dire obtenue par induction para-
bolique & partir d’une représentation spéciale tordue par un caractére). Pour cela, nous
calculons le é-foncteur H*Ord gy des parties ordinaires dérivées d’Emerton relatif a
un sous-groupe de Borel sur une représentation ordinaire de G(F).

ABsTRACT (Additional results on extensions between p-adic and mod p principal se-
ries of G(F')). — We complete the results of [10]. Let G be a split connected reductive
group over a finite extension F' of Qp. When F = Q,, we determine the extensions
between unitary continuous p-adic and smooth mod p principal series of G(Qp) with-
out assuming the centre of G connected nor the derived group of G simply connected.
This shows a new phenomenon: there may exist several non-isomorphic non-split ex-
tensions between two distinct principal series. We also complete the computations of
self-extensions of a principal series in the non-generic cases when the centre of G is
connected. Finally, we determine the extensions of a principal series of G(F') by an
“ordinary” representation of G(F') (i.e., parabolically induced from a special represen-
tation twisted by a character). In order to do so, we compute Emerton’s d-functor

Texte regu le 24 mars 2015, modifié le 13 avril 2016 et le 30 mai 2016, accepté le 2 juin 2016.
JUuLIEN HAUSEUX
Classification mathématique par sujets (2010). — 22E50.

Mots clefs. — Extensions, séries principales, parties ordinaires, filtration de Bruhat.
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162 J. HAUSEUX

H*Ordp(r) of derived ordinary parts with respect to a Borel subgroup on an ordinary
representation of G(F).

1. Introduction

Contexte. — Nous rappelons les résultats de [10]. Soient F' une extension finie
de Q, et G un groupe réductif connexe déployé sur F. On fixe une extension
finie E de Q.

Lorsque F' = Qp, nous avons calculé les extensions entre séries principales
continues unitaires de G(Qp) sur E en faisant les hypothéses suivantes sur G :
son centre est connexe et son groupe dérivé est simplement connexe. Dans
cet article, nous traitons le cas général et nous complétons les calculs d’auto-
extensions d’une série principale dans les cas non génériques lorsque le centre
de G est connexe.

Nous avons également calculé les extensions d’une série principale continue
unitaire de G(F') sur E par l'induite parabolique d’un caractéres continu uni-
taire. Dans cet article, nous généralisons ces calculs pour les représentations
continues unitaires « ordinaires » de G(F') sur E (c’est-a-dire obtenues par in-
duction parabolique & partir d’une représentation continue unitaire spéciale
tordue par un caractére continu unitaire).

Principaux résultats. — Soient B C G un sous-groupe de Borel et T' C B un
tore maximal déployé. On note B~ C G le sous-groupe de Borel opposé & B
par rapport & T, A les racines simples de (G, B,T) et pour tout @ € A, on
note s, la réflexion simple correspondante. On note € : F* — Z;j le caractére
cyclotomique p-adique et Op I'anneau des entiers de E. On calcule les Ext?
dans les catégories abéliennes de représentations continues unitaires admissibles
sur E en utilisant les extensions de Yoneda.

Nous calculons tout d’abord les extensions entre séries principales continues
unitaires de G(F') sur E. Lorsque F # Q,, ces extensions proviennent toujours
d’une extension entre caractéres de T'(F') (voir [10, théoréme 1.2]). On suppose
donc F' = Q, et on généralise [10, théoréme 1.1].

En comparaison si le groupe dérivé de G n’est pas simplement connexe,
alors G n’admet pas nécessairement un « twisting element » 6 (par exemple
G = PGLy) et si le centre de G n’est pas connexe, alors on peut avoir

card{a € A|x =sa(x) (e o)} >1

avec x, X' : T(Qp) — Op C E* des caractéres continus unitaires distincts (voir
Pexemple 3.2.3).

TOME 145 — 2017 — ~N° 1



COMPLEMENTS SUR LES EXTENSIONS ENTRE SERIES PRINCIPALES 163

Nous démontrons le résultat suivant (théoréme 3.2.1), ainsi que son analogue
modulo p (c’est-a-dire dans les catégories de représentations lisses admissibles
sur le corps résiduel kg de E).

THEOREME 1.1. — Soit x : T(Q,) — Op C E* un caractére continu unitaire.

(i) Six' : T(Qp) — O C E* est un caractére continu unitaire distinct
de x, alors

. 1 (Qp) G(Qp)
dimg Extg(q,) (IndB (@) X Indp=g, >X)

=card{a € A|x =sa(x) (e oa)}.

G(Qp)

(i) Sisa(x) - (€7 o) # x pour tout a € A, alors le foncteur Ind ;" @)

induit un isomorphisme E-linéaire

Bxtrq,) (6X) = Bxteqe,) (Ind S,y 0 mdg ) )X)

Sans ’hypothése de généricité du point (ii), le foncteur Ind B(Q&; ) induit une
injection E-linéaire et on donne un minorant et un majorant de la dimension
de son conoyau (voir le point (ii) de la remarque 3.2.2).

Lorsque le centre de G est connexe, nous complétons les calculs d’auto-
extensions d’une série principale modulo p dans les cas non génériques (théo-
réme 3.2.4) et nous en déduisons le résultat analogue p-adique lorsque p # 2

(corollaire 3.2.6).
THEOREME 1.2. — On suppose le centre de G conneze. Soit x : T(Qp) — kj
un caractere lisse.

(1) Sip # 2, alors le foncteur IndB(QEﬁ’Q ) induit un isomorphisme kg-linéaire

(@)
Extho,) (6 X) — Extlq,) (IndB 2 xIndg %) )x)

G(Qp)

(ii) Sip =2, alors le foncteur IndB_(Q )

induit une injection kg-linéaire

1 1 (Qp) G(Qp)
ExtT(Qp) (x,x) — EXtG(QP) (IndB @ )X,IndB @, )X)

dont le conoyau est de dimension card{a € A | so(x) = x}-

COROLLAIRE 1.3. — On suppose le centre de G connexe et p # 2. Pour tout
caractere continu unitaire x : T(Qp) — Op C E*, le foncteur Ind (QEQ? ) induit

un isomorphisme E-linéaire

D G P
ExtT( Q) (x,x) — ExtG(Q ) (Ind (QE ) )X,IndB(QEQ) )X)

Nous étendons enfin nos calculs aux extensions d’une série principale de G(F)
par une représentation ordinaire de G(F') (propositions 3.3.6 et 3.3.8).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



164 J. HAUSEUX

Méthodes utilisées. — Expliquons la preuve du théoréme 1.1. On suppose
F = Qp. Soient x,x" : T(Q,) — Op C E* des caractéres continus uni-
taires distincts et A’ C A le sous-ensemble des racines simples a € A telles
que X’ = sa(X) - (€71 0 ). Pour tout a € A, on note G, C G le centralisateur
de (ker )° C T. Dans la sous-section 3.1, on montre que pour tout o € A’ il
existe une extension non scindée

Gu(@y) G (@)
0 —Ind5- 06 @ X = €a = Ind(5o0 g ) X = 0.

Le résultat principal de la sous-section 2.2 permet alors de montrer que les
classes des extensions

(Indfégzga)(@p) 5‘“) aEgA!

sont linéairement indépendantes dans le E-espace vectoriel du point (i), d’ou

une premiére inégalité. La seconde inégalité et le point (ii) se démontrent par

réduction modulo p* et dévissage en utilisant les calculs de parties ordinaires

dérivées de [10, §4.2] et la suite exacte dérivée de la relation d’adjonction entre
G(Qp) . .

les foncteurs Ordp(q,) et Ind B*(pr) (voir la sous-section 2.1).

De méme, le théoréme 1.2 se démontre en se ramenant au cas de GL2(Q)),
mais en utilisant la suite exacte compléte de cing termes.

Expliquons les preuves des proposition 3.3.6 et 3.3.8. On procéde par réduc-
tion modulo p* et dévissage comme dans [10]. En caractéristique positive, on
utilise le §-foncteur H*Ord () des parties ordinaires dérivées d’Emerton. On
fixe une uniformisante wg de O et un entier £ > 1. On définit tout d’abord
la filtration de Bruhat d’une représentation ordinaire de G(F) sur O /wr O,
puis on calcule son gradué qui est un facteur direct du gradué de la filtration
de Bruhat d’une série principale de G(F) sur Og/wtOg. On utilise ensuite les
calculs de parties ordinaires dérivées de [10, §4.3] pour en déduire ’expression
du d-foncteur H*Ordg(r) sur une telle représentation (théoréme 2.3.7). On ex-
plicite enfin ce calcul en degrés 0 et 1 (corollaires 2.3.8 et 2.3.9) et on conclut en
utilisant la suite exacte dérivée de la relation d’adjonction entre les foncteurs

Ordp(r) et Indg(,F(,},) (voir la sous-section 2.1).

Notations et conventions. — Soit F' une extension finie de Q.

On note € : F* — Z le caractére cyclotomique p-adique (défini par e(x) =
Nr/q, (®)[Ng/qg, (%), pour tout = € F*) et w : F* — FX sa réduction mo-
dulo p.

Soient G un groupe réductif connexe déployé sur F';, B C G un sous-groupe
de Borel et 7' C B un tore maximal déployé. On note B~ C G le sous-groupe
de Borel opposé & B par rapport & T et N le radical unipotent de B. On note
W le groupe de Weyl de (G,T), £ : W — N la longueur relative & B et A les
racines simples de (G, B,T). Pour tout o € A, on note s, € W la réflexion

TOME 145 — 2017 — ~° 1
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simple correspondante et pour tout w € W, on note w € G(F) un représentant
de w dans le normalisateur de T'(F).

Si P C G est un sous-groupe parabolique standard (c’est-a-dire contenant
B) et L C P est le sous-groupe de Levi standard (c’est-a-dire contenant T), on
note P~ C G le sous-groupe parabolique opposé & P par rapport a L, By, C L
(resp. By C L) le sous-groupe de Borel BN L (resp. B~ N L) et A, C A les
racines simples de (L, Br,T).

Soit E une extension finie de Q,. On note Og l'anneau des entiers de E
et kg le corps résiduel de Og. On fixe une uniformisante wg de Og. On désigne
par A une Og-algébre locale artinienne de corps résiduel kg et on note encore
w: F* — A* I'image de € dans A*.

Pour les représentations d’un groupe de Lie p-adique, on utilise la termi-
nologie de [6, §2] pour les représentations lisses & coefficients dans A et on
renvoie & [5, §3.1] pour les représentations continues unitaires admissibles sur
des E-espaces de Banach.

Remerciements. — Je remercie chaleureusement mon directeur de thése Chris-
tophe Breuil d’avoir suivi ce travail avec attention, ainsi que pour ses remarques
et ses conseils. Je remercie également Florian Herzig et le rapporteur anonyme
pour de nombreux commentaires qui ont permis d’améliorer cet article.

2. Parties ordinaires dérivées

Nous commengons par faire quelques rappels sur le J-foncteur H*Ord p (5.
Puis, nous démontrons une compatibilité naturelle lorsque F' = Q,, entre les
calculs de parties ordinaires dérivées de [10] en degré 1 et 'induction a partir
d’un sous-groupe parabolique correspondant a une racine simple. Enfin, nous
généralisons les résultats de [10, §2.3] et [10, §4.3] aux représentations ordi-
naires.

2.1. Préliminaires. — Soient P C G un sous-groupe parabolique standard et
L C P le sous-groupe de Levi standard. On note Np le radical unipotent de P
et Zy, le centre de L. On fixe un sous-groupe ouvert compact Npo de Np(F)
et on définit des sous-monoides de L(F') et Z(F') en posant

L+ {l e L(F) | INpol™" C Npy},
zF ¥z, (F)nLt.

On rappelle tout d’abord la construction du é-foncteur H*Ord p(py. Soit V
une représentation lisse de P(F) sur A. D’aprés [7, §3|, les A-modules
H*(Np,o,V) sont naturellement munis d’une action de Hecke de LT et les

A-modules
° déf .
H Ol"dp(p) V = HOHIA[ZI] (A[ZL(F)], H (Np,(], V))ZL(F)—ﬁn
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166 J. HAUSEUX

sont naturellement des représentations lisses de L(F') sur A, appelées les par-
ties ordinaires dérivées de V. De plus si V' est une représentation lisse loca-
lement admissible de G(F') sur A, alors H*Ordpp) V est le localisé en er
de H*(Npg,V) : on a un isomorphisme naturel L(F')-équivariant

H'Ordp(p) V= A[ZL(F)] ®A[ZZ’] H.(NP,O, V)

(voir [7, lemme 3.2.1] et [7, théoréme 3.4.7]).
On rappelle maintenant la construction de ’isomorphisme naturel qui fait

du foncteur des parties ordinaires Ordpr) = HOOrdp(F) un quasi-inverse a

(F)

gauche du foncteur d’induction parabolique IndIG,, ()"

LEMME 2.1.1. — Soit U une représentation lisse localement admissible de L(F’)
sur A. On a une injection naturelle L -équivariante

U= (mdg, v) e

qui induit aprés localisation en Zlf un isomorphisme L(F')-équivariant

U = Ordp(r) (Indg !}, U).

Démonstration. — La projection G(F) — P~ (F)\G(F) induit une immer-
sion ouverte Np(F') — P~ (F)\G(F), d’ou une injection naturelle P(F')-équi-
variante (voir [6, lemme 4.1.9])

C(Np(F),U) = Indf ), U

qui induit un isomorphisme L(F')-équivariant (voir [6, lemme 4.3.1])

Ordp(p) (C*(Np(F), 1)) — Ordp(ry (a5, U7)

On déduit de [6, proposition 4.2.7] que l'injection naturelle A-linéaire
U < C(Np(F),U)Nre

définie par u — 1n, ,u avec 1y, , la fonction caractéristique de Np o sur N p(F)
est Lt-équivariante et induit aprés localisation en er un isomorphisme
L(F')-équivariant

U — Ordp(r) (CZ(Np(F),U)).
En composant ces deux injections, on obtient une injection naturelle qui vérifie
bien la propriété de ’énoncé. O

On rappelle enfin que la relation d’adjonction entre les foncteurs Indg(faﬂ)
et Ordp(r) induit une suite exacte de A-modules
G(F
(1) 0 Ext}p (U, Ordp(r) V) — Extlp (mdP(_(}) U, V)
— Homp, ) (U,H'Ordp(r) V)

TOME 145 — 2017 — ~° 1
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pour toutes représentations lisses localement admissibles U et V de L(F)
et G(F) respectivement sur A (voir |7, § 3.7]). Le premier morphisme non trivial

est induit par le foncteur exact Indg(lz;,) et le morphisme naturel

Indg( (F)(Ordp(p) V) — V et le second associe a la classe d’une extension
G(F)
0—>V—>5—>Indp_(F)U—>0
le morphisme ¢ de la suite exacte longue

0 — Ordp(py V — Ordp(p £ — Ordp(p) (mdP i U) 2 H'Ordp(p) V
composé avec 'inverse de I’isomorphisme du lemme 2.1.1.

2.2. Compatibilité avec I'induction en degré 1. — On suppose F' = Q, et on
fixe @« € A. On note G, C G le sous-groupe fermé engendré par T et les
sous-groupes radiciels correspondant aux racines +«. On note P, C G (resp.
P, C Q) le sous-groupe parabolique BG, (resp. B~ G,) et N, C P, son
radical unipotent. On note B, C G, (resp. B, C G,) le sous-groupe de Borel
BN G, (resp. B-NG,) et N! C B, son radical unipotent. On note enfin
Zo C T le centre de G,.

Soient U et V des représentations lisses localement admissibles de T(Q))
sur A. D’aprés le lemme 2.1.1 pour les triplets (G, B,T) et (Gu, Ba,T), on a
des isomorphismes naturels T'(Q,)-équivariants

(Qp) o~
(2) Ordp(qg,) (IndB . )U) U,
«(Qp)
(3) OrdBa(Qp) (IndB @,) U) U.

Pour tout 3 € A, on note V? la représentation lisse de T(Qp) sur A dont
le A-module sous-jacent est V et sur lequel ¢ € T(Q,) agit & travers sg(t).
D’aprés [10, corollaire 4.2.4 (i)] pour les triplets (G, B,T) et (G4, Bqa,T'), on a
des isomorphismes naturels T(Qp)—équivariants

geA
(5) HlordBa(Qp) (Ind ((QP)) V) o~ VO( ® (w_l ° a)

Le but de cette sous-section est de démontrer le résultat suivant.

PROPOSITION 2.2.1. — On a un diagramme commutatif de A-modules

1 (Q p) G(Qp —1
Exti(o,) (IndB o) U Indg ) ) — @ Homrg,) (U, VP @ (w0 §))
A
j\ Be

1 «(Qp) Ga(Qp) o —
Exté, (g, (Ind5e %) U,Ind52 (3 V) — Homrg,) (U,V* @ (@ o))
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168 J. HAUSEUX

ot les morphismes horizontaux sont donnés par le second morphisme non trivial
de la suite exzacte (1) pour les triplets (G,B,T) et (Ga, Ba,T) en utilisant
les isomorphismes (4) et (5), linjection verticale de gauche est induite par
G(Qp)

Py (Qp)
correspondant 6 o € A.

le foncteur Ind et l'injection verticale de droite est l’injection naturelle

On a un produit semi-direct N = N/ x N,. On fixe un sous-groupe ouvert
compact standard Ny de N(Q,) compatible avec la décomposition radicielle
(voir [10, appendice A]). On note N4 et N/, les intersections respectives

No(Qp) et N/(Q,) avec Ny. D’aprés [10, proposition A.7], on a un produit
semi-direct No = N g X No 0. On utilise les résultats de [10, § 3.2] pour calculer
la, cohomologie de Ny et 'action de Hecke de T+ & travers ce dévissage de Np.

LEMME 2.2.2. — On a une injection naturelle TT -équivariante

0 «(Qp) 0
H (VY IndS (QP)U)<—>H (No, md %) 0)
dont le localisé en T, & travers les isomorphismes (2) et (3), est l'identité
sur U.

Démonstration. — En utilisant le lemme 2.1.1 pour le triplet (G, P,,G,) et
G(Qp) ~ G(Qp) Ga(Qp)
dp-(g,) = Ind, (<@p>I nd 7 B3 (Qp)’

a une injection naturelle 7% x NC’L -équivariante

I’isomorphisme de foncteurs In on voit que 'on

N,
Ga(Qp) G(Qy)
(6) Ind (@ p)U<—> (IndB ) )U>

et en prenant les invariants par N, " ,, on obtient I'injection naturelle T'*-équi-
variante de I’énoncé. Elle s’insére dans un diagramme commutatif de représen-
tations lisses de T sur A

(mage(e) U) - (mag'%) v) v

Ba (Qp) B~(Qp)
] J
U U

ou les injections verticales sont données par le lemme 2.1.1 pour les triplets
(G,B,T) et (Gu,Bqa,T). En utilisant ce lemme, on en déduit que 'injection
construite vérifie bien la propriété de ’énoncé. O

LEMME 2.2.3. — On a un morphisme naturel T -équivariant

H' (VY o, Ind5 - V) = B (No, Ind5%) | V)
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COMPLEMENTS SUR LES EXTENSIONS ENTRE SERIES PRINCIPALES 169

dont le localisé en T, a travers les isomorphismes (4) et (5), est linjection
naturelle

Ve (w” > @PVview'op).
BeA
REMARQUE 2.2.4. — On peut montrer que le morphisme de ’énoncé est in-
jectif.
: . : G(Qp) o Ga(Qp)
Démonstration. — Soit Iy C IndB,(Qp) V (resp. I§ C IndB @) V) la sous-

B(Q,)-représentation (resp. sous-B,(Q,)-représentation) constituée des fonc-
tions & support dans Pouvert B~ (Q,)N(Q,) (resp. B, (Q,)N/(Qp)). On a un
diagramme commutatif de représentations lisses de T+ x N/ ; sur A

v g —— ((mag'G) v )/IO)N“’O

ot le morphisme horizontal supérieur est U'injection (6) avec V au lieu de U,
le morphisme horizontal du milieu est induit par le précédent, le morphisme
horizontal inférieur est défini par v — 1y, ,v avec 1y, , la fonction caracté-
ristique de Ny o sur N, (Q,), les morphismes verticaux supérieurs sont les ap-
plications quotients et les morphismes verticaux inférieurs sont expliqués dans
[10, § 2.1]. On précise laction de T x N/, sur les termes inférieurs (pour celui
de droite, il faut prendre 'action de Hecke de T* correspondante et ’action
induite de Nj,) : Nj, agit trivialement sur V' et par translation & droite
sur C2°( a(@p) V) ; laction de T sur V' est la restriction de celle de T'(Q,)
et I'action de t € T sur f € C2°(Na(Qp), V) est donnée par

(t- F)(n) = (3ats3") - fF(t'nt)

pour tout n € N,(Q,). Enfin, les localisés en T des injections horizontales
sont des isomorphismes (pour celle du haut cela résulte du lemme 2.1.1 et on
en déduit le résultat pour celle du milieu, tandis que pour celle du bas cela
résulte de [10, §3.3]).

En appliquant le foncteur H'(N/, ,,
tion H' (N, o, (—=)Ne0) < H*(No, —), on obtient un diagramme commutatif de

—) et en utilisant le morphisme d’infla-
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représentations lisses de 7' sur A

Hl( 0, Ind " ((%;)) V) —— (NO,Indg(% )V)

| l

HY (N2, (10d52 @ V) f15) —— 1 (No, (ma5') V) /Do)

| J

HY(N/ ,, V) ———————— H'(Np,C® (Na(Qy),V))

a,0

ou les morphismes verticaux supérieurs sont encore surjectifs et le morphisme
vertical inférieur droit est encore injectif (voir [10, §2.2]) et les localisés en T'F
des morphismes horizontaux sont encore des isomorphismes. De plus, les loca-
lisés en T des morphismes verticaux supérieurs sont des isomorphismes (car
les localisés en T de H' (N o, I§) et H'(Ng, I) sont nuls, voir [10, §3.3]).

D’aprés [10, proposition 3.1.8] avec n = 1, Ng = N,/ ; et V* au lieu de V,
on a un isomorphisme naturel T"-équivariant

(7 H' (N}, V) S V@ (w o).

L’isomorphisme (5) est la composée des localisés en Tt de 'isomorphisme (7)
et des morphismes verticaux de gauche du précédent diagramme. De plus, la
composée des localisés en T+ de I'isomorphisme (7) et du morphisme horizontal
inférieur et des morphismes verticaux de droite du précédent diagramme est
une injection naturelle TV -équivariante

Ve @ (w0 a) = H'Ordp(,) (ndf%) | V)

dont la composée avec I'isomorphisme (4) est l'injection de 1’énoncé. On en
conclut que le morphisme horizontal supérieur du précédent diagramme vérifie
bien la propriété de ’énoncé. O

Démonstration de la proposition 2.2.1. — On remarque que le morphisme
vertical de gauche du diagramme de 1’énoncé est bien injectif car le foncteur

d P(%g ) admet un quasi-inverse & gauche d’aprés le lemme 2.1.1 pour
P

le triplet (G, Py, Ga).
Soit £, une extension entre représentations lisses de G (Qp) sur A

exact In

0—Ind @ v e mdb @ y_o.

Ba (Qp) Bs (Qp)
En appliquant le foncteur exact Indg(%g > on obtient une extension entre re-
a (Up
présentations lisses de G(Q,) sur A
G(Qp) G(Qp) G(Qp)
(8) 0—Indgg V= IndP ©,) Eq — Indj ~©,) U —0.
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En prenant les invariants par N, o, on obtient une suite exacte de représentations
lisses de Tt x N/, sur A

0— () v) e (g EQ)NQ’D — (mdg%) ) oo

et on note I C (Indg(,(%? U YN0 I’image du dernier morphisme. En utilisant le

lemme 2.1.1 pour le triplet (G, P,, G4 ), on en déduit un diagramme commutatif
de représentations lisses de TF x N/ 5 sur A

N N
6@ 1\ N c(@y) @0
0 — (md5% V) — (maf e f 0
Ga(@) Ga(@)
0 —— Indg2 (& v Eo md52 (3 U — 0

dont les lignes sont exactes. En prenant la cohomologie de N,/ , & valeurs dans
ces suites exactes courtes, on obtient un diagramme commutatif de représenta-
tions lisses de T sur A

A G@) 1\ Ve
HO (Nt/x/,07I) EE— Hl <N‘l)‘/!07 (IndBi(Qp) V) )

J w

0 " Ga(Qp) Sa 1 7 Ga(Qp)
H ( a0 52 o) U) > H ( a0 g2 o) V)'

Par ailleurs, on a un diagramme commutatif de représentations lisses de T+
sur A

B~ (Qp) B~ (Qp)

| J

’ NQ,
HO ( " I) 9o Hl ( " (IndG(@p) ) V) O)

HO (No,IndG(Q”) U) SR (NO,IndG(Q”) V)

a,0’ a,0’ B~ (Qp

GQ) 1y
B=(Qp) 7
le morphisme vertical de droite est I'inflation et § est le morphisme obtenu par

la suite exacte longue de cohomologie associée 4 la suite exacte (8).

ou l'injection verticale de gauche est induite par I'inclusion I C Ind
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En combinant les deux précédents diagrammes, on obtient un diagramme
commutatif de représentations lisses de T sur A

HO (No,Indg(% )U> SR (No,lndG(%p) V)

] I

0 Gao (@p) ) 1( Ga (Qp) )
H ( o Indge (3 U) s B (N o, Ind (@) v
ou l'injection verticale de gauche est celle du lemme 2.2.2 et le morphisme
vertical de droite est celui du lemme 2.2.3. En utilisant ces deux lemmes, on
voit qu’a travers les isomorphismes (2), (3), (4) et (5), le localisé en TT de ce
diagramme est un diagramme commutatif de représentations lisses de T'(Q,)
sur A

U%@%Avﬁ@)( o f3)

]

U—Le v w!

o)

ou le morphisme vertical de droite est I'injection naturelle. Enfin, 5 (resp. ga)
est I'image de la classe de ’extension Ind G(Q) Eo (resp. &,) par le morphisme

Py (Qp)
horizontal supérieur (resp. inférieur) du diagramme de 1’énoncé. O
2.3. Calculs sur les représentations ordinaires. — Soient P C G un sous-groupe

parabolique standard et L C P le sous-groupe de Levi standard. Pour tout
sous-groupe parabolique standard () C L, on note Ly C @ le sous-groupe de
Levi standard et Q~ C L le sous-groupe parabolique opposé a ) par rapport
& Lg. Dans ce cas, BQ C P est un sous-groupe parabolique standard de G,
Lqg C BQ est le sous-groupe de Levi standard, on note Wy, C W le groupe de
Weyl de (Lg,T') et on pose

def

WBQ = {w € W | w de longueur maximale dans WLQw} .

Pour tout sous- 1s-groupe parabolique standard @ C Q’ CL,on a WBQ/ C WBQ

De plus, 1 € WBQ si et seulement si Q = By, ; s, € WBQ avec « € A — Ay si

et seulement si Q@ = Bp; s, € WBQ avec a € Ay si et seulement si Q = Q,
avec (), C L le sous-groupe parabolique standard correspondant a a.

DEFINITION 2.3.1. — Pour tout sous-groupe parabolique standard @ C L, on
définit la représentation spéciale relative a @) de L(F') sur A
L(F)
gp, . 4&f In dQ (F)
Pqo = L(F)

2ocqerndys(m) 1
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avec Q' parmi les sous-groupes de L et 1 la représentation triviale sur A.
Lorsque @Q = By, on appelle la représentation de Steinberg de L(F') sur A
et on la note St. Lorsque @) = @, avec o € Ay, on la note Sp,,.

REMARQUE 2.3.2. — Les représentations spéciales sont des représentations
lisses admissibles de L(F') sur A. Lorsque A = kg, elles sont irréductibles
(voir [15, théoréme 2] pour St, [9, corollaire 4.3] lorsque le systéme de racines
de L ne contient pas de facteur exceptionnel et [11, théoréme 7.2] dans le cas
général déployé) et deux a deux non isomorphes d’apreés [9, corollaire 4.4 (a)].

Dans ce cas, elles forment les constituants irréductibles de Indg(,F()F)
L

apparaissant avec multiplicité un (voir [9, corollaire 4.4 (b)] lorsque le systéme

de racines de L ne contient pas de facteur exceptionnel et [11, théoréme 7.3

dans le cas général déployé).

1, chacune

Soit o une représentation spéciale de L(F') sur A. On note Q C L le sous-
groupe parabolique standard correspondant et on pose

et~ N
We = Weo— |J Wae
QGQ'CL

avec (' parmi les sous-groupes paraboliques de L. Par convention, w, désigne
toujours un élément de Wg.

Soit x : L(F') — A un caractere lisse. On rappelle que la restriction a T'(F')
identifie les caractéres de L(F') avec les caractéres de T'(F') triviaux sur im "
pour tout & € Ap, (voir [1, proposition 3.3]).

DEFINITION 2.3.3. — Onu appelle représentation ordinaire de G(F') sur A une
représentation de la forme Indg(fz}.) (0 @ x)-

On commence par définir la filtration de Bruhat de Indg(_lz;)(o ® x). On
note d la dimension de NV et pour tout w € W, on note N,, C N le sous-groupe
fermé N N w1 Nu.

PROPOSITION 2.3.4. — Il existe une filtration (I7),c[-1,q) de Indg(_lz;) (c®x)

par des sous-B(F)-représentations et pour tout r € [0,d], on a une suite exacte
courte de représentations lisses de B(F) sur A

017, -1 P CcWa, (F),x) — 0.

Lwo)=r

Cette terminologie, empruntée & [14], est justifiée par le fait suivant : lorsque A = kg,
les représentations ordinaires irréductibles sont exactement les sous-quotients irréductibles
de séries principales.
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Démonstration. — D’aprés [10, §2.3], il existe pour tout sous-groupe parabo-
lique standard @’ C L une filtration (Ile)Te[[_l,d] de Indg;g?)_(m X et pour
tout r € [0,d], on a une suite exacte courte de représentations lisses de B(F)
sur A

9) 0129 159 — @ C*(Ng,, (F),x) —0.
e(’lﬂBQ/):T

De plus pour tous sous-groupes paraboliques standards Q] C Q5 C L, linjec-
tion G(F)-équivariante

G(F) G(F)
(10) Ind 504)- () X = 0d (g1 - () X
est stricte par rapport aux filtrations (I )re[[ 1,d] et ( )re[[ 1,4] : pour

tout r € [0, d], on a un diagramme commutatif de représentations lisses de B(F)
sur A

(11)

0 —— 7% 15 P cx(Na,, (F).x) — 0
1
/[ U@ pqp)=r
0 —— 179 7o D W, (F)x) — 0
Z(wBQé) T

ou les injections verticales de gauche et du milieu sont induites par I'injection
(10) et injection verticale de droite est 'injection naturelle correspondant a

inclusion Wgq, C WBQ/1 . Enfin, on a un isomorphisme G(F')-équivariant

G(F)
Ind 5y () X

G(F ~
(12) In dP( (;) (c®x) =

G(F)
2acer Mz (m X

avec (' parmi les sous-groupes paraboliques de L, qui résulte de I’exactitude de
G(F)

P (F)
variant (Ind L(F) 1)®x = Ind, L(F F) X- Soit (I7)re[-1,q4) 'image de la filtration

Q'~(F)
(IBQ Jre[-1,4] de Ind(B(Q; 7y X dans le quotient IndG( )

la torsion par x et du foncteur Ind ainsi que de Iisomorphisme L(F')-équi-

)(0 ® x). Un résultat
de [3] (qui se démontre de la méme fagon que [2, V.16 lemme 23]) montre

Ces résultats, énoncés pour les caractéres de la forme n o dét avec n : FX — AX un
caractére lisse et dét : G — GLj un caractére algébrique, sont encore vrais pour un caractére
lisse x : L(F) — A* quelconque.
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que 179 n (ZQCQ P QY = ZQCQ cL Ile pour tout r € [0, d], donc 'iso-
morphisme (12) 1ndu1t un 1somorphlsme B(F)-équivariant
189189

B’ BQ'’'\ "
VIEY

(13) ID/I7_ =
ZQCQ’CL(

En utilisant le diagramme (11) avec Q1 = @ et Q2 = Q' pour tout sous-groupe

parabolique @ ; @' C L, on déduit de isomorphisme (13) que la filtration
(I7)re[-1,q) Vérifie bien la propriété de 1’énoncé. O

REMARQUE 2.3.5. — Cette filtration est déja définie et étudiée dans [15] pour
les représentations spéciales de G(F) (c’est-a-dire lorsque P = G).

Soit Ny un sous-groupe ouvert compact de N(F). On montre que la fil-
tration de Bruhat de Ind%") (0 ® x) induit une filtration des A-modules

P=(F)
. F
H* (No, Ind 5} (0 @ x)).
PROPOSITION 2.3.6. — Pour tout r € [0,d], on a des suites exactes courtes de
représentations lisses de T sur A

0— H*(No, I7_;) = H*(No, I7) = €D H*(No,C° (N, (F), X)) — 0.
(W )=r

Démonstration. — On reprend les notations de la preuve de la proposition 2.3.4
et on fixe r € [0,d]. On a des diagrammes commutatifs de représentations lisses
de TT sur A

0+ H*(No, I79) » H*(No, IFQ) » @)  H*(No,CZ®(Ngpo (F),X)) + 0

L(Wpq)=T
] ¢

0+ H*(No, I7 ;) — H*(No, I7) — € H*(No,CZ(Ng, (F),x)) — 0
U )=r

dont les lignes supérieures sont exactes d’aprés [10, §2.3] (voir la note de bas
de page 2). La surjectivité des morphismes verticaux de droite est immédiate,
ce qui permet de montrer que le dernier morphisme non trivial de chaque
ligne inférieure est surjectif. Par la suite exacte longue de cohomologie associée
a la suite exacte courte de la proposition 2.3.4, on en conclut que les lignes
inférieures sont exactes. O

On calcule maintenant les parties ordinaires dérivées d’une représentation
ordinaire de G(F) sur A. Pour tout w € W, on note oy, le caractére algébrique
de la représentation adjointe de T' sur détp Lie(Ny,.w) avec wg € W I’élément
de longueur maximale. On a a3 = 0 et a5, = a pour tout a € A.
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THEOREME 2.3.7. — Soient o une représentation spéciale de L(F) sur A, x :
L(F) — A* un caractére lisse et n € N. On suppose A = kg oun < 1. Alors
on a un isomorphisme T (F)-équivariant

H"Ordp(r) (Indg(}z},)(g ® x)) = @ @, (x) - (wtoag,).
[F:Qp]-£(@ 0 )=n

Démonstration. — D’aprés |7, théoréme 3.4.7], les termes des suites exactes
de la proposition 2.3.6 sont réunions de sous-A-modules de type fini stables
par TF. En utilisant |7, lemme 3.2.1], on en déduit des suites exactes courtes
de représentations lisses de T'(F') sur A

0— H.OrdB(F)(Ig_l) — H'OrdB(F)(If)
— D HOrdpr)(CZ(Na, (F),x)) — 0
(W, )=T

pour tout r € [0,d]. On conclut en utilisant [10, théoréme 4.2.2]. O
On explicite enfin ce calcul en degrés 0 et 1.

COROLLAIRE 2.3.8. — Soient o une représentation spéciale de L(F) sur A
et x : L(F) — A* un caractére lisse. On a un isomorphisme T (F)-équivariant

X sio=St,

G(F) ~
Ordp(r) (IndP’(F)(J © X)) - {0 sinon.

Démonstration. — Soit @ C L le sous-groupe parabolique correspondant a o.
On utilise le théoréme 2.3.7 avec n = 0. La somme directe de 1’isomorphisme
est nulle sauf si 1 € WJ, auquel cas 1 € WBQ (car Wa C WBQ) donc Q = B,
d’ott ¢ = St et on obtient ainsi ’isomorphisme de ’énoncé car 1 est 'unique
élément de longueur 0 de WSt. U

COROLLAIRE 2.3.9. — Soient o une représentation spéciale de L(F') sur A
et x : L(F) — A* un caractére lisse.

(i) Si F =Qyp, alors on a un isomorphisme T(Q,)-équivariant

G P
HlOrdB(Qp) (IndP(—QEQ?p)(U ® X))

®aeA—AL Sa(X) " (w

<y -(wloa) st 0 = Sp, avec a € Ay,

“loa) sioc=St,

0 sinon.
(ii) Si F # Qp, alors H'Ordpp (Indf " 1, (0 @ x)) = 0.
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Démonstration. — Soit @ C L le sous-groupe parabolique correspondant a o.
On utilise le théoréme 2.3.7 avec n = 1. La somme directe de 1’isomorphisme
est nulle sauf si F' = Q, et §’il existe @ € A tel que s, € WU. Dans ce cas
Sa € WBQ (car Wg - WBQ) et ou bien « € A — Ay, donc Q = By, d’ott 0 = St,
ou bien o € Ay, donc @ = Q4 d’oit 0 = Sp,,. On obtient les isomorphismes de
I’énoncé car d’une part les éléments de longueur 1 de Wgt sont exactement les
S avec a € A — A et d’autre part si a € Ay, alors s, est I'unique élément
de longueur 1 de Wspa et so(X) = x- |

3. Extensions entre induites

Nous montrons ’existence de certaines extensions entre séries principales
d’un groupe réductif de rang semi-simple 1. Nous calculons ensuite les exten-
sions entre certaines induites de G(F) dans la catégorie des représentations
continues unitaires admissibles de G(F') sur E (en utilisant les résultats pour
les groupes réductifs de rang semi-simple 1). Nos démonstrations prouvent éga-
lement les résultats analogues modulo p (c’est-a-dire dans la catégorie des re-
présentations lisses admissibles de G(F') sur kg).

3.1. Groupes réductifs de rang semi-simple 1. — On suppose F' = Q, et on
fixe & € A. On reprend les notations de la sous-section 2.2. On commence par
donner une description explicite de G.

LEMME 3.1.1. — On a un isomorphisme G, =T x G, avec T C T un sous-
tore et G, € {SLq, GLo, PGL5}.

Démonstration. — On note Z2 la composante neutre de Z, et G le groupe
dérivé de G,. On utilise la suite exacte courte naturelle (voir [12, Partie II,
§1.18])
1—Z2NG¥ — 72 xGdr - G, — 1.

Comme G est semi-simple de rang 1, il est isomorphe & PGLy ou SLs.
Si Gder = PGL,, alors Z°2 NG9 = 1, d’oit G, = Z° x PGLy. On suppose
Gder = SL,, donc Z2 N GYe* est isomorphe & 1 ou uy. Si Z2 N GYe* = 1, alors
Go = Z2 x SLsy. Sinon Z2 N GY°T = iy et comme Z2 est un tore, il existe un
sous-tore 77 C Z2 et un isomorphisme Z5 = T x GL; a travers lequel l'inclu-
sion Z2 N G4 C Z2 s’identifie & la composée pz — GL; — T x GLy, d’ott un
isomorphisme G, =2 T" x (GL; x SLa)/us = T’ x GLs. |

On déduit du lemme 3.1.1 le résultat suivant, ou I'on identifie certains ca-
ractéres « irréguliers ».

LEMME 3.1.2. — Soient x et n des caractéres de T(Q,) et Q, respectivement
valeurs dans le groupe des unités d’un anneau quelconque. Si sq(x)-(noa) # X,
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alors x o ¥ # n. La réciproque est vraie sauf dans le cas suivant : G5, = SLq
et xoaV = en avec € : Qy — {£1} un morphisme de groupes non trivial.

REMARQUE 3.1.3. — Il n’existe pas de caractére irrégulier modulo 2 : sip =2
et x : T(Q,) — kj est un caractére lisse, alors s,(x) = x si et seulement
sixyoa¥ =1.

A présent, on prouve l’existence d’extensions non scindées entre certaines
séries principales continues unitaires de G, (Qp) sur E. Le résultat analogue
modulo p se démontre de fagon analogue. Le caractére de Z,(Q)) en indice des
Ext! signifie que I’on se restreint aux catégories de représentations sur lesquelles
Z4(Qp) agit a travers ce caractére.

LEMME 3.1.4. — Soit x : T(Q,) — Of C E* un caractére continu unitaire.
Si x oaY # e, alors linjection E-linéaire

EXt%(Qp)vX\za(@p) (SQ(X) : (571 oa), X)

(Ind (@) sa(x)-(e7to a),IndGa(Q")) X)

1
= Exte, @, Z@p)°

X|Za (Qp)

induite par le foncteur Ind B"‘ ((Q”)) n’est pas surjective.
p
Démonstration. — On suppose yoa" # ¢~ L. En utilisant le lemme 3.1.1 et en

notant X’ et x/, les restrictions de x & T'(Q,) et (I'NG.,)(Q,) respectivement, on
voit que le produit tensoriel avec x’ sur E induit des isomorphismes E-linéaires

1 -1
EXt(TﬁG&)(Qp),anamG{l)(Qp) (Sa (Xla) : (E o a)v X/oz)
~ 1 —
EXtT(@p)yMza(Qp) (sa(X) (e o @), X)
et

1 G, (Qp) / — G (Qp) ’
EXtG;(Qp),xuzancg)(@p) ( nd (B e 1 )(Qp) sa(Xa) (7" 0 a), Ind(B mpcl )(Q )Xa)

o(Qp) . o(Q@p )
(Ind SO0 sa(x) - (et oa), IndB @ )X
Ga(Qp)

Ba (Qp)

G (Qp) : - _ v
et Ind(B NG Y(@y)’ donc il suffit de montrer le résultat lorsque G, = G,.

On suppose G, = GLy et on note 75 C GLo le sous-groupe des matrices
diagonales, B, C GLgy le sous-groupe des matrices triangulaires inférieures
et Zy le centre de GLy. On a s,(x) - (€71 o a) # x d’aprés le lemme 3.1.2,
donc Ext%p((@p)’x‘za(@p)(sa(x) -(e7toa),x) = 0 d’aprés [10, proposition 5.1.6].
De plus [7, conjecture 3.7.2] est vraie (voir [8]), ce qui permet en procédant par
réduction modulo wg et dévissage comme dans la preuve de [5, proposition B.2

~ 1
EXtGa (Qp)’XI Za(Qp)

compatibles avec les injections F-linéaires induites par les foncteurs Ind
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(1)] (mais en se restreignant aux représentations a caractére central, voir [14,
§7.1]) de montrer V’existence d’une extension non scindée a caractére central

GL2(QP GLZ(QP) -1
0— IndB O X~ &y — IndB;(Qp) Sa(x) (e oa)— 0.

On suppose G, = SLg et on prolonge arbitrairement x en un caractére
continu unitaire de T5(Q,). Par ce qui précéde, il existe une extension non
scindée & caractére central & entre les séries principales de GL2(Q,) cor-
respondantes. Par restriction, on obtient une extension & caractére central

SL2(Qp) SL2(Qp) S s :
de Ind(B ASL2)(Qy) sa(X)-(e71oa) par {nd(B nSLa)(g,) X AU 1 est pas induite

a partir d’une extension de s,(x) - (67! o @) par x car ses parties ordinaires,
dont la restriction & (T N SL2)(Qp) est naturellement isomorphe aux parties
ordinaires de &;, sont de dimension 1 sur E.

On suppose G, = PGL;y et on identifie x & un caractére de T5(Q)) tri-
vial sur Z3(Qp). On a s4(x) - (71 o @) # x d’aprés le lemme 3.1.2, donc
EXt%T2/Z2)(QP)(304(X) (et oa),x) = 0 d’aprés [10, proposition 5.1.6]. Par ce
qui précéde, il existe une extension non scindée & caractére central £ entre les

séries principales de GL3(Q)) correspondantes. Par inflation, on obtient une ex-

PGL2(Qp PGL2(Qp
(@) 1 (Qp) )X O

tension non scindée de Ind(B; 1200, 5@ (x)- (e toa) par Ind(Bz, 122)(Q,

On prouve également ’existence d’une auto-extension supplémentaire d’une
série principale lisse réductible de G (Q)) sur kg lorsque p = 2.

LEMME 3.1.5. — Soit x : T(Qp) — kj un caractére lisse. Si x oa¥ =1
et p = 2, alors l'injection kg-linéaire

(Qp

Ga
BJ(@ )

o IndZe(%) )

1 1
EXtT(Qp%X\ZQ(Qp) (X x) = EXtGa(Qp):)ﬂZQ(Qp) (I d B3 (Qp )X

Ga(Qp)

induite par le foncteur IndB(; @

n’est pas surjective.

Démonstration. — En supposant seulement yoa" = 1 et en procédant comme
dans la preuve du lemme 3.1.4 (c’est-a-dire en se ramenant au cas G, = GLa,
puis en utilisant [7, proposition 4.3.13 (2)] mais en se restreignant aux repré-
sentations a caractére central), on montre que

1 «(Qp
(14) EXtGa(Qp)vX\Z(X(Qp) (IndB (Qp) x-(wto a),X) # 0.

On suppose xoa” =1 et p = 2. En procédant comme dans la preuve de |7, pro-

position 4.3.15 (4)], on voit que le foncteur Indgi(((@"))
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Ga (Qp)

B (@) X induisent un isomorphisme kg-linéaire
a (Kp

x — Ind

1 1 Ga(Qp)
EXtT(Qp),X\za@p) 06 x) @ EXtGa(@p)Mza(@p) (IndB’(Q )X’X>

Ind%* @) o 153G (@) )

~ 1
_’EXtGd@pwzawm( Bz @) X Bz (@) X

1o =1, on obtient le résultat. O

En utilisant 'inégalité (14) avec w™

Enfin, on prouve un dernier résultat sur certaines auto-extensions modulo p
de longueur 2. On calcule les Ext? dans les catégories de représentations lisses
localement admissibles sur kg sur lesquelles Z,(Q),) agit & travers le caractére
en indice.

LEMME 3.1.6. — On suppose Z, conneze et p # 2. Soit x : T(Q,) — kj un
caractére lisse. Si x ooV = w™!, alors le morphisme kg-linéaire

2 2 Ga(Qp) Ga(Qp)
EXt7Q,) %1 20000 (X0 X) = EXG Q) %1200 ( nd % o) 0 nd 2 o X)

induit par le foncteur Indg‘i((%”)) n’est pas injectif.
a (Kp
Démonstration. — Comme Z,, est connexe, on déduit du lemme 3.1.1 que G,

est le produit direct d’un tore et de GLy ou PGLy. On en déduit un mor-
phisme GL; — G, qui induit un isomorphisme entre la catégorie des représen-
tations lisses localement admissibles de G,(Q,) sur kg ayant pour caractére
central x|z, (qg,) et la catégorie des représentations lisses localement admissibles
de GL3(Qp) sur kg ayant pour caractére central la composée du morphisme
induit Z2(Qp) — Za(Qp) et de x|z, (g,), Aot une suite exacte de kg-espaces
vectoriels

(15)
1 1 Ga(Qp) Ga(Qp)
0 = Ext7(Q,),% 70 0 (6 x) = Exte, q,), X[ Za (@p) (Ind B3 (Qp) X, Ind 2 (@p) X)

— Homr(g,) (X, 8a(x) - (™! 00)) = Extig,) y . 0,y (6 X)
al

Ga(Qp) @)
vxwzaww(ndB (@i) o Tnd? S X )

ou le premier morphisme non trivial et le dernier morphisme sont induits par

le foncteur IndG“(Q") voir [14, §7.1
Ba (Qp)

On suppose xyoa" = w™!. Comme p # 2 on a yoa" # 1, donc Ind &

2
— Extg_ (,)

(@)
o (@)
irréductible d’aprés [4, théoréme 30 (1) (a)]. De plus, le premier morphlsme non

trivial de la suite exacte (15) est un isomorphisme d’aprés [7, proposition 4.3.15
(3)] (pour tenir compte du caractére central, on utilise [13, proposition 8.1]).
Ainsi, le dernier morphisme de la suite exacte (15) n’est pas injectif. a

X est

TOME 145 — 2017 — N° 1



COMPLEMENTS SUR LES EXTENSIONS ENTRE SERIES PRINCIPALES 181

REMARQUE 3.1.7. — Le résultat est en fait vrai sans supposer Z, connexe :
pour G, = GLg le noyau du dernier morphisme de la suite exacte (15) est
engendré par le produit de Yoneda de @ oa et @ o a vues comme des ex-
tensions a travers l'isomorphisme Ext%pz((@p)%‘zz(@p) (6 x) 2 HY((T2/Z2)(Qp), 1)
(voir [7, appendice A]) et les restrictions & (T2 NSL2)(Q,) de ces derniéres sont
linéairement indépendantes; on peut en déduire que leur produit de Yoneda

est non nul et dans le noyau du dernier morphisme de la suite exacte (15)
avec G, = SLs.

3.2. Extensions entre séries principales. — On détermine les extensions entre
séries principales de G(F'). Lorsque F' # Q,, ces extensions proviennent tou-
jours d’une extension entre caractéres de T'(F') (voir [10, théoréme 1.2]). On
suppose donc F' = Q.

THEOREME 3.2.1. — Soit x : T(Q,) — Op C E* un caractére continu uni-
taire.

(i) Six' : T(Qp) — Of C E* est un caractére continu unitaire distinct
de x, alors

. | @) G(@y)
dimp Extl g, (IndB 2 X' IndG%) )x)

=card{a € A|x =sa(x) (e oa)}.

(i) Si sa(x) - (e7toa) # x pour tout a € A, alors le foncteur Indg(@‘é%} )

induit un isomorphisme E-linéaire

d¢@) G(Qp) )

EXt%“(Qp) (x,x) — Exté;(Qp) (In - @ )X,IndB (0, X

REMARQUE 3.2.2. — (i) Lorsque le centre de G est connexe, la dimension
du point (i) du théoréme est au plus 1 (par une adaptation de [10, lemme
5.1.3]). En général, cette dimension peut étre arbitrairement grande (voir
Pexemple 3.2.3 ci-dessous).

(ii) Sans ’hypothése de généricité du point (ii), on montre que le foncteur
In dg(%ﬁg ) induit une injection E-linéaire dont le conoyau est de dimen-

sion comprise entre
card{a € A|sa(x) (e 'oa)=xet xoa¥ #£e '}
et card {a € A | so(x) (e o) =x}.

On s’attend & ce que la minoration soit une égalité. On le prouve lorsque
le centre de G est connexe et p # 2 (voir le corollaire 3.2.6 ci-dessous),
auquel cas le minorant est nul d’aprés le lemme 3.1.2. De méme pour
son analogue modulo p, sauf dans certains cas exceptionnels et lorsque
p = 2 (voir la remarque 3.2.5 ci-dessous).
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EXEMPLE 3.2.3. — Avec n € N, G C GLjy, lintersection des sous-groupes
diagonaux par blocs GLY et GLY x SLy x GLY™27% pour tout k € [0,n — 2],
B C G le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures, ' C B le sous-
groupe des matrices diagonales et x : T(Q,) — Op C E* le caractére continu
unitaire défini par

x(diag(ty, ..., tay)) = (—1)@e(titetan—1) —l(g2n=1y2n=2 4 = )

-1

onacard A =net so(x)- (67" o) est distinct de x et indépendant de o € A.

Démonstration. — Soient x,x’ : T(Qp) — A* des caractéres lisses. En utili-
sant les isomorphismes (2) et (4), la suite exacte (1) pour le triplet (G, B,T)

avecU=x"et V = Indg(,%é? ) X devient
G v G P
(16) 0— Ext%((@p) (x',x) — Ethg(Qp) (IndB(_QE(Sp) X, IndB(_QEQ)p) x)
— P Homrg,) (X's5a(x) - (w0 a)) .
a€cA
De méme pour tout o € A, en utilisant les isomorphismes (3) et (5), la suite

exacte (1) pour le triplet (Gq, Bo,T) avec U = x’ et V = Ind (@)

:7 @ X devient

Ca(Qy Ga(Qy
(17) 0— Exté«(@p) x',x) — Extlga(Qp) (IndB;((%p)) X' Inng((%p)) X)

— Homr(g,) (x5 $a(X) - (woa)).

On suppose A = kg et on prouve la version modulo p du théoréme. On pose
AN EfaeAlx =sa(x) @ oa)},
A//d:éf{aeAll)(Oav:w_l}.

En utilisant la suite exacte (16), on voit que le conoyau du premier morphisme
non trivial est de dimension au plus card A’. Pour tout o € A’ — A", le pre-
mier morphisme non trivial de la suite exacte (17) n’est pas surjectif d’apres
I’analogue modulo p du lemme 3.1.4, donc il existe une extension
0— Indgz((%;)) Y = & — Indgg((%i)) Y =0

dont la classe a une image non nulle par le second morphisme non trivial de
cette suite exacte. En utilisant la proposition 2.2.1 avec U = x’ et V = x, on en
déduit que les images des classes des extensions (IndIG)(_%é ) Ea)aecn/—an par le
second morphisme non trivial de la suite exacte (16) sontpnon nulles et appar-
tiennent & des facteurs directs distincts, donc le conoyau du premier morphisme
non trivial de la suite exacte (16) est de dimension au moins card(A’ — A”).
Si x’ # x, alors A” = () d’apreés le lemme 3.1.2 et le premier terme non trivial
de la suite exacte (16) est nul d’apreés [10, proposition 5.1.4 (i)], donc on obtient
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le point (i) modulo p. Si x’ = x, alors on obtient les bornes du point (ii) de la
remarque 3.2.2 modulo p. En particulier, on en déduit le point (ii) modulo p.
On prouve maintenant le théoréme. Soient x,x' : T(Q,) — O C E*
des caractéres continus unitaires. Pour £ > 1 entier, les suites exactes (16)
et (17) et le diagramme de la proposition 2.2.1 avec A = Op/wkOg et les
réductions modulo wg des caractéres y et x’ forment des systémes projectifs.
On passe a la limite projective puis on tensorise par FE sur O en utilisant |6,
lemme 4.1.3] et [10, proposition B.2]. On utilise [10, proposition 5.1.6] au lieu
de [10, proposition 5.1.4 (i)]. Le reste de la démonstration est identique a la
version modulo p. O

On détermine toutes les auto-extensions d’une série principale de G(Q))
modulo p lorsque le centre de G est connexe et on en déduit le résultat analogue
p-adique lorsque p # 2.

THEOREME 3.2.4. — On suppose le centre de G conneze. Soit x : T(Qp) — kj
un caractere lisse.

(1) Sip # 2, alors le foncteur Indg(%g ) induit un isomorphisme kg-linéaire

d%@) G(Qp) )

Exthg, ) (X, X)—>ExtG(Q)(In ) xIndg%)  x

(ii) Sip =2, alors le foncteur Indg@ég ) induit une injection kg-linéaire
¥4

Qp
Bxthg,) (% %) = Bxtlyq,) (Indg %) x, ndg %) x)
dont le conoyau est de dimension card{a € A | so(x) = x}-

Démonstration. — La suite exacte (16) avec A = kg et x' = x se compléte
en une suite exacte de kg-espaces vectoriels

G(Qp G(Qp
(18) 0— ExtT( 6 x) — ExtG(@ ) (IndB(QEQ ) X, Ind (QEQ? )X)

— Homrp(qg,) (X,RlordB(Qp) (Ind @ (Q )X>> — ExtT(Q y (X6 x)

(Qp) G(Qp
— ExtG(@p) (IndB @y )X,IndB @y )X)

dont le premier morphisme non trivial et le dernier morphisme sont induits par
le foncteur Ind B(%Q ) et ou R*Ordp(q,) désigne les foncteurs dérivés a droite
du foncteur Ordp(qg,) dans la catégorie des représentations lisses localement
admissibles de G(Q,) sur kg (voir la suite exacte [7, (3.7.5)]). En utilisant [7,
remarque 3.7.3| et I'isomorphisme (4), on voit que le troisiéme terme non trivial

de cette suite exacte est de dimension au plus card A’ avec
AN aeAlsalx) (W loa)=x}.
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Si p = 2, alors en utilisant le lemme 3.1.5 (voir aussi la remarque 3.1.3) et en
procédant comme dans la preuve de la version modulo p du théoréme 3.2.1, on
obtient le point (ii).

On suppose p # 2 et on montre le point (i). Comme Z est connexe, il existe
des sous-tores (T)aca de T tels que 'on a un isomorphisme 7' = Z x [[ ,ca Ta
a travers lequel Zg = Z x HaEA—{B} T, pour tout 8 € A (il suffit de prendre
les images de copoids fondamentaux (A, )aca, voir [5, proposition 2.1.1]). Pour

tous a, B € A, la composée des morphismes naturels kg-linéaires
EXt}(Qp))X\Za@p) (06 x) = Extrg,) (x; X) = Extz,(qg,) (x:X)

est un isomorphisme si o = 3 (car T = T, X Z,) et elle est nulle sinon (car
Ts C Z,). Ainsi, le morphisme naturel kg-linéaire

(19) D ExtT,) x5, (6X) = Extig,) (6 X)
acA

est injectif. Pour tout o € A’, les lemmes 3.1.2 et 3.1.6 montrent qu’il existe

une auto-extension non triviale £, de longueur 2 de x sur laquelle Z,(Q,)
Ga(Qp)
Ba (Qp)

Xx. Les images par le morphisme (19) des classes

agit a travers x|z, (q,) et telle que Ind &, est une auto-extension triviale

Ga(Qp)
Ba (Qp)
des auto-extensions (€, )aca’ engendrent donc un sous-kg-espace vectoriel de

dimension card A’ qui est par construction dans le noyau du dernier morphisme
de la suite exacte (18), donc le premier morphisme non trivial de la suite exacte
(18) est un isomorphisme. O

de longueur 2 de Ind

REMARQUE 3.2.5. — (i) En général (sans supposer le centre de G connexe)
si p # 2, alors en posant

A”d:éf{aEAl|XOOév=w_1},

on peut construire des auto-extensions (Sa)ae A~ comme dans la preuve
(voir la remarque 3.1.7) et montrer que les images par le morphisme
(19) de leurs classes engendrent un sous-kg-espace vectoriel de dimen-
sion card A” — dimp, Hom(Z"/Z2"°, u,) avec Z"” C T le sous-groupe
(Nacar ker a et p, le groupe des racines p-iémes de 1'unité, donc on s’at-

tend & ce que le conoyau de 'injection kg-linéaire induite par le foncteur

IndG(@” )

B~ (0,) soit de dimension

card (A" — A") + dimg, Hom (2" /Z"°, pp,) -
(ii) Le point (ii) est encore vrai sans supposer le centre de G connexe (cette

hypothése n’est pas utilisée dans la preuve).
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COROLLAIRE 3.2.6. — On suppose le centre de G conneze et p # 2. Pour tout
caractere continu unitaire x : T(Qp) — Op C E*, le foncteur Indg(%g ) induit
¥4

un isomorphisme E-linéaire
~ G .
Extr(g,) (X, X) — Extg(g,) (IndB(—%m X Ind ) X) ‘

Démonstration. — Soit x : T(Q,) — Op C E* un caractére continu uni-
taire. Le foncteur exact Indg(ga) ) admet un quasi-inverse a gauche (voir [6,
¥4

corollaire 4.3.5]), donc il induit une injection E-linéaire

G(Qp) G(Qp)
Ext%«(Qp) (x, x) — Exté(Qp) (IndB_(pr) X, IndB(_(fép) x) .

En utilisant I'inégalité de [10, proposition B.2| et le fait que p # 2 d’ou
dimy,, Extpg,) (X, X) = dimp Extrqg ) (X, X)

avec X : T(Q,) — kj la réduction modulo wg de x (voir [10, proposition 5.1.4
(ii)] et [10, proposition 5.1.6]), on déduit du point (i) du théoréme 3.2.4 que

cette injection est un isomorphisme. O
REMARQUE 3.2.7. — On s’attend & ce que le résultat soit encore vrai lorsque
p=2.

3.3. Variante pour les représentations ordinaires. — Soient P C G un sous-

groupe parabolique standard et L C P le sous-groupe de Levi standard. On
reprend les notations de la sous-section 2.3.

DEFINITION 3.3.1. — Pour tout sous-groupe parabolique standard @ C L, on
définit la représentation spéciale relative a Q de L(F) sur E
L(F) 7
def IndQ*(F) 1

§1\3Q =
L(F) =

2ocqerndg-p)l

avec Q' parmi les sous-groupes paraboliques de L et Tla représentation triviale

sur E. Lorsque QQ = By, on lappelle la représentation de Steinberg de L(F)

sur E et on la note St. Lorsque @ = @, avec a € Ay, on la note gl\)a.

PROPOSITION 3.3.2. — Les représentations spéciales sont des représentations
continues unitaires admissibles de L(F) sur E topologiquement irréductibles
et deur & deur non isomorphes. Elles forment les constituants irréductibles

de Tnd2®)

s i, chacune apparaissant avec multiplicité un.
B (F)

Cette proposition est une conséquence directe du résultat analogue modulo p
(voir la remarque 2.3.2) et du lemme suivant avec k = 1.
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LEMME 3.3.3. — Soit Q C L un sous-groupe parabolique standard. Il existe une
boule Spg, C Spq stable par L(F) telle que pour tout entier k > 1, Spf /wjSpy
est isomorphe a la représentation spéciale relative o Q de L(F') sur OE/wg(QE.
Démonstration. — Pour tout r € Z, on note Indg(_F()F) w0 C Indg(_?F) Fla
boule stable par L(F') constituée des fonctions & valeurs dans wjOg. On note
Sp% I'image de Indg(_F()F) Og dans Spg. C’est une boule de Sp, stable par L(F)
et on a une suite exacte courte
L(F) L(F) N0
0— Y Tndgllp Op —Indg p Op — Spg — 0
QGQ'CL

(Vinjectivité du premier morphisme non trivial est immédiate, la surjectivité
du second morphisme non trivial résulte de la définition de §f>% et exactitude
au milieu se déduit du sous-lemme ci-dessous avec r = 0).

Soit k > 1 entier. La composition avec la projection O — Og/ w]iiOE induit
une application

L(F L(F
Yo Wmdg Op - > Idg), Op/whOs

QEQ'CL QGQ'CL

(ou la premiére somme est calculée dans Indg(_f?F) Of et la seconde dans

Indé(F()F) O /wkOg) qui coincide avec la réduction modulo wf (cela résulte
du sous-lemme ci-dessous avec r = k). On en déduit que la réduction mo-
dulo wf (c’est-a-dire I'image par le foncteur Op/wEOr ®o, (—)) de la suite
exacte précédente est la suite exacte courte

0— Z Indg(,lsz) OE/wP]}OE — Indg(f?F) OE/WEOE — @%/w}}gﬁg —0
QEQ'CL

(injectivité du premier morphisme non trivial résulte du fait que §f)0Q est

un Og-module sans torsion donc plat). Ainsi, §E)OQ / wggr\)OQ est isomorphe a la
représentation spéciale relative a Q de L(F') sur Og/wtOp. O

SOUS-LEMME. — Soient n € N et Q ; Q1,...,Qn C L des sous-groupes
LF) .

paraboliques standards. Pour tout r € Z, on a l’égalité suivante dans IndQ_(F) :

L) i S 1dPE) g NS i)
Indg" oy @508 N ; Indg,~ ) B = ; Indg,~ . @O

Démonstration. — On procéde par récurrence sur n. Le cas n = 0 est trivial.
On suppose n > 0 et le lemme vrai pour n — 1. En multipliant par wg", on se
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rameéne au cas r = 0. Il suffit de montrer que pour tout [ € N, on a l'inclusion

: L(F) .

suivante dans IndQ,(F) E
L(F) LF) i 1 L(F)
Ind g )p) Op N Zlnd @508 € Y Ind 0 Op.
k=1

On procéde par récurrence sur [. Le cas [ = 0 est trivial. On suppose [ > 0
et 'inclusion vraie pour I — 1. Soit (fr)keqng € Ilhe llndg(F()F) JE?l(’)E tel
que >y, fr € Ind (F) Og. Pour tout k € [1,n], on note f,, € Indg(F()F) kg la

composée de fj, avec la projection wg LOg — Wy (’)E/w 'O = kg. On a donc

égalité > ,_, f, = 0 dans IndQ( ()F

fini sans multiplicité dans la catégorie des représentations lisses de L(F') sur kg

) kg. Comme IndQ(, ()F) kg est de longueur

voir la remarque 2.3.2), on a 1’égalité suivante dans Ind L) kg :
( g -(F)

n—1
L(F) L(F) _ L(F) L(F)
Ind; kEﬂZInko F)kE_Z:(Id ) ke N Indg ()kE)

Ainsi, f, = EZ;% £ avec f} € Indg(,F()F) kg N IndL(F() )kE pour tout k €

.. N L(F) —1 L(F) —1
[[1,71— 1]. On choisit un relévement f; € IndQ;(F) O N IndQ (r) @B O
de fi. pour tout k € [1,n — 1]. On obtient fn = 20C 11fk + f’ avec fl €
Ind\") @' Op, done Y0y fi = Y21 (fi + 1) + £ € Indg)) Op par

hypothése, d’ott Y, _ 1(fk + fr) € IndL(F()F) wE ~'Og. Par hypothese de récur-

rence avec n — 1, on en déduit que 33— (fx + f1) = Sop_i fi avec fi €

IndL(_F) wl_l(’)E pour tout k € [1,n — 1] et par hypothése de récurrence

avecl 1 , on en conclut que Y, _ 1fk—2k LI e > 1Indg(F()F) Og. O

DEFINITION 3.3.4. — Une représentation ordinaire de G(F) sur E est une
représentation de la forme Ind P( (%)(0 ® X) avec o une représentation spéciale
de L(F) sur E et x : L(F) — Op C E* un caractére continu unitaire.

REMARQUE 3.3.5. — Si [5, conjecture 3.1.2] est vraie, alors les représentations
ordinaires topologiquement irréductibles sont exactement les sous-quotients ir-
réductibles de séries principales (cela se déduit du résultat analogue modulo p).

On détermine les extensions d’une série principale de G(F') par une repré-
sentation ordinaire de G(F'). On traite séparément les cas F = Q, et F # Q,.

PROPOSITION 3.3.6. — On suppose F' = Q,. Soient o une représentation spé-
ciale de L(Q,) sur E et x : L(Qp) — Op C E* un caractére continu unitaire.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



188 J. HAUSEUX

(i) Six' :T(Qp) — Op C E* est un autre caractére continu unitaire, alors
G
Bxtlq,) (5% ) 1 5 (0@ x)) #0

si et seulement si ou bien o = St et X' = X, ou bien o = St et ' =
sa(Xx) - (e"toa) avec a € A— Ay, ou bien o = él\)a etx' =x-(e7toa)
avec o € Ap,.

(i) Si x' : T(Qp) — Op C E* est un caractére continu unitaire distinct
de x, alors

. G Qp G QLD
dimp Exté(Qp) (IndB( @, )X',IndP( @, )(St ® x))
=card{a € A- AL | X =sa(x) (e oa)}.

(iii) Pour tout a« € Ap, on a

dimp Extlyg,, (Ind O x(7 0a), md2 %) | (Sp, ®x)) =1
G(Qy)

B~ (Qp)
et la projection Ind G@Q (Q yX = Indg(%’@ )(St ® X) induisent un isomor-

(iv) Sisa(x)-(e7toa) # x pour tout « € A—Ap, alors le foncteur Ind

phisme E-linéaire

Exthg, ) (06 x) — Extlq,) (Ind @) e mdi%) (St x))

REMARQUE 3.3.7. — Sans I’hypothése de généricité dans le point (iv), on

G(Qp) G(Qp) G(Qp)
montre que le foncteur Ind ;=" ¢ (@) et la projection IndB_(Q )X = Ind,> @, )(St®
X) induisent une injection E-linéaire dont le conoyau est de dimension comprise

entre
card{a € A=Ay |sa(x) (e oa)=yxet xyoa¥ £ '}
et card{a € A — Ap | sa(x) (e o) =x}.

On s’attend a ce que la minoration soit une égalité (on peut déduire cela du
point (i) du théoréme 3.2.4 lorsque le centre de G est connexe et p # 2, auquel
cas le minorant est nul d’aprés le lemme 3.1.2). De méme pour son analogue
modulo p, sauf dans certains cas exceptionnels et lorsque p = 2.

Démonstration. — Soient ¢ une représentation spéciale de L(Q,) sur A et x :
L(Q,) — A*, X' : T(Q,) — A* des caractéres lisses. En utilisant le corol-
laire 2.3.8 et le pomt (i) du corollaire 2.3.9, on déduit de la suite exacte (1)

pour le triplet (G, B,T) avec U = x' et V = IndP( (Q) )(G' ® x) que :

— si o # St et 0 # Sp,, pour tout @ € Ay, alors

p G v
(20) Exté(@p) (IndB(QEQ ) X IndP(QEQ y(o® x)) =0;
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— si o = St, alors on a une suite exacte de A-modules
G v
(21) 0 — Exthg ) (X, x) — Extlq,) (IndBE‘% o X d ) (St®x))
- @ Homr(g,) (X', sa(x) - (W oa));

a€A—-Ap

— si 0 = Sp,, avec a € Ay, alors on a une injection A-linéaire

G(Qp)

— Homr(g,) (X'sx - (w ' oa)).

On suppose A = kg et on prouve la version modulo p de la proposition. En
utilisant [10, proposition 5.1.4 (i)], on obtient les cas d’annulation du point (i)
modulo p. Les cas de non annulation résultent des autres points modulo p. On
pose

ANElaeA|x =sax) W oa)},
A”d:éf{aeA'|Xoav =w '},
Pour tout a € Ay, on a une suite exacte de kg-espaces vectoriels

P G v
(23) Bxthyg, (dg %) X, mdE %) (T @ x))

Qp) G(Qp)
— Extg(Qp) (IndB @ )X IndP @, )X>

G
- ExtG(Qp) (IndB(% )X dg ) (Sp, @)

avec I, le noyau de la projection Ind” 1 — Sp,. D’une part les consti-

tuants irréductibles de I, sont les représentations (Sp) Q.CQcr avec Q@ parmi
les sous-groupes paraboliques de L (voir la remarque 2.3.2), donc on déduit
de Dégalité (20) avec o = Spg pour tout sous-groupe parabolique ) C L tel
que Qo & C @ que le premier terme de la suite exacte (23) est nul. D’autre

G(Qp)
part le foncteur exact Ind Pr (0y)

lemme 2.1.1 pour le triplet (G, Py, G,), donc il induit une injection kg-linéaire

admet un quasi-inverse a gauche d’aprés le

| (@) s ] @ (@
Exta, (@) (IndB @) X ’X) = Exto,) (Ind Sl X Ind (@p>X)

et en utilisant I'inégalité (14) on en déduit que le terme du milieu de la suite
exacte (23) est non nul lorsque o € A’. On en conclut que le dernier terme
de la suite exacte (23) est non nul lorsque o € A’ et en utilisant I'injection
(22), on obtient le point (iii) modulo p. En utilisant la suite exacte (21), on
voit que le conoyau du premier morphisme non trivial est de dimension au plus
card(A — Ar) N A’. La représentation Indg@z” ~Tn dg(%ﬁé y ((In dLB(%’(’@ ) 1®x)
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admet une ﬁltration dont les quotients successifs sont exactement les représen-
tations (Ind P( @) (SpQ ® x))ocrL avec () parmi les sous-groupes paraboliques

standards de L (voir la remarque 2.3.2). En utilisant le point (i) et la minoration
du point (ii) de ’analogue modulo p du théoréme 3.2.1, on voit que

dimg,, Ext%w(Q y (X', x) + card (A" — A”)

G(Qp)
< > dimy, Extgyg,) (IndB o | K, Ind3 " .1(Spg ® x))
QCL

avec () parmi les sous-groupes paraboliques standards de L. En utilisant les cas
d’annulation du point (i) modulo p et le point (iii) modulo p, on en déduit que

dimg,, Ext%w(@p) (x'yx) + card (A — AL) N (A" = A"))
< dimy, Bxtlyg,) (5% |y, mdf %) (St x),

donc le conoyau du premier morphisme non trivial de la suite exacte (21) est
de dimension au moins card((A — Ar) N (A’ — A”)). Si X' # x, alors A” = ()
d’aprés le lemme 3.1.2 et le premier terme non trivial de la suite exacte (21)
est nul d’aprés [10, proposition 5.1.4 (i)], donc on obtient le point (ii) modulop.
Si x’ = x, alors on obtient les bornes de la remarque 3.3.7 modulo p. En
particulier, on en déduit le point (iv) modulo p.

On prouve maintenant la proposition. Soient ¢ une représentation spéciale
de L(Qp) sur E et x : L(Qy) — Of C EX, x' : T(Q,) — Opn C E* des
caractéres continus unitaires. Pour k > 1 entier, I’égalité (20), la suite exacte
(21) et 'injection (22) avec A = Op/wrOg et les réductions modulo wf de la
représentation spéciale o et des caractéres x et x’ forment des systémes projec-
tifs. On passe a la limite projective puis on tensorise par E sur Og en utilisant
le lemme 3.3.3, [6, lemme 4.1.3] et [10, proposition B.2]. On utilise [10, propo-
sition 5.1.6] au lieu de [10, proposition 5.1.4 (i)]. Le reste de la démonstration
est identique & la version modulo p. O

PROPOSITION 3.3.8. — On suppose F' # Q,. Soient o une représentation spé-
ciale de L(F) sur E et x : L(F) — Oy C E* un caractére continu unitaire.

(i) Six' :T(F)— Op C E* est un autre caractére continu unitaire, alors
Extép) (IndB< ey X d g (0 ® x)) 0

st et seulement si 0‘ =St et X' =x.
(ii) Le foncteur IndB ) jecti
induisent un isomorphisme E-linéaire

G(F)
B—(F)

G(F)

et la projection Ind X — IndP_(F)(§c ® X)

Eixth () (%) — Bxtly ey (Ind 5 x, a0, (St @ x))
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Démonstration. — Soient o une représentation spéciale de L(F) sur A et x :
L(F) - A*, X' : T(F) — A* des caractéres lisses. En utilisant le corol-
laire 2.3.8 et le point (ii) du corollaire 2.3.9, on déduit de la suite exacte (1)

pour le triplet (G, B,T) avec U = x' et V = Indg(f;;)(o ® x) que :

— si o # St, alors
G(F G(F
— si 0 = St, alors on a un isomorphisme A-linéaire
~ G G
ExtlT(F) x',x) — Exté(F) (IndB(_IZ?) X, IndP(_Ig,)(St ® x)) .

Avec A = kg et en utilisant [10, proposition 5.1.4 (i)] on prouve la version
modulo p de la proposition. Par un passage a la limite projective et un pro-
duit tensoriel comme dans la preuve de la proposition 3.3.6 et en utilisant [10,
proposition 5.1.6] on prouve la proposition. O
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