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COMPOSANTES PRV GENERALISEES
ET CHEMINS DE LITTELMANN

PAR PIERRE-LOUIS MONTAGARD

REsuME. — Nous énongons une condition suffisante pour qu’un chemin de Littelmann
représente un vecteur de poids extrémal d’une représentation intégrable, irréductible
et de plus haut poids d’une algébre de Kac-Moody symétrisable. A I’aide de cette
condition, nous présentons, dans un contexte plus général, une preuve alternative de
résultats de Boris Pasquier, Nicolas Ressayre et ’auteur de cet article sur ’existence
de composantes PRV généralisées.

ABsTRACT (PRV generalized components and Littelmann paths). — We give a suf-
ficient condition for a Littelmann path to represent a vector of extremal weight of an
integrable irreducible highest weight representation of a symmetrizable Kac-Moody al-
gebra. Thanks to this condition we present, in a more general context, an alternative
proof of a recent result by Boris Pasquier, Nicolas Ressayre and the author of this
article on the existence of generalized PRV components.

0. Introduction

La conjecture PRV a été énoncée dans les années 60 dans [11] par Partha-
sarathy, Ranga Rao et Varadarajan. Cette conjecture concerne le probléme de
décomposition du produit tensoriel de deux représentations irréductibles d’une
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30 P.-L. MONTAGARD

algébre semi-simple complexe g. Son énoncé est trés simple : soient p et v deux
poids dominants de g et v, w deux éléments du groupe de Weyl de g; soient
V() (resp. V(v)) la représentation irréductible de plus haut poids p (resp. v).
Alors si le poids A = vy + wv est dominant la représentation irréductible de
plus haut poids A = vu + wv est de multiplicité non nulle dans V(u) ® V(v).

On connait aujourd’hui plusieurs preuves de cette conjecture. Citons d’abord,
les preuves (simultanées et indépendantes) a la fin des années 80, de Shrawan
Kumar [2] et [3] et Olivier Mathieu [8]. La géométrie, et notamment la géo-
métrie des espaces de drapeaux du groupe G associé & g intervient de facon
essentielle dans ces deux preuves. Notons que ces deux preuves sont valables
dans le contexte plus général des algébres de Kac-Moody symétrisables. Plus
tard, au milieu des années 90, Peter Littelmann a donné une preuve combina-
toire et plus élémentaire de la conjecture PRV. Cette preuve est une application
de la théorie des chemins de Littelmann développée dans [5] et [6], théorie qui
généralise la régle de Littlewood-Richardson dans le cadre des algébres de Kac-
Moody symétrisables.

Récemment dans [9] et [10], avec Nicolas Ressayre et Boris Pasquier, nous
avons démontré plusieurs généralisations de I’énoncé PRV dans le contexte d’un
groupe algébrique réductif G et en utilisant des outils géométriques. Enoncons
I’une de ces généralisations.

THEOREME 0.1. — Soit G un groupe algébrique réductif compleze, soient (u,v)
un couple de poids dominants et (v, w) un couple d’éléments du groupe de Weyl,
soit 3 une racine positive (et B la coracine associée) telle que l'une des condi-
tions suivantes soit satisfaite :

1. B est une racine simple ;
2. v~ est une racine simple ;
3. w8 est une racine simple.

Soit k un entier vérifiant les inégalités :
0 < k < min{ (g, BY), (wr, 4*)},

alors si le poids A\ = vu + wv — kB est dominant la représentation irréductible
V(XA) est de multiplicité non nulle dans le produit tensoriel V(u) @ V(v).

L’ensemble des composantes ainsi obtenues contenant strictement les com-
posantes obtenues par ’énoncé de la conjecture PRV originale, nous les appelle-
rons composantes PRV généralisées. Nous avons représenté dans la figure 0.1, un
exemple, montrant les composantes obtenues par ce procédé. Dans cet exemple
G est égal au groupe Sl3(C), p = 7wy + 2ws, v = wy + 3ws ol wy, ws sont les
deux poids fondamentaux de G. Nous avons représenté sur la figure les poids
dominants correspondants aux représentations irréductibles de multiplicité non
nulle du produit tensoriel V(u)®V (v), les composantes PRV classiques, les com-
posantes PRV généralisées ainsi que les segments de direction 8 donnés par le
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e Composantes du produit tensoriel V(u) ® V(v)

l Composantes PRV classiques
(O Composantes PRV généralisées

FIiGure 0.1.

théoréme 0.1 et contenant une composante PRV généralisée (et non classique).
Le réseau représenté est le réseau engendré par les racines (et non le réseau
des poids). En effet, comme dans ce cas le poids u + v appartient au réseau
des racines, tous les plus haut poids des composantes qui apparaissent dans le
produit tensoriel V(u) ® V(v) appartiennent a ce réseau.

Dans cet article, nous allons donner une preuve de l’existence des compo-
santes PRV généralisées pour les algébres de Kac-Moody, en utilisant la théorie
des chemins de Littelmann. Nous ne retrouvons pas exactement le méme énoncé
dans le contexte des algébres de Kac-Moody symétrisables. En effet, dans le
cas (i) (B est une racine simple) la preuve du théoréme n’est valable que si g
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32 P.-L. MONTAGARD

est de dimension finie et nous ne savons pas si ce cas est vrai pour les algébres
de Kac-Moody symétrisables.

Rappelons briévement les principaux résultats de la théorie des chemins de
Littelmann, résultats qui seront détaillés et précisés dans la partie 1. Si X est
le réseau des poids de g, on considére les chemins tracés dans X ®z R d’origine
0 et d’extrémité un élément de X. Si p est un poids dominant, et si 7 est un
chemin d’extrémité p complétement contenu dans la chambre dominante, la
théorie des chemins de Littelmann permet de définir un ensemble de chemins
B(m) contenant 7 tels que la multiplicité du poids x dans V' (u) est égale au
nombre de chemins dans B(7w) d’extrémité x (théoréme 1.2).

Le modéle des chemins donne également une régle combinatoire pour dé-
composer le produit tensoriel de deux représentations irréductibles. En effet,
si v est un poids dominant de g, si 7’ est un chemin contenu dans la chambre
dominante et d’extrémité v et si B(r)* B(n’) est ’ensemble des concaténations
des chemins de B(7) et des chemins de B(x’), alors la multiplicité de la repré-
sentation irréductible V' (\) dans V() ® V(v) est égale au nombre de chemins
dans B(7) * B(n') contenus dans la chambre dominante et d’extrémité A (voir
le théoréme 1.3).

Rappelons que pour tout w € W le poids w est de multiplicité un dans V/(A);
pour tout w € W, il existe donc un unique chemin dans B(w) d’extrémité
wA; ces chemins seront appelés chemins extrémaux. Le chemin extrémal cor-
respondant & w égal a l'identité est caractérisé comme étant I'unique chemin
de B(w) contenu dans la chambre dominante. Pour w différent de I’identité, on
ne connait pas de caractérisation du méme genre pour les chemins extrémaux
d’extrémité wA. Dans la partie 2, nous énongons une condition suffisante pour
qu’un chemin soit extrémal.

Enfin, dans la partie 3, nous montrons le théoréme principal de ce travail :
lexistence des composantes PRV généralisées pour les algébres de Kac-Moody
symeétrisables. Pour cela, nous utilisons le critére obtenu dans la partie 2 pour
montrer qu’'un chemin explicite de B(w) * B(n’) est extrémal. Nous énongons et
démontrons ensuite un résultat plus général (le théoréme 3.2), ou nous exhibons
des composantes du méme type que les composantes PRV généralisées, mais
qui dépendent d’un ensemble de racines deux & deux orthogonales. Ce résultat
est également une généralisation d’un résultat de article [10].

1. Rappels

Pour fixer les notations nous allons rappeler briévement les points principaux
de la théorie des chemins. Tous ces résultats sont dus & Peter Littelmann et nous
renvoyons aux articles originaux de [5] et [6] pour les preuves et les détails. Dans
tout cet article g désignera une algébre de Kac-Moody symétrisable sur le corps
des nombres complexes. Nous utiliserons les notations suivantes concernant g :
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COMPOSANTES PRV GENERALISEES ET CHEMINS DE LITTELMANN 33

b : une sous-algébre de Cartan;

X : le réseau des poids;

Xo=X®zQet Xp =X ®zR;

S : Pensemble des racines simples ;

W : le groupe de Weyl;

si B est une racine réelle, nous noterons ¥ € X la coracine associée et
si x € Xg nous noterons (¥, 8") I’évaluation 8V (x);

sia € S, s, désigne la réflexion sur Xg définie par so(x) = x— (), a¥)a;
D désignera la chambre dominante et si A € X N D nous noterons V()
la représentation intégrable irréductible et de plus haut poids .

DEFINITION 1.1. — Un chemin 7 est une application 7 : [0,1] — Xg rectifiable
telle que 7(0) = 0 et 7(1) € X. On dit que deux chemins 7 et 7’ sont équivalents
§’il existe une reparamétrisation ¢ : [0,1] — [0,1] croissante, surjective et
continue telle que m = 7’ o ¢. Nous noterons II I’ensemble des chemins modulo
I’équivalence ci-dessus.

EXEMPLES 1. — 1. Soit x € X, nous noterons m, le chemin défini par
Ty (t) = tx.
2. Sim et mo sont deux chemins, le chemin 71 x5 est le chemin défini par :
7(t) = 71(2t) pour t <1/2;

=m1(1) + m2(2t — 1) pour ¢ > 1/2.

3. Dans la suite, nous considérerons essentiellement des chemins affines
par morceaux et tels que les changements de direction se font en des
points rationnels. Un tel chemin 7 s’écrit m = my, * Ty, * - - *x T, avec

(X17 X2 aXP) € X(S
4. Si 7 est un chemin, nous noterons 7* le chemin défini par 7*(¢t) = w(1 —

t) — m(1).

Pour toute racine réelle @ nous noterons la fonction : HZ(t) = (n(t),a").
Soit m7, le minimum de cette fonction. Nous aurons également besoin des fonc-
tions suivantes :

Lg(t) = min{1, (H7(s) — mg)e<s<1}

et
Ry () = max{0, (mg, — Hi(s))o<s<t}-
DEFINITION 1.2. — Soit 7 € II et « une racine simple, alors si L7 (1) < 1, fo7
n’est pas défini, sinon f,m(t) := w(t) — L% (¢)c.
De méme si R%(1) > 0 alors e,m n’est pas défini, sinon e, (t) := n(t) —
RE (t)a.

Voici les propriétés élémentaires des opérateurs f, et e, :
PROPOSITION 1.1. — Soit 7 € I et o une racine simple ;
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34 P.-L. MONTAGARD

1. Si fom est défini alors fom(1) = w(1) — a. De méme si eqm est défini,
alors eqm(l) = 7(1) + .

2. Si fom est défini, alors ey fom est défini et eq fom = w. De méme, si e,
est défini, alors foeom est défini et foeqam = .

3. Si eqm est défini, alors fom* est défini et fom* = (eqm)*. De méme,
st fom est défini, alors e,m* est défini et eqm* = (fom)*.

4. Soit m (resp. n), maximal tel que fI'm (resp. elw) soit défini, alors
n—m = (r(l),a),

m = max{a € Z|a < (r(1),a") —mZ} et n = max{a € Z|a < |m]|}.

5. Si eqm (resp. fom) est défini alors pour tout n € N, el'(nw) (resp.
fl(nm)) est défini et on a : el(nm) = negm (resp. fl(nmw) = nfam).

Si 7 € II, nous noterons B(w) le plus petit sous-ensemble de II contenant 7
et stable par les opérateurs e, et f, (pour @ € S). Si B est un sous-ensemble
de II, nous définirons car B = EﬂeB e™@) : nous dirons que B est entier si pour
tout m € B et pour toute racine a € S, le minimum m], est un entier. Enfin
nous dirons qu’un chemin 7 est dominant si son image est contenue dans la
chambre dominante D et nous noterons IIT I’ensemble des chemins dominants.

Nous pouvons maintenant énoncer les résultats fondamentaux de P. Littel-
mann.

THEOREME 1.2. — Soit m € II un chemin dominant, on a les résultats sui-
vants :

e ’ensemble B(m) est entier;
o 7 est l'unique chemin dominant de B(rw) ;

e car B(m) = car V(7 (1)).

Si B et B’ sont deux sous-ensembles de II nous noterons B * B’ I’ensemble
des concaténations

BxB' :={rxn' |ne€ B, ' € B'}.

THEOREME 1.3. — Soit m et ' deux chemins dominants, alors l’ensemble
B(rw) « B(r') est entier et se décompose en union disjointe :
B(r) * B(x') = U B(m ).

nEB(n’), mn€Ilt

Enfin, on a la conséquence suivante qui permet de décomposer le produit
tensoriel de deux représentations irréductibles de g.

THEOREME 1.4. — Soit g une algébre de Kac-Moody, v et v deux poids domi-
nants. Soit m un chemin dominant (resp. @' ) tel que w(1) = p (resp. 7' (1) = v),
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COMPOSANTES PRV GENERALISEES ET CHEMINS DE LITTELMANN 35

alors on a la décomposition suivante comme g-module :

Vi) @ V() = &) V(p+n(1)).

neB(n'), mxnellt

Pour finir cette partie, rappelons que les opérateurs e, et f, permettent de
définir une action du groupe de Weyl sur II.

DEFINITION 1.3. — Pour tout w# € II et pour toute racine simple a € S,

définissons :
. { f2(m); sin=(r(1),a¥) >0
Sqm = o .
e, (m); sinon.

THEOREME 1.5. — L’application s, — 5, définit une action de W sur II.

2. Chemins extrémaux

Rappelons que si V()\) est une représentation irréductible de g, alors pour
tout w € W, le poids w est un poids de multiplicité un de V() appelé poids
extrémal de V(). Nous allons maintenant définir la notion de chemin extrémal.

DEFINITION 2.1. — Soit 7 un chemin, on dit que 7 est un chemin extrémal,
8l existe un chemin dominant 7’ tel que m € B(n’) et si le poids 7(1) est un
poids extrémal de la représentation irréductible V' (7'(1)).

Si A est un poids dominant, et si # = 7y est le chemin direct entre 0 et A
alors ensemble des chemins de B(wy) sont appelés chemins de Lakshmibai-
Seshadri et admettent une description combinatoire explicitée par Littelmann
(voir [5]). Indépendamment de cette description, il est facile de donner les
chemins extrémaux de B(r)) dans ce cas.

PROPOSITION 2.1. — Soit A un poids dominant et w € W un élément du
groupe de Weyl, alors le chemin ) appartient & B(my) et l’ensemble

{Twr | we W}
est I’ensemble des chemins extrémaux de B(my).

Démonstration. — On vérifie que si « € S et w € W, alors §oTyx = Ts wa-
Comme ’ensemble {s, |« € S} engendre W, la proposition s’en déduit immé-
diatement. O

REMARQUE. — 1l existe un autre cas ou les chemins extrémaux sont connus :
dans le cas A,, si A est un poids dominant (et donc une partition), on peut
définir une injection de ’ensemble T'(\) des tableaux semi-standard de forme A
vers I’ensemble des chemins (voir [7]). Dans ce contexte, les éléments de T'(A) de
poids extrémal sont les tableaux clefs qui ont été définis et étudiés par Lascoux
et Schiitzenberger, notamment dans [4].
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36 P.-L. MONTAGARD

Mais en général, si m est un chemin dominant quelconque on ne sait pas
déterminer les chemins extrémaux de B(w).

Avant d’énoncer un critére qui assure qu’un chemin est extrémal, rappelons
la notion d’ensemble d’inversion d’un élément du groupe de Weyl : soit R},
I’ensemble des racines réelles positives, et soit w € W un élément du groupe de
Weyl, on note I(w), ’ensemble d’inversion de w :

I(w) ={B € R, |wp € —R.}.

Rappelons également que si B est une racine réelle et 7 est un chemin, nous
avons défini Hj(t) = (n(t), 3Y).

THEOREME 2.2. — Soit ™ un chemin tel que pour toute racine réelle positive 3 :
e ou bien pour tout t € [0,1] HF(t) > 0;

e ou bien, il existe un réel tj € [0,1] tel que la fonction HE soit positive

ou nulle pour t < ¢ et strictement négative et décroissante pour t > tf,

alors,

1. m est un chemin extrémal ;
2. st w est l’élément de plus petite longueur tel que wn(1l) est dominant,
alors

I(w) = {8 € R}, | H(1) <0}.

Démonstration. —  Soit 7 vérifiant ’hypothése du théoréme. Il existe un unique
w € W de longueur minimale tel que wm(1) soit dominant. Nous allons montrer
le théoréme par récurrence sur la longueur de w.

Si w est de longueur 0, alors w est égal a l'identité, m(1) est un poids
dominant et donc par hypothése, pour tout racine réelle positive 3 et pour
tout t € [0,1], H5(t) > 0; 7 est un chemin dominant, il est donc extrémal et
on a bien I’égalité I(w) = 0.

Si I(w) > 0, alors il existe une racine simple « telle que HZ(1) < 0. On a
alors : I(w) = sq(I(wsa)) U {a} et l(wsy) = I(w) — 1. Nous allons montrer
que le chemin 7’ = §,7 vérifie les hypothéses du théoréme. Ce qui permet
de conclure, en effet comme [(ws,) < l(w), ws, est de longueur minimale tel
que ws,m (1) est dominant, nous obtenons le point (i) en utilisant ’hypothése
de récurrence et la relation 7' = §,7. Pour le point (ii), il faut remarquer de
plus que :

{Be R | H5(1) <0} =sa({8 € R, | Hg""(1) < 0}) U{a}.

Montrons donc que 7’ = 5,7 vérifie les hypothéses du théoréme. Quitte a
reparamétriser 7, on peut supposer que t7 = 1/2. Définissons m (t) = 7 (t/2)
et ma(t) = w((¢t + 1)/2) — w(1/2). Par définition on a m = m; * m2. Rappelons
que si n = (r(1),a"), alors d’aprés la définition 1.3, on a : #’ = §,m = e "r;
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on en déduit que §,m = 1 * S4(m2). Si v est une racine réelle, alors un simple
calcul montre que :

H3em(t) = H7(t) sit<1/2;

— HT (1) sit>1/2.

Remarquons que les deux expressions ci-dessus coincident en ¢t = 1/2 puisque
H7(1/2) = 0. Soit 7 une racine réelle positive telle que H3="(1) > 0, alors ou
bien v = a et dans ce cas pour t < 1/2, on a H3="(t) = HT(t) qui est positive
et pour t > 1/2, on a H»™(t) = —HZ(t) qui est également positive. Si v # a,
alors il existe une racine réelle positive 8 telle que s,(8) = 7. Remarquons
que comme H(1) = HJ*f(1), la fonction Hj est positive sur [0,1]. Donc
pour ¢t > 1/2, Hfzg(t) = HJ(t) est positif. Sit < 1/2, alors :

HJo5(t) = HY 5(t) = Hj (t) — Hy (t)(er, 8Y).
Si (@, 8Y) < 0, alors I'expression ci-dessus est bien positive pour ¢t < 1/2. Et
si (o, 8Y) > 0, on vérifie que (m(1),s,3") est positif et donc par hypothése,
pour tout ¢ € [0, 1], HT 5(t) > 0.

Soit v une racine réelle et positive telle que Hj>" (1) < 0. Alors il existe une
racine réelle positive f telle que 5,3 = 7. Comme Hj (1) = Hj;’g(l), il existe ¢
tel que pour t > ¢, HJ(t) est décroissante et strictement négative. Si HT 5(1) >
0,ousi HT 4(1) < 0ettl ;> 1/2, alors szgu/z) = HT 4(1/2) = H5(1/2) >
0 et donc t7 > 1/2. Comme pour ¢ < 1/%, HZep(t) = H 5(t) et pour t > 1/2,
HZ*5(t) = HE(t), on en déduit que H;*7(t) est positive ou nulle pour ¢ <
tg et décroissante et strictement négative pour ¢t > tg. Si t;‘a g < 1/2, on

a alors : Hfzg(l/Q) = H ;5(1/2) = Hj(1/2) < 0, et donc tj < 1/2 et la
fonction Hfgg(t) est positive ou nulle pour ¢ < ¢7 5 et strictement négative et
décroissante pour ¢ > t7 8- O

Lorsque 7 est un chemin affine par morceaux, le critére ci-dessus peut s’écrire
sous la forme pratique qui suit.

COROLLAIRE 2.3. — Soit m wun chemin tel qu’il existe des poids
(x1,X2,--,Xp) € X(S tels que m = Ty, * Wy, * -+ x W, ; $i pour toute racine
réelle positive B on a :

V] € {17"'7p_ 1} tel que <X1 +X2 + - +Xj)ﬂv> <0= <Xj+laﬂv> S 0>
alors w est extrémal.
REMARQUES. — 1. 11 est facile de vérifier que le critére du théoréme 2.2

n’est pas une condition nécessaire pour qu’un chemin 7 soit extrémal.
Nous donnons un exemple en type Ao dans la figure 2.1 : 7 est extrémal
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FIGURE 2.1.

puisque 84,7 est un chemin dominant mais ne vérifie pas le critére du
théoréme 2.2 ; nous utilisons dans cette figure les notations et conven-
tions de [1].
2. 11 est également facile de vérifier que si 7 est extrémal alors 7 vérifie la
condition suivante : pour toute racine réelle positive 3,
(a) si HE(1) > 0 alors pour tout ¢ € [0,1], HZ(t) > 0;
(b) si H(1) <0, alors pour tout ¢ € [0,1], Hj(t) > (m(1),8").
Mais cette condition n’est pas une condition suffisante, comme le montre
I’exemple dans la figure 2.2 : 7 vérifie les conditions ci-dessus, mais n’est
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FIGURE 2.2.

pas extrémal puisque 5,,7 n’est pas un chemin dominant, bien que le
poids §,,7(1) soit dominant. On peut vérifier qu’il existe un 7’ € I
tel que 7 € B(n').

3. Les composantes PRV généralisées

Nous allons maintenant énoncer le résultat principal de cet article.
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THEOREME 3.1. — Soit g une algébre de Kac-Moody symétrisable, soient (u,v)
un couple de poids dominants, (v,w) un couple d’éléments du groupe de Weyl,
soit B une racine positive telle que l'une des conditions suivantes soit satisfaite :

1. B est une racine simple et g est de dimension finie;
2. v~ est une racine simple ;
3. w™lB est une racine simple.

Soit k un entier vérifiant les inégalités :
0 < k < min{(vy, 8Y), (wr, 8Y)},
alors si le poids A = v + wv — kB est dominant la représentation irréductible

V() est de multiplicité non nulle dans le produit tensoriel V(u) @ V(v).

Démonstration. — Nous reprenons ici la preuve donnée dans [10] qui montre
comment se ramener au cas oll v~ 13 est simple. Supposons que le théoréme soit
vrai dans le cas (ii) et soit u, v, A, v,w, k et 8 simple vérifiant les hypothéses du
théoréme avec g de dimension finie. On a alors :

(1) A =vu+ wr — kB.

On peut transformer cette égalité ( ou wy désigne I’élément de plus grande
longueur) :

(2) p= v X4+ v wwy(—wev) + kv 3

3) = v A+ 8,150 Twwg (—wov) — (v wr, v BY) — K)o B
Posons N = u, u/ = A\, v = —wov, v = v !, w' = sqv wwg, 8 = v
et k' = (v lwr,aV) — k, Péquation (3) devient :

(4) N =vp +uw'V —FKa.

On vérifie que les hypotheéses sur k se traduisent par :
K >0,
k/ S <U,V/,ﬂv>
k/ S <w/)\/’ﬁv>'
Et donc, les hypothéses du théoréme 3.1 sont satisfaites dans le cas (ii) (v/~13
est une racine simple) et donc V(X)(~ V(u)) est de multiplicité non nulle
dans V(i) @ V(') ~ V() ® V*(v), ce qui implique que V() est une com-
posante de V(u) ® V(v). L’équivalence entre les cas (ii) et (iii) est immédiate
en utilisant la commutativité du produit tensoriel et sans hypothése restrictive
sur g.
On supposera donc maintenant que o = v~ '3 est une racine simple. Nous
allons construire un chemin de B(w,) * B(m,) de poids

v =p+ v wr — ka
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et extrémal ce qui impliquera bien le théoréme, d’aprés 1.4. Soit [ := (wv, V) =
(v"lwy, V). Comme 0 < k < [ et d’aprés le point 4 de la proposition 1.1 le
chemin f¥m,1,, est défini; de plus si a = %, on a alors :

k _
faﬂ-v—lwl/ = Tasqv—lwy * T(1—a)v—lwyv-

D’aprés la proposition 2.1, le chemin , x f¥m,-1,,, appartient & B(r,) *x B(m, ),
et pour montrer que ce chemin est extrémal, nous allons utiliser le corol-
laire 2.3. Les points de changements de direction de =, * FEm, 1y, sont p
et p + asqv lwy. Soit v une racine réelle positive ; remarquons d’abord que
comme p est dominant, on ne peut pas avoir (u,v") < 0. D’autre part, siy = «
alors (u + asav twy,a) > 0, en effet :

{1+ asav™ wr,a) = (u,0”) — alv~ wr,a¥) = ((n,a¥) — k).

Et le membre de droite est bien positif puisque {(u,av) = {(vu,3Y). Sup-
posons maintenant que v # « et (u + as,v lwy,yY) < 0, il faut montrer
que a{v~twy,vV) < 0. Pour cela remarquons que :

(o + asev™ wr, V) = (u,7Y) = kla, ") + afv™ wr,yY)
Si {(a,v") <0, alors :
(1,77) = ke, 7¥) 2 0
et donc a{v—twr,vV) < 0. Si {a,v") > 0, alors on a :

(,7Y) = k{o,vY) + alo™ wr,vY) > (7YY — (¥ ), vY) + alv ™ wr, yY)
= (1, 8a7") + alo™ wr, 7).

Comme v # «, s47y est une racine positive, (i, so7y) est positif, et I'inégalité
a{v™lwy,yV) < 0 est vérifice. O

REMARQUES. — 1. Le cas k = 0 correspond & ’énoncé PRV original. Dans
ce cas le chemin & considérer est le chemin 7, *m,-1,,, qui est évidemment
extrémal puisqu’il n’admet qu’un seul changement de direction en un
poids dominant. C’est ce chemin que considére P. Littelmann dans sa
preuve de la conjecture PRV dans [5].

2. Nous illustrons le théoréme 3.1 dans un cas ou g est de de type G2. Nous
reprenouns les notations de [1]. En prenant p = 2w, v = 2(w; + w2), v
et w de sorte que v wy = —8w+2wy, I =1,8=3a1+as et k=1, on
obtient A\ = w; + w2 et donc V (w; + ws) est une composante de V(i) ®
V(v). Sur la figure 3.1, nous avons représenté le chemin extrémal 7 =
Ty * fa,Ty—14, ainsi que les chemins extrémaux intermédiaires entre 7
et le chemin dominant 7 (en gras) tel que n(1) = .

Nous concluons ce travail en énongant un résultat plus général, résultat
énoncé et démontré dans [10] dans le cas fini.
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FiGURE 3.1.

THEOREME 3.2. — Soit g une algébre de Kac-Moody symétrisable, soient p,v
deuz poids dominants de g, (v,w) € W2, et (B1, B2, ..., Bp), p racines orthogo-
nales deur & deuz. Supposons qu’une des trois assertions suivantes soit vraie :

1. pour touti € {1,2,...,p}, B; est une racine simple et g est de dimension
finie;
2. pour touti € {1,2,...,p}, v=15; est une racine simple ;
3. pour touti € {1,2,...,p}, w'B; est une racine simple.
Soient (k1,k,...,kp) p entiers et soit X le poids X\ = v +wv — Y o, kif3;.
Supposons que pour pour i € {1,2,...,p}, les inégalités suivantes soient véri-
fiées :

0 < kz < m; = min{<vu7ﬁi\/>7 <’LUV, ﬁzv>}
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alors si A est dominant, la représentation V(\) est une composante de V(u) ®

V(v).

Démonstration. — La preuve de ce théoréme étant une adaptation de la
preuve du théoréme 3.1, nous ne donnerons pas tous les détails. En utili-
sant les mémes arguments que dans la preuve du théoréme précédent, on peut
supposer que pour tout i € {1,2,...,p}, a; = v~ 13; est une racine simple.
Pour i € {1,2,...,p} posons [; := (wv, B)) = (v 1wy, a)); comme 0 < k; <,
d’aprés le point 4 de la proposition 1.1 le chemin f*ir, 1., est défini et de
plus si a; = %, alors on a ’égalité :

ki —
fa77rv*1w1/ - ﬂ-aisaivflwu * T(1—as)v—lwy-

Comme les (3;)1<i<p sont deux & deux orthogonales, il en est de méme des
(i)1<i<p et les opérateurs f,, commutent deux & deux. Le chemin

. rk1 sk k
= faifag o JanTo-twn
est donc défini. Si on suppose que l'on a ordonné les (8;)1<i<p de sorte que :
a1 <ay <--- < ayp, alors le chemin 7 s’écrit :

7-‘-alsap 8o v twy *ﬂ-(ag—al)sap Say v twry ke ok 7'r(ap—azp,1)5(1191)_11111/ * 7T(l—ap)v_lwu

avec ag = 0 et ap41 = 1. Les points de changement de direction pour 7 sont
inclus dans I’ensemble {61,602, ...,0,} avec

i
-1
0; = E (aj —aj_1)sa, ... 8q, v WV

Jj=1

i i
= a;s S0, 0wy — a;_18 So. 0 twr
= Joap t oy j—1%ap ++ - %a;

j=1 j=1

i—1
— . -1 v+ ( —1 v — -1 I/)
= GiSay -+ - Sa, VW a;j(Say - Sa; UV W Sap -+ Sa; U W
Jj=1

D

1—1

_ -1 1

= QiSq, -+ Sa, U WV — a; (v wy, Q;
Jj=1

i—1
(5) =aisa,--- saiv_lwu — g kjo
Jj=1

p i—1
(6) =ai(v wr— Z liaj) — ijaj.
j=it+1 j=1
Le chemin 7, * 7 est de poids v~ '\ et il suffit de montrer que ce chemin est

extrémal ; pour cela nous allons utiliser le corollaire 2.3. Les points de change-
ments de direction de 7, %7 sont inclus dans '’ensemble : {p, p+61,...,1+6,}.
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Soit v une racine réelle positive ; remarquons d’abord que comme g est domi-
nant, on ne peut pas avoir {u,vy") < 0. D’autre part, s’il existe m € {1,2,...,p}
tel que v = a,, alors (u + 6;, ) > 0. En effet, en utilisant I’égalité (6),
sim <4—1 alors :

</~L + 05, am) = <M7 a>/n> + aily — 2k, = ((,U,,Ckx) - km) + (azlm - km)

Les deux termes du membre de droite sont positifs, le premier par hypothése
et le deuxiéme car a; > a,,. Sim > i — 1, alors :

(4 0i, am) = (1, 04>/n> + ailm — 2ailm > (p, a>/n> —amlm = <.U,O‘>/n> =k,

et ce dernier terme est bien positif par hypothése. Supposons maintenant que v &
{a1,a2,...,a,} et que (u+0;,7") <0, soit d’apres 1'égalité (5)

i—1
(aisa, - - S,V wy o — Z kjaj,vY) <O0.
j=1
Il faut montrer que :
(7) (Sap + - sai+1v_1wu, BY) <.

On peut supposer qu'il existe ¢’ € {0,1,...,i} tel que pour j <7/, (aj,7Y) <0
et pour j > i, (a;,7Y) > 0. On a alors :
i—1

(aiSa, - S, v Wy + 1 — Z koY)
j=1

i
= ai<sap e Sai+1vilw’/a ’YV> + <1u’7’yv> - Z(aj7’7v>
j=1
A
> ai<5ap .. Sai+1U_1w1/, 7V> + </1'77v> - Z <:u'705>;'/<05j>7v>
j=i'+1

= ai(Say, - Sopy 0 WL YY)+ (s Say - - Sa YY)

Comme v ¢ {a1,aq,...,0,} et que les racines a4, . . . o, sont orthogonales deux
a deux, on a (i, 84, - - - sai,ﬂ'yV) > 0 et 'inéquation 7 est vérifiée. O
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