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REPARTITION DES FONCTIONS
COMPLETEMENT Q-ADDITIVES
LE LONG DES CARRES DE POLYNOMES SUR UN CORPS FINI

PAR MIREILLE CAR & CHRISTIAN MAUDUIT

RESUME. — Soit F' un corps fini & ¢ éléments (¢ impair), Q € F[T] et f une fonction
complétement QQ-additive a valeurs entiéres. L’objet de ce travail est I’étude des sommes
d’exponentielles 3 x ¢ p[7) exp(2miaf(X?)) pour o € R. Nous en déduisons en parti-
deg X <N
culier une condition nécessaire et suffisante portant sur f pour que, pour tout (a,m) €
N

N x N*, on ait card{X € A | deg X < N, f(X?) = a(modm)} = — + O(q(1=hNy,
avec 0 < h < 1.

ABSTRACT (Repartition of completely Q-additive functions along squares of polyno-
mials over a finite field)

Let F' be a finite field with ¢ elements (¢ odd), @ € F[T] and f an integer valued
completely Q-additive function. The goal of this work is to study the exponential sums

> XeF[T] exp(2miaf(X?)) for a € R. In particular, this study provides a necessary
deg X< N
and sufficient condition on f under which, for any (a,m) € N x N*, we have card{X €

A |deg X < N, f(X2) = a(modm)} = L + O(q1=MN), with 0 < h < 1.
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776 M. CAR & C. MAUDUIT

1. Introduction et notations

Soit F un corps fini & ¢ éléments et de caractéristisque p. On note A I’anneau
F[T] des polynomes a une variable sur le corps F', M '’ensemble des polynomes
unitaires de F'[T] et I ’ensemble des polynémes irréductibles unitaires de F'[T.
Si X et Y sont des polynémes non nuls, on note 7(X) le nombre de diviseurs
unitaires de X et (X,Y) le plus grand commun diviseur unitaire de X et Y.
Dans tout cet article, Q@ € A est un polynéme de degré d > 0 et on note
Go ={X € Aldeg X < deg @} 'ensemble des restes de la division euclidienne
par @ ou 'on convient que deg0 = —oo. Tout polynéme X € A admet une
unique représentation comme somme

o0
(1.1) X=> X,Q",

n=0
ot X,, € Gg pour tout n € N, appelée représentation de X en base Q. La
suite (X,,)nen dont tous les termes sont nuls & partir d’un certain rang est la
suite des chiffres de X en base ). La valeur absolue d’un polynéme X € A est
définie par

(1.2)

deg X i X
q si X # 0,
(X) = .

0 siX=0

et on note |X| le nombre d’éléments de tout ensemble fini ¥.

DEFINITION. — Une application f de A dans un groupe additif B est dite
complétement Q-additive si pour toutY € A ettout R € G, ona f(YQ+R) =

fY)+ f(R).

Observons qu’une fonction complétement Q-additive f & valeurs dans un
groupe B est déterminée par les valeurs prises par f sur ’ensemble des chiffres
Ggo. En effet, si (1.1) est la représentation de X en base @, alors f(X) =
Ym0 f(Xn).

Drmota et Gutenbrunner ont étudié dans [7] la distribution des fonctions
@-additives sur A et montré des résultats analogues a ceux obtenus par Bassily-
Katai, Kim et Drmota dans le cas des nombres entiers (voir [1], [12] et [5]).
Madritsch et Thuswaldner ont étudié dans [14] le cas plus général des sommes
de Weyl polynomiales associées aux fonctions @-additives. Lorque B est égal
a Vanneau A = F[T], la fonction « somme des chiffres en base Q » définie
pour tout X € A écrit sous la forme (1.1) par s(X) = >, -, Xn, constitue un
exemple typique de fonction Q-additive sur A. Dans [3] nous avons étudié son
comportement sur les puissances k-iémes des éléments de A. Dans cet article
nous nous intéressons au cas plus difficile & traiter des fonctions Q-additives &
valeurs réelles.
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REPARTITION DES FONCTIONS COMPLETEMENT Q-ADDITIVES 771

Un exemple simple de fonctions complétement QQ-additives & valeurs entiéres
est fourni par les fonctions de poids Q-adique w(Qe), £ étant un paramétre réel,
définies par

(1.3) wy) (X) = fxxnv
n=0

pour tout X € A dont la représentation en base @) est donnée par (1.1). En
particulier, wgJ ) (X) est le nombre de chiffres de X différents de 0.

Drmota et Gutenbrunner ont montré dans [7] Pexistence d’un théoréme cen-
tral limite pour les fonctions complétement Q-additives & valeurs réelles sur les
puissances k-iémes des éléments de A :

THEOREME. — Pour toute fonction complétement Q-additive f : A — R et
pour tout nombre entier k > 0, on a pour y nombre réel et n nombre entier
tendant vers 400,

1 k k
X € Aldeg X <n, f(XF) < u "% 503 = B(y) + (1),

- degQMf+y deg Q

avee g = ¢~ 0%QY, o f(X), 02 = ¢ IEQY . f(X)? et Dly) =
\/%7 ffoo €_t2/2dt, la loi de distribution normale.

Dans ce qui suit, on suppose que f une fonction complétement Q-additive &
valeurs entiéres définie sur A de caractéristique p impaire et on s’intéresse a la
répartition des valeurs prises par f(X?2), X décrivant ’'anneau A. Lorsque la
caractéristique de A est égale & 2, les carrés de A ont des propriétés particu-
liéres qui peuvent conduire & des représentations Q-adiques trés atypiques. Par
exemple, si p = 2 et Q = T2, la fonction complétement Q-additive f définie
sur 6o = {xo + 21T, (zo, 1) € F?} par

0sixzy =0,

f(x0+x1T):{lsi:c17éO

est nulle sur les carrés de A.

Le but de cet article est de montrer que la méthode introduite par Mauduit
et Rivat dans [17] (voir également [9] et [20] pour des généralisations) peut étre
adaptée & A afin d’étudier le comportement de f(X?) lorsque p # 2. Notons
que I’étude du comportement de f(X*) pour k > 3 semble hors d’atteinte par
les techniques connues a ce jour (sauf lorsque k est une puissance de p).

La situation est rendue plus complexe que dans le cas des nombres entiers
par 'existence d’obstructions de nature arithmétique propres & A et qui n’ap-
paraissaient pas dans le cas des nombres entiers. Plus précisément, nous allons
identifier une classe de fonctions complétement Q-additives pour lesquelles,
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778 M. CAR & C. MAUDUIT

pour tout nombre entier k > 0, la suite (£f(X?))xca a un comportement

P
pathologique.

Par exemple, dans le cas o A = F3[T], @ = T et f est Papplication de A
dans R définie par f(0) =0, f(1)=1, f(2)=2,0n a

3" lsiq=0,
{X € F3[T)|deg X <n, f(X?*)=a (mod 3)}| =< 2x3" lsia=1,
Osia=2

et f n’est donc pas équidistribuée sur les carrés.

A toute forme linéaire ) : F¢ — F, on associe 'application \* de Gg dans Fp,
définie par )\*(Z?;Ol x;Y?) = tr(A\(zo,...,Tq_1)), ou tr désigne la trace de F
sur IF),.

DEFINITION. — On dit qu’une application w de Gg dans Z est dans la classe
# s’il existe une forme linéaire X : F* — F telle que pour tout X € g, \*(X)
soit la classe de w(X) modulo p. Les fonctions Q-additives f pour lesquelles
flg, décrit £ sont dites dégénérées et on note 9 l’ensemble de ces fonctions.

Théoreme 1.1. — Soit f une fonction complétement Q-additive & valeurs en-
tieres dégénérée. Alors il existe une constante v(q,Q,f) > 0 ne dépendant

que de q,@Q et f telle que pour tout mombre entier k et tout nombre entier
N > degQ, on a

> exp(2m’§f(X2)) >(q,Q, )g".

XeA
deg X<N

Le principal théoréme établi dans cet article est le suivant :

Théoréme 1.2. — Soit f une fonction complétement Q-additive & valeurs en-
tieres mon dégénérée. Alors, pour tout nombre réel a non entier, il existe un
nombre réel 0 < a(q, @, f,a) < 1 et un nombre entier N(q,Q, f,a) ne dépen-
dant que de q,Q, f et a tel que pour tout nombre entier N > N(Q, f,a) on
a

Y exp(2riaf(X2))| < blg, QN T gV I-al@@. ),

XeA
deg X <N

w(Q) désignant le nombres de polyndmes irréductibles distincts divisant Q
et b(q, Q) > 0 étant une constante ne dépendant que de q et de Q.

On déduit de ce théoréme le corollaire ci dessous :
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REPARTITION DES FONCTIONS COMPLETEMENT Q-ADDITIVES 779

COROLLAIRE 1.3. — Soit f une fonction complétement Q-additive & valeurs
entieres non dégénérée. Alors, pour tout nombre entier m > 0, il existe un
nombre réel 0 < h(q, Q, f,m) < 1, tel que pour tout nombre entier rationnel a,
on a

{X € Aldeg X < n, f(X?)=a (mod m)}| = L + O(g"O—h@@fm)),
m
les constantes impliquées par le symbole O ne dépendant que de q,Q, f et m.

La preuve du théoréme 1.1 sera donnée & la section 3. Pour obtenir la ma-
joration du théoréme 1.2 prouvée a la section 6, nous majorerons les sommes

S (N) = > exp(2mi af (X?),
XeA
vdeg Q<deg X <N
ou v = v(N) est le nombre entier déterminé par la condition rdeg@ < N <
(v + 1) deg Q. Ceci sera fait a la section 5. Les outils nécessaires a ces preuves

seront établis aux sections 2 et 4. Ce sont essentiellement des majorations de
sommes de caractéres faisant intervenir le caractére E défini a la section 2.1.

Remarque. — Dans [18], Mauduit et Rivat on introduit une nouvelle méthode
permettant d’étudier la répartition de la somme des chiffres des nombres pre-
miers (voir [6], [8], [15], [16], [19] pour des généralisation de ce résultat). Il serait
intéressant de savoir si cette méthode peut étre adaptée a ’étude du compor-
tement des fonctions complétement ()-additives sur I’ensemble des polynomes
irréductibles de A.

Pour o € R, on pose e(a) = exp(27mia) et on note ||| la distance de «
au nombre entier le plus proche. Pour alléger ’écriture, nous ne préciserons
pas la dépendance des constantes & g et, dans les estimations de sommes de
caractéres, nous identifierons un élément = de F, & son image j(z), j étant la
bijection naturelle de F,, sur {0,1,...,p — 1}.

2. Rappels et lemmes techniques concernant le caractére exponentiel £

2.1. Le caractere E. — On note K le corps F(T). La valuation a linfini sur
le corps K est ’application v, de K dans Z U {oco} définie par v, (0) = oo
et Voo (G/H) = deg H — deg G, si G et H sont des polynémes non nuls. Le
complété de K pour la valuation v, est le corps Koo = F((T71)) des séries
de Laurent formelles y = :f_oo Yy IT™, ou y, € F et les coefficients y,, sont

tous nuls pour n assez grand. On prolonge vy, & Ko, en posant pour y # 0,

Vo (y) = —sup{n € Z | yn # 0}.

Si &P est I'idéal de valuation de K, alors tout y € K, s’écrit de fagcon unique
comme somme y = [y] + {y}, avec [y] € A et {y} € P (ou [y] et {y} peuvent
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780 M. CAR & C. MAUDUIT

étre vus comme les parties entiére et fractionnaire de y). Soit ¢ : F — C le
caractére non trivial du groupe additif de F' défini par

_ @)
v(@) = (R,

On associe a 9 un caractére additif non trivial de K, en posant pour tout y =

::’_oo ynT™ € Koo : E(y) = ¥(Res(y)), ou Res(y) = y—1 (voir par exemple
[4], [10] ou [21]). Ce caractére est trivial sur I’anneau A. Dans la suite de ce
travail nous utiliserons souvent une conséquence immeédiate de cette propriété

a savoir, 'implication : Si A, B, H sont dans A avec H # 0, alors

A B
A=B dH)= E(—)=E(=).
(mod H) = (%) = E(+)
2.2. Sommes associées au caractere £. — Tout d’abord rappelons sans démons-

tration le résultat fondamental suivant (voir [11]).

PROPOSITION 2.1. — Soit, pour y € Ko, et N un nombre entier naturel,
(2.1) S, N)= > E@X).
XeA
deg X <N

Alors, on a

(2.2) S N) = {qN si vy} > N,

0 sinon.

On en déduit le corollaire :

COROLLAIRE 2.2. — Soit H € A un polynéme non nul et soit G € A. Alors,
on a
ox (H) si G=0 (modH),
(2.3) > B(=) =
XeCu 0 sinon.
PROPOSITION 2.3. — Pour tout H € A non nul, on désigne par vg(H) le

plus grand nombre entier m tel que Q™ divise H. Soient m,n et £ des nombres
entiers tels que 0 < m < n < /£ et soit € R. Alors, on a

(2.4) S (D))

DeM
DIQ*
m<vQ(D)<n

22
< n-m+ @) ({2 max (@70 (@001
Démonstration. — Analogue a celle du lemme 19 de [17]. O
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REPARTITION DES FONCTIONS COMPLETEMENT Q-ADDITIVES 781

LEMME 2.4. — Pour tout u € R, on a
(2.5) 11+ e(u)| <2 — 4ul®.
Démonstration. — On a |1 + e(u)]? = 4(1 — sin(mu)?) < 4(1 — 4[|ul|?), d’ou
11+ e(u)| < 2(1 — 2[jul?). O
PROPOSITION 2.5. — Soit w une application de g dans Z n’appartenant pas
@ la classe £. Pour c € R et H € Gg, soit
HX
(2:6) ¢=01(Qu,a H)= Y elaw(X)E(—=75").
Xet Q
Q
Sia € R\ Z, alors il existe une constante 0 < cQuw,a < 1 telle que pour

tout H € G, on a

(2.7) 61(Q,w, a, H)| <(Q) — cQu,a-
Démonstration. — Posons d = deg ). Dans le corps K, g se développe en
série de Laurent

H _ e

Q i<—1 T

Pour tout X = Z?;é schj appartenant & G, on a
HX
E(—?) = (—(a-170 + a—2x1 + -+ + a—qTa-1))

tr(—(a—1zo + a—ox1 + -+ + a_4x4q-1))
p

),

= ef

d’ot
e(aw(X))E(—%) = e(oaw(X) — fr(a-1z + a-o81 + -+ + 6-4%u-1) ).
Q p
Notons Ly (X) = a_129 + a—2x1 + -+ - + a_gZ4—1. Soit & un nombre réel non
entier. Si o n’est pas un nombre rationnel de la forme ¢/p, £ premier & p alors,
pour tout chiffre X € € non nul, on a (aw(X) — W) ¢7Z.Sia=1L/p,
£ étant premier & p, comme w ¢ ¥, il existe X € G ¢ non nul tel que (w(X) —
tr(Ly(X))) ¢ Zp et donc tel que (aw(X) — W) ¢ 7. Dans 'un ou autre
_ tr(Lg(X) |

cas on peut choisir Xy € g — {0} maximisant ||aw(X) |. On pose
AQuan = llow(Xpg) — HELED | et §g ,, o = mingep, Awa,n et on note

que 6Q.w,o > 0. La somme ¢ = ¢1(Q, w, o, H) s’écrit

¢ =1+e(aw(Xu)— M) + Z e(aw(X))E(—E),
Xebq Q
X¢{0,Xn}
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d’ou

tI‘(LH(XH))

o] < (14 e(aw(Xu) — Y +(Q) — 2.

Avec (2.5), il vient
9] < (Q) = 4llaw(Xn) -

=(Q) — 48Q w0, < (Q) — 403 4y - 0

p

Pour des commodités d’écriture, posons ¢, = 0 dans le cas o @ € Z.

PROPOSITION 2.6. — Soit w une application de G¢g dans Z n’appartenant pas
a la classe £. Soient a« € R et H € A avec deg @ > 0 et, pour tout nombre
entier j > 0,

(2.8) ;= ¢;(Q,w,a, H) = Z e(aw(R))E(—%)-
ReGq

Alors on a

(2.9) ¢; <(Q) — cQu,a-

Démonstration. — Soit H = Z}Z’:O H,QF, H;, € Gq le développement de H
en base ). Le caractére E étant trivial sur A, on a

min(m,j—1) min(m,j—1)

E(%)ﬂ( 3 %F 11 E(%»

k=0 k=0

Pour 0<k<j—2,ona vm(%) > 2, d’otl E(%) = 1. Par suite,

H;R

Q ) = ¢l(w7a7QaHj)

¢;= ) elaw(R)E(-

Re€q

et la proposition précédente nous donne ¢; < (@) — €Q.w,a- O

2.3. Sommes de Gauss quadratiques associées au caractéere £. — Pour H € A
non nul et (4, B) € A2, soit

AX? 4+ BX

(2.10) [(H;A,B)= > E( )

XeCu

PROPOSITION 2.7. — Soit (H, A, B) € A® avec H # 0. Alors, on a

(1) T(H; A,B) = ((AvH»F((AI:IH), (AI,L‘H)’ (A{BH)) si (A, H) divise B ;

(2) I'(H;A,B) =0 si (A, H) ne divise pas B.

TOME 144 — 2016 — N° 4
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Démonstration. — On pose H = Hi(A,H),A = A1(A,H). Tout X € Gy
s’écrivant de facon unique X =Y + ZH; avec Y € €, et Z € G4 1), on a

ALY+ ZH))?  B(Y + ZH,)
T(H;AB)= Y, > E(— 7 4+ HI(A,H)I)

YGFHl ZG??(A H)

= 2 E( +H1€41,/H)) > Fim)

YECH, Hy ZeBa,m)

Le corollaire 2.2 nous donne alors

AY? BY ((A,H))si (A,H)|B
I'(H;A,B) = FE
(H; 4, B) Yezﬁ:H < H, + H1(A,H)> 8 {O sinon,

ce qui prouve (2). Si (A, H) divise B, on pose B = B1(A, H). On a alors

A Y2 BY
rA B - (Am) Y B(2 4+ B~ mnm a5,
YeCu, ! !
O
PROPOSITION 2.8. — Soit (H, A, B) € A3 avec H # 0. Alors, on a
(2.11) ID(H; A, B)| < (A, H))'*(H)'2.
Démonstration. — Si (A, H) ne divise pas B, la relation (2.11) est triviale

d’apreés la proposition 2.7 (2). On suppose que (A, H) divise B. Comme ci-
dessus, on pose H = Hi(A,H),A = A1(A,H),B = B1(A,H). Les poly-
nomes A; et H; étant premiers entre eux, il existe Cy € G, tel que B; =
2A:C1 (mod Hy). Par suite,

A(Y?2+2C,Y AL (Y 4+ Cp)? C?
rian sy - Y B (200 - 5 g OS5 )
Y€€, 1 Y€€, !

L’application ¥ — Y + C1 étant une permutation de l’ensemble G, on a
['(Hy; A1, By) = E(—*) (Hi; A1,0), dou [T(Hy; Ay, Br)| = |T(Hi; Ar,0)].
Les propositions IT1.2 et 111.3 de [2] nous donnent |T'(Hy; A1,0)| = (H;)Y/2,
d’ou, d’apreés la proposition 2.7 (1),

ID(H; A, B)| = (A, H))(H1)'/? = (A, H))'/*(H)"/*. a
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3. Démonstration du théoréeme 1.1

Soit A une application linéaire non nulle de F'¢ dans F, \* I’application
de ¢ dans F, définie par

d—1
(O aTh) = tr(M=o, 21, - - ., Td—1))
=0

et f* la fonction complétement Q-additive & valeurs dans [F, prolongeant \* &
I’anneau A.

PROPOSITION 3.1. — Les applications \* et f* sont IF,-linéaires et
Kerf* = KerA* + (Q — 1),
(Q — 1) désignant l’idéal de A engendré par le polynéome Q — 1.

Démonstration. — La linéarité de \* est évidente et on vérifie facilement celle
de f*. L’inclusion KerA* C Kerf* est également évidente et pour montrer
Iinclusion (@ — 1) C Kerf*, on remarque que si X = > >~ X,,Q™ est la
représentation en base @ de X € A, alors X(Q — 1) = =Xo+ > _((Xm —
Xm+1)@® et par suite

FAXQ-1) =N (=Xo) + D N (X — Xpnp1)
m=0

=M (X0) + > (N (Xm) = A (Xm41)) = 0.
m=0
Montrons maintenant 'inclusion inverse. Soit Y € Kerf. On fait la division
euclidienne de Y par Q@ —1:Y =R+ X(Q — 1), avec Re€ Gg_1 et X € A.
On a vu que X(Q — 1) € Kerf*. 1l s’en suit que R € Kerf*. Comme deg R <
deg(Q — 1) =deg @, on a f(R) = A(R), c’est a dire R € KerA*. O

On pose pour tout nombre entier N strictement positif et tout a € I,
(3.1) Un(a) =|{X € A ;deg X < N et f*(X?) =a}|.

La proposition suivante permet de relier le calcul de Uy (a) a des résultats
connus concernant les formes quadratiques sur les corps finis.

PROPOSITION 3.2. — Soient (uy,...,uq) l’élément non nul de F? tel que
pour (Zo, ..., Ta—1) € F4, N0, ..,Ta—1) = u1To + -+ + UaTa—1 €t (Z—m)m>1
la suite d’éléments de F' définie par

TOME 144 — 2016 — N° 4



REPARTITION DES FONCTIONS COMPLETEMENT Q-ADDITIVES 785

0u Yy =[(Q—1)(u1 T +uT7 24 - +ugT™)]. Soit ¢ la forme quadratique
& d variables définie sur F'® par

2d—2
o(zo,y ..., Ta—1) = Z Zz_g—1( Z T;xj).
k=0 i+i=k

Alors,
(i) la forme ¢ n’est pas nulle;
(ii) pour tout a € F), et tout nombre entier N > d, on a

Un(a) = ¢V {(zo,...,@a—1) € F*; tr(p(o,...,24-1)) = a}|-

Démonstration. — Posons D = ) — 1. La forme linéaire \ n’étant pas nulle,
elle est surjective. La trace I’étant aussi, A* est surjective et il existe R € Gg
tel que A*(R) = a. Comme

Kerf* = KerA* + (Q — 1) = KerA* + (D),
on en déduit

Uv(@)= >  |{X €A ;degX <NetX>=R+ A (mod D)}|.
AeKerA*

Supposons N > d. La division euclidienne par D nous donne 1’égalité
{X € A ;deg X < N et X2= R+ A (mod D)}| = ¢"~%v(R, A),

ou
v(R,A) = |{X € €p; X*=R+ A (mod D)}|.
Si A € Ker\*, on a par orthogonalité

X2_R—A)Y
Z Z g),

XG?D YG??
d’ou avec (3.1)
RY X2y
2d—N _
(3.2) q Un(a) = Z E(—f) Z E(T)UYa
Yetp Xetp

Oll 0y = D gcKerr+ E(—%). Pour tout Y € €p, l'application A — E(—%5-
est un caractére du groupe additif KerA\* et la somme oy vaut donc 0 ou
|Ker\*| = ¢¢/p. D’autre part

d
> > F =2 X F =q
Ye€p AcKerA* A€eKerA* YEEGp

et donc il y a exactement ¢¢/|KerA\*| = p polynémes Y € ©p pour lesquels la
somme oy est non nulle. Déterminons ces polynoémes.
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Comme Yy = [D(uiT ! +usT72 + - + ugT~ 9, on a v (32 — (wi T~ +

usT™2 + -+ + ugT~%)) > d. Donc, pour tout A € €p et tout b € F, on a
Voo (0(22 — (Tt +usT™2 4 - + ugT~4)A) > 1 d’ott

(by*—l)A) Eb(uiT 4 ueT72 4 -+ ugT~%)A).

Si A= Z?:—ol a;T?, alors
(3.3)

Yy A

BEO2E) = e(tr(b(ulao N Ud(ld—l))) _ e(btr(ulao 4o Uugag_1)
D

p p

).

En particulier, on a E(bY*A) = 1 pour tout (b, A) € F, x KerA*. Par suite,
pour tout b € I, la somme oy, est non nulle. Les p polynémes Y € &p pour
lesquels oy # 0 sont donc les polynomes bYy, b décrivant F,,. Avec (3.2) il vient

bRY; bX Y,
d N A )\
(3.4) Un(a) =D BE(-—5~) D B = > Oy,
beF, XGWD Xe6p
ou
~R
(3.5) => E(b ))).
beF,

Les sommes © x valent 0 ou p. Posons R = pg+p1 T+ - ~+p2d_2T2d’2 avec pqg =

Pd+1 =+ = pag—2 = 0. Pour X = Zf;el x;T* appartenant a4 G p, on a d’aprés
(3.3)
2d—2
E(bY)\(X2— tr(z Z_k—1( Z z;x; — pr))/p).
i+j=k

D’aprés (3.5), on a

2d—2
Ox =p < tr( szl szxj )) =0,
i+j=k
soit en posant
2d—2
o(xoy .-, T4—1) = Z Z_p—1( Z z;x;) et bla Zz k—1Pk,
k=0 i+j=k

Ox =p & tr(e(zo,...,x4-1) — bla)) = 0.
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Comme
(o)
_ Yy
I =1
m=1
=T upT 2+ T
{D(ur T+ uoT72 4 - +ugT™%
+ )
D
on a z_, = Uy pour m = 1,...,d. Cela montre d’une part que la forme ¢

n’est pas nulle et que d’autre part b(a) = ZZ;(I) U—_p—1Pk = A(Poy- -5 Pd—1)-
On a donc tr(b(a)) = a d’ou, d’aprés (3.4), ¢ NUn(a) = |{(z0,...,Ta-1) €
F | tr(o(zo,...,x4-1) = a}|, ce qui est le résultat annoncé. O

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 1.1.

Preuve du théoréme 1.1. — Posons
k
Sk(N) = Y e(=f(X?).
XeA p
deg X <N

La fonction f étant & valeurs entiéres, on peut supposer 0 < k < p. Si k = 0,
alors Si(N) = ¢". Il reste & prouver la proposition dans le cas o1 0 < k < p,
ce que l'on supposera maintenant. Comme f € 9, on a w = fleo € £. 1l existe
A, application linéaire non nulle de F¢ dans F telle que pour tout X € Go,
A*(X) soit la classe de w(X) modulo p. Par Q-additivité, pour tout X € A, la
classe de f(X) modulo p est f*(X). Donc,

SN = 3 eI = X e (X = Y oS Ux(a)
de«)g()e(éN deg()e(éN a€fp

Si I’on suppose N > d, il s’en suit que Si(N) = ¢V—¢ ZGGFP e(%)u(a). La
forme ¢, n’est pas nulle. Soit 7 € [1,d] son rang et ¢ son discriminant. Elle est
équivalente & une forme diagonale ¢(yi,...,yq) = y2 +---+y2_; +a,y2 ol a,
est un élément non nul de F'. Par suite, pour tout a € F, on a

u(a) = ¢* "v(a),

ou v(a) = {(y1,---,yr € F", tx(0(y1,...,ur)) = a}| et O(y1,...,yr) = 43 +
<492 +a,y? On a donc

via)= Y ne(x),
zeF
tr(z)=a

ou ng(z) = {(y1,-.-,yr) € F", 0(y1,...,yr) = z}|. Les propositions 6.26 et
6.27 de [13] nous donnent les valeurs des nombres ng(x). Pour cela, notons 7 le
caractére quadratique du corps F' et remarquons que |Ker(tr)| = q/p.
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Supposons d’abord r pair. La proposition 6.26 de [13] nous donne

—1siz#0,

ng(2) = ¢~ + v(2)q" PP n((~1)"7%6) avec v(x) = {q Claie—0

Sia # 0, les z € F intervenant dans la somme v(a) sont non nuls. Sia =0, 0
intervient dans la somme v(a) et il y a exactement % — 1 éléments z non nuls
intervenant dans v(a). D’ou,

S(N) = V(L — g2 ((—1)28) 3 o)
p a€lF, p
a#0

+ <§ —1)(q" ! = gD 2((—1)"%6))
+4¢" 7+ (g — 1)g" D 2p((-1)"/25))

=N = g1 0) T e D) + a7 (1))
a€lF,

=" n((-1)"7%),

ce qui donne le résultat annoncé lorsque r est pair.

Supposons maintenant r impair. La proposition 6.27 de [13] nous donne

ne(z) = ¢ + gD/ p((=1)D/245),

d’ou
—r ak " r— r—
Sk(N) = gV 37 o) (L 4 g D((-1)026) 3 (),
a€F, p zeF
tr(z)=a
_ _ ak
= ()26 3 () Y n(a).
a€lF, p zeF
tr(z)=a

Posons ¢ = Zaele e(%’“) Z n(z). On a

zeF
tr(z)=a
q ak ak
c==>e(—)+ Y e(—) Y. nx)
p a€F, p a€lF, . a(ve)li
ak tr(x)k
— Y ™) Y @)= Y eI 14 )
N S
tr(x)=a tr(z)=a
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= Y (TR e 2 gy = Ze<“(yp)’“>= S w(k?),

zeF p yeF yeF
tr(z)=a
1 étant le caractére additif de F' défini dans la section 2.1. On a |o| = ¢'/2
(voir par exemple [13, Théoréme 5.15]) et il s’en suit que |Sx(N)| = ¢V /2, ce
qui donne le résultat annoncé lorsque 7 est impair. O

4. Transformées de Fourier associées aux fonctions
completement ()-additives tronquées

Dans ce paragraphe ainsi que dans les paragraphes suivants on suppose
que f ¢ 9D et on définit les fonctions Q-additives tronquées de la maniére
suivante. Soient A et p des nombres entiers tels que 0 < p < A. Pour tout X €
A dont la représentation en base @ est donnée par (1.1), on définit f)(X)

et fu (X) par

A—1
(4.1) AX) =D F(Xn),  fun( Z f(x
n=0

Soit a € R, fixé. On pose pour tout H € A,

(12 B =F 0 ) =@ Y eah(X)B- D),

Xebya QA

et

(43 Fualt) = FRe H) = (@7 3 elafur(XDE(-g1)
Xebyx Q

Bien qu’élémentaire la proposition suivante sera trés utilisée dans la suite de
ce travail.

PROPOSITION 4.1. — Soit un nombre entier A > 0.

(i) Si X € Ggx, alors f(X) = f(X).

(i) 8i X € €gr et Y € Cgq, alors fr1(QX +Y) = fL(X) + f(Y) =
F(X) + F(Y).

(iii) Si X € Gor et Y € A, alors f(X +Y Q) = f(X) = fr(X).

(iv) Si p est un nombre entier tel que p < X\, siY € Cor—n et si Z € Cgqu,
alors fux(YQ* +2) = f(Y) = fr_u(Y).

(v) Si X € Ggr et Y € A, alors F\(X +Y Q) = FA\(X).

(vi) Si X € A et Y € A sont congrus modulo Q*, alors, F\(X) = F\(Y).

(vii) Si p est un nombre entier tel que p < X\, siY € Cga-u et si Z € Cqu,
alors Fu \(YQ! + Z) = Fr_,(Y).
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Démonstration. — Les points (i), (iii), et (iv) sont évidents; (v) et (vii) dé-
coulent de (4.2) et (4.3), (iii) et de la définition du caractére E; (vi) est une
conséquence de (v). Pour démontrer (ii), il suffit de vérifier que pour X € G
etY € g ona fr(QX+Y) = F(QX+Y) = F(X)+f(¥) = f(X) + (V) =
AX) + £(). o

PROPOSITION 4.2. — On a Fy(H) =1 et, pour tout nombre entier A > 1,

A
<Q>>\F)\(H) = H¢j(Qafaa7H)7

=1

les fonctions ¢; étant définies par (2.8).

Démonstration. — Utilisant la proposition 4.1-(ii), la preuve est analogue a
celle de la relation (17) de [17]. O
PROPOSITION 4.3. — Soient un nombre entier A >0 et H € A. Alors, on a
(4.4) |FX\(H)| < (Q)~ @S,
avec

Q. f.a
4.5 CQ f,a) = 05—,
&9 ( ) (Q) degQlogg

ol cQ,t,o est défini dans la Proposition 2.5.

Démonstration. — La proposition précédente donne le résultat quand A = 0.
Lorsque A\ > 0, la proposition 4.2 jointe & la majoration (2.9) donne

A
IEx(H)] = (@[] 165(@, £, H)| < (1 — S2Lep,

i Q)

Soit C = C(Q, f,0) = cq,1,a/ () 10g(Q). Alors, Clog(Q) < log (=757 ),
d’'ot 1 —cq,f,a/(Q) <(Q)C. O
PROPOSITION 4.4. — Soient A € A et d et X\ des nombres entiers tels que 0 <

6 < A Alors, on a

> IRX))? = |F5(A)P

Xe E)QA
X=A(modQ?)
Démonstration. — Utilisant la proposition 4.1-(ii), la preuve est analogue a
celle du lemme 19 de [18§]. O
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PROPOSITION 4.5. — Soient A et u des nombres entiers tels que 0 < p < A.
Alors, pour tout H € A, on a
(@Q"Fux(H) = Fx—u(H)S(

ot S est définie par (2.1).

H
@,,udeg Q)7

Démonstration. — Utilisant la proposition 4.1-(iv), la preuve est analogue &
celle a celle du lemme 10 de [17]. O

PROPOSITION 4.6. — Soient A et u des nombres entiers tel que 0 < p < A.
Alors, on a

D Ea@l= > BRI <@

XG(G)QA Requ—u

Démonstration. — Ici on fait la division euclidienne par Q*~* des polyndmes
X € G, Avec la proposition précédente, il vient

. R+ LQ *H
@ 3 FEa® = Y Bo®+ 1S e q))
XGE’?‘QA RE??QA_,L Q
Letqn
_ R+ LQ H
= > |PhoR+LQ “)|S(7Q? ; ndeg Q)
ReﬁQx,u
LeCqu

puisque d’aprés la proposition 2.1, les sommes S(%@AW, wdeg Q) sont posi-

tives ou nulles. La partie (v) de la proposition 4.1 nous donne ensuite

A—p
@ Y Fa@l= X Rl X SEEEE udeq)

ReCoxn—p LE?Q#

R+ LQM L
) S(%,udew > Y Bt gV

LeGgqu LE%’QM YGEJQM

= > E ) 2 E = ("
YeCqn LG Con
d’apreés le corollaire 2.2. En reportant cette égalité dans la somme précédente,

on obtient
Yo IEaXI= Y P u(B)

X€B o ReCox—p

et on majore trivialement |F_,(R)| par 1. O
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PROPOSITION 4.7. — Soient A\, et p des nombres entiers tels que 1 < p <
M—p<d< A SiAe A, alors on a

P u(A)] st ve({A/Q°}) > (1 +6 — A) deg @,
X; R Fuar(X)] = {0 sinon.
X=A (m?d Q%)

Démonstration. — Soit R € € s congru & A modulo Q°. Alors A et R sont
congrus modulo Q*~*. Les polynémes X € € o> congrus & A modulo Q? sont
de la forme X = R+ LQ? avec L € G gr-s ; ils sont congrus & R modulo QA+
et vérifient, d’apreés la proposition 4.5, la relation

R+ LQ°
Q*

,wdeg Q) jointe & la proposition 4.1-(vi)

(@ Fua(X) = Fx_u(R)S( , udeg Q).

R+LQ

La positivité des sommes S(
permet d’écrire

@* Y FaX) = [Fa-u() Y S + o 57Mdeg Q).
X€€Qx Leng s
X=A(modQ?)

Par ailleurs, d’aprés le corollaire 2.2,

Z S(Q,\ Qr - 57“degQ) Z Z E(( Q’\ 5)X)

LeGyn-s LeGyxn—5 X€Cqn
X s RX
XeCqonr L€€Q>\ 5 Xebtqnr

X=0(modQ*~?%)
La proposition 2.1 donne alors

>, Sgs+ i s andegQ)

Le@

QA—d
_ <Q>>\—6 % <Q>M+67)\ si UOO(R/Q‘S) > (p+6—N)degQ,
0 sinon.
On a donc
1si veo(R/Q%) > (n+6—N)degQ,
Yo Funa(0)] = Fau(A)] { :
> 0 sinon
Xeb o
X=A(modQ?)
et on conclut en observant que v, (R/Q%) = v ({A/Q°}). O
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PROPOSITION 4.8. — Soient A\, 0 et p des nombres entiers tels que 1 < p < A
et § <X —p. Si (A, L)€ A2, alors on a

> Fua(X)Fa_u(X + L) < |Fs(A)||Fs(A+ L)|.
XGﬁQ)\
X=A(modQ?)

Démonstration. — Notons B la somme & majorer et R € G s le reste de A
modulo @Q°. Les polynémes X € G o> congrus & R modulo Q? sont de la forme
X=Y+ZQ * avecY € Gor-w,Y =R (mod Q°) et Z € €gu. D’apreés les
propositions 4.5 et 4.1-(v), on obtient comme ci-dessus

@"B= 3 B MIB-(L+Y)] Y 5 ) pdeg Q).
Yebtor—pn ZeCqn
Y=R(modQ?)

Mais, pour tout Y € EQA—M, on a

> S )udegQ) >y E( ) )

ZeCqn ZeCqor WetGqnu
Y By Y B =@
Wetqu ZeCqn

d’aprés le corollaire 2.2. On a donc,

B= )  |IFuMFu(L+Y)]

Ye E)Qxfy
Y=R(modQ°)

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne
B*< Y RLMP Y IR+

YEﬁQxfu Y6€Qxfu
Y=R(modQ®) Y=R(modQ?)

Notons V le reste de L modulo Q**. Pour tout Y € Ggr-n, on a avec la
proposition 4.1-(vi) Fx_,(L+Y) = F\_,(V +Y), dou

S BLIAVE= Y BV 4Y)P
YG(@Q)\_“ YG?QK—M
Y=R(modQ®) Y=R(modQ®)
- Y BLOE
ZEGor—p

Z=V+R(modQ®)
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La proposition 4.4 donne alors B2 < |F5(R)|?|F5(V + R)|?. On conclut en
remarquant que puisque R=A (mod Q%) et V4+R=L+ A (mod Q°), on
a Fs(R) = F5(A),F5(R+V)=Fs(A+ L). O

PROPOSITION 4.9. — Soient A\, 6 et u des nombres entiers tels que 1 < p <
M—pu<d< A SiAe A, alors on a

st v 4 _ e
> |FH,A<X>FM,A<Y>|S{1 =({4/Q") > (u+6— 2) degQ,

XY ebon 0 sinon.
X—-Y=A(modQ?’)
Démonstration. — Posons
B = > |Eu A (X)Fua(Y)].
X,YGgQA

X-Y=A(modQ®)

Soit A’ € € s congru a A modulo Q°. Alors

B'= Y [Fua(Y)l > |Fux(X)].
Y€€Q>\ XE%)QA
X=A"+Y (modQ?)

D’aprés la proposition 4.7,
B = > |Fys (V) |[Fa_p (Y + A)].

Y€€Q>\

Voo ({ X2 1) > (n6-2) deg Q

Soit Y € ©ga. Ecrivons Y comme somme Y = R + ZQ°% avec R € Cos
et Z€ Ggr-s. Comme § > A —p,onaY + A’ =R+ A’ (mod Q> *). D’aprés
la proposition 4.1-(vi), on a Fy_,(Y + A') = Fy_,(R + A’). D’autre part,

Uoo({ygéql}) = Uoo({Rgfl}) et on a

Voo ({

A+Y
Qo
En posant S = R+ A’ on peut écrire
B= ) D IFua(S— A+ ZQ)|[Fa—u(S)]

S€Cor—p ZECGHr—s

= > AEBcu®)] Y] [Fua(S - A +2Q0).

SEEJOQ)\_“ ZG?‘;’Q;_(S

D> @+d—2)degQ < deg(R+ A') < (A — p) deg Q.
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Lorsque Z décrit I’ensemble Gga-s, le polynéme S— A"+ Z Q° décrit I’ensemble
des polynoémes X € €a congrus a S — A’ modulo Q?. Par suite,

B'= Y |9 > [Fua (X))
S€€Q>\7,J Xeng
X=5—A'(modQ?)

La proposition 4.7 nous donne pour S € Gor—u fixé,

S R A<X>|={'Fk‘“(s_Al)'si vso({558°)) > (u+6 = X) deg Q,

0 sinon.

Xe €Q>\
X=5—A'(modQ’)

Par ailleurs on a
S—A
Uoo({T}) > (p+6—A)deg@
& deg(S—A) < (A —p)degQ & deg(A') < (A — u)deg Q.
Dong, si deg A’ > (A — p) deg @, alors B’ = 0 et si deg A’ < (A — ) deg Q, alors
C= Y |IFuS)Frpu(S—4)

SEE‘J’Q;_M

et la proposition 4.8 donne B’ < |Fy(0)||Fo(—A")| = 1. O

5. Majoration de la somme ¥ ¢ (V)

Le nombre réel a étant toujours fixé. Soient un nombre entier N > 0 et ¥ =
X(N) lensemble des polynomes X € A tels que

(5.1) vdeg@ < deg X < N,
ot v = ¥(N) est le nombre entier déterminé par la condition
(5.2) vdeg@Q < N < (v +1)deg Q.
Observons que ’ensemble X a au plus ¢V éléments. Posons
(5.3) S(N) =) e(af(X?).

XeX

Nous supposerons N assez grand pour que v(N) > 30 deg Q. Soient des nombres
entiers r et m tels que

i) 1<r< 75del:g_§—l ;
i)y m<v-—r;
i) m<v+4+r+3—2rdegQ ;

iv) 2m>v+r(l1+deg@).

(5.4)

~ o~ o~ o~
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Observons qu’a ’exception du cas deg@ = 1, la condition (iii) implique la
condition (ii). Observons aussi que la condition (i) assure la compatibilité des
conditions (ii) et (iv) et celle des conditions (iii) et (iv). On pose

(5.5) L=v+r+1.

5.1. Utilisation des fonctions tronquées. — La proposition suivante est un ana-
logue polynomial de l'inégalité de Van der Corput (Voir [7, Lemme 3.2]).

PROPOSITION 5.1. — On a

(5.6) IB(N)* <" Anax | Z (X +R)*) = f(X*)) |-

Démonstration. — Soit R € G g-. Puisque r < v, I'application X — X + R est
une permutation de I’ensemble X. On a donc

Y elaf(X?) =Y e(af((X +R)%).

XeXx XeXx
Par suite,
@QTE(N)=(Q)" D e(af(X))= D Y elaf(X+R)?)
XeX ReGqor XeX
=Y Y elaf((X+R)?).
XeX REGor

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

@TEMP <X Y1 Y elaf(X +R)

XeX Re€qr

<gV Y Y e(alf((X + R1)?) - F((X + R2)%))

XeX R1€Cqr
Rz€€qr

=¢" > D> e(a(f((X +R1)?) — f((X + R2)?))).
Ri€6or XEX
Ry€Cqr

L’application X — Y = X + R, étant une permutation de X et 'application
R, — R = R; — Ry une permutation de G-, on en déduit

@TIEW)P<qV D Y e(alf(Y +R)?) - f(YD),

RyeGor YEX
Re€qr
<gM(@ max |3 e(a(f(Y +R)’)—f(V). O
" yex

On en déduit
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PROPOSITION 5.2. — On a

(5.7) IZ(N))? < ¢ A (IT(N,r, R)|),

(5.8) T =T(N,r,R) =Y e(a(fo(X + R)*) — fo(X?))),
XeX

fo €tant la fonction tronquée introduite a la section 4.

Démonstration. — Solent X € X et R € Gor.Onadeg X < N < (v+1)deg@Q,
d’ot
deg(XR) < (v+r+1)degQ —2="{deg@ — 2.
D’aprés 5.4 (i) on ar < v+ 1 ce qui, compte tenu de (5.5), implique 2r < £. 11
en résulte deg(R?) < 2rdeg@Q — 2 < £deg @ — 2 et par suite,
deg (X + R)* — X?) < fdeg @ — 2.

Si X2 =32 V,Q" et (X + R)? = 307, Z,Q™ sont les représentations
respectives de X2 et (X + R)? en base Q, on a Y; = Z; pour tout nombre
entier j > ¢, d’oti, avec (4.1), f((X + R)?) — fo((X + R)?) = f(X?) — fo(X?)
ou encore f((X + R)?) — f(X?) = fo((X + R)?) — f1(X?) et on conclut grace
a (5.6). 0

En appliquant une deuxiéme fois I'inégalité de Van der Corput, on obtient

PROPOSITION 5.3. — Soit R € Ggr. Alors

(5.9) T?(N,r,R) < ¢~ Jmax U(N,r,m,R,S),
(5.10)
U(N,r,m,R,S) = | D e(a(fme((X + R+ 5Q™)*) = fme((X + R)?)

XeXx
- fm,e((X + SQm)2) + fm,Z(X2))) .

Démonstration. — Soit S € Ggr. Alors, avec (5.4-(ii)), deg(SQ™) <
(m + r)deg@ < vdeg@®. L’application X +— X + SQ™ est donc une
permutation de ’ensemble X. De ce fait,

T = e fe((X +R+5Q™)) — fo((X +5Q™)))).
XeX
Par suite, on a

VT = Z Z a(fe((X + R+ SQ™)*) — fo((X + SQ™)?)))

SGPQT XeX
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=3 N e@lfel(X + R+8Q™)) — fo (X +5Q™)))

XeX Se Cgor
et I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

@TITP <™ D1 Y e(e(fol(X + R+ SQ™)?) — fo((X + SQ™)%)))I?

XeX Setqr

=¢" ) > e(0x(S1) - 0x(S2)),

XeXS1€6qr
S2€Cqgr

ot pour S € Ggr, Ox(S) = a(fo((X + R+ 5Q™)%) — fo((X + SQ™)?)). En

inversant '’ordre des sommations on obtient

@™7ITP <V D Y e(0x(S1) —0x(S2)).

S1€6qgr XeX
SQEEQT

Les applications X +— Y = X 4+ 5,Q™ et S; — S = 51 — S sont des permuta-
tions de X et G- respectivement. Donc,

@7ITP < g D ) e(yv—s,0m(S2+8) = Oy_s5,qm(S2)),
S2€Cqr YeEX

d’ou
@7ITP< ™ >0 DY D e(alfe((Y +R+5Q™)?) — ful (Y +5Q™)%)
Sp€Gqr S€ECqor YEX

—fo((Y + R)*) + fo(Y?))),

ce qui nous donne

IT|> < ¢ max U'(N,r,m,R,S),
Se€qr

avec

U' = U'(N,r,m,R,S) = ‘Z a(fe((Y + R+ SQ™)?) — fo((Y + SQ™)?)
YeXx

—Fo( + R)?) + (YD)

Montrons que U’ = U, ou U est défini par (5.10). Soient Z € ¥ et S € Gr.
SiZ2 =3 VaQm et (Z+5Q™)% = > 27, W,Q™ sont les représentations
respectives de Z2 et (Z + SQ™)? en base Q, alors V; = W; pour tout nombre
entier j < m, d’ott f,,((Z+SQ™)?) = fn(Z?). D’autre part, fo(Z?%) = fm(Z%)+
Fnt(Z2) et $i((Z F SQ™2) = ful(Z + SQ™)) + fne((Z + SQ™)?). T s

suit que
Fo(Z+85Q™)?) = fo(Z%) = fume((Z + SQ™)?)) = fme(Z7).
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On reporte cette égalité dans la formule définissant U’ en prenant Z égal 4 Y +R
puis & Y et on obtient U’ = U. O

5.2. Majoration de U(N,r,m, R, S)

PROPOSITION 5.4. — Pour tout (R, S) € gér, on a
(511) (QUN,r,m, R, S)

I Y YEG) X End BB -G R (D),

LEﬁQm XeXx (A,B,G,H)E(ng)‘l
ol
(5.12) A(L)= A(N,rR,S,L,A,B,G,H) =

Z B (M +R+SQ™)2A+ (M + R)’B + (M+SQm)2G+M2H+LM>
Q" '

MGng

Démonstration. — OnposeU = U(N,r,m,R,S) et pour X € X,Y € Cqe,p €
{0,1} et o € {0,1},

(X + pR+ cSQ™)? — Y)Z) |

GZG(XaKpaJ): Z E< Qg

Z€eCqe
D’aprés le corollaire 2.2, on a

o { (@QFsiY = (X +pR+05Q™)? (mod QY),

0 sinon,
d’ott © = O et

e(afme(Y))siY = (X + pR+0SQ™)? (mod Q°),

0 sinomn.

Q) fe(afme(Y))O = {

D’autre part, d’aprés la proposition 4.1-(iv), si Y = (X + pR + 0SQ™)? (mod Q°),
alors fr oY) = fue((X + pR + 0SQ™)?). Par suite, pour X € X
et (p,0) € {0,1}?, on a

e(afm (X +pR+0SQ™?) = Y (Q) e(afme(Y))O(X,Y, p,0).

Yebqe
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On porte cette relation dans ’égalité (5.10). Il vient
(@“U=1% >
XEX (YY", V,V)E(B ye)
X e(afm(Y))O(X,Y,1,1)e(—afm(Y'))O(X,Y’,1,0)
X e(—afm,e(V))O(X,V,0,1)e(afme(V'))O(X,V',0,0)|.

On inverse l'ordre des sommations aprés avoir remplacé les ©(X, -, p,0) par
leurs valeurs et on obtient :

-Y'B

Q@ U=] ¥ lafml DB X el-abmaV DE( )
Y, A€€ 5 Y, BEG 0

x> e(—afm,g(V))E(_g;G) > e(ozfm,g(V/))E(_giéH)x\IlL

V,GeﬁQg V’,HeﬁQe

ol

U =V(A,B,G,H) =
Z B ((X+R+SQ'”)2A+ (X + R)’B+ (X+SQ’”)2G+X2H>

14
Xex Q
Avec (4.3), on a
(5.13)
U= > Furl4) D Fnul- Z Fon (= Z Fro(H)UI.
A€ qe Bet e Gei? Hei?

Il nous reste a transformer la somme V(A, B, G, H). Pour cela, on répartit les
X € X dans les différentes classes modulo Q¢. On a

V(A,B,G, H) =
(X +R+SQ™)?2A+ (X +R)’B+ (X +5Qm)*G + X*H
r oz g o )
et (modat)
(M +R+SQ™)?A+ (M + R)?B+ (M +SQ™)*G + M*H
VL > )

Me ng XeX
X=M(modQ*)

Le corollaire 2.2 nous donne alors

(Q'Y(A,B,GH) = > Y ZE< (M — X)>

MetC e Xe%Le%
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(M +R+SQ™)?A+ (M + R)?B+ (M + SQ™)*G + M*H
xXFE o
LX
R
LegQ[ XeX
(M+R+5SQm™)2?A+ (M + R)?B+ (M + SQ™)?G + M?H + LM
X Z E o .
En reportant cette valeur dans (5.13) on obtient (5.11), ce qui achéve la preuve
de la proposition 5.4. O

Met e

LEMME 5.5. — On a

Y E(—%’fn <a2(1- L)@t

LET;‘YQe XeX 1

Démonstration. — Posons pour tout L € e, 0 = Dy E(—Ié—)f) On a

LX LX LX

ow= ), Bgo= 2 BEGH- 2 B
XeA XeA XeA
vdeg Q<deg X<N deg X <N deg X <v deg Q

La proposition 2.1 donne la valeur de o, en fonction de vo. (L/Q°) = £deg Q —
deg L :

gV —q’4eQgi degL < fdeg@ — N,

o ={ —qvdeQ si £deg@Q — N <degL < (£ —v)degQ,
0 si degL > (£ —v)degQ.
Par suite,
LX N v v
YOI ECEl= Y, @@+ >, (@)
LEG,, XeX @ LeA LeA
Qf deg L<{deg Q—N £deg Q—N<deg L<(£—v)deg Q
= (@M@ = (@) + (@ = (@ MNQ)
—2Q1- @) <20 - D)@ =
PROPOSITION 5.6. — Pour tout (R,S) € (Ggr)? on a
(5.14)  U(N,r,m,R,S) <2(1— 1)<Q>f/2 max (Y (D)/?W(L,D)),
4 L€l pem
D|Q*
avec
(5.15) W(L,D) = Z |Fin 0 (A)Eppy o(—B) Fry o (—G) Fi o (H),

(A,B,G,H)ey(L,D)
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Y(L, D) désignant U'ensemble des (A, B,G, H) € (€ge)* vérifiant les conditions

{(i) (A+B+G+H,Q") =

(5.16) )
(i) L+2R(A+ B)+25Q™(A+ G) =0 (mod D).

Démonstration. — Si (R,S) € (Ggr)?, on pose U = U(N,r,m,R,S) et
pour L € G e

u(L) = > it (A)Fp ¢(— B) Fp ¢(—G) Fry o (H)A(L).
(A,B,G,H)E(Ghe)*
Alors, avec (5.11),

u=| », ZE U(L|< > IU(LIIZE

LeGgom XeX LGY)QM XeX
< max |u(L Z |Z E(- [,
LEVQm XeX

d’oul, d’aprés le lemme 5.5,
1
U<2(1-- L)|.
<2(1- 1) max fu()
Avec (5.12) et I défini par (2.10), on a

lu(L)| < > |Fon 0 (A) Fp (= B) Frp ¢ (—G) Fo o (H)|
(A,B,G,H)E(Bne)*

x |T(QA+B+G+H,L+2R(A+ B)+2SQ™(A+Q))|.

On divise la somme ci-dessus en sommes partielles, suivant les valeurs de D =
(A+ B+ G + H,Q". La Proposition 2.7 jointe & la majoration (2.11) nous
donnent alors

u(L)]
<> > |Fint(A) Fyn,(~B) Fon,(~G) e (H)|(D) (@)%,
g‘%\g (A,B,G,H)E(65e)*

(A+B+G+H,Q%)=D
D|(L+2R(A+B)+2SQ™ (A+G))

ce qui donne le résultat annoncé. O
Soit, pour R € €gr, S € Ggr et L € Ge,
(5.17) V=V(R,SL)= > (D)'/*W(L,D).
DeM
D|Q*
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On pose

(5.18) p=pQ)=rdegQ—1
et

(5.19) A=AQ)=4—m+ p(Q).

La condition (5.4-(ii)) jointe & (5.5) entraine A > 0. La condition (5.4-(iv))
entraine rdeg Q@ —1 < 2m—v—r—1,d’ou p(Q) < 2m—v—r—1 et, avec (5.19)
t (5.5), A < m. On divise V en trois sommes partielles suivant les valeurs
de vo(D) : V. =V; + Vo + V3, avec

(5.20) Vi=Vi(R,S,L)= > (D)'*W(L,D),
DeM
D|Q*
’UQ(D)<A

(5.21) Va=Va(R,S,L)= Y (D)'*W(L,D),

DeM
D|Q*
A<vg(D)<m

(5.22) Vs=V3(R,S,L)= > (D)'/*W(L,D).
DeM
D|Q*
ve(D)=m

On fixe momentanément les polynoémes R, S et L et on majore ces trois sommes.

5.3. Majoration de V;, V5 et V5. — La majoration de V; est facile.

PROPOSITION 5.7. — Pour tout (R,S) € (€gr)> et L€ Gge on a
@\
(5.23) Vi(R, S, L) < AT(Q£)<Q>4(£—m) <> gA-v/2,
q

Démonstration. — On majore les sommes W (L, D) intervenant dans V; en
remplagant la condition (4, B,G, H) € §(L, D) par la condition moins restric-
tive (A, B,G, H) € (€g:)*. Cela donne

Vi< > (D)2 > | Pt (A) Fn o (B) Fp o (G) F o (H),
DeM (A,B,G,H)E(Eye)*
D|Q*
wq(D)<A

d’oti, avec la proposition 4.6,

Vi <@ YT (D)VR
DeM
D|Q*
wQ (D)<A
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On applique alors la proposition 2.3 avec m =0 =0 et n = A — 1 et il vient

2/2
> (D)< Ar(QY (?) max(1,q*~1/?). m

DeM
D|@*
UJQ(D)<A

Les majorations de V5 et V3 demandent quelques notations supplémentaires.

D’aprés (5.15), si D est un polynéme unitaire divisant Q* tel que §(L, D) =
@, W(L, D) = 0 et n’intervient pas dans les sommes V;. On n’a donc & consi-
dérer que les polynémes D pour lesquels (L, D) # @. Pour tout polynéme
unitaire D divisant Q¢, on pose

(5.24) D = (D,R).
Les facteurs irréductibles de D~ sont facteurs irréductibles de Q. Soit P
'un de ces facteurs. Alors P*?(P) divise (D, R), donc divise R. On a donc

vp(D)deg P < deg R < rdeg @, ou encore avec (5.18), vp(D) < p. Par suite,

(5.25) D=T]P=® | JIP" | @
Pel Pcl
P|D P|lQ

Avec (5.4-(ii)) et (5.4-(iv)) on a p < m, dou D|Q™. D’aprées (5.16),
si (A,B,G,H) € §(L,D), alors D|Q* et L +2R(A + B) +25Q™(A+ G) =
0 (mod D), d’ou, avec (5.24), L + 2SQ™(A + G) = 0 (mod D), ce qui
implique que D divise L. Les polynémes D tels que §(L,D) # & sont tels
que D divise L. Quand cette condition est réalisée, on pose

(5.26) 2R=R'D, 25Q°*=S8D, L=L'D, D=D'D.

La deuxiéme des conditions (5.16) s’écrit alors
L'D+RDA+B)+858Qm"*D(A+G)=0 (mod D'D),

d’out

(5.27) L'+R(A+B)+5Q™P(A+G)=0 (mod D).

Les polynémes R’ et D’ sont premiers entre eux. Soit R” € G p/, inverse de R’
modulo D’. Posons

2R"SQ*
5.28 L"=R'L'’, 8" =R'S"=—""——.
(>:28) | (D.R)
La condition (5.27) devient
(5.29) L"+A+B+S5"Q"?(A+G)=0 (modD’).

On peut maintenant majorer V5 et V3 :
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PROPOSITION 5.8. — Pour tout (R,S) € (Ggr)® et L € Gge, on a

(@)
VRS, ) < (m - )r(@) (&) gmre
q
Démonstration. — Soit D € M divisant Q* et tel que A < vg(D) < m. Nous

supposerons que D divise L. Soit § = vg (D). D’aprés (5.19), on a
vo(D'D) =vo(D) > A={—m+p,

et d’apres (5.25), vo(D) < p. Donc vg(D') > § — p > £ — m. On majore la
somme W (L, D) en remplacgant les conditions (5.16) par les conditions moins
restrictives

A+B+G+H=0(mod Q°*); L" +A+B=0 (mod Q°")
impliquées par (5.16-(i)) et (5.29). On obtient avec (5.21) et (5.15)
< Y (D)2

DeM
D|Q*
A<vg(D)<m

x Z |Fm,€(A)Fm,€(_B)Fm,€ - (G)FM,Z(H”:
(A,B,G,H)€(6ye)*

A+B+G+H=0 (mod Q°~*)
A+B=—L" (modQ’~*)

d’otu
< > (D)2 > | Fye(A) Fro(—B)|
DeM (A,B)E(Ce)?
¢ Q
ASvlc)zl(QDKm A+B=-L"(m0dQ""")
x Z |Epnt(—G) Fyy o (H)|.
(G»H)E(E?Ql)z

G+H=L" (modQ°~")

Comme ¢ —m < § — p, on peut appliquer la proposition 4.9 aux deux derniéres

sommes. On obtient
V<Y (D)2
DeM
D|Q*
A<vg(D)<m

d’oti, avec la proposition 2.3,

02
V < (m— A)r(Q") (?) max(g®/2, ") /2). 0

Pour majorer V3, on majore d’abord les W (L, D) intervenant dans Vs.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



806 M. CAR & C. MAUDUIT

PROPOSITION 5.9. — Soit D un diviseur unitaire de Q* tel que D divise L et
tel que § = vo(D) > m. Alors, on a

WD) < { (Q)~2C(@:1:)@E=m=20(Q) g § —m — 2p(Q) > 0,
e |

sinon.

Démonstration. — Soit (A, B,G,H) € §(L,D). Avec (5.29) on a
L"+A+B+5"Q™"(A+ G) =0 (mod D)
et avec (5.16-(i)) on a
A+B+G+H=0 (modD).
Comme vg(D') > § — p, on en déduit
{ L'+ A+B+8"QmP(A+G) =0 (mod Q°°)
A+B+G+H=0 (modQ°"),
systéme équivalent au systéme (&) suivant
{ L'+ A+B+8"Qm*(A+G) =0 (mod Q")
G+ H-85"Qm*P(A+G)— L" =0 (mod Q°*).

On majore W = W(L, D) en remplacant la condition (A, B,G, H) € (L, D)
par la condition moins restrictive (A, B,G,H) € (Gge)* et vérifie (£). On
obtient

W< Y |Fn(A)F(-G) > | Fon,e(=B))|
(A,G)G(??Qz)z BeﬁQz
—B=L"4+A+S8"Q™ *(A+G)(modQ°~*)
X Z |Fm,€(H)|)'
HGE?QE

H=L"-G+8"Q™ *(A+G)(mod Q°*)
Avec (5.4-(iv)), (5.5) et (5.18),ona d — p > m — p > £ — m. En appliquant la
proposition 4.7 aux deux derniéres sommes on obtient que la somme

> | Fm,e(=B)|
Be GQE )
—B=L"+A+8"Q™ ?(A+G)(mod Q°~*

vaut [Fy (L' + A + S1QUP(A + )| si voo({L AT UGN

(m+38—p—~)deg@ et 0 sinon ainsi que la majoration

> |Foo(H)| < [Fom (L' — G+ S"Q""(A+G))|.
Heng
H=L"-G+8"Q™ ?(A+G)(mod Q°~*)
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On définit le sous ensemble # de (€ge)? par la condition

L"+A+5"Qm™ *(A+ G)
Q-

(A,G) e H < vo({ H>m+d6—p—1~0)degQ.

Alors,

w < Z |Fm,l(A)Fm,Z(_G)|
(A,G)eH

| Fpe (L + A+ 8"Q™P(A+ G))||[Fom(L” — G + 8" Q™ P(A + G))|.

Fixons A € €g: et montrons que les G € G tels que (A,G) € H sont

dans une méme classe de congruence modulo Q°~™~2. En effet, supposons
que (A,G) € H et (A,G') € H. Alors on a

(5=

Avec (5.4-(iv)) on a 2m > r(degQ+1)+v, d'odt m+0 —p—£ > § —m. Par suite
S"(G—G") = 0 (mod QO~™) don, avec (5.28), X732 (G—G") = 0 (mod Q*~™).
Le polynéme R" étant I'inverse de R’ modulo D’, il est donc premier a tout
diviseur de D’. En particulier, il est premier & @ et donc inversible modulo
Q°~™, d’ott SQP(G — G') =0 (mod Q°~™). Par ailleurs, si P est un facteur
irréductible de (S,Q), on vp(S)degP < degS < rdeg@, d’ou avec (5.18),
vp(S) < p. On adonc [[ per PP | Q*, dou
P|(S,Q)

Q*(G-G)=0 (mod Q™) et G’ =G (mod Q°~™"2),

H>(m+6—p—4~)deg@.

Pour tout A € Gg¢, notons Go(A) I'élément de G gs—m—2, tel que pour tout G €
Goe on a

(A,G) € H = G = Gy(A) (mod Q°~™2).

On majore W = W(L,D) en remplacant la condition (A, H) € H par la
condition G = Go(A) (mod Q°~™72). On obtient

w< Y > |Fim,e(A)]
AE?)DQe GGEQZ
G=Go(A)(mod Q°~™2¢)

X |y (L + A+8" Q70 (A+G))||Fon o () | Fo_m(L" ~G)+ 8" QT4 (A+G))|

Avec (5.4-(iv)) on a m — p > £ — m et la proposition 4.1-(vi) nous donne

W< Y > |Fon, e (A)Fomin (L + A)|| P o(=G)[Fe-m(L" = G)],
AEﬁQe GEﬁQe
G=Go(A)(mod Q5~™~2¢)
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soit
W < Z |Fm,€(A)F€—m(LH + A)|

A€C e

X > |Fon e (—G) Fp— i (L" — G).
GEng
G=Go(A)(mod Q°~™2r)

(I) Supposons d’abord que y =d—m—2p > 0. Onaalorsy < {—met m < £.
On applique la proposition 4.8 & la somme intérieure et on obtient

W< Y [Fue(A)Femm (L + A)||IF, (~Go(A)F, (L = Go(4))]-
AEng

La proposition 4.3 donne alors

W< (@72 N [Frne(A)Feem(L" + A)|
AE%’Qz

ou C = C(Q, f,a) et les propositions 4.8 et 4.2 nous donnent
W < (Q) 72| Fo(0) Fo(L")] = (@) >

(IT) Supposons maintenant que ¥ = § —m — 2p < 0. Dans ce cas, la condition
de congruence dans la somme majorant W n’apportant aucune restriction, on
majore W trivialement et on obtient

W< > Fme(AFm(L +A)| Y |Fni(—G)Frm(L” = G)|
Aei?Q@ G€‘€Qg

et la proposition 4.8 nous donne W < 1. O

PROPOSITION 5.10. — Pour tout (R,S) € (Ggr)® et L € Gge, on a

(5.30)  V3(R,S,L) < (€—m+1)r(Q™)Q)"*Q)~ (@ ) t=m=2(Q))

avec
1
(531) C/(Q7f)a) = mln(QC(Qafa Ol), m)
Démonstration. — Observons d’abord que la condition (5.4-(iii)) entraine la

relation m + 2p < £. D’apreés (5.22) et la proposition 5.9, on a

B X e X (DpgRmiee®e
DeM DeM
D|Q* D|Q*
m<vQ(D)<m+2p m+2p<vq (D)
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ot 'on a posé¢ C = C(Q, f,a). Comme 7(Q*"™~2,~1) < 7(Q*~™), la proposi-
tion 2.3 donne

/2
Vo< @) (L) (o 1t 4 0 - m - 2p) @m0

% max <(<Q>—2C\|a|\2q1/2)m+2p+17 (<Q>—2C\|a|\2q1/2)€) _
Si(Q)"%¢¢'/? <1,0na

2/2
Vs <7(Q™) (?) (20 +1)g7 /2 + (¢ = m — 2p)qm1420/2()=2C)

d’ou
Vs < 7(QQ)A (£~ m o+ 1)gr /2R,
51(Q)7*¢¢/? > 1, on a

iz @) (D) (0 vt (0 m gt
<T(QNQ2 (20 + )¢5 + (€= m — 2p)(Q) 720U =20)) )
Si on pose C' = C'(Q, f,a), on a
Vi < m(Q{Q)2 (£ = m+ 1)(Q) T ), O
ProPOSITION 5.11. — On a
(5.32) V(R,S,L) < mT(Q€)<Q>£/2 <q—1<Q>4u+9r/2—(4+1/2degQ)m+4

+q—1—r/2<Q>—(u—m)/2degQ + <Q>—C'(Q,f,a)(€—m—2p)> )

Démonstration. — La proposition 5.7 nous donne
£/2
i< Ar@h@ e () g,
B q

d’ou, avec (5.19), (5.18), (5.4) et (5.5),
V< mT(Q(Z)<Q>£/2<Q>4(V+r+1fm)+r/2qflfm/2,
< @T(Qé)<Q>€/2<Q>4u+9r/2—m(4+1/2degQ)+4.
T q

La proposition 5.8 nous donne

Vo < mr(Q2) (@)Z/Qq“ﬂ-”/z,
q

d’ou, avec (5.5),

Vo < Tr(Q@) P/ e,

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



810 M. CAR & C. MAUDUIT

D’aprés la proposition 5.10, on a
Vs < (0 —m -+ Dr(Q)(Q)HQ) " (@S ltmm=2e),
d’ou, avec (5.18), (5.4) et (5.5),
Vs < mr(QF)(Q)/*(Q)~ @S ttmm=2r),

Les majorations de V7, Va2, V3 jointes aux relations (5.17), (5.20), (5.21), (5.22),
nous donnent

V< mT(QZ)<Q>Z/2 (qfl<Q>4u+9r/2fm(4+1/2degQ)+4

+q—1—r/2<Q>—(V—m)/2degQ + <Q>—C'(Q,f,a)(€—m—2p> o

5.4. Fin de la majoration. — On est maintenant en mesure de démontrer la
proposition suivante :

PROPOSITION 5.12. — On suppose o € R\ Z et on pose
1/4
. (4 exp (ko) (1 D1+ 2r(Q)(@Q)°
et
11 1

(534) E(Qvf, a) = E min(48(degQ)2 + 11degQ — 1’

1
16(deg Q)F + 7deg @ + B30G 1)
ot C(Q, f,«) est définie par (4.5). Alors, pour v(N) > 100/£(Q, f, o), on a
(5.35) IS(N)| < 9(Q)N =G gN (1= 55€(Q.f.))

Démonstration. — On pose C' = C'(Q, f, ) défini par (5.31). On va imposer
des conditions supplémentaires aux paramétres r et m afin que les conditions
suivantes soient réalisées :

(4v +13r/2) —m(4+1/2deg Q) <0,
(5.36) (m—v—r)/2degQ+2r—4 <0,
C'm—v—r—3)+2r(1+C'degQ) —4<0.

Ces conditions réalisées, on déduit des relations (5.14), (5.17) et (5.32) que
pour Re€ Gg et S € Ggr,

1
U=U(N,r,m,R,8) <2(1 - g)mT(Qf)@y (q_l(Q>4”+97"/2—(4+1/2degQ)m+4

+q—1—r/2<Q>—(V—m)/2degQ + <Q>—C’(Z—m—2p)) ’
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d’ou, avec (5.5), (5.18) et (5.36),
(5.37) U< - é)(z + )mr(QY)(Q)r .

Compte tenu de (5.31), les conditions (5.36) sont réalisées dés que les conditions

{ (8v + 13r) deg Q@ < m(8deg Q + 1),

(5.38)
mgu+r———2rdegQ+8degQ

le sont.

On se donne un parameétre £ € |0, 1] et on impose

(5.39) 1<r <&
Les conditions (5.38) sont satisfaites si
1413 2
+7 <m<v(l+&-— ﬁ/-%deg@)
I+ SdegQ c
On exigera donc que £ vérifie la condition
1+ 13 2
(5.40) —2 <1+4¢- 2§degQ——S
1+ 8deg Q
et que l’intervalle
1+ 3¢ 2
Jew = u(1 4 € 26deg Q - o))
+ 8deg Q

contienne des nombres entiers m tels que r < £v et m vérifient les conditions
(5.4). On prend
11

B N i
(5.41) £=¢4@Q, f,0)= 16(deg Q)2 + 7dog Q + ZH1002Q _ 1

et la condition (5.40) est vérifiée. Observons que, C' = C'(Q, f, ) étant défini
par (5.31), £(Q, f,a) vérifie (5.34). On suppose que N est assez grand pour
que v =v(N) > 100/£. Alors on a v > 30deg @ et

1

(5.42) v > . " e
1 -2 - = — 5
+£ £deg@Q — & J——
L’intervalle J¢ ,, contient alors des nombres entiers. Si r < v, alors 5;;736/2'/_1 >

1—-1/10deg Q ;
“FdegO-1 = E dour <€v < 75degQ T

un nombre entier m € J¢ ,,. Alors

m < v(l+€—2degQ —26/C") < w(1+ € — 66 deg Q),

ce qui est la relation (5.4-(i)). Soit
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d’ou, d’une part m < v(1 — 5¢) < v — r et d’autre part,
m<v(l+£&(1—2degQ)) <v+7(l—2degQ) <v+r(l—2degQ))+3
Les relations (5.4-(ii)) et (5.4-(iii)) sont vérifiées. Avec (5.41), on a

1—-1/8deg@

$ < A+ deg0)(1+1/3deg )’

d’out
2m > v(1+&(14+degQ)) > v+ 7r(1+degQ)
et (5.4)-(iv) est vérifiée. Par suite, (5.37) est vérifice. Majorons 7(Q%). On a

Q) = [[(wr(@) +1) < [ (vp(Q) + 0) = ¢ D7(Q).
Pel Pel
PlQ PlQ

Avec (5.5) puis (5.39), on a (@ = (v +r + 1)*(@ < p*(@(1 4 £+ 1)»(@),
Comme v = v(N) > 100/¢, on a

@) < ,/w(Q)(l + Qg)w(Q)

= 1@ exp(w(Q) log(1 + %g) <@ exp( §deg Q)-

100
Avec (5.41) et (5.31), on a £¥(@) < (@) exp(m), d’ou

(543 (@) < expl g3 TV,

Avec (54) onaam < v+r—6rdeg@ +8degQ < v+ r < 2v, dou, avec
(5.37), (5.42) et (5.43),

U < s(@r(Qp Q) 7,
ou k(Q) = 4exp(m)(l - %)(1 + %) La proposition 5.3 nous donne

T(N,R,S)? < k(Q)7(Q)g" v*@+1(Q)r—r+5,

puis, la proposition 5.2 nous donne

IS(V)]* < &(Q)T(Q)g*N v PTHQ) T,
d’ot, en majorant v par N/degQ,
(@)1

=) < (@ @@) (mg)  dM@

L’intervalle [100 &v, £v] contient des nombres entiers. On prend r dans cet in-
tervalle et on obtient la majoration

w(Q)+1

B < (@) () aMeBorE. o
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6. Démonstration du théoréeme 1.2

PROPOSITION 6.1. — Si N est un nombre entier, N > 100deg Q/£(Q, f, @),
alors on a

1-99¢ /400 (@)1
Y. elaf(X*)| <n(@) <1 + <Q<>Q1>_99§/400_1> NG N (1-99¢/400)

deg)ecéN
H(Q)100/e) _ @) NG <Q>z[cl;;01/—tsliiogj§i400)7
ou & =¢(Q, f,a).
Démonstration. — Posons G(N) = xea e(af(X?2)). Avec (5.1), (5.2) et
deg X <N

(5.3),ona 6(N) =1+ Zj(:]\ll) ¥(jdeg @) + X(N) et la proposition 5.12 nous
donne

(100/¢]
SN <1+ D [S(deg Q)|+
j=1
‘W w(@+1 w(@)+1
U(Q) Z (.7 deg Q) o qj deg Q(1—99¢£/400) + NﬁqN(1—995/400)
J=1+[100/¢]
On majore la premiére somme en majorant trivialement |¥(jdeg@)]
par ¢748Q _ gi—1)deg@ ot 13 deuxiéme somme en majorant (jdeg Q)W(Qil)+1
par N4 On obtient
) v(N)

I8(N)| < (@)1 4 Q)N = S (@) -ee/00) N (1-99¢/400)

J=1+[100/¢]

d’ou

S(NV)] < (@)1

w@t1 ((Q)WINIHDA-99/400) _ () (1+[100/¢])(1-99¢/400) N(1-99¢/400)
+n(Q)N "7 < (Q)(1=99¢/200) _ T4 ’

Avec (5.2), on obtient

—99¢/400
100/¢ (@1 (L N (1-99¢/400
S0 < (@)1 4 @) (14 2y ) H gPh-oser 00

- <Q>([100/5]+1><1—995/400). -
(Q>1’995/400 1
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COROLLAIRE 6.2. — Soit o un nombre réel non entier. Alors il existe un
nombre entier N(Q, f, ) tel que pour tout nombre entier N > N(Q, f,a) on a

3 e(@f(X%)] < BQ, f,a)N =G gN(1-09€/400)
XeA

deg X<N
Oué.:f(Qafaa) et
(Q)199€/400
(6.1) B(Q, f,a) =n(Q) (1 + @)1‘995“00—1> :
Démonstration. — Pour N > n(Q, &) =n(Q,£(Q, f,a)), on a
(Q)+1 <Q>([100/€]+1)(1—99€/400)

U(Q) <Q>1799§/400 -1
On prend N(Q, f, @) = max(n(Q,£(Q, f, @), 1+ 100deg Q/£(Q, f,a)). O

> (Q)[100/¢l,

Preuve du théoréme 1.2. — Nous pouvons maintenant démontrer le théo-
réme 1.2 avec
363 1
6.2 = i
(6:2) U@ f:2) = 5500 ™ S (deg Q)T 7 11deg @ = 1
C(Q? f? a) )

C(Q, f,a)(16(deg @)% + Tdeg @ — 1) + 1+ 8deg Q
et

<Q>1—363/2000(48(degQ)2+11 degQ—1)
(6.3) b(Q) =n(@) | 1+ (Q)1—99/400(48(deg Q)? +11deg Q=1) _ 1 | °

Posons a = a(Q, f, &) et minorons d’abord £ = C(Q, f,«). On a

1 S 2000(1
48(deg Q)% + 11deg@Q —1 — 363

ainsi que
1 ZOOUa
16(deg @)? + 7deg Q + % ~ 363
D’apres (5.34), on a £(Q, f,a) > %a, d’ou 1 —99¢/400 < 1 — a. D’autre part,

la fonction t — ((5?72; étant décroissante sur ’ensemble des nombres réels, on

a avec (5.34)
(Q)1—99¢/400 (Q)1~363/2000(48(deg Q)% +11deg Q—1)

(Q)1-996/400 _ 1 < (Q)1-363/2000(48(deg Q) +11deg @—1) _ 1
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d’ou, avec (6.1)

<Q>17363/2000(48(degQ)2+7degQ71)
BQ, fa) <n(@) | 1+ (QQ)1—363/2000(48(deg Q)°+7deg Q—1) _ 1 )’

b(Q). D’aprés le corollaire 6.2, pour tout nombre entier

soit 3(Q, f, )
N > N(Q, f,a), on a donc

W(%H—l qN(]-_a). D

D> e(af(X?)| <bQ)N

XeEA
deg X <N

Terminons cette section par la preuve du corollaire 1.3. Si m est un nombre

entier strictement positif et a € {0,1,...m — 1}, on pose

z(m,a, N) = Card{X € A|deg X < n, f(X?)=a (mod m)}

1 f(X?) -
. Ez (M) 2 0),
XeA h=0
deg X< N

En inversant 'ordre des sommations on obtient

m—1
ma(m,a, N) = 3 e(1) 37 oD,
h=0 XeA

deg X<N

m—1 —h h
NpST e Y ().
h=1 m XeA m

deg X <N

Le théoréme 1.2 nous donne alors

G
Imz(m,a,N) — ¢~ 2 gNA-a(@Q 1 h/m))

|M3

@@+ gV A=1(@.fm)

< (m—1)b(Q)N

avec 1(Q, f,m) = mini<p<m—1{a(Q, f, h/m)}, d’ou le résultat annonceé.
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