Bulletin

de la SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

GROUPES DE KAC-MOODY DEPLOYES
SUR UN CORPS LOCAL,
II. MASURES ORDONNEES

Guy Rousseau

Tome 144
Fascicule 4

201 o

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

Publi¢ avec le concours du Centre national de la recherche scientifique
pages 613-692




Le Bulletin de la Société Mathématique de France est un
périodique trimestriel de la Société Mathématique de France.

Fascicule 4, tome 144, décembre 2016

Comité de rédaction

Emmanuel BREUILLARD Raphaél KRIKORIAN
Yann BUGEAUD Julien MARCHE
Jean-Frangois DAT Emmanuel Russ
Charles FAVRE Christophe SABOT
Marc HERZLICH Wilhelm SCHLAG

O’Grady KIERAN
Pascal HUBERT (dir.)

Diffusion
Maison de la SMF Hindustan Book Agency AMS
Case 916 - Luminy 0-131, The Shopping Mall P.O. Box 6248
13288 Marseille Cedex 9 Arjun Marg, DLF Phase 1 Providence RI 02940
France Gurgaon 122002, Haryana USA
smf@smf .univ-mrs.fr Inde WWW.ams.org
Tarifs

Vente au numéro : 43 € ($64)
Abonnement Europe : 178 €, hors Europe : 194 € ($291)

Des conditions spéciales sont accordées aux membres de la SMF.

Secrétariat : Nathalie Christiaén

Bulletin de la Société Mathématique de France
Société Mathématique de France
Institut Henri Poincaré, 11, rue Pierre et Marie Curie
75231 Paris Cedex 05, France
Tél : (33) 01 44 27 6799 e Fax: (33) 01 40 46 90 96

revues@smf.ens.fr e http://smf.emath.fr/

© Société Mathématique de France 2016

Tous droits réservés (article L 122-4 du Code de la propriété intellectuelle). Toute représen-
tation ou reproduction intégrale ou partielle faite sans le consentement de l’éditeur est il-
licite. Cette représentation ou reproduction par quelque procédé que ce soit constituerait une
contrefagon sanctionnée par les articles L 335-2 et suivants du CPI.

ISSN 0037-9484

Directeur de la publication : Stéphane SEURET



http://smf.emath.fr/

Bull. Soc. math. France
144 (4), 2016, p. 613-692

GROUPES DE KAC-MOODY DEPLOYES
SUR UN CORPS LOCAL
II. MASURES ORDONNEES

PAR GUY ROUSSEAU

REsuME. — Pour un groupe de Kac-Moody déployé (au sens de J. Tits) sur un corps
réellement valué quelconque, on construit une masure affine ordonnée sur laquelle
ce groupe agit. Cette construction généralise celle déja effectuée par S. Gaussent et
l’auteur quand le corps résiduel contient le corps des complexes et celle de F. Bruhat et
J. Tits quand le groupe est réductif. On montre que cette masure vérifie bien toutes les
propriétés des masures affines ordonnées comme définies précédemment par ’auteur.
On utilise le groupe de Kac-Moody maximal au sens d’O. Mathieu et on montre
quelques résultats pour celui-ci sur un corps quelconque; en particulier on prouve,
dans certains cas, un résultat de simplicité pour ce groupe maximal.

ABsTRACT (Split Kac-Moody groups over local fields, 1I. Masures)

For a split Kac-Moody group (in J. Tits’ definition) over a field endowed with a real
valuation, we build a masure on which the group acts. This construction generalizes
the one already done by S. Gaussent and the author when the residue field contains
the complex field and the one by F. Bruhat and J. Tits when the group is reductive.
‘We prove that this masure has all the properties of the “masures affines ordonnées”
defined previously by the author. We use the maximal Kac-Moody group as defined
by O. Mathieu and we prove a few new results about it over any field; in particular
we prove, in some cases, a simplicity result for this group.
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614 G. ROUSSEAU

Introduction

L’étude des groupes de Kac-Moody sur un corps local a été initiée par Ho-
ward Garland [16] pour certains groupes de lacets. Dans [34] on a construit un
immeuble « microaffine » pour tous les groupes de Kac-Moody (minimaux au
sens de J. Tits) sur un corps muni d’une valuation réelle. C’est un immeuble
(en général non discret) avec les bonnes propriétés habituelles des immeubles.
Cependant cet immeuble microaffine n’est pas ’analogue des immeubles de F.
Bruhat et J. Tits pour les groupes réductifs. Il correspond plutot & leur fron-
tiére dans la compactification de Satake ou compactification polyédrique. De
plus il ne traduit pas les décompositions de Cartan de [16].

Une autre construction est envisageable pour un groupe de Kac-Moody sur
un corps réellement valué. Elle est la généralisation directe de celle de Bruhat-
Tits ([6] et [7]) et traduit les décompositions de Cartan de [16] dans le cas des
groupes de lacets (voir 5.17.1). Cependant, comme ces décompositions ne sont
vérifiées que pour un sous-semi-groupe, l’espace .# ainsi construit & la Bruhat-
Tits est tel que deux points quelconques ne sont pas toujours dans un méme
appartement. Il ne mérite donc pas le nom d’immeuble. Il s’est avéré cependant
utile et a donc été considéré sous le nom de masure.

La construction de cette masure a été effectuée dans [17] et on a pu utiliser
pour des résultats en théorie des représentations. Le corps valué intéressant
dans ce cadre est le corps des séries de Laurent complexes C((t)). On s’est
donc placé dans le cas d’un corps K muni d’une valuation discréte avec un
corps résiduel contenant C. Cette situation d’égale caractéristique 0 simplifie
les raisonnements et permet, en particulier, d’utiliser les résultats du livre de
S. Kumar [23]. On a cependant di faire quelques hypothéses restrictives sur le
groupe de Kac-Moody (en particulier la symétrisabilité).

Par ailleurs dans [36] on a élaboré une définition abstraite de masure affine
(inspirée de la définition abstraite des immeubles affines de [39]) et on a montré
qu’elle est satisfaite par la plupart des masures définies précédemment. De cette
définition découlent des propriétés intéressantes : les résidus en chaque point
sont des immeubles jumelés, a I'infini on trouve des immeubles jumelés et deux
immeubles microaffines, il existe un préordre invariant sur la masure.

Le but du présent article est de construire la masure affine d’un groupe de
Kac-Moody déployé sur un corps muni d’une valuation réelle non triviale et de
montrer qu’elle satisfait aux axiomes abstraits de masure affine ordonnée de
[36]. Ceci est réalisé sans aucune restriction sur le groupe de Kac-Moody ni sur
le corps valué. Pour cela on a essentiellement remplacé dans [17] les groupes de
Kac-Moody & la Kumar par ceux d’Olivier Mathieu [27] et la représentation
adjointe dans l’algébre de Lie par celle dans 1’algébre enveloppante entiére,
puisqu’on va considérer aussi de la caractéristique (résiduelle) positive.
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GROUPES DE KAC-MOODY DEPLOYES SUR UN CORPS LOCAL 615

Ces complications techniques sont récompensées par la possibilité (nouvelle)
de travailler sur un vrai corps local K, i.e., complet pour une valuation discréte
avec corps résiduel fini. Alors la masure associée . est semi-discréte et d’épais-
seur finie (5.16), ce qui constitue la bonne généralisation des immeubles affines
localement finis. On a ainsi le bon support géométrique pour définir (pour tout
groupe de Kac-Moody) une algébre de Hecke sphérique (associée & des som-
mets spéciaux de .#) ou d’Iwahori-Hecke (associée a des chambres de .#); on
peut alors, par exemple, prouver ’isomorphisme de Satake ou retrouver les al-
gébres de Hecke affines doubles (DAHA) dans le cas affine. Ces applications
sont développées dans [18] et [3]. Jusqu’a présent seul le cas affine était connu,
partiellement ou avec des moyens détournés de géométrie algébrique.

Il y a en fait beaucoup de choix possibles pour les groupes de Kac-Moody,
cf. [41]. On considére ici les groupes déployés « minimaux » tels que définis par
Jacques Tits [40] ; leurs propriétés essentielles sont expliquées dans [42] et aussi
[32]. On a résumé celles-ci et prouvé quelques compléments (essentiellement sur
les morphismes) dans la premiére partie de cet article.

La seconde partie est consacrée a 'algébre enveloppante entiére introduite
par J. Tits pour construire ses groupes et & la représentation adjointe, déja
largement utilisée par B. Rémy. On y montre un théoréme de Poincaré-Birkhoff-
Witt (avec des puissances divisées tordues) et on y construit des exponentielles
tordues. Ces résultats tirent leur origine dans un travail de généralisation du
théoréme de simplicité de R. Moody [30], qui est expliqué dans Pappendice.

Les relations de commutation dans un groupe de Kac-Moody minimal G
sont compliquées (voire inexistantes). Pour mener & bien des calculs on va
raisonner dans un groupe maximal qui ici sera celui (GP™* ou G™™?) défini
par O. Mathieu. On a cependant besoin d’une connaissance plus concréte de
celui-ci, c’est le but de la troisiéme partie. Il est en partie accompli grace aux
exponentielles tordues de la partie précédente.

Dans ces trois premiéres parties on étudie les groupes de Kac-Moody de
maniére générale sur un anneau quelconque, ou sur un corps si on veut plus
de résultats de structure. On les considére ensuite sur un corps valué (mais
aussi sur son anneau des entiers). Dans la quatriéme partie on construit l’ap-
partement témoin et les sous-groupes parahoriques (ou assimilés) associés aux
sous-ensembles ou filtres de cet appartement témoin. C’est la partie la plus
technique. Comme dans [17], ces sous-groupes parahoriques du groupe de Kac-
Moody G sont construits en plusieurs étapes en utilisant les groupes maximaux
GP™2 ot G"™2 contenant GG. On a cependant dii apporter des changements sub-
stantiels aux raisonnements de [17].

On récolte enfin dans la cinquiéme partie les fruits du travail précédent.
Par un procédé classique utilisant I'appartement témoin et les sous-groupes
parahoriques, on y construit la masure affine (ordonnée) d’un groupe déployé
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616 G. ROUSSEAU

sur un corps réellement valué. Et on montre les mémes résultats qu’en [17]
ou [36]. Les raisonnements sont sans changement substantiel, mais, grace aux
parties précédentes, il n’y a plus d’hypothése technique superflue.

L’appendice rassemble des résultats sur le groupe de Kac-Moody maximal
a la Mathieu GP™?* (sur un corps k quelconque) qui sont conséquences des
résultats des parties 2 et 3. On y compare GP™? avec d’autres groupes de Kac-
Moody maximaux définis par M. Ronan et B. Rémy [33] ou L. Carbone et
H. Garland [10]. On y généralise aussi le théoréme de simplicité d’un sous-
quotient de GP™* di & R. Moody [30] en caractéristique 0; on l'obtient ici
en caractéristique p assez grande, pour un corps non algébrique sur F,. Ce
théoréme de simplicité vient d’étre complété par T. Marquis [24] pour tous les
corps finis, en s’appuyant également sur les parties 2 et 3 de cet article.

Je remercie Bertrand Rémy pour m’avoir suggéré d’étudier article [30] de
R. Moody et Olivier Mathieu pour m’avoir signalé son article [28] et pour
quelques éclaircissements sur la construction de son groupe de Kac-Moody ou
la simplicité des algébres de Kac-Moody.

1. Le groupe de Kac-Moody minimal (a la Tits)

On introduit ici le groupe de Kac-Moody objet principal d’étude de cet
article et on y étudie en particulier sa fonctorialité.

1.1. Systémes générateurs de racines. — 1) Une matrice de Kac-Moody (ou ma-
trice de Cartan généralisée) est une matrice carrée A = (a; ;); jer , & coefficients
entiers, indexée par un ensemble fini I et qui vérifie :

(1) (1.2‘7i=2 ViEI,

(i) ai; <0 Vit

(111) a; ; = 0 = aj; = 0.

2) Un systéme générateur de racines (en abrégé SGR) [2] est un quadruplet
4 = (AY,()ier, (@) )icr) formé d’une matrice de Kac-Moody A indexée
par I, d'un Z—module libre Y de rang fini n, d’une famille (a3);c; dans son
dual X = Y* et d’une famille (;);c;r dans Y. Ces données sont soumises a la
condition de compatibilité suivante : a;; = a; ().

On dit que |I| est le rang du SGR J et n sa dimension.

On dit que le SGR ( est libre (ou adjoint) (resp. colibre (ou coadjoint))
si (@;)ier (resp. (o) )ier) est libre dans (ou engendre) X (resp. ).

Par exemple le SGR simplement conneze J, = (A,Ya, (®%)ier, () )ier)
avec Y4 de base les aiv est le seul SGR colibre et coadjoint associé a A.

3) On introduit le Z—module libre Q@ = @,.; Za;. Il y a donc un homo-
morphisme de groupes bar : Q — X , a — @ tel que bar(e;) = @;. On note
QT =3 Ny € Qet @ = —Q*. Quand | est libre on identifie @ a un
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sous-module de X et on ne fait pas de différence entre a et @. Le SGR adjoint
manimal J 4,, = (A, Q*, (a)ier, (&) )icr) est libre et adjoint.

On note Q¥ = >, .; Za;”. On dit que le SGR | est sans cotorsion si QY
est facteur direct dans Y i.e., Y/Q" est sans torsion. C’est le cas de J 4 pour
lequel Q¥ =Y.

4)Onnote V=Y ®zRet Vo =Y ®;C; pour @ € Q et h € V¢, on écrit
a(h) = a(h). L’algebre de Kac-Moody compleze g,z associée & J est engendrée
par by = Vi et des éléments (e;, fi)ics avec les relations suivantes (pour h,h' €
hyetitjel):

(KMT1) [h, k'] =0; [hye;] = a;(h)e;; [h, fi] = —ai(h) fi; [ei, fi] = —a .

(KMT2) [e;, f;1=0; (ade;)'™%(e;) = (ad fi) 747 (f;) = 0.

On a alors une graduation de l'algébre de Lie g4 par Q : g4 = by @
(Boca 8a) ot A C Q\ {0} est le systeme de racines de gs. On a by = (g.4)o,
ga, =Cejet g_o, =C.f;,deplus go C ga ={z € gy | [h,z] =a(z) Vh € b}
est non nul pour o € A U {0}.

On sait que A et les g, ne dépendent que de A et non de J. On note
94 =8y,

Les racines «; sont dites simples. Les racines de AT = ANQ™T (resp. A~ =
—AT) sont dites positives (resp. négatives). On a A = A~ | |A™T.

La sous-algébre nilpotente (resp. de Borel) positive est n:; = Dacar 9o
(indépendante de J et donc notée aussi n) (resp. b = b¢®n;). On a de méme
des sous-algébres négatives ny =mny et b(} =bhy® ny avec la décomposition
triangulaire gy = n,® hy & nz.

N.B. Souvent on réserve le terme « algébre de Kac-Moody » au cas ou
est libre, colibre et de dimension 2|I| — rang(A), voir e.g., [21]; ce n’est pas
approprié & notre situation.

5) Le groupe de Weyl (vectoriel) W" associé & A est un groupe de Coxeter
de systéme de générateurs 'ensemble S = {s; | ¢ € I} des automorphismes
de @ définis par s;(a) = a — a(a) )a;. 1l stabilise A et agit aussi sur X et YV
par des formules semblables.

On note & = A,. 'ensemble des racines réelles c’est-a-dire des éléments
de A ou @ de la forme a = w(w;) avec w € W@ et ¢ € I. Si o € ®, alors
Sa = w.s;.w™ ! est bien déterminé par «, indépendamment du choix de w et
de i tels que a = w(a;). Pour B € Q on a s,(8) =B —F(a")a pourun a¥ € Y
avec a(a¥) =2. 81T =P NAt et ®" =—-DT, ona d®=0"||P.

Les racines de Ay, = A\ @ sont dites imaginaires.

Si on a deux parties ¥ C ¥’ de AU{0}, on dit que ¥ est close (resp. un idéal
de ¥)si: a,B€V, (rtesp.a € ¥,8€ V), p,g>1,pa+qB e AU{0} =
pa + gB € ¥. La partie ¥ est dite prénilpotente s’il existe w,w’ € W7 tels
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618 G. ROUSSEAU

que w¥ C A" et w'¥ C A, alors U est finie et contenue dans la partie
w=H (@) N (w') "1 (@) de ® qui est nilpotente (i.e., prénilpotente et close).

6) Un morphisme de SGR, ¢ : = (A,Y,(@)icr, () )icr) — 4 =
(A Y, ())ier, (&Y )icr) est une application linéaire ¢ : Y — Y’ et une
injection I — I' , i + i telles que A = A |, o)) =a'Y et dlop =
Vi € I. On note ¢* : X' =Y'* — X = Y* I’application duale

Cette définition de morphisme est duale de celle de [2, 4.1.1] qui est valable
dans un cadre plus général. L’exemple le plus simple de morphisme est ¢4 =
bar* : J — 4

Pour un morphisme de SGR ¢ : ¢ — ', on définit de maniére évidente un
morphisme g, : g4 — g entre les algebres de Lie correspondantes.

7) Soit ¢ : J — ' un morphisme de SGR. On dit que :

J est une extension centrale torique de J si ¢ est surjective et I = I’ elle
est dite de plus scindée si Ker(p) a un supplémentaire contenant QV,

J est une extension centrale finie de J' si ¢ est injective, I = I’ et les
dimensions sont égales,

plus généralement f est extension centrale de J si ¢* est injective et I = I,

J est un sous-SGR de ' si ¢ est injective et Y’/p(Y) est sans torsion,

J' est une extension semi-directe (torique) de  si f est un sous-SGR de f’
et si I = I'. Elle est dite directe si, de plus, il existe un supplémentaire de ¢(Y)
dans Y’ contenu dans Ker(@;), Vi € I.

© est une extension commutative si I = I’ (alors A= A" et Q = Q’).

1.2. Tores associés. — A un SGR ¢f, on associe un Z—schéma en groupes
Ty = Ty (vu comme foncteur en groupes sur la catégorie des anneaux) dé-
fini par Ty (k) = Y ®z k* (pour tout anneau k) ou par Ty = Spec(Z[X]). Cest
un tore (isomorphe a (Mult)¥™(A) de groupe de cocaractéres (resp. caractéres)
Y (resp. X), voir [14].

Un morphisme ¢ :  — ¢J' de SGR donne un homomorphisme ¥, : T —
Ty de tores. Le groupe de Weyl W? agit sur T4 via ses actions sur ¥ et X.

Si ¢ est extension centrale, T, est surjectif (au sens schématique) de noyau
le groupe multiplicatif 3 de groupe des caractéres X/¢*(X’). Si ¢ est extension
centrale torique, T, est surjectif (au sens fonctoriel) de noyau le tore Tier(y)-
Si ¢ est extension centrale finie, alors le théoréme des diviseurs élémentaires
appliqué & ¢*(X’) C X donne une description explicite de 3(k) comme produit
de groupes de racines de I'unité et ’homomorphisme ¥, (k) est en général non
surjectif.

Si J est un sous-SGR de f, %, identifie T4 & un sous-tore facteur direct
de qu/.
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PROPOSITION 1.3. — Soit J = (A,Y, (;)icr, (@) )icr) un SGR.

a) Il eziste une extension centrale finie J° de J qui est sans cotorsion. Le
SGR  est extension centrale de J** = (A,Q", (@)icr, (@ )icr) qui est adjoint.
Si J est libre alors J° et J** aussi, de plus J** = & am-

b) Le SGR J' = (A,QY, (@ijov)ier, () )ier) nest en général pas libre. Le
SGR J° (resp. J4) en est extension semi-directe (resp. centrale torique).

c) 1l existe une extension centrale torique J°° de J qui est sans cotorsion et
colibre. Si J est colibre et sans cotorsion, cette extension est scindée. Si J est
libre ou si Q est facteur direct dans X, alors c’est également vrai pour J°°.

d) Il existe une extension semi-directe J° de J qui est libre (et avec Q°
facteur direct de X*¢). Si J est libre et Q facteur direct de X, cette extension
est directe. Si J est colibre ou si QY est facteur direct dans Y, alors c’est
également vrai pour gA’e.

e) Si J est libre, colibre et sans cotorsion, alors J est extension semi-directe
d’un SGR Jmat libre, colibre, sans cotorsion et de dimension 2r — s ou 7 est le
rang de J et s (< r) le rang de la matrice A.

REMARQUES. — 1) On a ** = J*° et les constructions de c) et d) sont
fonctorielles en .

2) Dans le cas e) le SGR ™ vérifie donc les hypothéses de [26, p 16]. Mais
J n’est pas toujours extension directe de ™.

3) Quand la matrice A est inversible (par exemple dans le cas classique d’une
matrice de Cartan) tout SGR est libre, colibre et extension semi-directe (ou
aussi centrale torique) d’'un SGR de dimension égale au rang (i.e., semi-simple
dans le cas classique).

4) L’extension commutative ¢®d se factorise par S o2 o g gl =
& Am avec le premier morphisme extension semi-directe et le second extension
centrale.

Démonstration. — On considére un supplémentaire Yy de (Q¥V®Q)NY dans Y
et on pose Y = QY @ Yj. Les assertions a) et b) sont alors évidentes.

¢) On définit Y = Y @ (@,c; Zuy), son dual est donc X*¢ = X
(D;cr Zu;) ou les u; forment une base duale des uy. On note @° = @; €
af®V = ay +u) et ¢ est la projection de Y*¢ sur Y. cf. [32, 7.1.2].

d) On définit Y* = Y & (D, Zvy), son dual est donc X* = X & (P
ou les v; forment une base duale des v;/. On note Gf =a; +v;, afv
est 'injection canonique de Y dans Y* .

e) Soit v : Y — Z", y — (a;(y))icr- Comme J est libre, (YY) est de
rang 7, tandis que ¥(QV) est de rang s. Le module Qu(QY) N¥(Y) a un
supplémentaire dans ¥ (Y) de rang r — s; on suppose que la base de ce sup-
plémentaire est ¥(vy1),...,%¥(v.—s) pour des v; € Y. Comme J est colibre

®
X,

ier Lvi)
=a) et ¢
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620 G. ROUSSEAU

ymat — QV @ (@Z;f Zvj) est de rang 2r — s. Comme le quotient de Y par QY

est sans torsion , il en est de méme pour Y™2'. On note «

i
et " = qaY. L’injection de Y™ dans Y fait bien de ¢ une extension

semi-directe de J™*" et J™*" est colibre, sans cotorsion, de dimension 2r — s.
Comme ¢(Y™) = 4(Q") ® (D}_] Z(v;)) est de rang r, les a]*** sont bien

libres dans X™at = (ymat)*, O

mat = O |Ymat

1.4. Relations dans Aut(g4). — Cf. [40, 3.3 et 3.6].
Pour i € I, ad(e;) et ad(f;) sont localement nilpotents dans g4 ou g,
exp(ad(e;)), exp(ad(f;)) sont des automorphismes de g4 ou gy et I'on a :

exp(ad(e;)). exp(ad(f;)). exp(ad(e;)) = exp(ad(f;)). exp(ad(e;)). exp(ad(f;))

on note cet élément s; ou s;.. L’application s} +— s; s’é¢tend en un homo-
morphisme surjectif w* +— w du sous-groupe W* de Aut(ga) engendré par les
s; sur le groupe de Weyl W". Le groupe W™ stabilise h et permute les g,
pour a € Aj; les actions induites sur h ou A se déduisent des actions de W?
via 'homomorphisme précédent. En particulier W* est le méme qu’il soit défini
sur g4 ou gy.

Pour a € @, I'espace g, est de dimension 1 et on peut choisir les éléments
de base (eq)ace de fagon que e, = €;, [€a, fa] = —aV et w*e, = Leya
poura € ®, €l et w* € W*.

Si a, 3 € ® forment une paire prénilpotente de racines, ’ensemble [a, 8] =
{pa+qB € ®|p,q € N} est fini. Si « et 5 sont non colinéaires, on note |, f[=
[, B] \ {e, B}, et on 'ordonne, par exemple de fagon que p/q soit croissant ; on
a alors la formule suivante pour les commutateurs (pour 7,7’ € C) :

(exp(ad(req)), exp(ad(r'es))) = [ [ exp(ad(CglrPr'?e,))
ol v = pa + ¢f8 parcourt Ja, B[ et les Cg‘f sont des entiers bien définis.

1.5. Foncteur de Steinberg. — Cf. [40, 3.6].

Ce foncteur Gty de la catégorie des anneaux dans celle des groupes est
engendré par |®| exemplaires du groupe additif 200. Plus précisément, pour o €
®, k un anneau et r € k, on introduit le symbole r,(r) et le groupe Gty (k)
est engendré par les éléments p,(r) pour o € ®, r € k soumis aux relations
(T +7') = 1a(r).2a(r") et aux relations de commutation :

(KMT3)  (za(r),xs(r)) =11 xW(CZ‘ifrpr'q)
pour 7,7’ € k, {a, B} prénilpotente et -, Cgf comme ci-dessus en 1.4.

Si U est une partie nilpotente de ® et si on remplace ci-dessus ¢ par ¥,
on définit un foncteur en groupes iy. C’est un groupe algébrique unipotent
isomorphe comme schéma & (A00)¥! et qui ne dépend que de ¥ et A (donc ®)
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mais pas de J. Sia € ® et ¥ = {a}, U, = U(,) est un sous-foncteur en groupes
de Gty isomorphe & 2A00 par r,. En fait Gty est 'amalgame des groupes i,
et U, 5 pour a € ® et {«, B} prénilpotente.

Pour @ € ®, k un anneau et r € k*, on définit dans &ta(k), 5,(r) =
Ta(r)i—a(r™)2a(r), 3o = 3a(1) et a*(r) = 3;1.3,(r71). On a §,(-r)
§o(r)™! = 54.0*(—r~1). En particulier 5,1 = 5,(—1).

REMARQUE. — Si jamais le quotient g4 de g4 par son idéal gradué maximal
d’intersection triviale avec h 4 est différent de g4, la différence n’affecte que les
espaces radiciels imaginaires. Le remplacement de g4 par g4 ne change donc
pas Gty (ni & défini ci-dessous) ; ce n’est par contre pas vrai pour le groupe
Qﬁi}ma du §3.

1.6. Le groupe de Kac-Moody minimal & 4 (a la Tits). — Cf. [40, 3.6], [32, 8.3.3].

Pour un anneau &, on définit le groupe & 4(k) comme le produit libre Gt (k)*
T 4(k) quotienté par les quatre relations suivantes, pour « racine simple, § € ®,
reketteTyk):

(KMT4)  tao(r)t7! =ro(a(t)r),

(KMT5)  §4.t.5,1 = s54(t),

(KMT6) 3o(r~1) = 84.aV(r),

(KMTT7)  3a.25(r).55" = 1y(er), siy = s4(B) et si(eg) = ee, (avec € = £1).

REMARQUE. — Les relations (KMT5) et (KMT7) permettent aussitot de gé-
néraliser (KMT4) au cas ou o € ® n’est pas simple.

PROPRIETES. — 1) D’apres [40, 3.10.b] il existe des foncteurs en groupes &
et ili satisfaisant aux axiomes (KMG 1 4 9) de l.c. . D’aprés le théoréme 1 (i) p.
553 de l.c. , il en résulte que, pour tout anneau k, ’homomorphisme canonique
de T (k) dans & 4(k) est injectif.

2) Pour tout a € ®, 'homomorphisme ror : kK — Ua(k) — &y (k) est
injectif, voir la démonstration de [32, 9.6.1] si Y/Z«,’ est sans torsion (Vi € I)
ou si k n’a pas d’éléments nilpotents; le cas général se traite comme dans la
partie b) de la démonstration du lemme 4.11 ci-dessous. Plus généralement
ces mémes raisonnements montrent que, pour toute partie nilpotente ¥ de @,
I’homomorphisme canonique de iUy (k) dans & (k) est injectif et aussi que,
pour a # B et r ou v’ non nul r,(r) # ra(r’).

3) On identifie donc T4, U, et Ly a des sous-foncteurs en groupes de &4 ;
si ¥/ est un idéal de ¥, alors iy est distingué dans {y. De méme on note ﬂj
(resp. %j) le sous-foncteur en groupes de &4 tel que, pour un anneau k, ilj (k)
(resp. ‘Bj(k)) est le sous-groupe engendré par les i, (k) pour a € ®F (resp. et

par T4(k)).
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4) On note Ny le sous-foncteur de By tel que N (k) soit le sous-groupe
engendré par T (k) et les 5, pour « racine simple. On a un homomorphisme
v? de Ny sur W trivial sur T tel que v¥(5,) = so et Ny(k) agit sur Ty et
via ¥, cf. (KMT4), (KMT5), (KMT7) et 2) ci-dessus. D’aprés [40, 3.7.d] les
5a, satisfont aux relations de tresse, d’aprés (KMT6) (34,)? € T 4(k), le noyau
de ¥ est donc égal & T (k).

Si k est un corps avec au moins quatre éléments, 9M4(k) est le normalisateur
de T 4(k) dans & 4(k) [32, 8.4.1]. Si k est un corps infini, on sait de plus que tous
les sous-tores k—déployés maximaux de & 4 sont conjugués a T4 par & 4(k) [32,
10.4.1].

5) Les théorémes 1 et 1’ p. 553 de [40] montrent que, sur les corps, & 4 vérifie
les axiomes (KMG 1 4 9) de l.c. : il existe un homomorphisme 7 de foncteurs en
groupes G4 — G4 qui est un isomorphisme sur les corps et vérifie ﬂ(ﬂj) C uj;.
En particulier (KMG4) dit que, pour une extension de corps k — k', & 4(k)
s'injecte dans & 4(k’).

Si k est un corps, (&4(k), (Ua(k))acs, Ty(k)) est une donnée radicielle de
type @, au sens de [34, 1.4], ou donnée radicielle jumelée entiére [32, 8.4.1] (c’est
plus précis que les données radicielles jumelées de l.c. , i.e., les RGD-systems
de [1, 8.6.1]). En particulier, pour u € (k) \ {1}, il existe v/, u” € U_, (k)
tels que m(u) := u'uu” conjugue Us(k) en U, (5)(k), VB € @, donc m(u) €
Ng(k); on a m(za(r)) = S_o(r~'). On montre que ‘Bj(k) est produit semi-
direct de T (k) et ﬂj(k) [32, 1.5.4]. Pour une partie nilpotente de la forme
U =30t Nwd, on a Uy(k) = ilg;(k) N wu(}(k)w_l cf. lc. 3.5.4. Le centre
de B y(k) est {t € Ty(k) | a;s(t) =1,Vi € I} cf. L.c. 8.4.3.

Toujours si k est un corps, la donnée radicielle ci-dessus permet de
construire des immeubles combinatoires jumelés 7 (k) et #¥(k), agités
par ®4(k) : 'immeuble .#?(k) de &, sur k est associ¢ au systéme de Tits
(& 4(k), B (k), Ny(k)).

1.7. Un quotient du foncteur de Steinberg. — Pour un anneau k, on définit
Gta(k) comme le quotient de Gta(k) par les relations suivantes, pour a, 3
racines simples, vy € ® et 7,7’ € k :
(KMT5)  3,.8%(r).55" = B*(r).a*(r~*F"),
(KMT7)  3a(r).xy(r).54(r)"t = ;g(G.T"V(av).r’),
si d = s4(7) et s%,(ey) = e.es,
(KMTS8) a) o : k* — Sty(k) est un homomorphisme de groupes,
b) a*(r).8*(r") = B*(r').a*(r), on note ¥ 4 (k) le groupe commutatif
engendré par tous ces éléments (pour «, 3 racines simples et r, 7’ € k),
¢) La formule y(a*(r)) = r7@") définit un homomorphisme de
groupes T4 (k) — k*, noté ~.
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On note de la méme maniére les éléments et leurs images dans Gt (k).

REMARQUES. — 1) Dans le cas classique, Steinberg considére lui aussi un quo-
tient de Gty un peu analogue : comparer (KMT7) et (KMTR) respectivement
aux conditions (B’) et (C) de [37] ou [38].

2) On n’a pas cherché ici un systéme minimal de relations pour Gt4 (k). Le

lecteur trouvera des réductions faciles par lui-méme et d’autres moins évidentes
dans [40, 3.7 ou 3.8], [37] ou [38].

3) L’endomorphisme sj; du groupe T4(k) défini par sjs(t) = t.3*(B(t))*
est une involution, car sj(sj(t)) = tﬁ*(ﬂ( ) ~LB*(B(t.p*(B(t) 1))t
t.5*(B() .5 (B() " .B*(B(B*(B(t))) = t (car B o B est Délévation au
carté). Fin fait pour ¢ = v*(r) on a sy (t) = s5(v*(r)) = 7 (r).8(B(v* (1))~ =
’y*(r).,@*(rf‘ﬁ(wv)) (= (v — B(yY)B*)(r) avec une notation additive pour
Hom(k*, &t4(k)) ). En particulier (KMT5) et (KMT5) sont semblables.

4) La relation (KMT4) : t.zo(r).t™! = go(a(t)r), pour a € @, r € k
et t € T4(k) est conséquence des relations ci-dessus :

En effet pour «, (3 racines simples, r € k*, v’ € k, on a : 8*(r).xo(7).5*(r) "t =
551 55(r ) aa(r)3a(r ) TLEg = 55ty (e ) B = pa(roP) ) =
ta(a(B*(r)).r') (avec v = sg(a) et sj(eq) = €.e).

Cette relation s’étend au cas o non simple d’aprés (KMT5), (KMT7) et
(KMTS) : si a, B sont simples et vy satisfait & (KMT4),on a :

B*(r )}:sam((—1)7(“V).e.r’).ﬂ*(r)_1 = B*(r).55 0 (17).50.8%(r) !

571 B (r)-a (r=2B).p, (r').a* (ro).67(r) 1.3
=35 (Tw(ﬂ ) (r=e B Y@ ¢y 5, =1, (7)((_1)w(av),e_w(ﬂv)—a(ﬁv)w(av).7«/)

(ﬂv) a(BY).y(aY) = 54(7)(BY). Donc s, () satisfait aussi & (KMT4).

5) On peut appliquer (KMT7) & v = fa. On sait que s} (etq) = €xq-
Donc 34(r). 210 (") 3a(r) ™! = 224 (rF207) et 54(r) = 54(7).34(r).3a(r)"1 =
T_o(r D)o (r).z_o(r™t) =35_4(r71).

PROPOSITION 1.8. — 1) L’homomorphisme canonique de Sty dans &4 se fac-
torise par Gta, autrement dit les relations (KMT5), (KMT7) et (KMTS8) sont
satisfaites dans & 4.

2) Pour un anneau k, & 4(k) est le quotient du produit libre Sta (k) * T 5(k)
par les 2 relations suivantes (pour a racine simple, B € ®, r € k ett € Ty(k)) :

(KMT4)  txa(r)d=t = 5a(A().r),

(KMT6) a*(r)=aV(r) sir € k*.

3) La relation (KMT6) induit un homomorphisme de foncteurs en groupes
Y Ty — Ty dont le noyau 34 est central dans Sta. Le foncteur &y est
le quotient (comme foncteur en groupes) du produit semi-direct (QA/SJ) X
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Ty par Ta/3y, antidiagonal. En particulier le quotient (comme foncteur en
groupes) Sta /3y s’injecte dans & .

Démonstration. — Par définition de a*(r) et (KMT6), la relation (KMT6)
est bien satisfaite dans ®4(k). On en déduit aussitot la relation (KMTS)
et que l'image de T4(k) est dans T (k). D’autre part les deux involu-
tions 823 et sg coincident sur cette image d’aprés les calculs de 1.7.3; ainsi
(KMT5) est une conséquence de (KMT5). Enfin 34(r).ry(r').34(r)"! =
B0 (1)1 (1).a* (r).55" = Bty ((@* (r1))r").55" = Baky (r 7@ ) )51 =
ts(er=7@) 1), don (KMT?).

On a ainsi montré 1) et que les relations (KMT4), (KMT6) sont vérifiées
dans & (k). Inversement il faut montrer que (KMT5), (KMT6) et (KMTT7)
sont des conséquences de (KMT4), (KMT5), (KMT6), (KMT7) et (KMTS).
La relation (KMT7) est un cas particulier de (KMT7), (KMT6) découle
de (KMT6) et de la définition de a*. Pour « simple et ¢ € T(k), on a :
1 £330 = L0 (1) -0 (1) £a (1557 = £a(a(t)) £alalt) £a(al 05
5a(a(t)1).557 = a0 (@(t)).55" = " (a(t) ")) = a¥(a(t)}) = tLsa(t); o
effet pour t = A(r) avec A€ Y et 7 € k* on a : so(A(r)) = (A — a(N)aY)(r )
A(r).aY (r=*N)Y) = X(r).a¥ (a(A(r)"1). Ainsi (KMTS5) est satisfaite.

3) On a vu en 1.6.1 que T s’injecte dans &4, la relation (KMT6) n’induit
donc aucun quotient dans Ty. Par contre, comme T4 est engendré par les
o*, cette relation se traduit par un homomorphisme ¢ : T4 — %Ty; celui-
ci est compatible avec les morphismes v : Ta(k) — k* et v : Ty (k) — k*
(pour v € ®), d’aprés (KMT8c) et la relation correspondante dans T . Ainsi
la relation (KMT4) (1.7.4) montre que le noyau 34 est central dans &ty. La
relation (KMT4) montre que &4 est quotient du produit semi-direct indiqué
par des relations induites par (KMT6). La relation (KMT4) montre que ce
quotient se limite & 'action antidiagonale de T4/3 . O

COROLLAIRE 1.9. — 1) Pour le SGR simplement conneze J 4, on a Ta = Ty,
et Gty = Sy, que l'on notera aussi &4 ou B4,

2) Si k est un corps, I’homomorphisme canonique de ile (k) dans Llj (k) est
un tsomorphisme.

Démonstration. — 1) Comme T (k) est produit direct des groupes o (k*)
(pour a racine simple) et s’injecte dans &, (k), la relation (KMT6) permet
d’identifier T4 (k) et T4, (k). Alors (KMT4) se réduit & (KMT4) dont on sait
qu’il est vérifié dans Sta(k) (1.7.4), on a donc bien 'identification proposée.
2) On sait dans &4, (k) que T4 (k) et ﬂjA (k) forment un produit semi-direct
(1.6.5) le quotient par 34(k) n’affecte donc pas ile (k). O
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1.10. Fonctorialité. — Si ¢ : J — ¢’ est une extension commutative de SGR,
la proposition 1.8 permet de définir un morphisme &, : &, — & de fonc-
teurs. En effet J et J' correspondent & la méme matrice A, donc les mémes
®, ga, Gta(k) et Sta(k). La compatibilité de ¢ avec les racines et coracines
permet de définir &, (k) comme le passage au quotient de Id * T, (k). Pour tout
anneau k, les homomorphismes &,(k) et T, (k) ont méme noyau; le groupe
& s (k) est engendré par T (k) et le sous-groupe (distingué) image de &, (k)
(1.8.3); 0on a Ny (k) = ©(Ny(k)).Z g (k) . De plus I'image réciproque de M g (k)
(resp. Ty (k)) dans & 4(k) est égale & M y(k) (resp. Ty(k)). Le noyau Ker®,,
est central dans & ; (mais trivial si ¢ est un sous-SGR). Par construction &,
induit un isomorphisme de il:}(k) sur ilz/(k) et de 4 (k) sur ilg},(k), pour tout
corps k (1.9.2).

Sur un corps k, on voit facilement qu’il est possible d’identifier les immeubles
combinatoires .77 de &4 et & y avec leurs facettes et leurs appartements. Les
actions de & 4(k) et & (k) sont compatibles (via &, (k)).

On va étudier quelques cas particuliers intéressants.

COROLLAIRE 1.11. — Si le SGR ' est extension semi-directe (resp. directe)
du SGR {, alors &y est produit semi-direct (resp. direct) de &4 par un tore
Tz ou Z est un supplémentaire de Y dans Y’ et, pour un anneau k, l’action
de Tz (k) sur & (k) est donnée par les relations  t.t'.t7 ' =1t et t.oa(r)t ™! =
tala(t).r) pourte Tz(k), t' € Tyk), a€c P etrck.

Démonstration. — OnaY' =Y ®Z,doncZy: =Ty x Tz C & 4. Dans Sty *
(Ty x Tz) la relation (KMT6) n’implique que Gta * Ty et (KMT4) décrit
laction de T sur Gty, d’ot le résultat. O

COROLLAIRE 1.12. — Si le SGR J est extension centrale torique du SGR ',
alors & 4 est quotient (comme foncteur en groupes) de &y par un sous-tore
facteur direct T de T4, central dans & 4. Si lextension centrale est scindée,
alors & est isomorphe au produit direct de ® 5 et T'.

Démonstration. — Comme ¢ : Y — Y’ est surjective, Z = Kergp est facteur
direct dans Y et contenu dans les noyaux Ker3 pour 8 € ®. On pose ¥’ = Tz
et la premiére assertion est alors une conséquence directe de 1.8. Si ’extension
est scindée, Z a un supplémentaire Y contenant les coracines et ¢ induit un
isomorphisme de ¢ sur ', d’ou le résultat. O

COROLLAIRE 1.13. — Si ¢ : J — ' est une extension centrale finie, alors
pour un anneau k, T, (k) : Ty(k) — Ty (k) a pour noyau le groupe fini 3(k) =
{ze Ty k)| xoFy(2) =1Vx € X'} contenu dans tous les noyaux de racines
de ®. Ce groupe 3(k) est central dans &4(k), le quotient & 4(k)/3(k) est un
sous-groupe distingué de & y (k) et & g (k) = (&4(k)/3(k)). Ty (k).
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N.B. — Saufsi & est un corps algébriquement clos, & (k) n’est pas forcément
égal a & 4(k)/3(k), car T,(k) n’est pas forcément surjective, voir 1.2.

Démonstration. — La encore (KMT6) dans & est conséquence de la méme
relation dans &4 et (KMT4) montre que ¥ (k) normalise I'image de & 4(k).
L’injection de T ¢ (k) dans & g (k) permet de contrdler la situation. O

2. Algebre enveloppante entiere

Cette algébre « enveloppante » est la base de la construction par J. Tits de
son groupe de Kac-Moody étudié ci-dessus. On va prouver ci-dessous un théo-
réme de Poincaré-Birkhoff-Witt et introduire des « exponentielles tordues »
dans le complété de cette algébre. On généralise ainsi des résultats de H. Gar-
land dans le cas affine (cf. [15, Th. 5.8]), précisés par D. Mitzman [29], voir
2.12 ci-dessous.

2.1. Rappels. — Cf. [40], [32], [26], [4, VIII §12].

1) Dans I’algébre enveloppante %c(g) de I’algébre de Lie complexe g, J.
Tits [40, § 4] a introduit la sous—Z—algébre %, engendrée par les éléments
suivants :

el

egn):—z' pour i € [ et n € N,
n!

m _ Ji ,

f; = pouri €l et neN,
n!

(h) pour heY et n e N.

La sous-algébre ‘Ll:} (resp. ‘Ll;, ‘llgf) est engendrée par les éléments du premier
type (resp. du second type, du troisiéme type). On oubliera souvent 'indice J
dans les notations précédentes, d’ailleurs ‘M:} et %, ne dépendent que de A et
non de (.

On sait que %y (resp. ’Ll:}, Uy, ‘LZ?J) est une Z—forme de l’algébre envelop-
pante correspondante %c(gy) (resp %c(ng), Uc(ny), Uc(hy)) et que Pon a la
décomposition unique %, = ‘ZZ:}%S;%J

2) La graduation de l’algébre de Lie g4 par @ induit une graduation de
l'algébre associative %y par @) ; le sous-espace de poids a € Q) est noté %,.
La sous-algébre [M(}T (vesp. ) est graduée par Q* (resp. @), la sous-algebre
‘llzf est de poids 0.

L’algeébre %y est un sous—% —module pour la représentation adjointe
dle))” (o _

ad de %c(gy) sur elle-méme. En effet (adein))(u) '
n!
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> pra=n (—1)q.ez(»p).u.e£q> et, pour h € Y, ad (") agit sur %c(gy)a par multi-

O‘(h)> €z

n

plication par

La filtration de %c(g,) induit une filtration sur %,. Le niveau 1 de cette
filtration est donc somme directe de Z et de g4z = g4 N U,4. L’algébre de Lie
gz est un sous— % —module pour I’action adjointe, elle a une décomposition
triangulaire g7, = 1152 oY @ nz, (ou njz = nj N ‘llj et Y =bhyz = HyN ‘Zlgf)
et une décomposition radicielle gz =Y @ (Dca gaz) (0U gyaz = ga N Uy).

3) L’algebre %4 (ou ‘U}, Uy, ‘M&) a une structure de Z—bigébre cocommuta-
tive, co-inversible, elle est non commutative (sauf ng) Sa comultiplication V,
sa co-unité € et sa co-inversion (ou antiautomorphisme principal) 7 respectent
la graduation et la filtration : elles sont données sur les générateurs par les
formules suivantes (pour i € I, h€ Y et n € N) :

V(E) =3 igen (3)© (%), e(2)=0pourn>0
et T(h)= () =D (") =D . (P51 (5)

Vegn) = prg=n el(p) ® egq), eegn) =0 pour n > 0 et Tel(n) = (—1)"e§")

Vfi(n) =2 pig=n fi(p) ® fi(q), efz-(”) =0 pour n >0 et Tfi(n) = (—1)"fi(”).

4) Les automorphismes s; de 1.4 s’étendent a %c(g,y) et stabilisent %,. On
a une action de W* sur %,. Ainsi, pour une racine réelle o et un e, base (sur

n) _ €

Z) de 9oz, 'élément e((1 ) = — est dans %, ; c’est une base de U g, N Uc(ga)-
n!

On a comme ci-dessus Ve&n) = Zp+q=n e((f) ® e&q), ee((ln) = 0pourn >0

et Tet(ln) = (—1)”6((1”).

L’automorphisme exp(ad(eq)) de %Uc(gy) stabilise %y, puisqu'on a
(m(:bif‘))n(u) = D piq=n (—1)%eP u.el?. On note s* lélément suivant
exp(ad(ey)). exp(ad(fa))-exp(ad(es)) = exp(ad(fa)). exp(ad(ey)). exp(ad(fa)) ;
cet élément de W* dépend du choix de e, comme base de g,z, si on change e,
en —e,, on change s, en (s%)~ .

Plus généralement le foncteur en groupes &4 admet une représentation ad-
jointe Ad dans les automorphismes de %4 respectant sa filtration et donc aussi
dans les automorphismes de g,z [32, 9.5]. Pour a € ® et r € R, 1,(r) agit
sur Uyr = Ug® R comme ) -, ad(e&n)) ® r™; le groupe T4 agit selon la
décomposition de /4 ou gz, selon les poids.

5) L’algébre U est graduée par Q. On peut la graduer par un degré total
dans N dont chaque facteur regroupe un nombre fini d’anciens facteurs. Ainsi
sa complétion positive (pour le degré total) est ‘/l\l+ = HaeQ+ ‘Z{:; c’est une

algébre pour le prolongement naturel de la multiplication de %". On peut
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~+
de méme considérer lalgebre %, = [],cqo+ %" ® k (en général différente de
~+
% ® k) pour tout anneau k.

. . -
On peut considérer la complétion positive % de % selon le degré total

~+ ~p
(dans Z) ; c’est une algébre contenant % . On définit de méme %/, qui contient

‘Zé: . L’algébre @Z contient 'algébre de Lie g} = (D, .o 9ak)®h:®([10so Jak)-

L’action adjointe ad de % sur % respecte la graduation. On peut donc la
prolonger en une action de ‘/L\lp (ou @Z) sur elle méme. L’algebre de Lie g} est
un sous—ad(‘/l\lz)—module.

Les résultats précédents et suivants sont bien stir encore valables si on rem-
place At par A~ ou par un conjugué de A* par un élément du groupe de

~— ~n

Weyl W¥. On peut en particulier définir des complétions négatives % , % ou

8" (selon 'opposé du degré total).

PROPOSITION 2.2. — L’algébre de Lie gy (resp. ni, n,) est le U—module
(resp. Ut —module, U~ —module) engendré par by, =Y et les e;, f; (resp.
par les e;, par les f;) pour i € I (pour laction adjointe de U). L’algébre de Lie
gz contient la sous-algébre de Lie g3, engendrée par hyz et les e, f; pouri € I.

Démonstration. — Comme gz, est une algebre de Lie, elle contient g} ; comme
c’est un sous— %—module de % elle contient le %—module g7 engendré par b
et les e;, f;. Si jamais gz # g2, il existe un nombre premier p tel que 'image
de g2 dans g7 ® F,, n’est pas tout gz ® F,. Mais ceci contredit [28, 1.7.2 p. 308].
Le raisonnement pour n* est analogue. O

COROLLAIRE 2.3. — a) Soit K un corps de caractéristique p. Si, pour tout
coefficient de la matrice de Kac-Moody A, on a p > —a;; ou si p = 0, alors
Valgebre gt = gL ® K (engendrée par hyz® K et les e;, fi pouri € I) est égale
4 g = 97 ® K. De méme Ualgébre de Lie nf; =n} ® K (resp. ny =n, @ K)
est engendrée par les e; (resp. les f;).

b) Dans le cas simplement lacé i.e., si |a; ;| <1 pouri# j, on a g = gz.

Démonstration. — Le a) est clair pour p = 0; pour p > 0 c’est [28, 1.7.3 p. 308].
On en déduit alors facilement le b) comme dans la démonstration précédente.
On peut aussi utiliser la proposition 2.2 et [31, prop. 1, p. 181] pour prouver

a) et b). Voir aussi [43, prop 1]. O
PROPOSITION 2.4. — Soit z € gy. Il existe des éléments zI™ € U pour n € N,
tels que 2% = 1, 211l = z et (si on note 2™ = z"/n! € Uc(g,)) Uélément

zMl — 2 est de filtration < n dans Uc(gy). Si de plus x € goz, @ € Q, on
peut supposer ™ € Uy, .
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REMARQUE. — Pour z € Y = hz, on peut prendre zI" = (). Pour z € gaz,
a € ®, on peut prendre z[® = z("). Le probléme se pose pour € gaz,
@ € Ajn. Des calculs explicites sont faits dans [29]; on constate que z[™ n’est
pas forcément dans ), Qz".

Démonstration. — Pour a,b € Z, x,y € gz, on a
(az + by)™ = Z aPblz Py (@)
pt+g=n

modulo filtration < n. On déduit ainsi 'existence des (az + by)[™ de celle des
zlP! yld. La démonstration se réduit donc au cas ol = est homogéne et I'un
des générateurs du Z—module gz. Le résultat signalé en remarque pour = = e;,
x = fi ouxz €Y et la proposition 2.2 montrent qu’il suffit de démontrer le
lemme suivant (le cas négatif est semblable). O

LEMME 2.5. — Soient 3 € A" et z € ggz tels qu’il existe des éléments zl e
Unp satisfaisant auz conditions de la proposition précédente. Pouri € I, k € N,
notons y = (ad(e;)*/k)(x) € g7 et v = B+ ka; (€ AT siy # 0). Alors il
existe des éléments yl"l € Un (pour n € N) satisfaisant auz conditions de la
proposition précédente.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur n; c’est vrai pour n = 0 ou
1. Si B et ; sont colinéaires, on a 3 = ay;, donc y = 0 pour k£ > 1. On peut donc
supposer (§ et «; indépendants. On travaille dans 1’algébre @é = Ha€Q+ %ZC
et pour z € nt on note exp z = ZnEN 2,

On a alors (exp e;).(exp z).(exp —e;) = exp(d_,, oy (ad(e)™/m!)(x))
et aussi  (exp e;).z.(exp—e;) = > (—1)qe§p)ze£—q> = nen ((ade;)™/n!)(2)
pour z € %,
voir [4, IT §6 ex.1 p. 90 et VIII §12 lemme 2 p. 174].

Identifions les termes de poids m~y dans les deux membres de la premiére

relation ci-dessus, en calculant modulo filtration < n.
(9)

%

Dans le membre de gauche on trouve > . _ . (—1)qe§p)x(")e qui n’est

différent de >° . _ . (
de (exp e;).z.(exp —e;) (pour z = z[™ — 2" € 9, ¢ de filtration < n) c’est-a-
dire par Zpﬂ:nk (—1)qe§p)ze§q). D’aprés la seconde relation ci-dessus ce der-
nier terme est de filtration < n. Ainsi le terme de poids ny du membre de
gauche est dans %, modulo filtration < n.

Dans le membre de droite les termes de poids dans n3 + Na; sont ceux de la
somme (Y,,cy (ad ;)™ /m)(z) )" /nl, égale & Yx-, _, [T,y (((ad ;) /1) (z) @)
modulo des termes de filtration < n et de mémes poids. Pour sélectionner
les termes de poids ny dans cette derniére somme, on a deux conditions

—1)‘1651’)3:["]65‘1) € Uny que par le terme de poids ny
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sur les p; : m = > p; et nk = > jp;. Ainsi p; = 0 pour j > nk, p; < n
et jp; < nk; donc si p; = n on a j = k. Ainsi la partie de poids ny du
membre de droite est, modulo filtration < n, la somme de y(™ et de produits

izlom (((ad ;)7 /4!)(z))®i) avec des p; < n. Par récurrence le j-iéme terme
de I'un de ces produits est dans % modulo filtration < p;, donc chacun de ces
produits est dans %/, modulo filtration < n.

Par comparaison des membres de gauche et de droite, on obtient que 3™
est dans %, modulo filtration < n. O

2.6. Poincaré-Birkhoff-Witt pour %. — Pour a € A U {0}, soit B, une base
de gaz sur Z. Pour a = «; racine simple, on choisit B, = {e;} et B_, = {fi}.
Par conjugaison par W, pour a € @, on peut choisir B, = {eq} et B_o = {fa}
de fagon que [eq, fo] = —aV. On ordonne la base B = U B, de gz de maniére
quelconque.

Pour z € 6 on choisit des éléments (™ comme en 2.4. Pour N = (N,),cq €
N on définit [N] = [T,cq 2™ (ce produit est pris dans 'ordre choisi et
est en fait fini car presque tous les N, sont nuls). Le poids de [N] (et, par
définition, de N) est la somme pondérée pds([N]) = > N.pds(z) € Q des
poids des z € B.

PROPOSITION. — Ces éléments [N] forment une base de U sur Z.

REMARQUES. — 1) L’algébre graduée gr(%) définie par la filtration de % est
donc une algébre de polynémes divisés & coefficients dans Z et dont les indé-
terminées sont les éléments de .

2) Bien siir ces résultats sont encore valables sur un anneau R quelconque.
Si R contient Q, on peut remplacer z[™ par (™) pour tout z € B.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de 2.4 d’aprés [4, VIII
§12, n° 3, prop. 1] qui se généralise sans probléme & la dimension infinie. [

PROPOSITION 2.7. — Pour x € gz, & € AU{0}, on peut modifier les ™ de
la proposition 2.4 de facon a satisfaire aux relations supplémentaires suivantes :

V(:L“[n]) _ Z 2Pl @ £l9 et e(:v["]) =0 pour n > 0.
pt+g=n

DEFINITION. — Pour z € goz, « € AU{0}, on dit que (™), cn est une suite
exponentielle associée & x si elle satisfait aux conditions des propositions 2.4 (y
compris ™ € Upq) et 2.7.

Plus généralement, si x € g, pour k un anneau, il existe des suites ez-
ponentielles inhomogénes associées & x; on peut prendre (A\y + uz)["] =
Zp+q=n NP paylel plal,
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REMARQUE. — % (resp. gr(%)) est donc isomorphe comme cogébre graduée
(resp. bigébre graduée) a une algébre de polynomes divisés, plus précisément a
l’algébre symétrique & puissances divisées Szd (92)-

Démonstration. — Quitte & soustraire e(z[®!), on peut supposer e(z[™) =
pour n > 0. On raisonne par récurrence sur n; c’est clair pour n = 0,
Supposons le résultat vrai pour m < n, alors pour N € N(%) et d°(N) =
Yo Vo <nonaV(N]) =3p ooy [P]®[Q] (avec des P,Q € N®). La
propriété des z(™ vis a vis de V et la relation entre (™) et z[" montre qu’il
existe des ap p € C tels que :

ptg=n d°(P+R)<n

0,
1

D’apreés la propriété de la co-unité €, app = 0 si P ou R = 0. Par co-
commutativité, a p = a p. Enfin V étant compatible a la graduation, af p =
0 si le poids de P + R (1e de [P].[R]) est différent de na. D’aprés la co-
associativité et la formule ci-dessus pour V([N]) quand d°(N) <non a:

V(x["])®l+zgig+r n zlPl @ zld @ £lr] +Zdo(P+Q+R)<n apiorlPI®QI®[R]
=1@ V() + ZZTL o @ zld @ gl 4 2do(P+Q+R)<n UP.o+rIP] ® [Q] @ [R].

Apreés remplacement de V(:c["]) par son expression et simplification, on ob-
tient :

Zd°(P+Q)<n apolPl®[Q]®1+ ZdO(P+Q+R)<n ap o r[Pl®[Q] ® [R]
=2 ao@+R)<n 9O,RI® QI ® [Rl + X o (pyo+ry<n P o+r[P] ® [Q ® [R].

On identifie alors les coeflicients de [P] ® [Q] ® [R] dans les deux membres.
Pour P =0, Q = 0 ou R = 0, on retrouve des relations connues. Pour P, Q, R #
0, on trouve que ap, g p = ap o, g- Sachant de plus que ap p = a}; p, on en
déduit que a p (pour P,R # 0) ne dépend que de P + R, on le note donc
b, r- (On laisse au lecteur cet exercice élémentaire, mais nécessitant ’examen
de plusieurs cas.)

L’éléement x{™t = 2" — g‘igKn 1[S] est bien égal & (™) modulo filtration

< n et, comme b = 0 pour pds(S) # na, son poids est bien na. On a :

valth= 3 alleall+ 3 apalPlo R
pt+r=n d°(P+R)<n
S#0

Y b(SI®1+1®[S]) - > be[PI®[R]

de(S)<n
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ot la derniére somme porte sur les P,R tels que P+ R = S, d°(S) < n
et P, R # 0. Elle est donc égale a la seconde somme puisque app="bp, poul
selon que P et R # 0 ou non. Ainsi :

p,r#0
Vit =zt 914102 4+ Z zPl @ I, ]
pt+r=n
~+
2.8. Exponentielles tordues. — On raisonne dans %5 pour une racine o € A"

(ou ‘ZZ; pour & € A7) et un anneau R.
Si 2 € gaz, @ € AT et A € R, lexponentielle tordue [exp|] z =

S s0 Azl e ?l\l; n’est définie que modulo le choix de la suite exponentielle z!™).

Ses propriétés multiplicatives sont mauvaises : [exp](A + p)z = >, oo (A +
p)" ™ est en général différent de [exp]\z.[exp]uz. Pour A € Z il faudrait poser
[exp]A\z = ([exp]z)* (voir ci-dessous pour A < 0), mais I’extension pour A € R
pose probléme. Pour tous z,y € gz, A\, u € k, [exp](A\z).[exp](uy) est un choix
possible d’exponentielle tordue (inhomogéne) pour Az + py.

Par contre €([exp]Az) = 1 et pour le coproduit V[exp]A\z = [exp]Az®[exp| Az :
I’exponentielle tordue est un élément de type groupe. La co-inversion 7 vérifie
prod o (Id®7) o V = € = prod o (7®Id) o V. Donc ([exp]Az).(T[exp]Az) =
1 = (r]exp]Az).([exp]Az) : Vexponentielle tordue est inversible dans @; et
son inverse vaut 7[exp|A\z = Y. o, A"rz["). Bien str 7z est 'une des suites
exponentielles associées & 7z = —z, comme la suite (—1)"z!™, mais elle n’est
pas clairement liée (en général) a cette derniére.

Pour R contenant QQ, ou o € ®, on peut considérer les exponentielles clas-

~4
siques exp(z) € Up qui ont d’excellentes propriétés.

2.9. Unicité des exponentielles tordues. — 1) Pour = € gz, cherchons s’il existe
une suite exponentielle 1™} autre que z[™. D’apres la démonstration de 2.7, il
suffit de se poser la question quand on change z["+1] sans changer 2" pour m <
n. On a alors ("1} = [P+l 4y avec y € %4 1)az de filtration < n. Sachant
que V[t = Zp+q=n+1 2Pl @ 214 on a Vzintl} = Zp+q=n+1 2P} g glad
si et seulement si Vy = y ® 1 + 1 ® y, autrement dit si y est primitif dans la
cogébre U, c’est-a-dire si y € gni1)az [4, I §1 n° 5 cor p. 13].

Ainsi la suite 2l n’est unique qu’a des éléments xo € @gonzy---,Tm €
OmaZs - - - Prés. Autrement dit un autre choix pour [exp|z peut s’écrire [exp]'z =
[exp]z.[exp|za.[exp]zs. ... .[exp]Tm. .. ..

2) Pour « racine réelle, il y a unicité puisque gmaz = 0 pour m > 2, on a
donc toujours z[™ = 2(™ et [exp]z = exp . Par contre il n’y a pas unicité des
z[™ pour & = 0 ou « racine imaginaire. On verra en 2.12 dans des cas affines
les bons choix proposés par D. Mitzman.
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3) Pour = € g,z mais en raisonnant dans @g, on obtient qu’il existe yo €
92005 - -y Ym € GmaQ,--- tels que [explz = exp(z).exp(yz). ... .exp(Ym)- - - -
En particulier ([exp]z)~! = T[explz = -+ .exp(—Ym). ... .exp(—y2). exp(—2z).
Si les espaces g, commutent, les exponentielles ci-dessus commutent.

Mais l’on a naturellement [exp]A\z = exp(Az). exp(A%y2). ... .exp(A\""ypm). - ..
et non pas [exp] Az = exp(A\z). exp(Ays2). ... .exp(Aym)- ... (qui d’ailleurs n’est

en général pas dans @g) 11 parait donc difficile de faire de [exp] un sous-groupe
A un paramétre pour o € A™,

4) Remarque : Pexpression ci-dessus de [exp]z (pour z € g,z, @ € A)
en terme d’exponentielles classiques, montre que, Vn,m € N, z[ ¢
Ug(D,>1 Iraq) N Una et gl glml = (nim) zlr4m] modulo Ug(D, 52 Bran)-
Ce n’était pas clair auparavant pour o imaginaire. B

Ainsi la base de % sur Z construite en 2.6, qui est compatible avec la gra-
duation par les poids dans @, est aussi compatible avec la décomposition de %
ou %g en produit tensoriel correspondant & la décomposition en somme directe
g=5ha (EBQe A 8a), & condition de regrouper une racine imaginaire et ses
multiples positifs. Pour o imaginaire, cette base est compatible & la filtration

par les (D,,> y Ina)-

2.10. Exponentielles tordues en poids nul. — On peut essayer de généraliser 2.8
et 2.9 pour « = 0 ie., x = h € Y = hz. On travaille donc dans %° et, pour
simplifier, on se place en rang 1 : Y est de base h et %° = 3,5, Z(}). On

~0
raisonne dans %p = [, R (") pour un anneau R; ce n’est pas le complété
de ‘H% pour la graduation par @ ; la multiplication de ‘ZJ(}% se prolonge car

— ~0
(M) (") e Z;;i:;(p,q) Z("). Ainsi Up est une algébre commutative avec une

comultiplication V : @; — @2@) ‘/l\l;, mais malheureusement sans co-inversion
et dépendant du choix de h (au lieu de —h), voir ci-dessous.

On sait que 9%° est la bigébre des distributions & l'origine du groupe mul-
tiplicatif Mult. La bigebre affine de ce groupe est Z[Mult] = Z[T, T~ et la
dualité entre ces deux bigébres est donnée par (#)T™ = (}) (en fait (?) est
52+ = (%) calculé en I'élément neutre) cf. [14, II §4 5.10].

!

Pour z € R, on peut poser [z] = 3,5, (z — ni(h)e ‘/Z\l; (c’est moralement
(1+ (z —1))"). On a bien [z]T™ = z™ pour n > 0; par contre pour n < 0, ceci
n’a un sens que si z — 1 est nilpotent (donc z € R*).

OnaV[z] =[z]®[z] € @;@‘Zl; : I’élément [z] est de type groupe.

Le prolongement naturel de 7 devrait donner :

T[z] = Zizo (z — l)i (Z'h) = Zp,q (1- $)p+q (p+g_1) (Z)

=20 (1=2)1(0 50 (1 — 2)? (P51 ()
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~0
Mais ce calcul n’a un sens dans %y que si 1 —x est nilpotent, auquel cas 7[z]
est bien égal 4 [z71] = g0 (=)™ ("), vu le calcul ci-dessus de z77 =
[x]T~1.
Les exponentielles tordues en poids nul semblent donc trop imparfaites.

2.11. Polynémes de Mitzman. — [29, p. 114-116].

On considére des indéterminées Z = (Zs)s>1 et (. Le polyndéme A, (Z)
est le coefficient de (° dans le développement de l’expression formelle
exp(zj21 Z; CJ—J) C’est un polynome en les Z; & coefficients positifs dans Q.
Son poids total est s si Z; est de poids j.

Ona:Ag=1,A =2y, Ay = 2% +(1/2)Zs, As = 2P + (1/2)2:2, +
(1/3)Zs, ...

CAS PARTICULIERS. — Pour certaines spécialisations des indéterminées, on a :
st Z; = 0 pour i > 2, alors A, = Zl(n),
si Z; = Z% pouri > 1, alors A, = Z",
si Zi =t'Z pouri>1ett€ R, alors A, =t" (#Tn=1) = (=t)" (7).

LEMME. — a) nA,, = Zii;:n Zphg, sin > 1.
b) An(Z+2Z) =%

p+q=n AP(Z)A(I(Z/)
c) An(Z) est congru a ZYL) modulo des polynémes de degré total < n — 1.
Pour n > 1 Ay(Z) n'a pas de terme constant.

Démonstration. — La premiére assertion résulte de la troisiéme ligne
de la démonstration de [29, 4.1.14] p.115 puisque exp(3;s, Z;¢7)5) =
Yoo M (Z2)¢". Pour la seconde assertion, on a > o, An(Z + Z')("

i i 7
eXp(ZjZl (Z; + Zj/)%) = eXP(Zj21 Zj%)~eXP(ZJ’21 Z_;%) = (szo Ap(Z2)CP)
(X450 Aq(Z)C7), d’out le résultat. Enfin la derniére assertion est claire. O

2.12. Exponentielles tordues dans les algebres affines. — Dans une Q—algébre
de Lie graduée considérons une suite = (z;);>1 d’éléments commutant deux
a deux et de poids pds(z;) = i.pds(z1). Dans l'algébre enveloppante on peut
donc calculer 2" = A, (z) qui est de poids n.pds(z;). D’aprés le lemme la
suite des z{"} est exponentielle. On peut donc lui associer Pexponentielle tordue
fexpla = 52, o0 = exp(S2, 25/4) = I, exple /).

Revenons & la situation de 2.9 : @ € A et © € goz. Supposons que les
espaces go, 924, - -+ Gia,- .- commutent deux & deux. C’est vrai dans le cas
des algeébres de Kac-Moody affines (ou semi-simples) ; mais malheureusement
ce sont essentiellement les seuls cas ol cela soit vérifié. Pour une suite ex-
ponentielle ™, il existe des éléments y; € giaQ Pour i > 2 tels que [exp|z =
exp(z).exp(y2). .. .exp(Ym). ... = exp(x+y2+---+Ym+---). Posons z; = z,
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ZTo = 2Ya, ..., Ty = MYm,.... On a alors [explz = exp(zj>1 z;/j). En identi-
fiant les termes de poids na, on obtient =™ = A, (z) € %. Grace 4 2.11.a on en
déduit facilement par récurrence que z; € gz, Vi; mais les exemples ci-dessous
montrent que y; = x;/i n’est en général pas dans gz.

David Mitzman a calculé explicitement une base de 'algébre enveloppante
entiére % dans le cas affine (et pour un certain SGR () [29, 4.2.6 et 4.4.12].
Elle s’exprime comme la base de 2.6; avec hl"l = A, (h,h,...) = (=1)" ()
pour h € bz et 2l = A, (z,0,...) = (™ pour z base de g, @ € ®. Sia € Ay,
et z € B, le choix de z[™ est z[™ = Ap(z, 29, T, . ..) avec des ; € iz ;
donc [exp]z = exp(x). H;’;Q exp(%xj), par définition des A,,. On va décrire ces
z; dans le cas le plus facile, cf. l.c. 4.2.5 : g est simplement lacée (donc non
tordue, de type X, D ou E) Voir aussi le corollaire 2.3.b.

Une algébre de Lie g de 'un de ces types peut s’écrire comme extension
centrale (avec centre de dimension 1) d’un produit semi-direct (avec C) d’une
algébre de lacets g’ = g1 ®C[t,t~!] ot g; est une algébre de Lie simple complexe
de type A, D ou E. Les racines imaginaires sont les multiples entiers d’une
racine § et, pour n # 0, on a g,5 = h1 ® t" ou h; est une sous-algébre de
Cartan de g;. Si hy,...,hy est une base de coracines dans hi, I’espace g5z
admet pour base B,5 = { hin, = hi ®t™ | i = 1,£}. Le bon choix (de Mitzman)
pour (hiwn)[”] est Ap(Rin, hion, .- Rijn,...), cf. Le. 3.9.1 et 4.2.3.

On peut remarquer que (hivn)[”] = Ap(h; @ t" b @2, .. R @™, ..) a
pour image (h;)P! @ t"P = ("*271) @ t"P = () ® (—t")P dans le quotient
Uc(g1) ® Clt,t71] de Uc(g’) (troisiéme cas particulier de 2.11).

L’exemple de 5’12. — Pour le type gl, on peut préciser encore plus. On a
g, =5l ® (C[t,t_l] C End(c[t,t—l]((:[t,t_lP). Sih = diag(l,—l) € sly, alors,
pour n # 0, g,sz a pour base h, = t"h. La représentation naturelle de g’
sur C[t, ¢~ ']? induit un homomorphisme 7 de %c(g’) dans Endc 4-1)(Clt, t1]?)
ou de @Z dans Endc) (C((¢))?). On a ﬁ(hgf]) = (—tmP () =t ("Bt €
Endy ) (Z((t))?). On en déduit que 7(%) C Endgy 4—1)(Z[t,t~']?) et que, pour A
dans un anneau k, w(lexp|\h,) = diag(u,v) € Endy(y(k((t)?) avec u =
Yoo AP (D) = THM" + X282 - et o =302 (= M")P () = 1= A" =
u~!. En particulier 7([exp]\h,) est bien inversible et méme dans SLo(k((2))).

2.13. Sous-algebres et complétions. — 1) Pour o € A, le module %* =

Uc(DB,51 9na) N (D50 Una) = Uc(D,,>1 Bna) N U est une sous—Z—algebre
de %. Pour a € ®, %* admet pour base sur Z les e&n), n € N. Pour a € A
et n € N, on choisit une base B, de gnaz et des suites exponentielles zlP!
pour £ € B,o. D’aprés 2.9.4 ci-dessus, ces z[”! sont dans % et, d’aprés

2.6, les [N] = [[,eq,, e™ (pour (a) = Na C Aim, Bay) = Upe(a) Bos
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N e N(%@)) forment une base de %“. On en déduit, en particulier, que %*
est une sous—Z—bigebre co-inversible de %.

Si ¥ C AU {0} est un ensemble clos, gy = D ,cy Ja est une algebre de
Lie; lalgébre %(¥) engendrée par les %” pour o € ¥ est une sous-bigebre
co-inversible de % de base les [N] pour N € N(%%) avec By = U,y Ba-
L’algebre enveloppante de gy est %Uc(¥) = U(¥) ® C et U(T) = Uc(P) N U.
Les algebres %(¥) et guz = gw N gz sont stables par 'action adjointe de %(¥).
Pour U = A* (resp U = At U{0}) on a (W) = U™ (resp. U(¥) = U° @ UT).
On a U™ = U(()).

Pour un anneau k, on note %, = U" ®z k et Up(¥) = U(V) @z k.

2) Si ¥ C AT est clos, l'algébre %(¥) est graduée par Q1. On peut la
graduer par le degré total. Sa complétion positive U(¥) = [[,co+ U(¥)a est

~t ~
une sous—Z—algebre de % . On peut de méme considérer 1'algébre % (¥) =
[Tocg+ U(¥)a ®k (en général différente de %(¥) ® k) pour tout anneau k.

Si ¥ C A U{0} est clos, on peut considérer la complétion positive @p(\II)
de %(¥) selon le degré total (dans Z); c’est une sous—Z—algébre de W =
‘/L\lp(A U {0}). On définit de méme ‘/Z\l:(\ll) L’intersection de @Z(‘I’) avec g est
(D) = (D5 gar) @ he @ (1020 gar). Bien sar @:(\P) et gL (V) sont des
sous—ad(‘/l\li(\If))—modules de @Z

Si ¥’ est un idéal de U, @:(\I/’) (resp Uk (V') est un idéal de @:(\I/) (resp

3) Les résultats précédents et suivants sont bien str encore valables si on
remplace AT par A~ ou par un conjugué de A* par un élément du groupe
de Weyl W¥. On peut en particulier définir des complétions négatives ’/l\én(\If)
(selon 'opposé du degré total).

2.14. Modules intégrables a plus haut poids. — Soit A un poids dominant de T,
ie, A e Xt ={Xe X | o) >0,Vi € I'}. Considérons le gy—module
irréductible L(A) de plus haut poids A [21, chap. 9 et 10]. Si vy est un vecteur
non nul de poids A, le module L(X) est un quotient du module de Verma
V(X)) = Uc(gy) Boe(67) Cuvy (dans le cas non symeétrisable, on prend plutot
pour L(X) le quotient intégrable maximal de V(A\) comme en [26, p. 28]). Le
sous— % g—module Lz(\) = Uy v\ = U .vx est une Z—forme de L(A); on peut
définir Ly (A\) = Lz(\) ®z k, pour tout anneau k. Ces modules sont intégrables
au sens de [43] et gradués par )~ (a translation prés) avec des espaces de poids

de dimension finie. En particulier on a une représentation diagonalisable de T
dans Lz(A).
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Il est clair que, pour tout anneau k, le k—module Ly()\) est en fait
un (/Z\{Z’k—module.

On définit de méme des modules intégrables & plus bas poids Li(\) pour A €
—X*; ce sont des @;k—modules.

3. Les groupes de Kac-Moody maximaux (a la Mathieu)

On va étudier ci-dessous deux groupes de Kac-Moody « maximaux » dits
positif et négatif qui contiennent le groupe minimal étudié dans la premiére
partie. Ils se déduisent 1'un de I’autre par I’échange de A' et A~ ; on va donc
essentiellement se concentrer sur le groupe positif. Ce groupe sera noté Qﬁsfma, les
sous-groupes ou les algébres associées seront en général notés avec un exposant
pma ou ma+. Les analogues pour A~ seront notés avec un exposant nma
ou ma—.

3.1. Groupes (pro-)unipotents. — Soit ¥ C AT un ensemble clos de racines.
On consideére lalgebre %(¥) de 2.13, qui ne dépend que de A et ¥ (et non de ).
C’est une Z—bigébre co-inversible, cocommutative, graduée par Q* : U(¥) =
Docnw U(¥)a; tous ses espaces de poids sont libres de dimension finie sur Z.
On considére son dual restreint Z[U§?*] = P, cng U(P)%,. Clest une Z—bigebre
commutative et co-inversible (sa co-inversion est le dual de 7 encore noté 7, qui
est un isomorphisme d’algébres) ; c’est-a-dire I’algébre d’un schéma en groupes
affine UP* que I'on verra comme un foncteur en groupes : pour un anneau R,
422 (R) = Homy. a15(Z[463?], R). On note U™ = W2 Pour oo € A} on note
oy = ﬂ?‘jMnZl }> pour a € ®* on note U, = o) = ilr{n(j} ; alors Ug™ et Uy
sont des sous-schémas en groupes de U™+,

La définition de Z[M] = Z[UF?] dans [26, p 19-21] est plus compliquée car
elle ne se limite pas & ¥ C A™. Dans notre cas le lemme 3 de l.c. dit bien
que Q[M] est le Q—dual restreint de %g(¥) et alors Z[M] (défini page 21 de
l.c. ) est bien le dual restreint de %(¥).

La base de %(¥) indexée par des N € N(%%) expliquée en 2.13.1 fournit
par dualité une base (ZV)y de Z[UD?], indexée par les mémes N. Comme
VI[N] = ZP+Q:N [Pl®[Q],ona ZP.Z9 = ZP+?. Ainsi Z[4F?] est une algebre
de polyndémes sur Z dont les indéterminées Z, sont indexées par les z € By.

On retrouve ainsi un résultat d’Olivier Mathieu [27, lemme 2, p. 41]. Inver-
sement si on admet ce résultat, Z[{JF?] admet comme base des mondmes, son
dual restreint %(¥) admet une base graduée qui a de bonnes propriétés pour
le coproduit V. Un raisonnement analogue au raisonnement d’unicité de 2.9
permet alors de construire des suites exponentielles.
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PROPOSITION 3.2. — Pour U comme ci-dessus et R un anneau, UJ*(R)
s’identifie au sous-groupe multiplicatif de ‘ZZR(\II) formé des produits
[l e, [explAez, pour des A\, € R, le produit étant pris dans l'ordre (quel-
conque) choisi sur B. L’écriture d’un élément de UP*(R) sous la forme d’un
tel produit est unique.

REMARQUES. — 1) Si U est fini et donc formé de racines réelles, on retrouve le
groupe de sommes formelles de [32, 9.2], c’est-a-dire I'unique schéma en groupes
lisse connexe unipotent d’algébre de Lie gyyz = @ae\y 9oz, cf. [40, prop. 1,
p. 547] et aussi 3.4 ci-dessous. Dans ce cas les exponentielles sont classiques et
les produits sont finis.

2) Pour @ € &1, le choix de 1’élément de base e, de g,z détermine un
isomorphisme g, du groupe additif 200 sur 4, donné par r,(r) = exp(r.e,)-

3) Dans les produits infinis proposés et pour tout n € N, tous les facteurs
sauf un nombre fini sont égaux & 1 modulo des termes de degré total > n. Ces
produits infinis sont donc bien dans @R(\Il).

Démonstration. — Le R—dual de R[UP?] est ZZ\JR(\II). Donc Y*(R) s’identifie
a Pensemble des éléments y € @R(\I/) tels que 1 = €(y) (= y(1)) et y(p.¢') =
y(p).y(¢") pour tous ¢, ¢’ € RUP?] ie., y o V* = prod o (y ® y) ou encore
Vy = y ® y. Ainsi UF?(R) est I'ensemble des éléments de ‘/Z\lR(\II) de terme
constant 1 et de type groupe. Parmi ces éléments il y a les produits infinis
de I’énoncé. Mais R[UJ?] est une algébre de polyndmes d’indéterminées Z,
x € By. Par définition Z(I1, [exp]Ayy) = A;. Ainsi ces produits infinis four-
nissent une et une seule fois toutes les applications de By dans R, donc tous
les homomorphismes de R[UJ?] dans R. O

LEMME 3.3. — Soient ¥/ C ¥ C A" des sous-ensembles clos de racines.

a) UP* est un sous-groupe fermé de MG et Z[G*/UT?] est une algebre de
polynémes d’indéterminées indexées par By \ By .

b) Si W\ U’ est également clos, alors on a une décomposition unique 3> =

o Ay -

c) Si U est un idéal de ¥, alors U est un sous-groupe distingué de UT> et
on a un produit semi-direct si, de plus, U\ ¥’ est clos.

d) Si U\ U est réduit a une racine «, alors le quotient UT>/UP? est iso-
morphe au groupe additif A00 pour « réelle et au groupe unipotent commutatif
A00™ ) pour o imaginaire.

e) Sia,B €V, a+p € U impliqgue o+ € ¥/, alors UF> /UT? est commutatif.
Le groupe 4y* /805? (R) est isomorphe au groupe additif || ,cq\ g 9Ra-

£) Si ¥ C U’ est un autre sous-ensemble clos et sia € V', 3 € U, a+F € A

ma

implique o+ 3 € ¥, alors UT3 contient le groupe de commutateurs (P, UP?)
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Démonstration. — a) U(P’) est une sous-bigébre co-inversible de %(¥), donc
¥7 est un sous-groupe de UF*. Ce sous-groupe est fermé, défini par I'annu-

lation des indéterminées Z, pour z € By \ By:. Pour la derniére assertion il

suffit dans 3.2 d’ordonner 8 de fagon que By soit en dernier (a droite).

L’assertion b) résulte aussitot de la proposition 3.2

¢) Plagons nous d’abord sur C (ou un anneau contenant Q). On peut alors
remplacer dans 3.2 les exponentielles tordues par les exponentielles habituelles.
Des calculs classiques montrent alors que UF?(C) est distingué dans UF2(C).
En fait il est clair que UF?(C) ou UP?(C) est le groupe introduit dans [23, 6.1.1]
presque sous le méme nom et on peut donc faire référence a [23, 6.1.2]. Le nor-
malisateur de 77 dans UP* est fermé dans 405> [14, IT § 1 3.6b]. Comme Z[UF?]
est une algébre de polyndémes et que ’on vient de voir que ce normalisateur est
égal & UFP? sur C, il en est de méme sur Z.

d) Ordonnons By de maniére que B, soit en premier. Alors, d’apres
2.6 et 3.2, un élément de UP*(R) s’écrit de maniére unique sous la forme
(IL,eq, [explAe)z avec des A, € R et 2z € UFH(R). Soit © = {na € A[n>2} C ¥
(vide si a est réelle); il reste & montrer que (I], [exp]Az).([], [exp]\,z) =
L, lexp](Az + AL)z (modulo UZ*(R)). Mais on a vu dans la remarque 2.9.4
que, pour z,y € Bq, ™y € U* N Upo (ces éléments commutent donc
modulo %(0)), et que z!™.z™ = (7tm) g+ modulo %(0). Le résultat est
alors clair. R R

e) Il est clair que les éléments de ‘ll;(\ll) commutent modulo I'idéal ‘Zl;( o).
Vus 3.2 et les bonnes propriétés de la base des [N] (2.9.4), UT*(R)/UT*(R)
est commutatif isomorphe au produit direct des groupes 723 (R)/U{5h, {a}(R)
pour o € ¥\ ¥,

f) Comme en c) on a le résultat sur C. Le centralisateur de P2 /4UP5
dans $g? /40775 est donc égal a Lg* /4775 sur C. Mais ce centralisateur est fermé
dans P> /UP5 [14, II §1 3.6¢c]. Comme Z[UT?/UPA] est un anneau de poly-
nomes, ce centralisateur est égal & L7* /475, O

3.4. Filtrations de {(7*. — Soient ¥ un sous-ensemble clos de A™ et n le plus
petit des degrés totaux (deg(a) = > n;) des @ = Y n;a; € . Choisissons
a € U de degré total n, alors U’ = ¥\ {a} est un idéal de . Ainsi YJ? est un
sous-groupe distingué de UJ? et le quotient L[F?/LT? est isomorphe au groupe
additif 200 ou a lebmu“(a . Si « est réelle on a un produit semi-direct.

Ce procédé fournit une numérotation de ¥ par N (ou un intervalle [0, N]
de N) : ¥ = {B;}. Pour n € N, on note ¥,, = {8; | ¢« > n}. Daprés le
lemme 3.3 le groupe L* est distingué dans LH* et LH* /UF*  est isomorphe
a Aop™ultlfn) proposition 3.2 montre que F* est limite projective des
g /il{}}j Ainsi {J? est un groupe pro-unipotent (ou méme unipotent si ¥ est
fini).
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Pour d € N, notons ¥(d) ’ensemble des racines de ¥ de degré total > d.
Alors les yf, sont distingués dans Ug* et Uyl /UGT,, ) (R) est isomorphe
au groupe additif @ae@(d)w(dﬂ) 9Ra- Le groupe UF?(R) est limite projective
des Ug™/UGTy (R).

3.5. Groupes de Borel et paraboliques minimaux. — Le groupe de Borel %‘;}a*
est par définition le produit semi-direct T x Ymat pour 'action suivante de
sur U™@*. Pour un anneau R, T(R) agit sur % g par des automorphismes de
bigebre : sur % 4 g, action Ad(t) det € T (R) est la multiplication par a(t) €
R*. On en déduit aussitot laction sur U™+ (R) : Int(t).[exp]\z = [exp]a(t) Az
si x € gor- Il est clair que les groupes F* de 3.3 sont stables par 'action
de fd.

Si a = a; est une racine simple on a U™+ = §(, KﬂXi\{a}. On définit comme
ci-dessus {_, avec Z[U_,] dans le dual de %Uc(g—o) N %, et isomorphe a A0d
par r_q : A0 — U_,, r_o(r) = exp(rf,). O. Mathieu définit un schéma en
groupes affine parabolique minimal P;™* = PL™2 (contenant SB?“‘ et associé
a AT U {0,—a}) et un sous-groupe fermé 2AY = 2AY (associé¢ a {0,+a}); il
montre que PLIE =AY x URE\ () [26, lemme 8, p. 26].

Le schéma en groupes 2Y contient les sous-groupes fermés T Yo et U_q,
plus précisément Z[2Y] est contenu dans le dual de %y N Uc(ga ® h @ g—-a)
et sa restriction a %N Uc(g+a) (resp. Uy N Uc(h)) est Z[Ui,] (resp. Z[T ).
Il est clair (cf. e.g., [l.c. lemme 7.2]) que 2AY est le groupe réductif de SGR
((2),Y,a,aV) il agit sur gz et est isogéne au produit de SL, par un tore
déployé.

L'élément 3; = ra(1).0—a(1).ra(1) de AY(Z) normalise T4, vérifie 57 =
aV(—1) € T4(Z) et échange tq, t_q; il agit sur gz comme s} (cf. 1.4). En-
fin la double classe (grosse cellule) €; = %$a+.§i.%$a+ de PP est un ouvert
dense et se décompose de maniére unique sous la forme €; = 4, .'s}.%‘;a“‘ =
i U_q, .%ja"’.

REMARQUE. — Mathieu se place dans le cas d’'un SGR.  libre, colibre, sans
cotorsion et de dimension 2|I| — rang(A). Bien sir ces hypothéses sont inutiles
pour la plupart de ses résultats (c’est particuliérement clair pour la derniére).
On se placera cependant dans ce cadre (depuis l’alinéa précédent) jusqu’en
3.19, out on examinera la généralisation grace aux résultats de 1.3.

On abandonne en général dans la suite (et jusqu’en 3.18) 'indice J et on
abrége parfois B™2+ en B, P en Py, AY en 2, etc.
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3.6. La construction de Mathieu. — Cf. [26, XVIII § 2], [25], [27, I et II].

On considére des schémas sur Z, méme si on n’aura essentiellement besoin
de raisonner que sur des (sous-anneaux de) corps, éventuellement de caracté-
ristique positive.

Soient w € WY et w = s;,. ....s;, une décomposition réduite de w. On
considére le schéma &(w) = Py, x PPy, x 2+ -xBP, et le schéma de Demazure
D(w) = E(w)/B.

Le schéma B (w) est Paffinisé de &(w), c’est-a-dire Spec(Z[E(w)]), il ne dé-
pend que de w [27, p 40, 1 -15 & -1|. En particulier B(s;) = B;.

Si w’ < w (pour lordre de Bruhat-Chevalley), il existe une décomposition
réduite @’ de w’ extraite de w. Si dans 1’écriture de €(w), on remplace par B
les 3;, correspondant a des s;, absents de w’, on obtient un sous-schéma fermé
de €&(w) clairement isomorphe a €(w'). L’immersion fermée €(w') — &(W) in-
duit un morphisme B(w’) — B(w) entre les affinisés ; ¢’est aussi une immersion
fermée, indépendante des choix de w et w’ [26, bas de page 255].

On a donc un systéme inductif de schémas B(w) et on note BP™* le ind-
schéma limite inductive de ce systéme; c’est le groupe de Kac-Moody positive-
ment mazximal associé & J. Chaque morphisme B(w) — GP™* est une immer-
sion fermée. On verra essentiellement &P™* comme un foncteur sur la catégorie
des anneaux : 8P"%(R) = lim B(w)(R).

En fait &P™* est un ind-schéma en groupes : pour des décompositions ré-
duites W = s;,. ... .s;, et W = s;,.....;, , il existe un morphisme naturel
de Py, x- - - xPj, x P, X+ - -xP;,, dans B(¢(w, w’)) pour un certain ¢ (w,w’) <
w.w’ [27, p 41 et 45]. Ce morphisme se factorise donc par B(w) x B(w’). Ceci
permet de définir la multiplication dans &P™2. La définition de 'inversion est
claire. Pour cette structure de groupe le composé P;, x --- x P — E(w) —
B(w) — BGP™2 est simplement la multiplication.

3.7. Modules a plus haut poids et représentation adjointe. — 1) Pour A € X,
on a défini en 2.14 un % —module & plus haut poids Lz()) qui est intégrable,

donc un T y—module. Pour un anneau %k le module Lj(\) est stable par @;k
donc par 4™3F (k). On obtient ainsi une représentation de B™*+ dans Lz()\).
L’intégrabilité de Lz(\) [43] montre en fait que Lz () est un 2A;—module donc
aussi un P;—module (Vi € I). Ce module est « localement fini », plus pré-
cisément pour tout sous—Z—module M de rang fini de Lz()\), il existe un
sous—Z—module facteur direct de rang fini M’ de Lz()\) contenant M, tel
que M’ ® k soit un PB;(k)—module pour tout anneau k. On en déduit aussi-
tot un morphisme de B(w) dans BL(Lz(A)), Yw € W. On obtient ainsi une
représentation de &P™ dans &L(Lz(N)).

2) Soit M = Lz(\) le module & plus haut poids précédent : M =
@ueQ+ My _,. Pour un anneau k, on définit le complété négatif ]\//.7,? de M®k :
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]\/4\,? = HueQ+ My_, ® k. 11 est clair que ]T/[\,? est un @Z—module gradué; en
particulier ¢’est un U™~ (k)—module.

3) Pour un anneau k, laction adjointe ad de ’algébre @: sur elle-méme
(2.1.5) induit une action, dite adjointe et notée Ad, du groupe U™+ (k) C
‘LZZ sur %Z. L’action de T (k) est définie par les poids, d’out la représentation

~ ~ ~+

adjointe Ad de B™2+ (k) sur ‘le. Cette action stabilise évidemment g5 et %, .
~p e

Pour o € @, r € ket u € U, Ad(ra(r))(u) = 3,50 (adeg)).r u =

Ep,qzo e&p).rnu.egp).

3.8. Le cas classique. — Supposons la matrice A de Cartan i.e., A = & fini
et W7 fini. Soit & le groupe réductif déployé sur Z de SGR J; d’aprés I’hypo-
thése de Mathieu il est semi-simple simplement connexe. Le groupe %?H =
Ty X U™ est le sous-groupe de Borel B de & (cf. 3.2.1) et PO = AL x
ﬂ’gi\ {ai} est un sous-groupe parabolique minimal de &.

Pour une décomposition réduite w = s;,. ... .s;, dans W, le produit définit
un morphisme 7 : €(W) = Pao, xP -+ x® Po, — G. Si on restreint 7 aux
grosses cellules, on obtient un isomorphisme de Q(w) = €;, x® ... x® ¢
son image

sur

in

L[ail Siqge e .ﬂain -Si, S5

= Sjpe o .Sin.ﬂ_sin._“siz(ail). . 'ﬂ—sin(ain_l)’ﬂ—ain‘%'

Si w = wq est I’élément de plus grande longueur de W, cette image est un
ouvert dense : la grosse cellule €(&) de &. On a donc la suite de morphismes :

Q@)= E(@y) = &

avec 4 et 7 o4 des immersions ouvertes. De plus I'image €(®) de 7 o i rencontre
toutes les fibres &y, de & pour p premier.

PROPOSITION 3.9. — Dans ces conditions 7 identifie Z|®] & Z[E(Wy)]. Ainsi
& s’identifie o B(wg) lui méme égal ¢ BP™2.

N.B. Si w # wp, on trouve de la méme maniére que B(w) est la sous-variété
de Schubert de & associée & w (au moins sur C).

Démonstration. — Regardons d’abord sur C. Comme & est un groupe affine,
7 se factorise par B(wg). On a donc la suite de morphismes :

i) e €(dn)e —- Bld)e = 6L —= 6.

™
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Ce composé est une immersion ouverte d’image dense. Pour les algébres
de fonctions, comme i est d’image dense i* est injectif et Aff* est I'identité
par définition. Donc (Aff 0 ¢)* est injectif et Aff o4 est dominant. Ainsi 'image
de Affoi contient un ouvert dense Q' de %(1’170)( ). Soit v € Kerm, yQ'NQY # @,
il existe donc ¢’, g"" € Q' tels que v¢' = ¢”, ainsi 7(¢’') = 7(¢"”). Mais To Aff o4
est injectif, on en déduit que ¢’ = ¢g”, v = 1 i.e., T est injectif. Ainsi GP™? est
un sous-groupe de & contenant un ouvert dense : on a P2 = &.

On a le diagramme :

Z[Q(@o ] <—) Z[e(wo)] <—) Z[ﬁ]

CIU@o)] < C[€(To)] —— C[&)].

Les fleches horizontales sont injectives car ¢* et (7 o ¢)* le sont. Le schéma
Q(wp) est produit de groupes additifs et multiplicatifs, la fleche verticale de
gauche est donc injective. Ainsi toutes les fléches sont injectives.

Pour montrer que Z[&(wy)] = 7*Z[®)] il suffit donc de montrer que Z[Q(wo)]N
C[®8] = Z[®)]. Ceci est clairement vrai si on remplace Z par Q. Donc si ce n’est
pas vrai pour Z, il existe n > 2 et ¢ € Z[Q(wo)] N Q[&] tels que ¢ ¢ Z[&]
mais ne € Z[®]. Soit p un diviseur premier de n; quitte & modifier ¢ on
peut supposer n = p. Mais alors pp est une fonction non identiquement nulle
sur &, alors qu’elle est nulle sur Q(wg)r,. C’est absurde car Q(wo)r, est un
ouvert dense de &y, . O

3.10. Application au cas non classique. — Soit J C I. On note A(J) = AN
(Bics Zai), AX(J) = A(J) N A%, AT = AT\ AX()), UumF(]) = 4R )
et U7 = ﬂif}. D’aprés 3.3 on a U = Umat(J) x (7,

Supposons J de type fini et notons &(J) le groupe réductif déployé sur Z de
SGR J(J) = (A]1,Y, ()ie, () )ies)- I est clair que son groupe unipotent
maximal positif est U™3T(J) =: U+ (J) et son sous-groupe de Borel positif
B+(J) = Ty x UT(J). Enfin, pour j € J, son parabolique minimal associé & j
st Py () = A; x T2 il vérifie Py = B, () w UF

Le groupe de Weyl (fini) WV(J) = (s; | ¢ € J) C W admet un élément de

plus grande longueur wg.

COROLLAIRE. — B(wy) est isomorphe au sous-groupe parabolique B(J) =
B(J) x U7 de Pma,
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REMARQUE. — Si J n’est pas forcément de type fini, la démonstration
ci-dessous prouve que le ind-schéma en groupes limite inductive des B(w)
pour w € WV(J) est le sous-groupe parabolique PB(J) = &Pma(J) x L7+
produit semi-direct par 457> du groupe de Kac-Moody &P™2(J) = @3?;.

Démonstration. — On a E(wp) = B, x B B, x BT B Bi.» Bj, =
B (J)xU72F et Bmat = BF(J)xUT*T. On en déduit facilement que &(wp) =
By () x BT () P, () xBT() .. BT B, (J) x U7*F et, comme l'affinisé
d’un produit est le produit des affinisés, B(wy) = &(J) x UT*T. O

3.11. Sous-groupes radiciels négatifs. — On a défini 4, et r, : A0 — U,
pour @ € & (en 3.2.2) ou pour —a = o; simple (en 3.5).

Pour i € I, §; = ra,(1).1—a; (1) 2o, (1) € AY (Z) C PE2(Z) C BP™3(Z) est
un élément du normalisateur dans &P™2 de Ty ; il induit sur ¥y la réflexion
s;. De plus 3; agit sur gz comme s} (cf. 1.4 et 3.7.3).

Si a € ® et e, est une base de gaz, il existe w € W? tel que w™la = «;
est une racine simple. On considére une décomposition w = s;,. ... .s; , W =
Siy. ... -5, et on a e, = wW(ee;) avec € = £1. On pose alors U, = w.Uq,; w !
et 1o (r) = W.re, (er).w !, pour r dans un anneau R.

LEMME. — Ces définitions de {4, et r, ne dépendent que de o et e, (et non
des autres choiz effectués). Pour a € ®T (ou —a simple) elles coincident avec
celles de 8.1, 8.2 ou 3.5.

Démonstration. — Supposons que e, = 5;,. ... .5, (€€q;) = Sige e St (e’eaj,),
donc eo, = wW(ee'eq;) pour W = §:,ml .§i_,11.§i1. ... .8, . On doit montrer
que o, (r) est conjugué de 29 (e€'r) par w. Mais on sait que les s = §; vérifient
les relations de tresse ([40, (d) p. 551] ou calcul classique dans le groupe réductif
&({i,7}) quand s;s; est d’ordre fini), que 52 = Y (—1) € Ty (Z) et on connait
les relations de commutation entre les s; et les éléments du tore. Ainsi, pour
toute expression réduite w = sj;,. ... .s;, de w = si; . ... .81 .8i;. ... .S, ON
peut réduire 'expression ci-dessus de w sous la forme w = s;,. ... .5; .tavect €
Ty (Z).

Il suffit donc de montrer que si w(a;) = «;, il existe une décomposition
réduite w = sj,. ... .s;, de w pour laquelle un W comme ci-dessus vérifie la
relation e, , = We'eq; €t ra,, (1) = Wk, (¢"r)w~!. D’aprés [40, 3.3.1] ou, pour
un énoncé plus précis [19, 2.17 p. 85], on est ramené a I'un des deux cas suivants :
J1s--dp €{4,7'} = J de type fini ou j = j' et j1,...,Jp € {4, 5"} = J de type
fini. Tout se passe alors dans le groupe réductif &(J) et le résultat est connu.

Si —a est simple, la coincidence des deux définitions de 1, et i, est claire.
Si @ € @7, il existe une suite iy,...,4, € I telle que s; . ... .5, est une
racine simple et Vj s;,. ... .5, € ®*. Pour vérifier la coincidence des deux
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définitions de 1, et Y, on doit vérifier que, sii € I, o € ®t, 8 = s, € ®F
et eg = 3ice,, alors exp(reg) = 5. exp(ere,).5; | ; c’est la définition précise du
produit semi-direct PY™* =AY x URH\ (o} de 3.5. O

3.12. Comparaison avec le groupe a la Tits. — On a défini en 1.6 le groupe de
Kac-Moody minimal & = & 4. On choisit toujours ¢ comme & la remarque 3.5
et on prend les e, fo de 1.4 dans la base B de 2.6.

Pour un anneau k, les générateurs de &(k) sont les r,(r), @ € &, r € k
et t € Ty (k), on les envoie sur les éléments de méme nom dans GP™2(k).

PROPOSITION. — On obtient ainsi un homomorphisme de foncteurs en groupes
1:6 — GPma,

Démonstration. — Il s’agit de vérifier les relations (KMT3) a (KMT7)
dans &P™2(k). La relation (KMT3) espérée entre ro(r) et rg(r’) provient de
la relation constatée entre exp(adrea) et exp(adr’eg) dans Aut(ga). Comme
{a, B} est une paire prénilpotente, il existe ¥ finie close dans ® contenant «
et 3. D’aprés 3.11 on peut supposer ¥ C ®*. D’aprés la remarque 3.2.1 cette
relation est en fait constatée dans Uy?*, d’ot le résultat.

Les relations (KMT4) a (KMT6) n’impliquent que des éléments du groupe
réductif 2AY (qui est de rang 1), elles sont trivialement satisfaites.

Enfin (KMT7) est clair d’aprés 3.11. O

REMARQUES. — 1) L’homomorphisme i envoie aussi S, sur 1’élément de méme
nom de BP™2(Z) (pour « racine simple). L’image (1) de N est donc engendrée
par T4 et les 5, pour « racine simple. Par construction 4 est un isomorphisme
sur Ty et 8;,.....5;, # 1 sila décomposition s;,. ... .s;, est réduite (second
alinéa de 3.8). Donc ¢ est un isomorphisme de 9 sur (1) (que 'on note encore

2) En conjuguant par un élément n de M(Z) tel que “v(n) = w € WY, on
trouve dans BP™? un sous-groupe analogue & 4™2% mais associé¢ & wA*. Ainsi
®PMa ne dépend pas du choix de A' dans sa classe de W?-conjugaison. Par
contre ’algébre @p dépend a priori de ce choix et si on change AT en A, le
groupe obtenu B"™? est différent.

3) L’homomorphisme ¢ induit un isomorphisme du groupe i, sur le sous-
groupe de méme nom de GP™? : c’est clair par définition pour o € 1, on s’y
raméne pour o € &~ grace a 3.11.

PRrROPOSITION 3.13. — Si k est un corps, alors iy, est injectif.

N.B. — Si k est un corps, on notera souvent avec la lettre romaine correspon-
dante ’ensemble des points sur k& d’un schéma. La proposition nous permet
donc d’identifier G = (k) a un sous-groupe de GP™? = GP™? (k).
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Démonstration. — D’aprés [32, prop. 8.4.1] G est muni d’une donnée radicielle
jumelée entiére et donc d’un systéme de Tits (G, BT, N,S) avec BTNN =T.
Alors B .Ker(i) est un sous-groupe parabolique de G, mais par construction
il ne peut contenir aucun U_,, pour « simple, donc B*.Ker(i) = B* et Ker(i)
est contenu dans BT et tous ses conjugués. D’aprés [32, 1.5.4 et 1.2.3.v], I'in-
tersection de tous ces conjugués est réduite a T. Mais par construction i| est
injectif, d’ou le résultat. O

3.14. Comparaison des représentations. — 1) On a vu en 3.7.3 que, pour un
anneau k, 'algébre @Z est un B4 (k)—module. D’aprés 2.1.4 la restriction a
B+ (k) de cette représentation stabilise % (et gi) et y induit la méme repré-
sentation que la représentation adjointe de (k).

2) Pour A € XT, on a construit en 3.7.1 le module & plus haut poids M =
L(X) pour &P™2_T] est clair que la restriction & & (via ¢) de cette représentation
est la représentation classique & plus haut poids de &.

3) En 3.7.2 on a construit une représentation de U™?~ sur le complété négatif
M, » de M. Il est clair que la restriction & 44~ (via ¢) de cette représentation est
le complété de la représentation de & ci-dessus (restreinte a £17).

PROPOSITION 3.15. — Soit w = s;,.....S;, une décomposition réduite
dew € WY et p: F(W) := Pa,, X -+ X Po,,, — B(w) le morphisme de
multiplication. Si k est un corps, alors py est surjectif.

Démonstration. — 1l faut revenir un peu sur les définitions de 3.6. Le groupe
(Bmat)ym=1 agit sur F(w) par

(bl, e ,bmfl).(pl, e ,pm) = (plbfl, blpgbgl, ey bmflpm)
et €(w) est le quotient schématique; on note m le morphisme de passage au
quotient. Le schéma B(w) est laffinisé de &(w), on note v : E(W) — B(w) le
morphisme naturel. On a donc p = v o 7. On se place maintenant sur le corps
k (sans forcément le noter dans les noms).

Soit A € X+ un poids dominant entier régulier et L()\) la représentation
intégrable de plus haut poids A (cf. [26, p. 246] ou 3.7 ci-dessus) ; les groupes
Pmat et P, agissent dessus. On choisit un vecteur de plus haut poids ey ;
pour w € WY, e,n = wey € L(A\)yx est défini au signe prés et le sous-espace
vectoriel E,(A) = % .eu» est de dimension finie. De plus E,(\) C Ey,(\) siv <
w pour Pordre de Bruhat-Chevalley, mais si v < w, E,()\) a une composante
nulle sur ke,y. On note ¥, Padhérence de B™2T (k).ke,n dans E,()\); cest
une sous-variété affine fermée de E,(N). On a £,, = B(w)(k).key il contient
donc 3, si v < w (cf. [26, p. 64] formulé en caractéristique 0, mais qui se
généralise). Ainsi X, := Xy, \ U, <, Zv, contient I'ouvert de ¥, défini par la
non nullité de la coordonnée sur e, ).
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On a un morphisme ¢ de §(w) dans ¥, donné par la « formule naive »
¢(p1y---yPm) = P1.D2. ... .Dm-€x, il se factorise en un morphisme 7 de &(w)
dans ¥,, (cf. [26, p. 65, 66] en caractéristique 0) puis, comme ¥, est affine
et v une affinisation, en un morphisme £ : B(w) — X,,, simplement donné par
Paction de B(w) C &P™2 sur ey cf. 3.7.1. On a donc le diagramme :

n
T ~ u/—\
¢ S(ﬁ)%@(w)%%(w)?ﬂw.

Si v < w, il existe une décomposition réduite v de v « extraite » de w. Le
sous-schéma fermé de §F(w) formé des éléments dont le j-éme facteur est 1 si s,
est omis dans ¥ est isomorphe & F(¥). On obtient ainsi un diagramme dont
toutes les fleches verticales sont injectives :

On note €(w) = B(w) \ U, <, B(v) qui contient {~(X<). Par récurrence il
suffit de montrer que pu(F(w)) O €(w).

On note F(w) = €;, x --- x €;  ouvert de §(w) saturé pour le quotient
par (B™a+H)m—1 Mais Ci, = Bt B =4, .5 B et cette derniére
décomposition est unique. Donc 4;,.s;, X --+ x 4; .s; BT est un systéme

de représentants de €°(w) := F(w)/(B™aH)™"1 = 7(F°(w)) et (Bmat)m-1
agit librement sur F¢(w). Ainsi €°(w) ~ U;, x -+ x ;X B> est un ouvert
affine de &(w).

D’autre part ((wi, -Siy; - -+, Wi, -8i,, -b) = Siye « o 8i, UYL .. U bey avec u) €
U, pour B; = s4,. ... .5;(c;) € ®. En particulier la coordonnée de cet élé-
ment sur e, est non nulle; il appartient donc & X¢ : on a ((F°(w)) =
n(€(@)) C 5, ; done pu(3°(@)) C £-1(55) C €(uw).

Le complémentaire de §°(w) est réunion de sous-schémas fermés obtenus en
remplagant dans §(w) I'un des facteurs J3; par B2+ ce qui, dans 'image par
revient & supprimer ce facteur. Alors le processus de multiplication décrit dans
[27, p. 45] montre que 'image par 4 de ce sous-schéma fermé est dans un B(v)
pour v < w. Ainsi (@) D p~}(€(w)) et finalement F¢(w) = p~(€(w)). De
plus

Soit B(w); un ouvert principal de B(w) contenu dans €(w). Alors
v 1(B(w)f) = E(W) for, = E(W) for, ouvert principal donc affine de (w). On
a donc k[B(w)s] = k[B(w)][f1] = k[E@)][(f ov)™!] C k[E(D)][(f ov)™!] =
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E[€°(W) for] = K[E(W)for]. Mais &(w) est réunion de 2™ ouverts affines
(démonstration par récurrence selon l’esquisse des pages 54, 55 de [26]);
donc k[E(W)for] C k[E@)][(f o v)"!]. Ainsi k[B(w)s] = k[E(W)fo,]. Cela
prouve que v induit un isomorphisme de v~ (B(w)) sur B(w) et donc aussi
de €°(w) = v~ }(€(w)) sur €(w). On sait de plus que 7 induit un isomorphisme
du sous-schéma fermé ;,.s;, X --- x U; .s; B de F(w) sur (w). Donc my
est surjectif. O

3.16. Structure de BN-paire raffinée sur P™*. — On note 4T (resp. U~) le
sous-foncteur en groupes de BP™? engendré par les sous-groupes i, pour « €
&1 (resp. @ € ®7); il s’identifie via i (au moins sur un corps) avec le sous-
groupe de méme nom de . On a U+ C U™+, On rappelle que S = {s; | i € I}
est le systéme de générateurs de W et que I est 'image par ¢ du groupe de
méme nom de & (remarque 3.12.1).

PROPOSITION. — Si k est un corps, le sextuplet (GP™2 N, U™+ U~ T, S) est
une BN -paire raffinée (refined Tits system,).

REMARQUE. — On a donc (cf. e.g., [32, 1.2]) un systéme de Tits (GP™2, Bma+ =
TU™*,N,S), une décomposition de Bruhat GP™ = [] .\ UtnU™" =
I1,cn U™ tnU™*, une décomposition de Birkhoff GP™ =[] .\ U~ nU™*
et U- N NU™a = NnU™t = {1}

Démonstration. — Vérifions les axiomes de [22], voir aussi [32].

(RT1) : le groupe GP™2 admet bien N, U™+ U~ et T' comme sous-groupes.
Le groupe T normalise les U, (o € ®) donc aussi U~ et U™, il est distingué
dans N et N/T = W? est engendré par les éléments de S qui sont d’ordre 2.
Par construction GP™? est réunion des B(w) qui sont engendrés par des sous-
groupes P; (d’aprés 3.15). On a vu que P; est engendré par U_,, = §i~Uar§i_1
et BMat = TU™2F, Donc GP™? est engendré par N et U™+,

(RT2) Pour s = s; € S, Us = U™t N sU™ s est dans G qui est muni d’une
donnée radicielle jumelée (G, (Uy)aca, T') [32, prop 8.4.1] et d’apreés le théoréme
1.5.4del.c. on a Uy, = U,,. Un résultat classique dans le groupe A; donne donc
(RT2a); tandis que (RT2b) est clair. Enfin (RT2c) résulte de 3.3 (voir aussi
3.5).

(RT3) Soient u~ € U™, ut € U™ et n € N tels que v~ nu™ = 1. Alors n
et u~sont dans G ainsi donc que ut. On déduit de 'axiome (RT3) dans G [32,
1.54] que ™ =ut =n=1. O

COROLLAIRE 3.17. — Si k est un corps, UT = Ut(k) = &(k) N U™t (k)
et BY = BT (k) = 6(k) N B (k).
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REMARQUE. — Le sextuplet (G, N,UT,U~,T,S) est aussi une BN-paire raf-
finée (1.6).5 et [32, 1.5.4].

Démonstration. — On a deux systémes de Tits (GP™2 B™at N S) et
(G,B*,N,S), cf. 1.65. Donc GP™ = [], _ . B™FwB™+ et G =
Hyewe BfwB*. Comme BT C B™, on a B™" NG = B*. Mais
Bmat =T x U™+ et BT =T x Ut donc Bt nU™at =UT. O

COROLLAIRE 3.18. — Si k est un corps, linjection i induit un isomorphisme
simplicial &(k)—équivariant de l’immeuble S associé a & sur k sur l’im-
meuble fﬁ associé au systéeme de Tits (GP™*, B™aT N S). Plus précisément
ces deuz immeubles ont les mémes facettes et les appartements de 7} sont des

appartements de fﬁ, mais, en général, fﬁ a plus d’appartements.

Démonstration. — Les appartements sont isomorphes car associés au méme
groupe N. D’aprés 3.17 G/B™ s’injecte dans GP™2/B™a"  d’olt une injection
S} — J7. Mais, par construction, si o est s/ir\nple, c’est le méme groupe U,
qui est transitif sur les chambres (de .#} ou .#}) s,—adjacentes & la chambre
fondamentale C} (associée a BT), ce sont donc les mémes chambres. Par ré-

currence sur la longueur de galeries, on en déduit que ./} = /7. [

3.19. Changement de SGR. — 1) On a décrit ci-dessus le groupe a la Mathieu
Qiama associé¢ & un SGR ¢ libre, colibre, sans cotorsion et vérifiant de plus
une certaine condition de dimension (cf. 3.5). 1l est clair que cette condition
n’intervient pas dans les constructions de Mathieu, on peut donc s’en affranchir.
On a d’ailleurs vu en 1.3 que si  est libre, colibre, sans cotorsion il est extension
semi-directe d’un SGR ™" vérifiant de plus cette condition de dimension. On
en a déduit en 1.11 que & 4 est produit semi-direct de & ymar par un tore T;. De
méme QSf/}ma est produit semi-direct de & s, par ce tore T;. Ces décompositions
en produit semi-direct proviennent de la méme décomposition Ty = T gmat X Ty
et sont donc compatibles avec les morphismes de foncteurs ¢ de 3.12.

2) Soit J un SGR quelconque. D’aprés 1.3 il existe une extension centrale
torique J°° de f et une extension semi-directe J** de J°° qui est libre, colibre
et sans cotorsion. D’aprés les corollaires 1.11 et 1.12 & 4 est quotient de & s
par un sous-tore central Tp de T sec et & oot €st produit semi-direct de & 4 par
un sous-tore T3 de ¥ oot - Inversement & s est le noyau d’un homomorphisme
0 de QSVFC@ sur ¥3.

L’homomorphisme 6 s’étend au groupe &*_.7 (construit ci-dessus) : on prend

2
0 trivial sur i,lf:;sij', on connait 6 sur T e et les groupes 2; de 3.5, donc 6 est

défini sur %’;ij et les paraboliques 93; ; son extension & 6;2? découle alors de
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la construction de 3.6. On définit donc 052}21& comme le noyau de 6. Enfin 6i}ma
est le quotient (comme foncteur en groupes) de Qigffia par le tore Ts.

On a ainsi défini Qﬁf}ma et un morphisme de foncteurs i : & 5 — 63“” pour
tout SGR. .

Si ¢ est libre, colibre et sans cotorsion on a ainsi deux définitions de &,
Mais alors, d’aprés 1.3, 1.11 et 1.12, & e est produit direct de &y par T,
et @ jee produit semi-direct de & par Tz. Il est clair que (’5%{5& et @;‘;?
comme définis en 1) s’écrivent de la méme maniére comme produit semi-direct.
D’ou I'identification avec les groupes définis comme ci-dessus.

3) Fonctorialité. La construction de Mathieu est clairement fonctorielle en
pour les SGR libres, colibres, sans cotorsion et les extensions commutatives de
SGR. On a remarqué en 1.3.1 que les constructions J — J* et J* — J°
sont fonctorielles. Une extension commutative ¢ : J — J, définit donc un
morphisme de foncteurs en groupes QS;’sﬁ? — 65;:;?. Ce morphisme est com-
patible avec les homomorphismes 6 sur les tores ‘*Ig correspondants, il induit
donc un morphisme 6§$a — 622:;3. Ce dernier morphisme échange les tores T
correspondants, ce qui donne le morphisme 2™ : ngfma — QSgr*na cherché.

Le groupe QSZma est donc fonctoriel en f pour les extensions commutatives
de SGR (de maniére compatible avec la fonctorialité des groupes &, et les
morphismes i.). Par construction, si ¢ : J — J est un tel morphisme, &5™*
induit un isomorphisme de ilf;?” sur ilf;,” et le morphisme T, de T 5 dans Ty .
Si k est un corps, &7} induit I'isomorphisme &, de i,lj (k) sur ilj, (k) cf. 1.10
et 3.12.

4) PROPOSITION. — Les actions de & 4(k) par automorphismes intérieurs

~p “n
sur & g, 6%?5‘ ou B et ses actions adjointes sur Uz, Uy, ou Uy, se facto-

risent via G aay =: Adﬁ en des actions du groupe adjoint minimal &, (k) =
& giaa (k) =: BY4(k).

Si k est un corps, ces actions de 6dlad(k) sont fidéles, en particulier KerAdi
est le centre de & 4(k).

Démonstration. — D’aprés 1.10 le noyau de Adj est central dans & s(k)
et ®Y44(k) = Adi(® (k) T aa(k). Comme les actions de T,(k) sur
les groupes et algébres proposés se factorisent évidemment en des actions
de T jiaa(k) =: Tﬁ/}?d(k), on a clairement des actions de Qﬁfjd(k) qui permettent
de factoriser via Adf, les actions de & (k) (voir 1.8.2).

Si k est un corps, l'intersection des normalisateurs dans & 4(k) des groupes
radiciels U, (k) est (k) [32, 8.4.1ii)]. Donc le noyau de ’action par conjugai-
son de @ﬁ}d(k) est dans Ti}‘d(k). Mais on connait bien Iaction de ce tore sur

TOME 144 — 2016 — N° 4



GROUPES DE KAC-MOODY DEPLOYES SUR UN CORPS LOCAL 651

les groupes i, (k), pour ¢ € I. On en déduit que les actions par conjugaison
de Q5fjd(k) sont fidéles.

Pour les actions adjointes, le stabilisateur de UL ou ‘ZZJF contient B,

9 (/J'k dk (/jlad
donc est un sous-groupe parabolique ; comme il ne contient aucun élément non
trivial de W7, il est réduit a B:fflad. En raisonnant de méme avec ?,Z;k ou @dk’
on trouve que le noyau de l'action est dans B;’lad N BJM = T(/jlad(k). Mais
Paction de ce dernier tore sur les e; (pour i € I) est bien connue, donc le noyau
est trivial. O
3.20. Comparaison avec les groupes de Kac-Moody a la Kumar. — Dans [23,
6.1.6 et 1.1.2] S. Kumar considére un SGR vérifiant les mémes conditions que
celles demandées par O. Mathieu (cf. 3.5). On reste donc dans ce cadre et bien
str on se place, comme Kumar, sur le corps C.

Pour O clos dans A7, les groupes Ug, T et N définis dans l.c. 6.1 s’iden-
tifient clairement & U™, T et N définis ci-dessus. De méme pour une partie
de type fini J de I, le groupe parabolique P; de Kumar s’identifie au groupe
P(J) = G(J) x Uyt de 3.10, en particulier les deux définitions des parabo-
liques minimaux P; coincident.

On a vu que (GP™2, Bmat = TU™*+ N, S) est un systéme de Tits. D’aprés
[l.c. 5.1.7] GP™® est le produit amalgamé des sous-groupes N et P;. Mais c’est
exactement la définition de l.c. 6.1.16 du groupe de Kac-Moody a la Kumar.
Donc sur C les groupes a la Kumar et & la Mathieu coincident.

L’injection ic de 3.12 permet d’identifier (C) et le groupe minimal a la
Kumar [23, 7.4.1].

4. Appartement affine et sous-groupes parahoriques

On considére dorénavant un SGR fixe J qui est libre et le groupe de Kac-
Moody & ; associé sur un corps K. On a vu en 1.3 et 1.11 que si J est un SGR
non libre, & 4 est un sous-groupe d’un groupe & gt avec dz libre. Toute action
de & 4 (K) sur une masure induira donc une action de & (K) sur celle-ci. On
peut noter que P'essentialisé de la masure de & (K) ne dépend pas du choix
de dg : les appartements sont des espaces affines sous Homy(Q,R). C’est le
choix fait par B. Rémy pour ses réalisations coniques d’immeubles jumelés.

On abrégera fréquemment & (K) en G4 ou méme G. On notera avec la
lettre romaine correspondante les points sur K d’un foncteur en groupes noté
avec une lettre gothique ; de méme pour les morphismes de foncteurs.

A partir de 4.2, le corps K sera supposé muni d’une valuation réelle w.
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4.1. Comparaison avec [34] et [36]. — Le quintuplet (V, W (a)icr, (@) )ier, Aim)
de 1.1 satisfait aux conditions de [36, 1.1 et 1.2.1], on est dans le cas Kac-
Moody (modérément imaginaire). On peut en particulier définir dans V' des
facettes vectorielles et des cones de Tits positif ou négatif £ [36, 1.3]. Ces
notions sont également introduites dans [34, 1.1 & 1.3] o & est noté A”. On
note C} = {veV]|a(v) >0,Ya € &} la chambre vectorielle fondamentale,
donc I = W”.@;. Une facette vectorielle est dite sphérique si son fixateur
(dans W?) est fini i.e., si elle est contenue dans +£&° (intérieur du cone de
Tits).

D’aprés 1.6 le groupe de Kac-Moody G contient un sous-groupe T et des
sous-groupes radiciels U, pour a € ®, chacun isomorphe au groupe additif
(K,+) par un isomorphisme z,. Le triplet (G, (Us)aca,T) est une donnée
radicielle de type ® au sens de [34, 1.4]. Le groupe N défini dans [34, 1.5.3]
coincide avec celui de 1.6.4, il est muni d’une application surjective v¥ : N —
W? de noyau T

On reprend, sauf exception signalée, les notations de [34, § 1]. On a en par-
ticulier un immeuble .#} dont les appartements sont isomorphes a A = &,
mais aussi un immeuble .#” dont les appartements sont isomorphes & —. Ces
deux immeubles sont jumelés [32] ; comme dans [34] on ne garde que les facettes
sphériques dans .#7. On a déja vu ces immeubles de maniére combinatoire en
1.6.5, mais on les verra désormais sous la forme de ces réalisations coniques.
En 3.18 on a vu que GP™?* (resp. G"™*) agit sur ¥} (resp. .#7).

4.2. Lappartement affine témoin A. — 1) On suppose dorénavant le corps K
muni d’une valuation réelle non triviale w, et ainsi A = w(K*) est un sous-
groupe non trivial de R. On note ©) 'anneau des entiers de (K,w) et m son
idéal maximal.

On note A D’espace vectoriel V' considéré comme espace affine ; on note ce-
pendant toujours 0 ’élément neutre de V.

Le groupe T' = T(K) agit sur A par translations : sit € T', v(¢) est ’élément
de V tel que x(v(t)) = —w(x(t)), Vx € X. Cette action est W —équivariante.
D’aprés le raisonnement de [34, 2.9.2] on a :

2) LEMME. — Il existe une action affine v de N sur A qui induit la pré-
cédente sur T et telle que, pour n € N, Uapplication affine v(n) admet v¥(n)
comme application linéaire associée.

3) L’image de N est v(N) = Wyp, = WY x (Y ® A). Son noyau est
H=Ker(v) = 0" ®Y = T(0).
4) Par construction le point 0 est fixé par les éléments m(zq,(£1)) = 'é"_t(ll

et donc (par conjugaison : (KMT7) ) par tous les S,, pour @ € ®. D’apreés
(KMT6) pour u # 0, m(za(u)) = 5_o(u™!) = 5_4.(—a)V(v) = aV(u).3_4
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et a(v(aV(v))) = —w(a(a¥(u))) = —w(u?) = —2w(u). Donc v(m(z.(u))) est
la réflexion 7, 4,y par rapport a hyperplan M(a,w(u)) = {y € V | a(y) +
w(u) = 0}, c’est-a-dire 'application affine d’application linéaire associée s, et
d’ensemble de points fixes M (a, w(u)).

5) Définitions. L’appartement affine témoin A est lespace affine A (sous
Pespace vectoriel V' muni de W?, ® et A) muni de l'ensemble M des murs
(réels) M(a,k) = {y € V | a(y)+ k = 0} pour @« € ® et k € A et de
I'ensemble " des murs imaginaires M(a, k) pour a € Ay, et k € A. L’espace
D(a,k) ={y € V| a(y) + k > 0}, défini pour a € X et k € R est un demi-
appartement si o« € ® et k € A. On note D°(a, k) = {y € V | a(y) + k > 0}.

Ainsi A satisfait aux conditions de [36, 1.4] (3 une variante prés pour J’,
cf. Lc. 1.6.2); il est semi-discret si et seulement si la valuation w est discréte.
On choisit £y = 0 comme point spécial privilégié. On reprend les notations de
[36] (sauf pour PV, QY et cl, voir ci-dessous). On notera les ressemblances et
différences avec [34, §2|. Le cas A = Z est traité dans [17, §2 et 3.1].

On note Q¥ =3, ;Zay et PY ={y e V| a;(y) € Z,Yi}. Donc Q¥ CY C
PY CV.

On consideére des filtres de parties de A comme définis dans [5, I § 6] et utilisés
dans [36] ou [17]. Pour un tel filtre F' de parties de A, on a introduit dans l.c.
plusieurs variantes d’enclos : si # C X \ {0}, clp(F) est le filtre formé des sous-
ensembles de A contenant un élément de F' de la forme [,c» D(c, kq) avec
pour chaque &, ko € AU{+00} (en particulier chaque D(«, ko) contient F'). On
note cl(F) = cla(F), cI¥(F) = clg(F). On définit aussi (selon Charignon [13])
cl# (F) comme le filtre formé des sous-ensembles de A contenant un élément
de F de la forme (\_; D(a;, k;) ot a1,...,a, € ® et k; € AU {co0}. On
a cI?(F) D cI*'(F) D cl(F) D conv(F) (enveloppe convexe fermée de F);
cl(F) et cl®(F) coincident avec ceux définis dans [36]. Un filtre F est dit clos
si F' = cl(F) et, quand on ne précise pas, ’enclos de F' désigne cl(F).

Une facette-locale de A est associée & un point x de A et une facette vectorielle
F? dans V; clest le filtre F¢(x, F¥) = germ,(z + F?). La facette associée a
FY(x, F?) est le filtre F(x, F?) formé des ensembles contenant une intersection
de demi-espaces D(a, ko) ou D°(a, kq) [un seul k, € AU{+o0} (resp. k, € RU
{+0o0}) pour chaque a € ® (resp. a € A'™)], cette intersection devant contenir
F%(z,F") i.e., un voisinage de = dans x + FV. La facette fermée F(z, F?)
est 'adhérence de F(z, F) et aussi cl(F¢(z, F?)) = cl(F(z, F?)). Les facettes
F'z,Fv), F(x,F) et F(x, F¥) sont dites sphériques si F¥ Dest.

Ces définitions de facette, facette-locale ou facette fermée coincident avec
celles de [36]. S’il existe & € Ay avec a(x) ¢ A, il se pourrait que F'(z, FV)
soit légérement plus petite que la facette définie dans [17]; les facettes locales
et fermées sont les mémes, cf. [36, 1.6.2|.
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6) Le groupe de Weyl. Pour « € ®, il est clair que le groupe de Weyl (affine)
W, engendré par les réflexions par rapports aux murs, contient les translations
de vecteur dans Aa". Ainsi Q¥ ® A (noté QY dans [36]) est un groupe de
translations de V, contenu dans W et invariant par W¥. On a W = W" x
Q" ®A).

Le groupe Py = A.PY = {y € V| a;(y) € A,Vi} est noté PV dans [36]. Ainsi
Wp = W x PY est le plus grand sous-groupe de Wi¢ = W" x V stabilisant
(et ).

Comme N est engendré par T' et les 5,, il est clair que v(N) = Wy =
WYx (Y®A).Ona: W C Wy C Wp C WE.

7) Valuation des groupes radiciels. Pour o € ® et u € U,, on pose @, (u) =
w(r) si u = z4(r) avec r € K. Les ¢, forment une valuation de la donnée
radicielle (G, (Uy,),T) [34, 2.2]. Voir aussi [13]

On considére le monoide ordonné R de [6, 6.4.1] formé d’éléments 7, rT
(pour 7 € R) et oo vérifiant r < 7 < s < sT < 0o si r < s. On note A
'ensemble des éléments de R qui sont borne inférieure d’une partie minorée
de A. On a A = AU {oo} si A est discret et A = AU {oo} U{rt | 7 € R}
sinon. Les idéaux fractionnaires de ) sont indexés par A :a )€ A on associe
Ky={re K|w(r)> A}

Pour A € A et a € ®, Uar = {u € Uy | po(u) > A} est un sous-groupe
de Uy;on a Uy oo = {1}.

4.3. Premiers groupes associés a un filtre ) de parties de A. — On considére un
filtre Q de parties de A, comme en 4.2.5.

1) Pour a € X, soit fi(a) = fo(a) = inf{A € A | Q C D(a,\)} = inf{) €
Al a(®) 4+ C[0,400[} € A. Pour o € A (resp. ®, X) fo(e) ne dépend
que de cl(R) (resp. cI¥(Q) ou cl*(Q), conv(2) D Q). Si Q est un ensemble,
fa(a) # A1, Va € X, VYA € A. Cette fonction fq est concave [6] : Vo, 3 € X,
fala+ B) < fa(a) + fa(B) et fo(0) = 0.

On dit que Q est presque-ouvert si Va € @, fo(a) + fo(—a) > 0. On dit
que Q est étroit si aucun mur ne sépare ) en deux, autrement dit si Va € @,
fa(a) + fa(—a) = 0 ou 0" ou (dans le cas discret) inf{\ € A | A > 0} et s’il
n’existe pas de A € A avec fo(a) = A1 et fo(—a) = (—A)T.

2) Pour a € @, on note Uy o = Uy f5(a); Ug(za)
par Uy 0 et U_q4,0 et on note Néa) =NnN Usga).

On définit Up comme le groupe engendré par les U, o (pour o € @) et Ué{ =
UaNU?* ; on verra (4.12) que Ug (resp. U )n’est pas forcément égal au groupe
Uas™ (resp. Uy ™) engendré par les U, o pour a € ®F (resp. a € ®7).

est le groupe engendré

Le groupe N§ (C N NUg) est engendré par tous les nga) pour a € ®.
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Tous ces groupes sont normalisés par H et on peut donc définir N®i* = H N
et P2in = HUq. Ces groupes ne dépendent que de I’enclos cl(2) de Q et méme
que de cl#(Q). Si Q € ', on a Ug D Uy, ete.

3) LEMME. — Soient o € ® et Q un filtre comme ci-dessus.

a) U = Uy qU_00 NS =U_oqUsa NS,

b) Si fola)+ fa(—a) >0, alors NS € H. Si fo(a) = —fo(—a) =k € A,
alors V(Ng(la)) ={rax 1}

c) NS({X) fize Q, i.e., Vn € Néa), il existe S € Q fize point par point par v(n).

Démonstration. — Cf. [17, lemma 3.3]. O

4) Le groupe WZ'in = y(NZ") = N2in /H est engendré par les réflexions
Tak Pour a € & et k € A tels que Q C M(a, k). Il est contenu dans le fixateur
Wq de Q2 dans W. Il y a bien stir égalité si 2 est réduit & un point spécial,
mais aussi si 2 est une facette sphérique et si A est discret. En effet dans ce
dernier cas 'image de Wq, dans W7 fixe une facette vectorielle sphérique et on
est ramené au cas classique oi W est produit semi-direct d’un groupe de Weyl
fini par un groupe discret de translations; ce cas est traité dans [6, 7.1.10] et
ne se généralise pas si A est dense. D’aprés 4.12.4 ci-dessous il ne se généralise
pas non plus au cas non classique (i.e., non sphérique).

4.4. Algebres et modules associés au filtre Q. — 1) Pour a € A et A € /~X, on
Pose o\ = Gaz ® K €t ga,0 = ga,fo(a)- De méme hy = hz ® 0. Par concavité
de fq, il est clair que go = hp ® (D,ca Ja,0) est une sous—f—algebre de Lie
de g =9z ® K.

On peut de méme considérer les complétions positive et négative : ﬁg =
(D<o 90,2) Do @ ([Iaso 9a,2) et 8y = (Buzo 9a.2) &b @ ([[aco 9a.0)
si  est un ensemble, sinon g¢, = Uqcq 89 €t 86 = Ugcq 86

Ces algébres ne dépendent que de cl(2). Par contre cI*(Q) ou cl#(Q) pour-
raient étre insuffisants pour les déterminer.

2) L’algebre enveloppante entiére %4 est graduée par @ C X. On peut
donc définir Uq = @aeQ Uao avec Ua o = Uya @7 Kooy Cest une
sous—@)—bigebre graduée de Uy x = Uy ®z K. Le terme de niveau 1 de la
filtration induite par celle de % x est O @ go. On peut avoir Ug # Uci(q)-

On peut considérer la complétion positive @g (resp. négative @g) de Uq
pour le degré total (resp. son opposé); c’est une sous-algébre de ‘/L\ZI;( (resp.
Ug)-

3) Soit A un poids dominant de Ty (i.e., A € X*). On a construit en 2.14
une forme entiére Lz(A) du module intégrable L(A) de plus haut poids A. Tout
poids de M = L()) est de la forme . = A—v avec v € Q. Pour p € X et r € A,
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on pose Ml’a’” = Lz()\)/_t ®z K, puis MH’Q = MNva(M) et Mg = @MEX MM7Q;
en particulier My o = Ky, (1)-vx- Par concavité de fq, il est clair que Mq est
un sous—/fl\lg—module gradué¢ de M ® K. On peut avoir Mg # Mcq), mais
Mg ne dépend que de clgp)(22) ot P(M) est 'ensemble des poids de M.

On peut considérer la complétion négative de Mg : Z/W\{{ = ]_[VEQJr My_v 0
si © est un ensemble et M = g cq MG sinon. Il est clair que My est un
sous—‘/l\lg—module gradué de MeK.

Bien siir on construit aussi Mg et sa complétion positive J/\K[\S pour un module
intégrable M A& plus bas poids A € —X .

4.5. Groupes (pro-)unipotents associés au filtre Q. — 1) Soit ¥ C AT un en-
semble clos de racines. On lui a associé une Z—bigébre %(¥) (2.13).2 et 3.1.
On peut donc définir U(P)o = D,cq+ U(V)a,0 (avec U(V)a,0 = U(T)a ®
K4 (a)) ; c’est une sous—f)—bigebre de %Uq et de %(¥) ® K (plus précisément
leur intersection).

2) Le plus simple pour associer & %(¥)q un sous-groupe de Yp?(K) semble
étre de procéder comme suit :

Si 2 est un ensemble on considére la complétion %(V)o = [ co+ U(¥)a0;

c’est une sous-algebre de % et de % k() et elle contient [exp]\z pour = € g,z
et A € Ky,(q). Le monoide UG*(¥) est l'intersection de @(\II)Q ou % et
de UP*(K) (qui est un sous-groupe des éléments inversibles de Uk (¥)). On
sait que I'inverse d’un élément de UJ?(K) est son image par la co-inversion
7 et il est clair que @(\I/)Q est stable par 7 (car 7 est graduée et stabilise
U(P)). Ainsi US?*(¥) est un sous-groupe de UJ?(K). D’apres 3.2 il est clair
que US?(V) est formé des produits Hze%\p [exp]Ae.z pour Ay € Ky, (pas(a)) (il
suffit de raisonner par récurrence sur le degré total).

Si Q2 est un filtre, le groupe UG?(¥) est la réunion des UZ?(¥) pour Q' € Q,
donc encore l'intersection de UP*(K) et de @(\II)Q =Ugqrea @(\IJ)Q/

3) On sait que G et UP*(K) s’injectent dans &P™?(K) (3.3)a, 3.6 et 3.13.
On note donc U™ (V) = GNUZ*(¥). On a aussi US™(¥) = Ut NUS*(T)
puisque Ut = GNU™** (3.17). Pour un filtre on a US™ (¥) = Ugcq UH" (V).
Bien str US™" := US™(A™) contient U (et U™ := Ug™(A™) D Ug).

4) Remarques : a) Le sous-groupe H = T(0) de T = T(K) stabilise les
algébres et modules construits en 4.4 ou ci-dessus. Ainsi H normalise U5?(¥)
et U™ (D).

b) Comme @(\I!)Q est une sous-algébre de % et de @K(W), il est clair
que les groupes US?(0) et US™ (V) stabilisent ‘/L\lg et g, pour laction adjointe
de Up*(K) sur /2\/;{, cf. 3.7.3.
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c) Pour o € ® et ¥ = {a}, le groupe UF*(V) est égal & Uy o C Uy C G et
isomorphe & Ky, (o) Par zo : 7 — exp(re,) (défini en 4.2.7).

d) Si Q C @, on a US*(V) D US*(V) et US™(¥) D UH"(¥). Si Q est la
réunion d’une famille (9;);cn de filtres, alors fqo est le sup (pris dans 1~\) des
fa, et U(W)a = Nijeny U(W)q,. Ainsi UF*(¥) = ey UGH(¥) et UG (V) =
Nien UG (D).

e) Pour Q = {0} C A,ona Ug = Uy®20, U(V)q = Uy(V)®70, US> (V) =
Uy (0).

f) US*(¥) et US™(¥) ne dépendent que de cl(R2) (cela pourrait étre faux
pour cl*(Q) ou I (Q)).

5) LEMME. — Soient ¥/ C ¥ C A" des sous-ensembles clos de racines.

a) US2(V') (resp. US™ (¥')) est un sous-groupe de US*(V) (resp. US™(V)).

b) Si U\ U est également clos, alors on a des décompositions uniques
Ug(¥) =Ug>(¥).Ug*(¥\ W) et U5™(¥) = U™ (¥).U5" (¥ \ ¥).

c) Si ¥ est un idéal de ¥, alors US*(¥') (resp. US™(¥')) est un sous-groupe
distingué de US*(¥) (resp. US™ (Y)) et on a un produit semi-direct si, de plus,
U\ U est clos.

d) Si a € At est une racine simple, on a U5*T = Uy o x UZ2(AT\ {a})
et US™ = U, ox UZ™ (A+\{a}). Les groupes US*(AT\{a}) et US™ (A+\{a})
sont normalisés par HU((ZQ).

Démonstration. — Le a) est clair. Pour le b) et le ¢) on a des décompositions
analogues dans 43*(K) (3.3) et, par exemple, US*(¥') = UP2(K) N ‘/Z\/;l, d’ou
les résultats par intersection (puisque %4, est graduée). La premiére partie de d)
résulte de c). On sait donc que US? (AT \{a}) et US™ (A1 \{a}) sont normalisés
par H et U, . Le méme raisonnement avec A* remplacé par s,(AT) = At U

{=a}\ {a} montre qu’ils sont aussi normalisés par U_, g, d’ou la conclusion.
O

6) On a vu en 3.5 que 4%, (,,(K) est normalis¢ par G =AY (K) =
(T, Uy, U_y). Cela signifie en particulier que $_, x YR\ (o} = Sa (UR%). On
peut donc ainsi définir dans &P™# un groupe U™?(wA™) pour tout w € W?.

7) Dans toutes les notations précédentes un + (resp. un —) peut remplacer
¥ quand ¥ = AT (resp. ¥ = A7).

On considére aussi le groupe de Kac-Moody négativement maximal &™™m2
construit comme BP™? en échangeant AT et A~. Plus généralement on peut
changer p en n et &+ en F dans ce qui précéde pour obtenir des groupes similaires
(avec des propriétés similaires) dans le cas négatif.
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PROPOSITION 4.6. — Soit Q un filtre de parties de A. Il y a trois sous-groupes
de G associés a Q et indépendants du choiz de A" dans sa classe de W -conju-
gaison.

1) Le groupe Uq (engendré par tous les Uy o) est égal a Uy = Uy .Us . NE =
Ug .Uy .NE.

2) Le groupe US™ (engendré par les groupes US™ et Ug) est égal o US™ =
Us™t.Ug .N4.

3) Symétriquement le groupe U™ (engendré par les groupes Uy™ ™ et Uq)
est égal 6 U™ = U™ .UZ . NE.

4) On a :
i) UyNN=Ng ii) US" NN = Ng
iil) Ug N (N.UF) = NL.UZ iv) US™ N (N.UY) = Ng.US™*
v) UgNU* =UZ vi) US™ N U+ = Us™t

et symétriquement pour UG™.

Démonstration. — On refait la preuve de [17, prop. 3.4] en utilisant 4.5.5, 4.3.3
et la remarque 3.16. O

REMARQUES. — a) Le groupe H normalise Ug, Ug, Uy, Ng&, Ugmt, ugr—,
UE™ et US™. Le groupe NZi» = HN¥ est contenu dans le fixateur N de Q.
On note P§" = HU,, PE™ = HUS™ et P3™ = HUZ™. Ces trois groupes
vérifient les mémes décompositions que 1), 2) et 3) ci-dessus en remplagant N
par N2, On verra en 5.14.2 que P™ = P5™ quand ) est un point spécial ou
quand 2 est une facette sphérique et la valuation est discréte.

b) Légalite Ug = US™" est équivalente a US™ = U, ; on verra en 5.7.3
qu’elle n’est pas toujours satisfaite. En dehors du cas fini ci-dessous, il ne semble
pas facile de déterminer quand cette égalité a lieu. Voir aussi [18, Remark 3.4]
pour le cas affine non tordu.

¢) On montre également au cours de la preuve de 4.6 que Ugm‘k.USm*.Ng
ou US™~.US™ . N ne dépend pas du choix de A+ dans sa classe de W*-conju-
gaison.

d) Dans le cas classique des groupes réductifs, on a G = GP™* = G"™a
Ugt =US = UZ*T = US™" et Uy~ = Uy = US*™ = US™ . De plus U,
(= U§™ = UZ™) est le méme que le groupe défini en [6, 6.4.2 et 6.4.9]. Le
groupe P5'" est noté P par Bruhat et Tits.

PROPOSITION 4.7. — Décomposition d’lwasawa
Supposons § étroit, alors G = UTNUq.

Supposons de plus Q2 presque-ouvert, alors Uapplication naturelle de v(N) =
Wy = N/H sur UT\G/HUg, est bijective
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Démonstration. — Voir la preuve de [17, prop. 3.6]. O

REMARQUES. — 1) On a aussi G = U~ NUg, et, de la méme fagon avec les
groupes maximaux GP™® = U™t N et GMM2 = U™a~ N,

2) Ainsi quand 2 est étroit, tout sous-groupe P de G contenant Uqg peut
s'écrire P = (PNU*N).Uq. Side plus PNUTN = U{.Np avec Uy = PNU*
et Np = PNN ona P = Uj;.Np.Ug et, si Np C Ng, P = U5.Ug .Np cf. 4.10.

4.8. Représentations des groupes associés a 2. — 1) Supposons que 2 est un
ensemble. D’aprés 4.5.4b le groupe Uma+ stabilise @g et gf, pour l'action
de U™t sur ‘/Z\li( Le groupe U™" stabilise %k et gx pour I'action adjointe
de G et U™ cf. 2.1.4. Les deux actions coincident sur U+ C GNU™*, Donc
US™t = GNUZ™T = UTNUZ* (4.5.3) stabilise Ug = ‘ZJQH‘MK et go = ghNgK
pour l'action adjointe de G.

De méme Uy™™ stabilise %q et go. Ainsi %Uq et go sont stables par U, o
pour tout a € ® et donc par Ug.

Finalement on sait que %, et go sont stables par les groupes Ug, US™, US™
et H (qui normalise les trois autres) (4.5.4a et 4.6a). Ce résultat est encore
vrai si § est un filtre, car alors tous ces objets sont réunion filtrante des objets
correspondant a Q' € Q.

2) Soit M = Lz(A) un %—module & plus haut poids comme en 4.4.3.
Supposons dans un premier temps que Q est un ensemble. Comme Mg est
un ’ZJQ module, le groupe US*" C (‘MQ)* stabilise Mq pour l'action de GP™*
cf. 3.7. Ce module Mg est en particulier stable par US™" et les groupes U, o
pour a € ®F.

Comme J\//f{{ est un (/Z\Jg—module, le groupe Uy*™ stabilise ]\//.78 , pour la re-
présentation de U™?~ sur ]\7}9 (cf. 3.7) qui induit sur U~ la méme action que G
(3.14.3). Comme G stabilise Mg, le groupe Uy = GNUZ* =U" NnUZ*™
stabilise Mo = Mg N J\//jg

Ainsi le sous-module Mq de Mg est stable par 'action de U8m+ et Ug™ .
Ce résultat est encore vrai quand € est un filtre.

Le groupe Ug est engendré par les U, o pour a € ® qui sont dans Ungr ou
U™~ . Ainsi Mg est stable par Uy, Ug, U™ et UZ™. On sait aussi qu'il est
stable par H.

3) Ces résultats sont encore vrais, mutatis mutandis, pour des modules a
plus bas poids.

DEFINITION 4.9. — Si (2 est un ensemble, on considére le sous-groupe ]SQ de G
formé des éléments stabilisant %q et Mq pour tout module M a plus haut ou
plus bas poids (comme en 4.4.3). On note No = N N Pg,.
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D’aprés 4.8 le groupe Pq contient U, UZ, U™, U™ et H. D’aprés la
remarque 4.7.2 il est utile de déterminer ﬁg NU*N, voir 4.11.

On note & la réunion de A et de tous les ensembles de poids des modules M
ci-dessus. Le groupe Po ne dépend que de clyp(€2) (et non seulement de cl(£2)).

4.10. Conjugaison par N. — Soit n € N, on peut écrire n = ngt avec ng
dans Ng = M(Z) (le groupe engendré par les m(z,(+1)) qui fixe 0) cf. 4.2.4,
VWn)=weWvetteT.

1) Pour M = Lk () un module & plus haut ou plus bas poids ou M = gx ou
M=Ux,peXetr e R,onanM,, = My, riuu)- Considérons également
Paction sur A : nD(u,r) = noD(p,r + w(p(t))) = D(wu,r + w(p(t))). Donc
r > fa(p) © Q C D(u,r) & v(n).Q C D(wu,r + w(p(t))) < r+w(p(t)) >
fomy.o(wp) et ainsi f,(y.0(wp) = fa(p)+w(p(t)). Finalement nMq = M, (n)0-

Ainsi ﬁy(")_g = nPon~1 ; en particulier le fixateur ﬁﬂ de Q dans N (pour
Paction v) normalise Po. On a vuen 4.3.4 que Ng» = HNg C ]/\\79

2) On a aussi nUa,Tn_l = Uya,r+w(u(t), donc nUgn™! = Uu(ny.0
nNgn=1 = NYnyq et N normalise les groupes Ug, Po, Ng et Ngn,

3) D’aprés 1) on a Ad(n)Ug(¥) = Uy (n).o(w¥) pour ¥ C AT, Pour n =
m(zq(£1)) (a racine simple) et ¥, = AT N s, (AT) = AT\ {a}, on peut
passer aux complétés : Ad(n). Ug (V) = EL\ZZ:(")_Q(\IIO‘). Donc nUS? (¥, )n~t =
U;?Z)‘Q(\Ifa) ; plus précisément pour 3 € ¥,, = € ggz et A € K, n.[exp|A\z.n~!
est une exponentielle tordue associée & X' = A\3(t) € K et Ad(no).x € g, (p)z
et cela passe aux produits infinis.

D’aprés 2) et 4.5.6 on a nUS*(AT)n~! = Utay (wA™Y) si w = sq. Ce
résultat s’étend alors au cas général pour w. Par intersection avec G, on a
nUS™(AT)n~! = Uf(rz)ﬂ(wA"’).

D’aprés 4.6, on a nUS"n~! = US(TL).Q et nUA™n =1 = Ujtny - En particulier

N 3 pm nm
Nq normalise U, et U5™.

LEMME 4.11. — Si Q est un ensemble, PoNUTN = U5m+.NQ et PoNU~N =
Ug™ ™ .Nq. De plus Nq est le stabilisateur (dans N pour laction v sur A) du
P—enclos clp(Q) de Q, il normalise Ug, US™, U™~ ...

N.B. En particulier NQ D ]VQ D N{)“in.

Démonstration. — On refait la preuve de [17, 3.10] car il y a quelques change-
ments substantiels.

a) Soient n € N et u € U™ tels que un € Pq et w = v*(n). Pour U = Mg
ou go ou Uq, g € P et u, 1’ € X, on définit ,|g|, comme la restriction de g &
M,, suivie de la projection sur M, (parallélement aux autres espaces de poids).
Pour tout p € X, ywulun|y, = wpulnl, et n =€, wuln|, (en un sens évident),
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donc n € Nq. Ainsi Po NUTN = (ﬁg N U"‘).]Vg. 1l reste a déterminer N
et PoN U™ (ainsi que Po N U™).

b) On a vu en 4.8 que Ugm+ C Pq N U*. Inversement soit v € U™at
stabilisant %q et donc @g On peut écrire u = Ha cA+ Uq avec les conventions
suivantes : l'ordre des facteurs u,, est tel que la hauteur croit de droite a gauche
et, pour @ € AT, u, = [expltai€al- - - - -[€XD|tasas AVEC €41, - - -, €qs UNE base
de goz et les t,; dans K (si « € ®* on a s = 1 et [exp] = exp). Nous allons
montrer que u € U5 et pour cela que, Va € AY, w(te;) > fo(a). Par
récurrence on peut supposer que c est vrai pour u, & droite de u,, alors ces

Uq sont dans Ug, DAt et stabilisent ‘ZZQ, on peut donc les supposer égaux a 1.
Donc u = (Hht(ﬂ)zm(a) ug).Uq et ainsi 4|ulo = oltalo-

Choisissons un élément h € B, (base de bhz) tel que a(h) = m # 0;
quitte a changer h en —h et donc & utiliser une autre base de %y, on
peut supposer m > 0. Par ailleurs Ad([expltaiai) = D.oeg ths ad( )

p=0 “ai
et Ad(us) (") a pour terme de poids a lexpression > ;_; ta;ad(eq) () =

i taileai () = (Bea) = -Xi tmeax(’”j(h)) - () =
a(h)

n—gq

— Y taieai(Xng () (

€ai (Z) pour 1 < i < set g € N font partie d’'une base de %7, on doit avoir

)) et doit étre dans %,gq. Comme les

h
w(tm<a( )>)ng(oz)pour1§i§setan—l.Pournzmetquon

obtient le résultat cherché w(ty;) > fa(a)

c) Reprenons les notations de 4.10 : nM,, , = My r4w(u)) et nD(p,7) =
D(wp, 7 +w(p(t))). Donc n € Py si et seulement si, Vi € P, fo(u) +w(u(t)) =
fa(wp) cest-a-dire nD(u, fo(u)) = D(wp, fa(ww)); c’est équivalent au fait
que n stabilise 'ensemble clg(€2).

Le groupe Ng normalise Uq, U5m+, Ua™™, ... car ces groupes ne dépendent
que de clgp(Q). O

EXEMPLES 4.12. — 1) Soit z un point spécial de A et Q = {z}, alors cly(z)
est une partie bornée de {y € A | a(y) = a(z),YVa € &} = cl(z), car tout
élément de X est combinaison linéaire & coefficients dans QF d’éléments de &.
Donc N, = N, = N2 (car p?(NPIR) = W cf. 4.3). D’aprés 4.7 et 4.11, on a
P, = Upmt Nmin [, = Upmt [, Nmin — ppm — pm,

2) Si de plus £ = 0 est origine de A, ona gy =gz et My = Mz ® 0
pour tout module & plus haut ou plus bas poids. Il est clair que ces modules
sont stables par &(0) (3.7) et 3.14. Donc Py D &(0). On a H,U, C &(0) par

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



662 G. ROUSSEAU

construction et aussi Uy ™ = 4+ (0). Comme Uy*t = Umat(0) (3.2 et 4.5.2),
on a UP™ = Ut (K) N yumat(p).

On se demande si cette derniére intersection est égale a U+ (0) C ﬂ;(@)
(resp. il;(@)) (voir 1.6.5). Cela prouverait que Py = PP™ = PM™ — &(0) (resp.
peut-étre G (0)). Un résultat analogue a été prouvé dans [17, 3.14] quand le
corps résiduel de K contient C. Mais il concerne le groupe minimal & a la
Kumar avec sa structure de ind-groupe (sur C mais étendue aux C—algebres).
Il pourrait donc ne pas avoir de rapport avec le résultat cherché ici, car 3.20
ne donne une identification que pour les points rationnels sur C des groupes
maximaux ou minimaux. Le foncteur en groupes minimal & n’est pas forcément
le meilleur choix sur tous les anneaux, un foncteur 4, comme en 1.6.1, peut
étre plus adapté, voir 3) ci-dessous.

D’aprés 3.17 et 1.6.1, 1.6.5 (KMG7), on a toujours &(K) N U™+ (K) =
UT(K) et ﬂ;(@) = ﬂ; (K) N &4(H) mais cela ne permet pas de répondre aux
questions.

—~ 2 =2
3) Cas de SLy : On considére le SGR J = (( - ) Y = Zh,oy =
v

—aq,ay = —ay = —h). L’algébre de Kac-Moody correspondante est g =
sl3(C) ®c C[t,t71] (qui est ni libre, ni colibre, voir 2.12 ot cette algébre est
notée g’). Sion pose § = ap + a1 € Q, on a AL =N*6, At = {a; +nd,ap +

t" 0
nd | n € N} et les espaces propres sont, pour n € Z, gps = (C( ),

0 —t™
0" 0 0
far14+ns =C (0 O) et gagtns = C <tn+1 0) '

Comme J est non libre on considére la masure essentielle et ’appartement
A correspondant du début de cette section : ag et a forment donc une base
de I'espace vectoriel réel V'*.

a) La représentation naturelle  de gz sur Endgy, ,—1)(Z[t, t‘1]2) (2.12) induit
une identification de G = &(K) et SLy(K[t,t~1]) qui envoie UT = 4T (K) sur
le groupe des matrices de SLy(K[t]) qui sont triangulaires supérieures strictes
modulo ¢. Le foncteur en groupes & de 1.6.1 peut étre choisi tel que &4 (k) =
SLo(k[t,t1]) pour tout anneau k. On sait que le groupe U™ est produit libre

des sous-groupes u®(K[t]) = (; Kl[t]) = (Upy+ns(K) | n € N) et v!(tK]t]) =
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tK[t] 0

541 G B () | O [

ol on note @ un élément non nul de I'idéal maximal m de @ (e.g., une unifor-
misante dans le cas discret).

Cet élément g € G est dans Uy (d’aprés I'expression de gauche) et dans U™
(expression du milieu ou de droite) donc dans U;". Cependant l’expression de
droite montre que g n’est pas dans US‘ *, puisqu’il y a unicité des décompo-
sitions dans le produit libre UT. On a donc une inclusion stricte : Ut (0) =
Uit Cuy.

b) La représentation naturelle 7 permet d’identifier GP™* = BP™2(K) 3
SLy(K((t)); voir [23, 13.2.8] pour un résultat voisin. Dans cette identification
Umat(K) (resp. 4™+ (0)) devient le groupe des matrices de SLo(K[[t]]) (resp.
SLy(O[[t])) qui sont triangulaires supérieures strictes modulo ¢ (ingrédient
essentiel de la démonstration a été expliqué en 2.12). On s’est demandé en 2)
si UP™F = gmat(9) N UH(K) = ™2t (0) N SLy(K[t, t1]) est égal a Ut (0)
(c’est impossible d’aprés a)) ou éventuellement a ﬂ;(@) = UH(K) N &x(0).
Ce dernier groupe est formé des matrices de SL2(@[t]) qui sont triangulaires
supérieures strictes modulo t, il est donc bien égal a UP™ = yma+(0) N &(K).

On a donc :

UHO) = U™ G U =UpnUT CcB(O)NUT C 8x(0)NUT = UL(0) =
Ut

En particulier Ut # il;. Mais en fait Uy = &4(0) et UP™" = U = iﬁ(@),
car Uy est le groupe engendré par les matrices élémentaires de SLo(0[t, t™1])
et on sait que celui-ci est égal & SLy(O[t,t71]) = &4 (0) 20, th. 3.1] (V).

¢) On considére @ = {0,z} C A avec z déterminé par §(z) = 0
et ai(z) = p € N. Alors U3t est topologiquement engendré par u®(0)[[t]])
et u'(wPtO[[t]]) dans SLa(K[[t]]). On en déduit assez facilement que UZ*t
(resp. U5m+) est contenu dans (en fait égal a) l'ensemble des matrices

ab

c

1 0
( ) = (Uono+ns(K) | n € N), cf. [40, 3.10d]; et on a :

€ SLy(O[[t]]) (resp. SL2(P[t])) telles que a = 1, d =1 et ¢ = 0 mo-

dulo w?t. De méme U5™" est topologiquement engendré par uw®(t~1O[[t~1]])
et u'(wPO[[t!]]) dans SLo(K([[t71]]); donc U™ (resp. U3™™) est contenu

b
dans (en fait égal a) I’ensemble des matrices ¢ J € SLy(O[[t71]]) (resp.
c

(1) Merci & Leonid Vaserstein pour cette référence.
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SLy(0[t])) telles que a,d = 1 modulo wPt~1, b = 0 modulo t~! et ¢ = 0 mo-
dulo w?. Ainsi U5m+ et Uy™™ sont contenus dans le groupe Vo des matrices

b
(a d) € SLy(0[t,t71]) telles que a,d = 1 et ¢ = 0 modulo wP?. D’autre part (si
c

p>1) ﬁg est formé des matrices diagonales avec d~! = a = u.t" pour u € 0"

1
et n € Z. On voit facilement que, si p > 2, la matrice (1_—;;:1; - ;p_1t>
est dans G mais pas dans VQ.]/\\IQ. Donc ) ne satisfait & aucune des conditions
(GF+) de 5.3 ci-dessous (si p > 2).

4) On considére toujours S"\iz avec son appartement A d’espace vectoriel
associé V et ay, ag = § — a1 base du dual V*. On suppose A = Z. Les
murs ont alors pour équations (+a; + nd)(z) + m = 0 avec n,m € Z et les
coracines vérifient af = —ay. Le groupe de Weyl (affine) associé est W =
W" x Z.a . Le groupe de Weyl vectoriel W? contient la transvection o donnée
par o(z) = = — d(z).ay. Si 'on considére la translation 7,y de vecteur oy,
I'élément 7,y o o de W fixe tous les points de I'hyperplan affine d’équation
6(z) = 1. Cependant le point y tel que 6(y) =1 et a;(y) = 3 n’est dans aucun
mur. Ainsi W™ = {1} alors que W, est infini. Ce phénomeéne disparait si on
considére un espace vectoriel V ou « et oy sont indépendants.

DEFINITION 4.13. — Soit © un sous-ensemble de A. On définit le groupe ﬁg
comme l'intersection des _groupes PQ, ot £ est une partie non vide de Q, L/ K
une extension valuée et PQ, est le groupe construit de maniére analogue a PQ/
dans &(L). (On sait que B(K) s’injecte fonctoriellement dans &(L) cf. 1.6.)
Si Q est un filtre de parties de A, on définit ﬁg = UQ’GQ 139/.
Si 2 est un point ou une facette de A, on dira que ﬁg est le « fixateur »
de €, voir ci-dessous 5.1 et 5.7.2.

PROPRIETES. — 1) On a une fonctorialité évidente en le corps des différents
groupes ou algébres définis jusqu’en 4.6 (i.e., sauf ]SQ et ﬁg) En particulier le
sous-groupe ﬁg de ﬁé‘ contient les groupes P5™, P5™, Py et j\\fﬂ D’aprés 4.10,
pour n € N on a ﬁ,,(n)g = nﬁgn_l. Bien siir si 2 C Q’, on a 139 D 139/.

2) Soient € un sous-ensemble de A et z un point de Q. Il existe une extension
valuée L/ K telle que z soit un pomt spécial de AT (e g., si w(L*) = R). D’apreés
412.1ona N(L)N PL ‘JI(L) donc N N PQ = NQ = NQ Cette relation est
encore valable si €2 est un filtre. Par contre, méme pour un ensemble, on ne sait

pas si l'inclusion () P, C Pq est toujours une égalité.

€N
3) Si Q est un ensemble, US™ . N € PoNUTN C Narz PLnyt(L)m(L) =

Moo W (DG = (Noy g W5 (D)Mo 1, M) = UE™ N, dapres 1),
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2) ci-dessus, 4.11 et I'unicité dans les décompositions de 3.16. Donc ﬁg NUFN =
st Na, PonU* = US™* et ceci est encore valable pour un filtre.

4) Si  est étroit on a, d’ apres 4.7, PQ =Us" "t No.Uqg = Ugm+.UQ.NQ =
U™t U5 .No = US™~ Ug Ngq. Ainsi P = PE™.Nq = P3™.Nq.

5) On ne va utiliser PQ que si € est un point ou une facette et, dans ce
cas, on ne définira que plus tard (5.14) le sous-groupe parahorique Pq (avec
PY™ = Pam — Py C Py).

Les propriétés des groupes P sont résumées dans la proposmon suivante.
Il n’est pas exclus que, pour tout z dans A, P, = U,.N, ie., upmt = Uf
et UM~ = U, cf. 4.12.3b. En 5.7.3 on verra que ceci ne peut se généraliser a
tout ensemble 2 & la place de x.

PROPOSITION 4.14. — Les groupes ﬁw associés aux points de A satisfont aux
propm'étés sutvantes :

(P1) P, N N N (le fixateur de x dans N ).

(PZ) nP n-- = v(n)m

(P3) P, = Ugm#U;m—.z\?z = Ur= UP™ N, avec UP™F = P, NU"
et UM =P, NU".

On a en fait (P3’) P, = UP™+.US.N, = U™ .U+ .N,

4.15. Comparaison avec les raisonnements de [17]. — La généralisation des ré-
sultats de [17] (en particulier le lemme 4.11) & la caractéristique résiduelle
positive a nécessité, sans surprise, le remplacement de 1’algébre de Lie go par
I’algébre « enveloppante » %q.

Les raisonnements de [17, sect. 3.7] sont compliqués, entachés d’une ou deux
erreurs et utilisent la symétrisabilité. C’était sans doute trop ambitieux de
définir a ce stade les groupes P au lieu des groupes ]39 On a pu simplifier
et généraliser en restreignant ’ambition et en utilisant des extensions de corps
(comme suggéré par les travaux de Cyril Charignon [13] ou [11]).

5. La masure affine ordonnée

Dans cette section on ne va utiliser que les propriétés (P1) a (P3) des groupes
P, indiquées dans la proposition 4.14. La mention qui sera faite des groupes
Pq plus généraux n’est pas indispensable au raisonnement.

DEFINITION 5.1. — La masure & = 7 (&,K) de ® sur K est le quotient de
I’ensemble G x A par la relation :

(9,2) ~ (h,y) < il existe n € N tel que y = v(n).z et g~ hn € P,.

Il est clair que ~ est une relation d’équivalence [6, 7.4.1].
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L’application A — #, x — cl(1,z) est injective d’aprés (P1). Elle identifie
A a son image A(T) = A(T, K), 'appartement de T dans .#.

L’action & gauche de G sur G X A induit une action de G sur .#. Les appar-
tements de .# sont les g.A(T) pour g € G. L’action de N sur A(T) se fait via
v; en particulier H fixe (point par point) A(T). Par construction le fixateur
de:ceAesth:}A’x et,pourgeGonag:reA@geNﬁw.

Comme P, contient U, il est clair que, Va € @, Vr € K, z,(r) fixe
D(a,w(r)). Donc, pour k € R, le groupe HU, i, fixe D(a, k).

5.2. Les groupes Go. — Pour Q une partie de A, on note Go = (), ¢q P, et
pour Q un filtre, Go = Ug/cq Gar- Le groupe Gq est le fixateur de Q (pour
laction de G sur .# qui contient A).

Par construction de Py, on a Gg O Po (donc G D US™ U™ et Gg N
N = NQ = ﬁQ NN.

D’aprés 4.5.4d et (P3) ona GoNUT = U™ et GoNU~ = UZ™".

LEMME. — Le sous-ensemble G(Q2 C A) de G consistant en les g € G tels
que gQ C A est G(QC A) = U eo(Npeqr NPx).

Démonstration. — gQ C A & 30 € Q, 90 C A& A0 € Q,Vz € Q' , gz €

As30 eQVre ge NP, O
DEFINITION 5.3. — On considére les conditions suivantes :

(GF+) Gq = UR™T.UB™ Ng

(GF-) Gq = UR™~.UE™" Ng

(TF) G Cc A) = NGq.

On dit que 2 a un fizateur transitif s’il satisfait (TF).
On dit que Q a un assez bon fizateur s'il satisfait (TF) et (GF+) ou (GF-).
On dit que Q a un bon fizateur il satisfait (TF), (GF+) et (GF-).

D’aprés la remarque 4.6¢c, cette définition ne dépend pas du choix de At
dans sa classe de W"-conjugaison. La condition (GF+) ou (GF—) implique
que Go = Pq (4.13.1); le groupe N permute les filtres satisfaisant (GF+),
(GF-) ou (TF) et les fixateurs correspondants (cf. 4.13.1).

D’aprés (P3) et 5.1 un point a toujours un bon fixateur. Mais il existe des
ensembles ne vérifiant ni (GF+) ni (GF-), cf. 4.12.3c.

LEMME 5.4. — Soit Q un filtre de parties de A. Si Q a un fizateur transitif,
alors Ggq est transitif sur les appartements contenant €.

Démonstration. — C’est classique et dans [17, Rem. 4.2]. O
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CONSEQUENCE. — Alors Gg et tous ses sous-groupes normaux ne dépendent
pas du choix de 'appartement contenant 2.

PROPOSITION 5.5. — 1) Supposons Q@ C Q' C cl(Q). Si Q dans A a un bon
(ou assez bon) fizateur, alors c’est également vrai pour Q' et G = NQ.GQI,
N.Go = N.Gq:. En particulier tout appartement contenant Q0 contient aussi
son enclos cl(2).

Inversement si A = supp(QY), le plus petit espace affine contenant €2, (ou
si supp(Q) = supp(Q), donc No = ﬁg}, Q a un assez bon fizateur et Q' a un
bon fizateur, alors Q a un bon fixateur.

2) Si un filtre Q dans A est engendré par une famille & de filtres (i.e.,
SeQedFed,SeF) avee des bons (ou assez bons) fizateurs, alors  a
un bon (ou assez bon) fizateur Go = Upcy GF.

3) Supposons que le filtre Q dans A est la réunion d’une suite croissante
(Fy)ien (i.e., S € Q & S € F;,Vi) de filtres avec de bons (ou assez bons)
fizateurs et que, pour un certain i, l’espace supp(F;) a un fixateur fini Wy
dans v(N) = Wy, alors Q a un bon (ou assez bon) fizateur Go = ();cy GF,-

4) Soient Q et Q' deux filtres dans A. Supposons que Q' satisfait & (GF+)
(resp. (GF+) et (TF)) et qu’il existe un nombre fini de chambres vectorielles
fermées positives C7, ..., C¥ telles que : Q C Ui:l,n Q4+ CP. Alors QU
satisfait & (GF+) (resp. (GF+) et (TF)) et Gaua' = GaNGqr.

Démonstration. — Voir [17, prop. 4.3]. O

REMARQUE 5.6. — Dans 4) ci-dessus, les mémes résultats sont vrais si on
change + en —.

Si Q' a un bon fixateur, Q C
QU Q' a un bon fixateur.

Si Q satisfait & (GF—), Q' satisfait & (GF+), Q ou Q' satisfait a (TF),
Qcy Q+CPet Yl Q—C7, alors QU a un bon fixateur.

Q+CletQcC Q' — C?, alors

i=1,n i=1,n

i=1,n i=1,n

5.7. Exemples de filtres avec de bons fixateurs. — Pour les preuves manquantes
ci-dessous, voir [17, sect. 4.2].

1)Siz<youy<zdans Aie,siy—ze LT (come de Tits), alors {z,y},
[z,y] et cl({z,y}) ont de bons fixateurs ( 5.6 et (P3)). De plus, si z # y, |z,y] =
[z,y] \ {z} a un bon fixateur et le germe de segment [z,y) = germ,([z,y]) ou le
germe d’intervalle |z, y) = germ, (]z,y]) est dit préordonné et a un bon fixateur
(5.5.2).

o [e]
Siz<youy<zdans A ie.,siy—x e +J° (intérieur du cone de Tits), la
demi-droite § d’origine x et contenant y est dite générique et a un bon fixateur.
En effet § est réunion croissante des segments [z,z + n(y — x)] pour n € N et,
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sin > 0, ce segment a un fixateur fini dans W (car y—x € £7°); on peut donc
appliquer 5.5.3. De méme la droite contenant x et y a aussi un bon fixateur.

2) Une facette locale F*(z, F), une facette F((z, ) ou une facette fermée
F(z,F?)aun bon fixateur. Ici et dans la suite F'* désigne une facette vectorielle
et C'V une chambre vectorielle de V.

3) Un quartier ¢ = z + C” a un bon fixateur.

On notera que le fixateur du quartier q = q;, 100 = z+CF est Gg = HUy " =
HUP™, alors que HUJ™ = HU = HUY, car Uy™~ = {1} et N, =H.On
a vu en 4.12.3 que U; T peut étre plus petit que U C UP™". On peut donc
avoir Py = Gy = HUP™ # HUM™ = HU, = HU, = U} .N,,.

4) Un germe de quartier Q = germ . (z + C") a un bon fixateur (5.5.2). Le
fixateur de Qoo = germ,, (v &+ C}) est HU® car tout élément de U est un
produit fini d’éléments de groupes U, pour a € ®*. Par contre U™ n’est pas

la réunion des US‘""Jr pour © € 9, on n’a sans doute pas d’action de GP™?

sur 7.

5) L’appartement A lui-méme a un bon fixateur Gy = H. Par définition
le stabilisateur de A est donc G(A C A) = N. Comme le corps K est infini,
il résulte alors de 1.6.4 que les appartements de .# sont en bijection avec les
sous-tores déployés maximaux de &.

6) Un mur M(a, k) a un bon fixateur : soit z € M (a, k) et £ dans une cloison
vectorielle de Kera, alors M (o, k) est réunion croissante des cl({z —n&, z+n&})
dont le support M(a, k) a un fixateur fini ({1,74,5}) dans Wy, on conclut
grace a 1) ci-dessus et 5.5.3. Ce résultat s’étend au cas du support d’une facette
sphérique. Le (bon) fixateur de M(«, k) est Un .-U—_qk-{1,7ax}-H.

7) Un demi-appartement D(a, k) est enclos de deux quartiers dont des
cloisons sont dans M (a, k) et opposées, d’aprés 3) ci-dessus et 5.5.1, 5.5.4, il a
un bon fixateur, qui est égal & Uy, . H.

8) Si %wz ie., si xg — 21 € I°, alors cl(F(z1, FY), F(z2, FY)) a un bon
fixateur pour toutes facettes vectorielles Fy et Fj de signes quelconques :
d’aprés 2) ci-dessus on peut appliquer la remarque 5.6 aux facettes locales
Ft(zq, F) et Ft(xq, F¥), on conclut grace a 5.5.1.

9) L’enclos cl(F(z, FY), F(z,Fy)) a un bon fixateur dés que les facettes
vectorielles F} et F3y sont de signe opposés ou si 'une d’elles est sphérique. En
effet le premier cas est clair par 2) ci-dessus et la remarque 5.6. Si la facette
vectorielle F? est sphérique, elle est contenue dans le cone de Tits ouvert I °
(ou —7°), il existe donc une chambre C? et un £ € Fy tels que, Vt > 0,
CV contient t& — /; pour un voisinage ¥; de 0 dans Fy. Alors F*(z, FY) C
z+C? et F¥(z,Fy) C F¥(z,F}) — C?. D’aprés 2) ci-dessus et la remarque 5.6
Ft(z, F§) U F(z, F}?) a un bon fixateur et on conclut par 5.5.1.
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5.8. Intersection d’appartements. — Soient A = g.A(T') = g.A un appartement

de # et x,y € A, la relation g~z < g7 'y (resp. g7lx < g~ ly) dans A ne

dépend pas du choix de g d’aprés 5.7.5, car N stabilise le céne de Tits et son
o
intérieur ; on note cette relation z < 4y (resp. < 4 ¥).

Soient A;, Ay deux appartements de .# et x,y € A1 N As tels que x < 4, 9.
Alors x < 4,y (car {z,y} a un bon fixateur). On définit donc ainsi une relation

< (et aussi % ) sur . X .# ; on verra en 5.17 que c’est un préordre. Il résulte de
5.5.1 que A; N Az contient cl({z,y}) (calculé dans A; ou As) et en particulier
le segment [z,y] (qui est le méme dans A; et As); on dit qu’une intersection
d’appartements est convexe pour le préordre < .

5.9. Extension centrale finie du groupe. — Contrairement aux conventions de-
puis 4.0, on va modifier le SGR.

Soit ¢ : J — f un morphisme de SGR libres qui est une extension centrale
finie. On abrégera & en &, & » en &', &, en o, etc.

Alors Y est un sous-module de Y’ de méme rang, donc V = V' et, comme
I=I,onag=g,® = ®. Le morphisme ¢ : & — &’ est décrit en 1.10 et
1.13, en particulier G’ = T".¢(G), ¢ }(N’) = N et le noyau de ¢ est dans T
et méme dans H puisqu’il est fini.

Par construction (4.2) les appartements affines A et A’ sont identiques, les
actions v et v’ de N et N’ sont compatibles et on a les mémes murs puisque
pour a € ®, &, 01, = 1, et B,(N) C M. Les images v(N) = Wy =
WY x (Y®A) et v/(N')=Wyipa =W? x (Y ®A’) sont en général différentes
(4.2.6), maison a T = ¢ }(T") et N' = o(N)T".

Pour  C A, les algébres de Lie gq et g ont les mémes composantes de
poids non nul, cf. 2.2 (ce n’est pas vrai en poids nul : si K est de caractéristique
positive 'application de hx dans b peut méme ne pas étre injective). Ainsi
I'isomorphisme ¢ de U™+ sur U'™a+ (3.19.3) induit un isomorphisme de U5**
sur UG et aussi de US™" sur UP™", on identifie ces groupes. On a les
résultats symétriques pour U5™ ™ et U™, etc. Comme les actions de N et N’
sur A sont compatibles et Kerp C T, on a ]/\79 = @‘1(]/\}5’1). Pour z € A, on a
donc P!, = Upmt yom= N' = o(P,).N! et o~ (P.) = P, car Kerp C H C N,.

Les relations ci-dessus permettent facilement de montrer que ’application
pxId:Gx A — G x A passe au quotient en une bijection de la masure .#
sur la masure .#’. Cette bijection est compatible avec ¢ et les actions de G
et G'; elle échange les facettes. Comme G’ = ¢(G)T" et N = @~ }(N') les
appartements de .# et .’ sont les mémes. On identifie ces deux masures.

PROPOSITION 5.10. — Soient ¢ : J — " une extension centrale finie de SGR
libres et Q un filtre de parties de A. Alors Q a un bon (ou assez bon) fizateur
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Gq pour G = Gy si et seulement si il en a un G pour G' = G y. Dans ce cas
o = ¢(Ga).Ng.

Démonstration. — Comme les actions de G et G’ sur .# sont compatibles, on
a ¢ 1(Gy) = Ga.

Supposons que Gg, est un (assez) bon fixateur (pour le signe +). On a

L= US‘“*.AUS“’*.NS’), donc Gq = ¢ 1(Gh) = UST.US™ .o~ (NY)
US™t . US™ .Nq, d’ou (GF+) pour Q et G. Soit Q' € Q, G( C A)
Necar NP € 0™ (Nyeqr N'PL) C 7 YU(N'Gy) = ¢ HN'.US™. U™ ) =
@~ Y(N").US™~.US™ = N.Gq. Donc (TF) est satisfait par le filtre Q et le
groupe G.

Supposons que Gg est un (assez) bon fixateur (pour le signe +). Soit ¢’ €
G'(Q C A), quitte & multiplier & gauche g’ par un élément de 7" on peut
supposer g’AE ©(G). Donc il existe Q' € Q tel queg’ € (Nyeqr N'Py) ﬂgo/(\G) =
Neeor NPy N 9(G) = Mpear (N' N @(G)0(Pr) = Nyear #(N)-0(Pr) =
¢(Nyeqr NP:) = ¢(N.Go) = ¢(N).US™ .UE™" C N'Gy,. D’ou (TF) pour Q
et G'.

Pour ¢ € Gf, ce calcul montre que ¢ € T .o(N).U™ .UF™
N.US™ U™, Ma,isA ugms, usmt sont dans G, donc ¢ € (N’
Gp).Usm~.UE™ = NL.UZ™.UE™ = Nb.o(Ggq). Dot (GF+) pour
et G', plus la derniére assertion de 1’énoncé.

O o

5.11. Passage au simplement connexe. — 1) D’aprés 1.3 on a une suite d’exten-
sions commutatives de SGR f , — ' < J° — J qui sont successivement cen-
trale torique, semi-directe et centrale finie. On note G4, G, G*, G les groupes
correspondants et 9 le composé des morphismes G4 — G! — G* — G.

D’aprés 5.9, G° et G ont la méme masure .#. Par contre J 4 et dl ne sont
en général pas libres, on considére les actions de G4 et G! sur .# via leurs
morphismes dans G.

2) On a G = ¢(G4).T (1.8.3); on en déduit aussitot que le groupe simple-
ment connexe G4 permute transitivement les appartements de .#. Le stabili-
sateur de A dans G4 est le groupe ¢~ }(N) = N4 = Ny, (1.10 et, d’apreés la
construction de 4.2, ¥(N4) = W = W¥ x (QV ® A). Ainsi tout appartement
de .# est muni d’une unique structure d’appartement de type A telle que G4
induise des isomorphismes d’appartements (au sens de [36, 1.13]).

3) Dans [36, 6.1 et 6.2] on se place dans le cas J = J° (libre) et le groupe
G1 qui y est défini est égal & G1.H = ¢(G*).H.
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5.12. Paires conviviales. — 1) On dit qu’une paire (Fy, Fy) formée de deux
filtres de parties de .# est conviviale s’il existe un appartement contenant ces
deux filtres et si deux appartements A, A’ contenant Fj, F5 sont isomorphes
par un isomorphisme fixant l’enclos de Fj et F5 (calculé dans A ou A').

On ne considérera ici que des paires G—-conviviales, i.e., telles que les
isomorphismes d’appartements soient induits par des éléments de G. Une
paire (F}, F5) est donc G—conviviale dés que Q = F; U F5 est contenu dans
un appartement et y a un assez bon fixateur (car Gog = U5m+.U§m_.ZVQ
et U5m+, o C ¥ (G*) induisent des isomorphismes d’appartements).

2) LEMME. — Soient Fy, Fy deuz filtres de parties de A.

Supposons G = Gp,.N.Gg,, alors pour tous gi,92 € G, g1F1 et goFy sont
contenus dans un méme appartement.

Si G = Gp,.N.Gr, ou si Fi ou Fy a un fixateur transitif, alors Fy et Fy
sont conjugués par G si et seulement si ils le sont par N.

Démonstration. — Les conséquences de G = G, .N.GF, sont classiques, cf.
e.g., [34, 3.6 et 3.7]. La derniére assertion résulte de 5.4 et 5.7.5. O

3) 1l résulte donc de la décomposition d’Iwasawa 4.7 et de 5.7.4 qu’un filtre
étroit dans un appartement et un germe de quartier sont toujours dans un
meéme appartement. D’aprés 5.7 et 5.5.4 une facette (ou un germe de segment,
un germe d’intervalle, une facette locale, une facette fermée) et un germe de
quartier forment une paire G—conviviale.

4) Par convexité ordonnée un appartement contenant un point x et un germe
de quartier = germ_ (y + C?), contient le quartier ¢ =  + C" et son enclos
donc son adhérence z + C'. On en déduit qu’une facette F(z, F*) et un filtre
étroit F' contenant x sont toujours dans un méme appartement. Ainsi, d’aprés
5.7.9, deux facettes F'(z, F}) et F'(z, F}) en le méme point forment une paire
G—conviviale dés que F} et Fy sont de signes opposés ou si I'une d’elles est
sphérique.

5) Soient C = F(x,C?) une chambre de A et M(«a, k) 'un de ses murs (avec
C C D(a,k)). Alors U, , = U, ¢ agit transitivement sur les chambres C’ # C
adjacentes & C le long de M(a,k); en particulier n’importe laquelle de ces
chambres C” est dans un méme appartement que le demi-appartement D(«, k),
cf. [17, 4.3.4]. De plus C’ et D(«, k) forment une paire conviviale : si C’ C A,
C"U D(a, k) a un bon fixateur H.U, x+ (5.7.7).

6) On a vu en [17, 6.10] que deux points de la masure .# ne sont pas tou-
jours contenus dans un méme appartement. C’est pour cette raison que I'on a
abandonné le nom d’immeuble pour .# ; une définition abstraite des masures
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affines n’est pas possible dans des termes approchant ceux de [35], d’ou la dé-
finition de [36] inspirée de [39]. On reproduit ci-dessous cette définition dans
une formulation utilisant la notion de paire conviviale.

Une paire de points ou une paire de facettes de .# n’est pas toujours convi-
viale. De plus dans l'exemple 4.12.3c de ﬁg, on a trouvé deux points de A
dont le fixateur n’est pas assez bon. Par contre il est peut-étre possible que le
fixateur de deux points de A soit toujours transitif (donc qu’une paire de points
d’un méme appartement soit toujours conviviale).

DEFINITION 5.13. — Une masure affine de type A est un ensemble J muni
d’un recouvrement par un ensemble ¥ de sous-ensembles appelés appartements
tel que :

(MA1) Tout A € @ est muni d’une structure d’appartement de type A (au
sens de [36, 1.13] i.e., est « isomorphe » & A).

(MAZ2) Si F' est un point, un germe d’intervalle préordonné, une demi-droite
générique ou une cheminée solide d’un appartement A, alors (F, F') est une
paire conviviale.

(MA3+4) Si R est un germe de cheminée évasée, si F est une facette ou un
germe de cheminée solide, alors (R, F') est une paire conviviale.

(La notion de cheminée, utilisée ci-dessus, ne sera définie qu’en 5.15.1.)
La masure affine J est dite ordonnée si elle vérifie I’axiome supplémentaire
suivant :

(MAO) Soient z,y deux points de 4 et A, A’ deux appartements les conte-
nant; si x < y (dans A), alors les segments [z, y]4 et [z, y]a définis par z et y
dans A et A’ sont égaux.

La masure affine 4 est dite épaisse si toute cloison de 4 est dans I’adhérence
d’au moins trois chambres.

5.14. Sous-groupes parahoriques et types de facettes. — 1) Si  C A a un
assez bon fixateur, on a Gq = (¥(GA) N Gq)Nq, puisque usmt yasme )
ne dépendent pas du SGR & extension commutative prés. En particulier le
fixateur GA de Q dans G# agit transitivement sur les appartements de .#
contenant Q. On note P 1/1(GS)H. Ainsi Gq = ﬁg = ﬁffﬁg Le groupe
Nsc = Nn P = No n P a pour image via v le fixateur Wq de © dans W.
On a aussi P& = Pgm.NgC = PSm.]/\\fssf.
Il est clair que les facettes F = F(z,F") et F = F(z,F¥) ont le méme
fixateur dans W, donc ﬁse = ﬁic
2) Quand Wq = W& on note Po = P (qui est alors aussi égal a P5™
et Pg™). Cela se produit si © est réduit a un point spécial ou si {2 est une

facette sphérique et si la valuation est discréte (d’aprés 4.3.4); c’est a priori
rare en dehors de ces deux cas d’aprés [6, 7.1.10.2] et 4.12.4.
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Pour généraliser la définition de [6, 1.5.1], on définit un sous-groupe paraho-
rique comme le groupe Pr = Pg associé & une facette sphérique F' ou F. On
parle de sous-groupe d’Iwahorisi F ou F est une chambre.

3) Le type global affine d’un filtre de .# qui a un assez bon fixateur (en
particulier une facette) est son orbite sous G4. Dans un appartement A de .%
deux filtres (assez bien fixés) ont méme type si et seulement si ils sont conjugués
par le groupe de Weyl W4 de A (cf. le 1), 5.12.2 et 5.11.2). Pour les facettes (ou
les filtres étroits assez bien fixés) la relation « avoir le méme type global affine »
est la relation engendrée par transitivité a partir des relations précédentes dans
les appartements. En effet, étant données deux facettes Fy, F5 il existe toujours
un quartier q et des appartements A;, Ao contenant q et respectivement F, Fy
(cf. 5.12.3) ; de plus q contient forcément un W4, —conjugué de F;.

Le type global affine d’une facette coincide donc avec le type habituel dans
le cas d’un immeuble affine discret. Mais en valuation dense et si on suppose
A essentiel, le type global affine d’une facette locale F*(z, FV) est la donnée de
Porbite W.x de z et de lorbite de FV sous W, (c’est-a-dire du type (vectoriel)
de F" si x est spécial).

5.15. Cheminées. — 1) Une cheminée dans A est associée & une facette F' =
F(z,F}) (sa base) et une facette vectorielle FV (sa direction), c’est le filtre
t(F,F?) = cl(F 4+ F¥) = cI(F + F*) = cl(F!(z, FY) + F*) D F+ F".

La cheminée v(F, F"V) est dite évasée si F"¥ est sphérique, son signe est alors
celui de F". Cette cheminée est dite solide (resp. pleine) si la direction de tout
sous-espace affine la contenant a un fixateur fini dans W (resp. est V). Une
cheminée évasée est solide. L’enclos d’un quartier est une cheminée pleine.

Si FY = FV la cheminée t(F(z, FV), FV) est 'enclos de la face de quartier
x + F?; cette face est dite sphérique si F'V est sphérique..

Un raccourci de la cheminée t(F, F”) est défini par un élément £ € F’,
c’est la cheminée cl(F + £ + F?). Le germe de la cheminée v(F, F") est le
filtre |R(F, F'Y) = germ (¢(F, FV)) formé des parties de A contenant un de ses
raccourcis.

Si FV est la facette vectorielle minimale, on a v(F, F’) = R(F,F¥) = F.

2) A la facette vectorielle F'V est associé un sous-groupe parabolique P(F")
de G avec une décomposition de Levi P(F¥) = M(F") x U(F"). Le groupe
M(F") est engendré par T et les U, pour o € ® et a(F”) = 0, cf. [36, 6.4] ou
32, 6.2].

Si F* = F'(J) = {v € Cy | a;(v) = 0,Yj € J} pour J C I (cf. 4.1), le
groupe M (F?) est clairement un quotient du groupe de Kac-Moody minimal
& 4(7)(K) = G(J) (notations de 3.10). D’aprés la remarque 3.10 et 3.13 on a
en fait égalité : M (FV) = G(J). Ce groupe G(J) induit sur A une structure
d’appartement A(J) dont les murs sont les M («a, k) pour o € A(J) et k € A.
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L’enclos correspondant cly(F') de la facette F est une facette fermée de A(J),
on note M(F, F’) son fixateur dans M (F¥) = G(J). Cette construction se
réalise aussi si F'V est une autre facette vectorielle ou si F' est réduit & un point
F ={z} (ou F = F(z, F")).

Le sous-groupe « parahorique » de G associé a t est le produit semi-direct
PH(v) = M(F,F?) x U(F"). Il ne dépend en fait que du germe R(F, F), on le
note donc aussi P*(%R).

Les résultats suivants se démontrent comme dans [36, § 6].

3) PROPOSITION. — Le groupe P*(R) fize (point par point) le germe de
cheminée *R.

4) PROPOSITION. — Soient Ry et Ry deux germes de cheminées de A
avec Ry €vasé, alors G = P*(R1).N.P*(Rz).

5) PROPOSITION. — Une cheminée solide et son germe ont de bons fiza-
teurs. Il en est de méme pour une face de quartier sphérique t+F"V et son germe
(a Vinfing) ; le fizateur (point par point) de germ (x+F") est M (z, F¥).U(F"V).

6) PROPOSITION. — Soient Ry un germe de cheminée évasée et Ry un
germe de cheminée solide ou une facette dans A, alors By U Ry a un assez
bon fizateur (et méme un bon fixateur si Rq est évasé).

7) REMARQUE. — On obtient donc de nouvelles paires G—conviviales
dans .# : un germe de cheminée évasée et un germe de cheminée solide ou un
germe de cheminée évasée et une facette. Cela permet en particulier de définir
des rétractions de .# sur un appartement A avec pour centre un germe de
cheminée évasée pleine de A (par exemple un germe de quartier) [36, 2.6].

THEOREME 5.16. — La masure affine % construite en 5.1 est une masure
affine ordonnée épaisse au sens de [36] ou 5.13. Elle est semi-discréte si la
valuation w de K est discréte.

Démonstration. — L’axiome (MA1) résulte de 5.11.2 et (MA2) résulte de ce
que l'on a vu en 5.7 ou 5.15.5 : les filtres impliqués dans (MA2) ont de bons
fixateurs. Enfin (MA3+4) résulte de 5.15.7. Les derniéres assertions se montrent
comme dans [36, 6.11]. On notera cependant que 1’épaisseur d’une cloison est
le cardinal du corps résiduel de K et donc peut étre finie dans notre cas, plus
général que celui de [17]. O
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REMARQUES 5.17. — 1) La masure .¥ a donc toutes les propriétés démontrées
dans [36], un certain nombre d’entre elles ont déja été prouvées ci-dessus. On
obtient cependant au moins deux propriété intéressantes supplémentaires : les

relations < et % de 5.8 sont des préordres (elles sont transitives) et les résidus
en chaque point de . ont une structure d’immeubles jumelés.

La transitivité de la relation < et son invariance par G permettent de définir
un sous-semi-groupe G de G, qui admet une décomposition de Cartan, voir
[18, 1.6] pour plus de détails. Ceci constitue une généralisation des décomposi-
tions de Cartan de [16] établies pour les groupes de lacets.

2) On notera les propriétés de Paction du groupe G : il est transitif sur les
appartements et tous les isomorphismes entre appartements dont 1’existence
est exigée par les axiomes de [36] ou 5.13 sont induits par des éléments de G.
On peut dire que laction de G est fortement transitive. Dans le cas classique
d’une action de groupe sur un immeuble affine discret épais, cette notion de
forte transitivité entraine clairement la notion classique (et lui est sans doute
équivalente).

PROPOSITION 5.18. — Les immeubles jumelés & linfini associés & la masure
S en (36, §3| s’identifient (avec leurs appartements et leur action de G) auz
immeubles jumelés de G définis par J. Tits (1.6.5).

L’immeuble microaffine positif (resp. négatif) a Uinfini associé & la masure
S en (36, §4| s’identifie (avec ses appartements et son action de G) a lim-
meuble microaffine de [34] (dans sa réalisation de Satake) associé a G et a la
valuation w de K (resp. l'analogue obtenu en changeant le cone de Tits en son

0pposé).

REMARQUE. — Cyril Charignon construit directement dans [13] un objet im-
mobilier contenant .#, les immeubles microaffines ci-dessus et d’autres masures
affines associées aux sous-groupes paraboliques non sphériques de G. C’est la
généralisation au cas Kac-Moody de la compactification de Satake (ou com-
pactification polyédrique) des immeubles de Bruhat-Tits. Cette derniére a été
construite abstraitement (sans l’aide d’un groupe) dans [12].

Démonstration. — On identifie facilement ’appartement canonique (et son ac-
tion de N) d’un immeuble de [36] avec celui qui doit lui correspondre, cf. [36,
3.3.3 et 4.4]. Il reste donc a identifier les fixateurs de points de ces appartements.

Le fixateur de la facette vectorielle (sphérique) FV dans 'immeuble de 1.6.5
est le sous-groupe parabolique P(F") engendré par T et les U, pour a(F?) > 0.
Il est clair qu’un élément de chacun de ces groupes transforme une face de
quartier de A de direction F¥ en une face paralléle (dans .#). Ainsi P(F"V) fixe
la classe de parallélisme des faces de quartier correspondant a F".
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Un point de 'appartement A® de 'immeuble de [34] est de la forme z® =
(F?,y) avec F une facette vectorielle sphérique positive de V, (F") l'espace
vectoriel engendré et y € V/(F") [l.c. , 4.2]. On lui associe le germe (& I’infini) de
la face de quartier y+ F" pour y € . Le fixateur de z* est engendré par U(F"7),
le groupe M (z, F”) et le sous-groupe de T' induisant dans A des translations
de vecteur dans (F") [Lc. , 4.2.3]. Les deux premiers groupes engendrent le
fixateur point par point du germe de la face de quartier y + F (5.15.5) et le
troisiéme groupe stabilise évidemment ce germe.

Ces inclusions entre les fixateurs de points permettent de définir des appli-
cations surjectives et G—eéquivariantes des immeubles de 1.6.5 ou [34] vers les
immeubles correspondants de [36]. Mais un point z et son transformé gz sont
toujours dans un méme appartement et les applications ci-dessus sont injectives
sur les appartements. Les inclusions entre fixateurs sont donc des égalités et on
a bien les identifications d’immeubles annoncées. O

5.19. Immeubles et groupe de Kac-Moody maximal. — Le groupe GP™? n’agit
pas sur la masure affine .#. Par contre, d’aprés 3.18 il agit sur 'immeuble
vectoriel .7,

Le groupe G agit sur I'immeuble microaffine positif Z{** de [34, §4] (dans
sa réalisation de Satake) qui est réunion disjointe d’immeubles indexés par
les facettes sphériques positives. Plus précisément, a une telle facette F'¥ on
associe I'immeuble de Bruhat-Tits (non étendu) #(F?) du groupe réductif
M(F?) sur K. Le groupe U(F") agit trivialement sur .# (F”) et G permute les
& (F") selon son action sur .#} : Un germe de cheminée ou de face de quartier
R = R(F, F¥) correspond a une facette ou un point R, de 7 (F7). Le fixateur
(point par point) de cette facette ou ce point R pour l'action de G sur #{*°
est ZM(F¥).M(F, FV).U(F") avec les notations de 5.15.2 et ZM (F") le centre
de M (F"7). Ce fixateur de R, est donc plus grand que P*(R) qui est le fixateur
(point par point) de R (5.15.3) et (par définition) le fizateur strict de Reo.

Le fixateur de la facette sphérique positive F¥ pour I'action de GP™* sur .7
est PPM2(FY) = M(FV) x U™+ (F?) (cf. 3.10 et 3.18). On peut donc prolonger
'action de G sur .#{° en une action de GP™* :

Prma(Fv) agit sur J(FY) via M(F?) i.e., U™t (F") agit trivialement. Le
fixateur dans GP™® de Ro, comme ci-dessus est ZM (F?).M (F, F?).U™* (FV);
il contient le groupe Pk . (R) = M(F, F).U™*(F") que I'on appelle encore
fixateur strict de R pour 'action de GP™® (méme si ce n’est pas justifié par
une action sur .# qui contient le filtre R).

Pour deux germes de cheminées évasées positives SR et R, la démonstration
dans [36, 6.7] de la proposition 5.15.4 se généralise :

GP™e = Pl (Ry).N.PE L (Rs).

pma
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N.B. — Dans [34, 4.2.1] on peut modifier le quotient en envoyant F¥ X Yr
sur Yg par la seconde projection. On obtient ainsi une réalisation géométrique
S S, de Satake au sens fort, de I'immeuble microaffine, sur laquelle G et GP™?
agissent. Alors le fixateur strict P*(R) (resp. P4, ,(FR)) est le fixateur de R C

pma
Yr C J_’:S pour laction de G (resp. GP™?).

6. Appendice : Comparaison et simplicité

Pour la construction des masures nous avons plongé le groupe de Kac-Moody
& s dans le groupe de Kac-Moody maximal a la Mathieu Qﬁ&ma. Plagons nous sur
un corps quelconque k et notons G = & 4(k), GP™* = ®3ma(k), etc. Alors GP™2
apparait comme le complété de G pour une certaine filtration. D’autres groupes
maximaux ont été définis par Rémy et Ronan [33] ou Carbone et Garland [10]
a laide d’autres filtrations, on va essayer de les comparer en tirant parti des
résultats des sections 2 et 3.

Par ailleurs Moody, dans un preprint non publié [30], a démontré la simplicité
d’un groupe analogue & GP™? en caractéristique 0. La encore on va utiliser les
sections 2 et 3 pour montrer dans certains cas la simplicité d’un sous-quotient
de GP™2 (théoréme 6.19).

6.1. Le groupe complété a la Rémy-Ronan. — 1) Ce groupe G™ est ’adhérence
de I'image de G dans le groupe des automorphismes de son immeuble positif
7 [33]. 11 contient donc le quotient de G par le noyau Z'(G) = cq gBtg~!
de laction de G sur cet immeuble. Ce groupe Z’(G) est en fait le centre de G :
Z'(G)=Z(GQ)={teT|a(t)=1,Vie I} (1.6).5 et [33, lemma 1B1].

On va s’intéresser plutét & une variante de G™ définie par Caprace et Rémy
[8, 1.2]. Ce groupe G°'* contient G et le groupe G™ en est un quotient.

2) Pour r € N, soit D(r) (resp. C(r)) la réunion des chambres fermées de
I'immeuble .#} (resp. de son appartement standard A") qui sont & distance
numérique < r de la chambre fondamentale Cy. Les fixateurs Ut D(r) et Ug(r)
de D(r) et C(r) dans Ut = U+ (k) forment deux filtrations de U™ qui sont
exhaustives (UD(O) Ug(o) U™) et séparées (le systéme de Tits (G, BT, N, S)
est saturé i.e., le fixateur de AV dans G est T' [34, 1.9] et TNU ' = {1} : 1.6.5). De
plus U;(T) est le plus grand sous-groupe distingué de U™ contenu dans Ug(r).

Les deux filtrations sont en fait trés liées car, d’aprés [8, 2.1], il existe une
fonction croissante r : N — N tendant vers l'infini telle que, pour a € &7,

Ua CU r) = Ua CUD(T(R))
3) On deﬁnlt de la méme maniére des fixateurs Ug‘(af) et Ug, ( ) , pour P’action
de U™t sur £} (3.18). Les filtrations correspondantes de U™* sont plus

différentes : I'intersection des U ma+ contient les groupes UM (k) pour a € A
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(le systéme de Tits (GP™2, B™a+ N S) est rarement saturé) et celle des Ug(a:)'

est souvent triviale (cf. 6.5).

4) Le groupe U™ est le complété de U™ pour sa filtration par les UE(T).
Plus généralement le groupe G'" est le complété de G pour sa filtration (non
exhaustive) par les Ug(r) ; il est muni de la topologie correspondante. En par-
ticulier U™ est ouvert dans G°™.

Le groupe G™ est le séparé-complété de G pour la filtration par les fixateurs
Gp(ry C BT. Cest un quotient de G par un sous-groupe Z'(G'") contenant
Z(GQ) (cf. 1) ); il contient U™*. Si le corps k est fini, Z'(G") = Z(G) |8,
prop.1].

6.2. Le groupe complété a la Carbone-Garland. — Soit A € X+ un poids do-
minant régulier (ie., A(y') > 0, Vi € I). On considére la représentation
de G ou GP™? (de plus haut poids \) dans V* = Lz(\) ® k (3.7.1). Le groupe
G°8* défini par Carbone et Garland [10] est le séparé-complété de G pour la
filtration définie par les fixateurs de parties finies de V?, i.e., par les fixateurs
de sous-espaces vectoriels de dimension finie de V*. Pour n € N soit V(n) la
somme des sous-espaces de V* de poids A — a avec a € Q1 et deg(a) < n.

Ainsi G°8* est le séparé-complété de G pour la filtration définie par les fixateurs
GV(n) de V(n)

Cette filtration n’est pas séparée : [, Gy () = Kermy. Si vy est un vec-
teur de plus haut poids et si g € Kermy, il fixe vy et 5;(vy) Vi € I, donc
est de la forme g = tu avec t € T, u € UT et A(t) = $;(N)(t) = 1. Mais
5:(A) = A= M) et AMay) # 0, donc A(t) = a(t) = 1Viel:te
Z(G)NKer(A) (1.6.5). Inversement Z(G)NKer()\) agit trivialement sur V*, donc
Kermy = (Z(G)NKer(\)).(UTN Kermy). On verra plus loin que UTN Kerry =

{1} (6.3.4).

Si ’on veut une filtration séparée et donc plonger G dans son complété, on
modifie la construction en faisant agir G sur la somme directe VA @---@V?r ot
AL, ..., Ar engendrent X ; on note alors V(n) la somme des V' (n) correspondant
aux différents facteurs. Le complété de Carbone-Garland modifié G°®™ ainsi
obtenu est donc défini par une filtration contenue dans U™, celle des U‘J}(n) =

U NGy

Pour comparer G°¢™ et G°* on va comparer cette filtration sur UT avec

celle des Ug(r).

On note U™ le séparé complété de U™ pour la filtration par les U‘J,r(n).
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6.3. Comparaison. — 1) D’aprés 3.2, 3.3 et 3.4, U™t est complet pour la

filtration par les sous-groupes distingués Ume+ = ‘&‘}?n)(k) ou ¥(n) ={a €

AT | deg(a) > n}. On note U Padhérence de U+ dans U™+ pour la topologie
associée ; c’est aussi le complété de UT pour la filtration par les Ul = Ut N
Umat

2) Pour i € I et a € AT\ {a;}, on a s;(a) € AT et deg(s;(a)) < (1 +
M) deg(c), ot M est le maximum des valeurs absolues de coefficients non dia-

gonaux de la matrice de Kac-Moody A. Ainsi U:L’Eal‘iM) C 5;(Umat) C U;LT‘/TJI;M)

et 5; est un automorphisme du groupe topologique LLZ‘T\' (o }(k)

3) Dés que deg(a) > (1 + M)?, on a deg(s;,. ... .si,(a)) > (‘ii_gﬁ/fa))d pour
toute suite iy, ...,iq € I. On en déduit que, pour n > (1+ M)%, UD+ est dans
le conjugué de U™ par s;,. ... .s;, et donc U™** fixe C(d) pour action
de GP™ sur .#¢. On a Ut C Ug(ad’; et méme UMt C Up2t, car UR*T est

(d)’
distingué dans U™*. En particulier U,} C U;(d) C Ué‘_(d)'

~+
4) Vue la forme de l'action de U™ C %, sur V*, on a ULy C U",“(a;j;

Par ailleurs, pour b € B™*% et iy,...,iq € I, le fixateur de b.s;,. ... .s;,(v))
dans U™t est dans U™+ N b:si-sig Bmat  est-a-dire dans le fixateur
(dans U™2%) de b.s;,. ... .s;,(Co). Comme en 2) ci-dessus on montre que le

poids de s;,. ... .8;,(vx) est A — a avec deg(a) < %’((1 +M)4—1)si M' =
Maz{\(a}) | i € I}. Donc, si u € U{/n(a:; avec n > %(1 + M)?, u fixe toutes

les chambres de la forme b.s;,. ... .s;,(Cp), c’est-a-dire les chambres de D(d).
Ainsi Upt™  UpeS C URES et Uy € Uy, C Uf ) pour n > 4 (1 +

M)%. Comme la filtration par les U;( d) est séparée, il en est de méme de celle
par les U‘J}(n) ; en particulier UtN Kermy = {1}.

5) De ces comparaisons de filtrations on déduit des homomorphismes conti-
nus :
¢: Tt 2 . pyest 2 . yr+ . Le probléme de la comparaison des groupes
Umat et et U™ se traduit donc en deux questions :

A-t'on U™+ =T ? (voir 6.10 et 6.11)

@, v et p sont-ils des isomorphismes de groupes topologiques? (voir
6.7 4 6.9)

Si k est un corps fini, U™3* et donc T sont compacts. Comme Ut et U™+
sont séparés, les homomorphismes ¢, v et p sont surjectifs, fermés et ouverts.
Ce sont donc des isomorphismes de groupes topologiques si et seulement si ils
sont injectifs.

6) Remarques a) La filtration (U™?"),cn de U™t permet de définir une
métrique invariante & gauche sur GP™?, pour laquelle GP™? est complet et dont
les boules ouvertes sont les gU™a". D’aprés la décomposition de Bruhat, le
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fait que U™+ < B™aT et la relation de 2) impliquant les 3;, cette métrique
est équivalente a celle, invariante & droite, dont les boules ouvertes sont les
Umatg. Ainsi GP™?* est un groupe topologique, dans lequel U™ est ouvert.
L’adhérence G de G dans GP™? est le séparé-complété de G pour la filtration
induite.

b) Comme G, G™ et G sont des séparés-complétés pour les filtrations
dans U™ de 4) ci-dessus, les homomorphismes de 5) ci-dessus se prolongent
eng¢: G_T1 . qgeem P __ qer . Par définition Ker¢p = o' n Z'(GP™®) ou
Z'(GP™) = ,cgome 9B™*Tg~" est le noyau de l'action de GP™* sur I'im-
meuble 7},

¢) Le groupe Z(G) s’envoie trivialement dans G™. D’aprés les calculs de 6.2
on a donc un homomorphisme continu G¢* — G™. Celui-ci est surjectif, fermé
et ouvert si le corps est fini (résultat de U. Baumgartner et B. Rémy cf. [9, Th.
2.6]).

PROPOSITION 6.4. — Les centres Z(G), Z(GP™*) ainsi que Z'(GP™?) =
Nyegoma gB™*Tg™" wérifient Z(G) C Z(GP™) C Z'(GP™®) et Z'(GP™®) =
Z(@).(Z'(GPm2) n U™at), Z(GP™) = Z(G).(Z(GP™*) N U™a). De plus
Z'(GPmay N U™ est distingué dans GP™?.

Démonstration. — Comme Z(G) centralise U™** il est contenu dans Z(GP™?).
Mais B™2* est égal & son normalisateur (car il fait partie d’un systéme de Tits)
on adonc Z(GP™2) C B™T et méme Z(GP™*) C Z'(GP™?). Soit h € Z'(GP™2).
On écrit h = tu avec t € T et u € U™+, Soit i € I, on peut alors écrire
u = exp(ae;).v avec a € k et v € leli\{ai}(k). Soient A € k et y) = exp(\f;),
alors yAhy;1 = t.exp((a;(t) — 1)ASi) .y exp(aei).ygl.yk.v.y)fl avec y»v.y;l €
ﬂ‘gi\{ai}(k). Un calcul rapide dans SLs; montre alors que yxuygl € Bmat
VA € k si et seulement si ;(t) = 1 et a =0; donc t € Z(G) et Z'(GP™2) C
Z(G).Uyt.

Cette derniére assertion montre que le groupe Z’(GP®2)NU™** est normalisé
par les U_,,, (pour i € I); comme il est normalisé par B™2* il est distingué
dans GP™2. O

6.5. GK-simplicité. — On dit que l'algébre de Lie gx = g4 ®z k est simple
au sens du théoréme de Gabber-Kac (ou GK-simple) si tout sous— %, —module
gradué non trivial de gj, contenu dans n; est réduit & {0}.

De méme on dit que le groupe GP™2 est GK-simple si tout sous-groupe
distingué de GP™® contenu dans U™" est réduit a {1}, ie., si Z'(GP™*) N
U™t = ,en Ug(a:)' = {1} ou si Z'(G*™*) = Z(G). On espére que GP™® est
toujours GK-simple (voir 6.9.1 ou 6.8). L’assertion correspondante pour G est
toujours satisfaite (6.1.1).

TOME 144 — 2016 — N° 4



GROUPES DE KAC-MOODY DEPLOYES SUR UN CORPS LOCAL 681

REMARQUE. — En caractéristique 0, g est GK-simple dans le cas symétrisable
(et méme conjecturalement dans tous les cas). Mais, comme me l’a indiqué
O. Mathieu, cela n’implique pas la GK-simplicité en caractéristique p; voir
ci-dessous l'exemple des lacets de SL,, (6.8). On voit facilement que g est
GK-simple si et seulement si Vo € Af tout X € grq tel que, Vj € I, Vg € N*
ad( f;q))X = 0 est forcément nul. L’ensemble de ces X € gk, est déterminé
par des équations linéaires & coefficients entiers indépendantes de k. Si g¢ est
GK-simple, un déterminant déterminé par ces équations est non nul. Ainsi la
condition ci-dessus est vérifiée pour g, si la caractéristique p de k ne divise pas
ce déterminant. Malheureusement AiJIrn est vide ou infini, on pourrait donc avoir
gr non GK-simple quelque soit la caractéristique. Par contre dans le cas affine
on n’a qu’un nombre fini de déterminants & considérer car il y a périodicité des
espaces radiciels imaginaires. En effet, pour le type affine X,(zk), g’y = ga/centre
est réalisé comme sous-algébre de Lie de s ® C[t,t™!] ol s est 'algébre simple
de type X, ; d’aprés [21] (resp. les calculs explicites de [29]) g4 (resp. (¢'4)z)
est stable par multiplication par t**.

Si la matrice de Kac-Moody A a tous ses facteurs de type affine (ou de type
fini), alors gy est GK-simple si la caractéristique p de k est assez grande.

PROPOSITION 6.6. — Supposons gr GK-simple et k infini. Soit u € U™+ \
Umffr avec n > 1. Alors il eviste j € I ety € U_,; tels que yuy~l ¢ Bmat (s

n

n=1)ouyuy~! € U™+ \ UMt (sin >2).

Démonstration. — (cf. [30, prop. 8] en caractéristique 0)

On calcule dans D’algébre @:(A*) = /’l\lz qui est graduée par les poids
dans Q7 et le degré total dans N (2.13.2) et aussi dans @Z(sj (AT)). Soit u €
Umat\ URF ‘/L\lz (AT); sa composante u,, de degré n est dans 'algébre de
Lie gi. Soit a € A" de degré n tel que la composante u, de u,, sur g, soit non
nulle. Comme g;, est GK-simple, il existe j € I et ¢ > 1 tels que adf;Q)ua #0
(sinon ad(%)uq est de plus bas degré n).

Sin=1,onaa=a;,u=-exp(us)u avec u’ € Xi\{aj}(k). Soit y =
exp fj, alors yuy‘l = y.exp ua.y_l.y.u’.y_l
et y.expuy.y~ 1 ¢ B™at. Donc yuy~t ¢ B™aT.

Sin > 2, ue ﬂzi\{aj}(k) et ce groupe est normalisé¢ par U_,; (contenu
dans ME?A+)(IC)) cf. 3.3. Soient A € k et yx = exp(Af;) € U_,, alors yAuy)Tl €

-1 m
avec y.u'.y~! € ilAi\{aj}(k)

U™at vaut Yo o )\madf;m)u (voir la démonstration de 2.5); sa composante
de poids o — ga; est donc égale & la somme finie Zm>q )\madf;m)ua_i_(m_q)aj,

Ol Uq 4 (m—q)a,; st la composante de poids o + (m — q)a; de u dans @Z (AT).
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Cette composante de y,\uy;1 s’exprime comme un polyndéme en A dont le
terme de degré ¢ est non nul. Comme k est infini, il existe un A € k tel que
ce polynoéme soit non nul et donc ykuygl ¢ U™t puisque sa composante de
poids o — go; est non nulle. O

PROPOSITION 6.7. — Supposons g, GK-simple et k infini. Alors ¢, v et p sont
des homéomorphismes. Ainsi G, G™ et G" sont des groupes topologiques
isomorphes (et de méme pour U+, Ueet et U™).

REMARQUE. — On verra en 6.9.4 que v : G — G°8™ est un isomorphisme sous
la seule hypothése que g est GK-simple.

Démonstration. — Soit u € U,‘l“"“’\U,lf‘f”fr avecn > 1. D’aprés la proposition 6.6
il existe m <n, ji,...,Jm € I et u; € U_q;, tels que uy,. ... AU (U e ug) 7L
¢ B™at . Mais B™*t est le fixateur de la chambre fondamentale Cp, donc u ne
fixe pas la chambre (up,. ... .u1)"'Cp qui est & distance < m de Cy (on a une
galerie Cp, (u1)™1Co, (ug.u1)"1Cp,...). On a donc montré que UEE‘TJ)F C U:,‘ffr
pour r € N. Avec les inclusions inverses prouvées en 6.3.4, on voit que les trois
filtrations sont équivalentes et donc ¢, v et p sont des homéomorphismes. [

EXEMPLE 6.8. — On considére la matrice de Kac-Moody A de type A1
avec m > 3. Pour un bon choix du SGR. J, on obtient des algébres et groupes
de lacets : g = sly (k) ® k[t,t71], G = SLp(k[t,t1]), G = sl (k) ® k(1))
et GP™2 = SL,,(k(t))-

Si la caractéristique p de k divise m, gi contient toutes les matrices scalaires.
Celles-ci sont clairement annulées par ad(%) et sont contenues dans n; sile
scalaire est dans tk[t]. Donc g n’est pas GK-simple dés que p divise m ; il est
facile de voir que la réciproque est vraie.

Notons V = k™ et &1, ..., &, sa base canonique. Soit R = k[[t]], on considére
les réseaux Vy = Re;1 ® --- ® Repy, Vi = Re1 @ --- ® Reyp_1 @ Rtep,.. .,
Vim—1 = Re1 ® Rtea & --- @ Rtey,, Vi, = tVy et de maniére générale V1 =
t*V, pour a,b € Z. Alors B™2 est le stabilisateur dans GP™2 de tous ces
réseaux et il est assez facile de voir que U™t = {g € GP™ | (¢ — 1)V; C
Viin Vi € Z} pour n > 1. Egalement UR2+ est formé des matrices a coefficients
dans R congrues a ’identité modulo " et & une matrice triangulaire supérieure
modulo "1,

Le groupe U™t ne contient pas de matrice scalaire. Mais si p divise m,
on peut trouver dans UDRa+ \ U,,“ﬁjf{il une matrice diagonale u dont tous les
coefficients sont égaux modulo tP". Si y = exp(\f;), alors yuy~! a les mémes
coefficients que u sauf un (colonne j, ligne j 4+ 1) qui est dans t*"R, donc

yuy~1 € URa*. La conclusion de la proposition 6.6 n’est pas vérifiée.
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Les sommets de 'appartement standard A sont associés aux réseaux de la
forme Rt™e @ - -® Rt"™e,,. Ainsi le fixateur d’une partie finie de AY est formé
des g € GP™? stabilisant un nombre fini de tels sous-modules. On en déduit
facilement que la filtration de GP™? par les GPCT;*) est équivalente a la filtration
par les B™**(n) = {g = (9i;) € SLin(R) | gij € t"R,Vi # j}.

Notons U™ [n] = U™+ 0 (N7" (exp fi)B™**(n)(exp —fi)). On calcule
facilement que U™**[n] est formé des matrices g = (g;;) € SLn(R) telles
que g;; € t"R,Vi # j et gii — Git1,i+1 € t"R,Vi < m — 1. Ainsi g} € 1 +t"R
et g11 € 1+tR. Si p® est la plus grande puissance de p divisant m, on en déduit
que g1 — 1 € t"P°R; donc U™t [n] C Uz;ﬁjpe. Comme la filtration par les
Ug(a:)' est plus fine que celle par les U™ [n], on déduit de I'inclusion précédente
et de celles prouvées en 6.3.4 que toutes ces filtrations sont équivalentes. La
conclusion de la proposition 6.7 est vérifiée méme si g; n’est pas GK-simple.
On a aussi Z/'(GP™?) = Z(G) : GP™?* est GK-simple.

REMARQUES 6.9. — 1) On a vu au cours de la démonstration de la propo-
sition 6.7 que, si g est GK-simple et k infini, les filtrations de U™ par les
Umat U“/“(arjg ou Ug‘g;g sont équivalentes. En particulier GP™? est GK-simple :
Z'(GP™2) = Z(@G) (cf. [30, prop. 8] en caractéristique 0).

2) Si GP™2 est GK-simple ou plus généralement si Z'(GP™*) N G = Z(G),
I’homomorphisme ¢ : G — G est injectif (6.3.6.b). Si de plus k est fini, on
en déduit que ¢ : U™ = U+ et v : U™ — U+ sont des isomorphismes de
groupes topologiques (6.3.5); ainsi les groupes topologiques G, G™ et G
sont isomorphes. Inversement pour k fini, 'isomorphisme de G et G° implique
que Z'(GP™) N G = Z(G) (6.1).4) ; si la caractéristique de k est grande, cela
implique que GP™? est GK-simple (6.11).

3) Si jamais gi n’est pas GK-simple en caractéristique 0, on peut montrer
que GP™* n’est pas GK-simple; en particulier GP™® et G°" ne sont pas iso-
morphes.

4) Supposons g GK-simple. Soit ¥ un corps contenant k. On considére
I'immeuble .7} (k') de & sur k', il contient .#}. On note D'(r) la boule de .7} (k')
de centre Cj et rayon r et Ug’ja(j) son fixateur dans U™?*. Les groupes UM+,
U‘r,n("‘nt et Ug‘f‘(j) sont les intersections avec U™?T des groupes analogues & UM+,
Uﬁ(a;g et Ug‘(a:)“ dans U™+ (k). Si k¥’ est infini la démonstration de 6.7 prouve
que Ugfzf) cUryt U‘r,ngf)r C Ug,a“(ji') C Ugl(a(; sir > %’(1 + M)<. Notons
U™t (resp. G*Y) le complété de UT (resp. G) pour la filtration par les U+,(T) =

Uutn UE{“E:T). Alors les groupes G, G°™ et G'*! sont des groupes topologiques
isomorphes (et de méme pour U+, Ucet et U™F). En particulier U™ et G*

ne dépendent pas du choix du corps infini ¥’ contenant k.
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5) Supposons g GK-simple. S’il y a injection continue du groupe U™ as-
socié & k dans celui associé a 'extension infinie k' (hypothése raisonnable mais

non évidemment vérifiée) alors ¢ est un isomorphisme de groupes topologiques
et Gcrr — GC!‘!‘l’ Urr+ — Urrl—i-.

6.10. Comparaison de U™+ et U". — 1l s'agit de savoir si U* est dense
dans U™2F, c’est-a-dire si U™2" est topologiquement engendré par les sous-
groupes radiciels U, pour o € ®*. On va répondre par un contre-exemple et
une proposition assez générale.

2 —
Contre-exemple. On considére la matrice de Kac-Moody A = ( 2m>
-m

avec m > 3 et G = &, (F2). On note a, 3 les racines simples, e (resp. f) une
base de g, (resp. de gg) sur k = Fy et a = exp(e) (resp. b = exp(f)) P'élément
non trivial de U, (resp. Ug). D’aprés [21, exer. 5.25] les plus petites racines
de ®% sont «, B, a+mf, B+ma tandis que 8+, B+2a,...,3+(m—1)a,a+
28,...,a+ (m — 1) sont des racines imaginaires. De plus § 4+ ra ou a + g3
n’est pas une racine pour r > m.

Soit ¥ ’idéal de AT formé des racines positives de la forme 73+ qa avec r >
2 ou r+ q > 4; il contient toutes les racines réelles positives sauf a et .
Notons UP® = 4?(k), c’est un sous-groupe ouvert de U™+, D’aprés 3.2 et
3.3 U™t /UP? est un groupe en bijection avec g, ® g D gg+a D 9p+24- SIUT
est dense dans U™t ce groupe doit &tre engendré par les images de a et b.

~+ ~+
On fait des calculs dans le quotient de %, par 'idéal %y.y ® k. On utilise
~ 4 ~+
que U™ C U, et UP® C 1+ Upyg ® k. On note ™ * f = ad(el™) f € gx,
qui est non nul pour n < m. Ainsi go D g3 D 9s+a D 98+20 = Foe @ Fof &
~+
Fa(ex f)@Fa(e® x f), Uy admet 1,e,e),e®), fref e fexfe(ex f),e®  f
~+

comme base d’un supplémentaire de ¥y.y ® k et 'isomorphisme de U™*/U3?
Sur go @ 98 D 98+a D gs+2« s'obtient par la projection évidente.

Dans cette algébre quotient a = 1+e+e(®)+e(3) et b = 1+ f. On peut calculer
facilement les 17 mots en a et b de longueur < 8. On constate que (ab)2 =
1+exf+e?xf=(ba)? et (ab)* = (ba)* = 1. Ainsi ces 17 mots constituent
toute I'image de U™t dans cette algébre quotient et il y a au maximum 14 mots
différents. Comme U™t /UR? est de cardinal 16, il n’est pas égal au groupe
engendré par a et b (il contient 8 éléments et pas [exp]e(z) x f).

On en déduit que U™ n’est pas dense dans U™a+,

PROPOSITION 6.11. — Supposons la caractéristique p du corps k nulle ou
strictement plus grande que M (6.3.2). Alors le groupe U™ (resp. G) est dense
dans U™ (resp. GP™2).
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REMARQUE. — Dans le cas simplement lacé, le résultat est valable sans condi-
tion sur la caractéristique.

Démonstration. — D’aprés 2.3 l'algébre de Lie n'k" est engendrée par les e;
pour ¢ € I. Montrons par récurrence sur n que tout élément g € UP?T est
congru & un élément de U™ modulo Ufff , c’est clair pour n = 1. D’aprés
3.3 Ut JURE est un groupe commutatif isomorphe & gn = @ geg(a)=n Ika-

D’aprés 3.2 et les bonnes propriétés de la base des [N] (2.9.4), I'isomorphisme
~+
¢, est donné comme suit : on plonge U™t dans %, et 'élément g € U™T est

~+ ~+
congru a 1+¢n(g) modulo Uy >yt = [laeg(a)>nt1 Yka- 1l suffit de montrer le
résultat cherché pour des éléments g engendrant U™+ / U;Lnff' , on va considérer

ceux tels que @, (g) soit de la forme [e;,v] avec i € I et v € g,,_1. Par hypothése

il existe h € U, tel que ,,_1(h) = v, donc h est congru & 1+v modulo @Z>n
Considérons h' = (exp e;).h.(exp —e;).h~! € UT. On calcule facilement ce
produit dans @:/@:)n_ﬂ, il est égal a 1+ [e;,v]. Donc b/ € URat et o, (h') =
on(g) e, g=h modulo urst.

Ainsi Ut est dense dans U™" ; mais GP™* = G.U™** (cf. 3.16, 3.17) donc
G est dense dans GP™?. O

THEOREME 6.12. — Supposons g, GK-simple et le corps k infini de caracté-
ristique nulle ou > M. Alors les groupes topologiques GP™2, G¢™ et G'* sont
isomorphes

Démonstration. — Cela résulte aussitét des propositions 6.7 et 6.11. O

6.13. Simplicité. — On va maintenant généraliser le résultat de simplicité de
Moody [30]. On suit son schéma de démonstration en reproduisant méme les
parties inchangées, a cause de la disponibilité restreinte de cette référence.

On note Gy (resp. G?ln)‘a) le sous-groupe de G (resp. GP™?) engendré par
les groupes radiciels U, pour o € ® (resp. et par U™a). 1l est normalisé

par T et les 55, donc est distingué dans G (resp. GP™?). D’aprés 6.4 on a

7/(GP™) € Z(G).GP.

LEMME 6.14. — 1) Si |k| > 4, le groupe G(1) est parfait et égal au groupe
dérivé de G.

2) Le groupe Gf’f;a est topologiquement parfait (i.e., égal & l’adhérence de
son groupe dérivé) et égal & l’adhérence du groupe dérivé de GP™?, dans les cas
sutvants :

a) La caractéristique p de k est nulle ou > M et |k| > 4.
b) La matrice de Kac-Moody A n’a pas de facteur de type affine et k est
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REMARQUE. — Dans les conditions de 2)b ci-dessus, si de plus k n’est pas
extension algébrique d’un corps fini, alors Gl(’lngl ? est parfait.

Démonstration. — 1) Soient a € ® et r,v’ € k¥, alors a¥(r) € G
et (@¥(r),zq(r")) = za((r* — 1)7'). Donc U, C (Gn),G)) C (G,G) C G
puisque G = T.G y).

2) Le cas a) résulte de 1), de la proposition 6.11 et de ce que GP™? = T.Gg?a.
Pour le cas b) on peut utiliser le lemme 6.15 ci-dessous. Par un calcul analogue

au précédent on en déduit que UP** est parfait modulo U7 . O

LEMME 6.15. — On suppose la matrice de Kac-Moody A sans facteur de type
affine et le corps k infini, alors Va € A il existe to, € TNG (1) tel que a(ty) # 1.
Si k n’est pas extension algébrique d’un corps fini on peut supposer t = t,
indépendant de a.

Démonstration. — On peut supposer A indécomposable et méme de type indé-
fini, car le cas de type fini est clair. D’apreés [21, 4.3] il existe alors A = ) aja}/ €
QY CY avec aj € N* et a;(A) < 0 Vi,j € I. Soient z € k* et t = \(z) € T';
comme A € QV,t € Gpy. Sia =3 njoy € A, on a at) = M) ; mais les n;
sont tous de méme signe et non tous nuls, donc a(A\) = Y n;a;(A) # 0. Ainsi
a(t) # 1 si z est d’ordre > |a(\)| dans k* ou, mieux, s’il est d’ordre infini. [

PROPOSITION 6.16. — On suppose fo;a topologiquement parfait et la matrice
de Kac-Moody A indécomposable. Soit K un sous-groupe fermé de GP™* nor-
malisé par G?ln)‘a , alors K C Z'(GP™®) ou K D G?ln)la.

REMARQUE. — Ainsi GFEa/(Z’(GPma) N G?{?a) est topologiquement simple.
Notons que, d’aprés 3.19, ce quotient ne dépend que de A et k (mais pas de ).

Démonstration. — Le systéme de Tits (GP™2, B™a+ N), les groupes U™2"
et K satisfont aux conditions du théoréme 5 de [4, IV §2 n° 7] sauf peut-
étre (2) ou (3) (avec "U” = U™+ "H" = K et "Gy = G?ln)]a). On peut
donc suivre la démonstration de ce théoréme jusqu’au point ou (2) et (3) sont
utilisés. Si K ¢ Z'(GP™2) on obtient donc Gl(’lngla C KU™?*. Les sous-groupes
KU™* sont ouverts donc fermés; comme G?lﬂ)l *est topologiquement parfait,

on a G’l(jln)la C KU™** Vn > 1 (cf. 3.4). Soit g € Gl(’f)w, écrivons g = knun,
avec ky, € K et u, € U™, La suite u,, tend vers 1, donc k,, = gu;1 tend vers

g et comme K est fermé g € K. O

pma

LEMME 6.17. — On suppose G(l) topologiquement parfait et la matrice de
Kac-Moody A indécomposable. Soient K un sous-groupe de GP™? normalisé
par G?{?a ett €T n G?ln)‘a tels que K ¢ Z'(GP™?) et a(t) # 1 Va € A. Alors
te K.
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Démonstration. — D’aprés 6.16 K contient Gﬁ’ln)l %, Soit k,, une suite d’éléments
de K convergeant vers t. Pour s assez grand u = k,t~! € U™2t. On va montrer
que t est conjugué dans G(1) dut=ks; € K,donct e K.

Montrons qu'’il existe des suites u,, v, dans U™" telles que, Vn > 1,
(1) U, vy, € UPST 44y = w,
(2) vpunto;t = upyit.
Si c’est le cas, la suite des produits v,.v,_1. ... .V2.v1 converge vers un
élément v € U™t et vutv=! = ¢.
pma+

Supposons uy, . .., u, et vy,...,v,._1 déja construits. On sait que Uma+/ 1
est isomorphe au groupe addltlf somme des g, pour deg(a) = 7. Notons
Za X, Délément correspondant & la classe de u,. On définit v,, comme un
élément de U™+ dont la classe modulo U4 correspond a >, 1_%,}(”~Xa-

Soit Ur+1 = vrurtv_lt_l, sa classe modulo correspond & I’élément
t
Yo (o + 1+ 1295). Xo = 0. Donc uy41 € U“jfff, 0

T

Uma+

LEMME 6.18. — Soient GP™2, K et t comme en 6.17. Si u € U™3T, il existe
v € U™t tel que vtv~ 1t = u, en particulier w € K. Donc U™+ C K.

Démonstration. — Montrons qu’il existe deux suites uy,, v, dans U™ telles
que :

(1) v, € UMty 1un e U, pour n > 0,

(2) vn. ... wptwpt Lot = u,t, pour n > 1.

Si c’est le cas, la suite des produits v,.v,_1. ... .v2.v7 converge vers un
élément v € U™t u,, tend vers u et vtv ™! = ut.

Posons uy = wu,v9 = 1 et supposons ug,...,Ur_1,V0,...,0r—1 déja
construits. La classe de u~lu,_; dans U™+ /Ufff' correspond & un élé-
ment Z X, de la somme des gi, pour deg(a) = r. On définit v, comme un
élément de U™t dont la classe modulo U™ correspond & Y, 1_%&1(,5).)(&.
Alors v, ... .ty ! vttt = 1vru,« 1to tt™l a la méme
image dans Umet /Ut que veuwtup_gto 7! (3.3).f) qui correspond a

t . - — —
Yo (s ap T1+ 1a((1()t) X = 0. Donc, si on pose u, = vy. ... vty ... w7t

on a bien u~ ureUm?H'. O

THEOREME 6.19. — On suppose G(1) topologiquement parfait, la matrice de
Kac-Moody A indécomposable non de type affine et le corps k de caractéristique
0 ou de caractéristique p mais non algébrique sur F,. Alors pour tout sous-
groupe K de GP™® normalisé par Gpma, soit K est contenu dans Z'(GP™?),
soit il contient GI()I) . En particulier Gf’ln)la/(Z’(Gpma) N G?ln)la) est un groupe
simple.
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Démonstration. — Si K ¢ Z'(GP™?), les hypothéses des lemmes 6.17 et 6.18
sont vérifiées (grace au lemme 6.15). Donc U™+ C K. Mais Glgln)l * contient les
So (pour @ € @) et normalise K, donc K contient aussi les U, pour o € ®,

c’est-a-dire K D G?ln)’a. O

REMARQUES 6.20. — 1) On a vu que G?{;la est souvent topologiquement par-
fait (6.14) et que Z'(GP™?) est assez souvent égal aux centres Z(G) et Z(GP™?)
(6.9).1 et 6.8.

2) La simplicité de Gl(Dln)la/(Z’(Gpma) ﬂGI()S‘a) en caractéristique 0 est le résul-
tat essentiel de R. Moody dans [30]. Il considére en fait un groupe d’automor-
phismes du complété de I'algébre de Kac-Moody simple associée & une matrice
de Kac-Moody A (indécomposable non de type affine). Il n’y a donc pas pour
lui d’hypothése de GK-simplicité de gi (et Z'(GP™?) = Z(G) = Z(GP™*) = {1}
pour son choix de groupe).

3) Pour un corps fini (de cardinal > 4) et une matrice A 2—sphérique indé-
composable non de type affine, Carbone, Ershov et Ritter montrent la simplicité
de G{1) [9, th. 1.1]. Ce résultat vient d’étre généralisé par T. Marquis [24] : G{},
est simple si le corps k est fini et A indécomposable non de type affine. Il utilise
également les parties 2 et 3 ci-dessus, mais aussi des résultats sur les groupes
de contraction dus & Caprace, Reid et Willis.

Ce groupe G’Ei) est 'adhérence de I'image de G (1) dans Aut(.#}), c’est-a-dire,
par compacité, I'image de I'adhérence % de G(;) dans GP™®. Donc G’(ﬁ) =
G1y/(Z'(GP™*) N G(1)). En grande caractéristique, 6.11 montre que G, =
GI(’ID; . on retrouve alors un énoncé analogue & 6.19.

Si k est fini mais assez grand, on sait aussi que G(1)/(Z(G) N G(1)) est
simple [8, th. 20]. On en déduit facilement le méme résultat pour k extension
algébrique d’un corps fini.

4) Si A est indécomposable de type affine non tordu, Gf’ln)la/(Z’(Gpma) N
Gf’ln)] *) est le groupe des points sur k((t)) d’un groupe algébrique simple déployé,
il est donc simple. Le méme résultat est sans doute encore vrai si on enléve « non
tordu » et « déployé ».

Index des notations

11: Aa Ja Y? X? g, a2/7 Q? Qi Qia vi 1.4: 5:7 W*$ €a, [aaﬁ]» ]aaﬁ[a

+ _+ * v _
g‘/f) b(/fv 9o, Av A 7“#5 bgjw w 7q) - ATE, 1.5: GtA, ﬂ"/’? ﬂa: Lo, gou o

Aim, Sa
16: 6, 6y, 85, U5, BY, Ny, v*, m(u),

12:%, %, 72 ( facultatif)
1'3 : ds7 (Jad7 JSC’ (,le (JSCZ7 (Jma.t 1.7 : @A
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21 : ™, £ Ue, Uy, UE, U, Uga,
92, njz ({ facultatif) V, ¢, @+, W, @,
wu LU g

24 : g,

2.6 : Ba, [N],

2.8 : [exp]

213 ¢ U, gw, W), W), U (D),
U (w),

214 : L(\), Lz()\)

30 4 et g i,

32 : 1,

3.5 B, P P, A

3.6 : €(@), D(@), B(w), B

311 : Yo, o,

3.12: "2

3.16: G*™ N, U™t U™, T, S,

317: U, BT, G

41:7,C}, T°, Ua, Ta,

42 : K, w, A, O, A, v, M(a, k), M,
M, D(a, k), D°(a, k), P, cl, F*(z, F*),
F(z,F*), W, ¢a, R, Ua

43 : fo, Usa, U, NS U, UE, UE*,
Ng, WE™, Wo

4.4 : ga,)y 9a,Q, h()v g9, /g\?p /g\?b %Qa %a,fh
Ugr, Ugr, My, M, ME, Mg

45 : UV, U(V)a, US*(V), US™(T),
Ugst, ugmt, ugt

46 : UR™, UZ™, Ng™, No, PZ™,
PE™ pa™

49 : ﬁn, NQ, P

413 : Py, P,

51:.9 = 7(6,K)
52: Ga, G(Q C A)

57:<,<,q,9

5.15 : o(F, F°), ®(F, F*), P(F"), M(F"),
U(F?), P*(R)

6.1 . Grr’ ZI(G), GC", Urr+, Z/(Gcrr)
6.2 : G, G
6.3: U, Ut, M, ¢,v,p

6.13 : G(l)? G}()ln;a
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