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VARIATIONS AUTOUR
D’UN THEOREME METRIQUE DE KHINTCHINE

PAR YANN BUGEAUD & CARLOS GUSTAVO MOREIRA

A Michel Waldschmidt, a 'occasion de ses 70 ans.

REsuME. — Nous montrons qu’il n’existe pas de nombre réel typique du point de
vue de l'approximation diophantienne, dans un sens précisé ci-aprés. Soit ¥ une ap-
plication de ’ensemble des entiers strictement positifs dans ’ensemble des nombres
réels positifs. Khintchine a démontré que, si la fonction q +— qQ\I/(q) décroit et si la
série de terme général q¥(q) diverge, alors I’ensemble % (¥) des nombres réels £ pour
lesquels l'inégalité |€ — p/q| < ¥(q) posséde une infinité de solutions rationnelles p/q
est de mesure de Lebesgue totale (Beresnevich, Dickinson et Velani ont démontré plus
tard le méme résultat en supposant seulement que ¥ est décroissante). Nous montrons
que, pour presque tout nombre réel «, il existe une fonction ¥ qui satisfait de bonnes
conditions de « régularité » (concernant la décroissance de V), telle que la série de
terme général q¥(q) diverge alors que l'inégalité | — p/q| < ¥(q) ne posséde aucune
solution rationnelle p/q.

Khintchine a montré également que, si la série de terme général q¥(q) converge,
alors I’ensemble K (¥) est de mesure de Lebesgue nulle. Nous montrons que, pour
presque tout nombre réel «, il existe une fonction ¥ qui satisfait de bonnes conditions
de « régularité », telle que la série de terme général g¥(q) converge alors que I'inégalité
| — p/q| < ¥(q) posséde une infinité de solutions rationnelles p/gq.
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508 Y. BUGEAUD & C. GUSTAVO MOREIRA

Enfin, nous calculons les dimensions de Hausdorff d’ensembles d’exceptions & nos
résultats (définis en fonction des conditions de régularité sur ¥).

ABsTrACT (Variations around a metric theorem of Khinchin). — We prove that there
are no typical real numbers from the point of view of Diophantine approximations, in
a sense that we describe below. Let ¥ be an application from the set of positive
integers into the set of nonnegative real numbers. Khintchine established that, if the
function q +— ¢?W¥(q) is non-increasing and the series Zqu q¥(q) diverges, then the set
K () of real numbers ¢ for which the inequality [€ — p/q| < ¥(q) has infinitely many
rational solutions p/q has full Lebesgue measure (Beresnevich, Dickinson and Velani
proved later the same result assuming that ¥ is just non-increasing). We show that,
for almost every real number «, there is a function ¥ which satisfies good “regularity”
conditions (on the speed of decreasing of ¥), such that the series Zq>1 q¥(q) diverges
but the inequality |a — p/q| < ¥(g) has no rational solution p/q.

Khintchine also showed that if the series 3 -, ¢¥(g) converges, then the set X(¥)
has zero Lebesgue measure. We show that, for almost every real number «, there is a
function ¥ which satisfies good “regularity” conditions, such that the series Zqu q¥(q)
converges but the inequality | — p/q| < ¥(q) has infinitely many rational solutions
p/q.

We also compute Hausdorff dimensions of sets of exceptions to our results (in terms
of the regularity conditions on ).

1. Introduction et résultats

Tout au long du présent article, par fonction d’approximation (ou bien, tout
simplement, fonction), nous entendons une application de I’ensemble des entiers
strictement positifs dans ’ensemble des nombres réels positifs.

Commengons par rappeler un énoncé légérement plus fort que le théoréme
de Khintchine [13].

THEOREME K. — Soit ¥ une fonction d’approximation. Alors l’ensemble

x(w) = {eerife-2

< U(q) pour une infinité de rationnels p}
q

est de mesure de Lebesgue nulle si la série Z;’il q¥(q) converge. En outre,
si on suppose que VU est décroissante et si la série Z;il q¥(q) diverge, alors
K(¥) est de mesure totale.

Le lemme de Borel-Cantelli entraine facilement la premiére assertion du
théoréme K, la deuxiéme étant plus délicate & démontrer.

Une démonstration du théoréme K figure, par exemple, dans le mémoire
de Beresnevich, Dickinson et Velani [2]. Khintchine [13]| (voir aussi [4]) avait
démontré la deuxiéme assertion du théoréme K sous une hypothése 1égérement
plus restrictive, a savoir la décroissance de la fonction ¢ — ¢?¥(gq). Observons
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VARIATIONS AUTOUR D’UN THEOREME METRIQUE DE KHINTCHINE 509

que, quelle que soit la fonction ¥ : Z>; — R™, si a et b sont des nombres réels
vérifiant a < b, alors la fonction q — ¢®¥(q) est décroissante si q — ¢*¥(q) est
décroissante.

Duffin et Schaeffer [6] ont montré que la conclusion de la deuxiéme assertion
du théoréme K reste vraie si, au lieu de supposer que ¥ décroit, on se contente
de supposer l’existence d’un nombre réel A tel que la fonction q — ¢*¥(q) est
décroissante. Une hypothése sur ¥ est toutefois nécessaire, voir le Chapter 2 de
la monographie de Harman [10]. Dans ce domaine, le probléme ouvert le plus
célébre est la conjecture de Duffin et Schaeffer, formulée ci-dessous. Rappelons
que ¢(n) compte le nombre d’entiers strictement positifs, inférieurs ou égaux a
I’entier n et premiers & n. Dans le présent texte, « presque tout » fait toujours
référence a la mesure de Lebesgue.

CONJECTURE DS. — Soit ¥ une fonction d’approximation vérifiant
o0
> W(g) ¢(q) = +oo.

q=1

Alors, pour presque tout nombre réel &, Iinégalité

p
5_ a < \Il(q)a ng(pa q) =1, q=>1,

posséde une infinité de solutions.

Notons qu’en considérant des recouvrements bien choisis il est facile de mon-
trer que, si ¥ est une fonction d’approximation vérifiant

> W(g) ¢(g) < +oo,

q=1

alors, pour presque tout nombre réel £, 'inégalité

p
5 - 5 < \Il(q)a ng(p’q) = 1a q2> 1»

ne posséde qu’un nombre fini de solutions. Des progrés récents en direction de
la Conjecture DS ont été effectués dans [1, 3, 11, 16]. Nous nous intéressons a
des questions voisines, motivées par le passage suivant de la recension [20] de
la monographie [4] :

La remarque suivante aurait mérité de figurer dans le livre : aucun nombre
réel ne se comporte, du point de vue de [’approrimation rationnelle, comme
presque tous les nombres réels. Plus précisément, si F est l’ensemble des fonc-

tions croissantes f définies sur les entiers positifs a valeurs réelles positives
possédant la propriété que pour presque tout x réel, l’inégalité

lz —p/ql <1/f(q)
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510 Y. BUGEAUD & C. GUSTAVO MOREIRA

n’a qu’un nombre fini de solutions, alors pour tout x réel il existe f € & tel que
linégalité

|z —p/ql <1/f(q)
ait un nombre infini de solutions. Cela semble (a premiére vue seulement) un
peu paradozal, mais cela impose d’étre prudent si on veut conjecturer, par
exemple, que les nombres algébriques se comportent comme presque tous les
nombres réels de ce point de vue.

Cette observation et le théoréme K appellent les questions suivantes.

QUESTION 1. — Soit £ un nombre réel irrationnel. Eziste-t-il une fonction
d’approrimation décroissante U telle que la série 2311 q¥(q) converge et &
appartient o K (V) ¢

QUESTION 2. — Soit £ un nombre réel irrationnel. Eziste-t-il une fonction
d’approrimation décroissante U telle que la série Ziil q¥(q) diverge et & n'ap-
partient pas a K (V) ?

Lang [14] a répondu positivement a la question 1 lorsque £ n’est pas & quo-
tients partiels bornés.

THEOREME L. — Soit £ un nombre réel a quotients partiels non bornés. Il
existe une fonction décroissante U vérifiant

oo
Z q¥(q) < +o0
qg=1

et telle que l’inégalité

E—g < ¥(q)

posséde une infinité de solutions rationnelles. Cette conclusion est toujours
fausse si € est 4 quotients partiels bornés.

Dans un premier temps, nous complétons le théoréme L par un énoncé qui
répond, sans hypothése supplémentaire, a la question 1. Nous imposons sur la
fonction ¥ une condition plus forte que sa décroissance.

THEOREME 1.1. — Si & est un nombre réel irrationnel & quotients partiels non
bornés et si A < 2 est un nombre réel, alors il existe une fonction VU telle que
q— q*V(q) est décroissante et

> q¥(q) < +oo, (1.1)
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VARIATIONS AUTOUR D’UN THEOREME METRIQUE DE KHINTCHINE 511

et telle que l’inégalité

e P
q

posséde une infinité de solutions rationnelles.

Si & est un nombre réel 4 quotients partiels bornés et si U est une fonction telle

que, pour un certain nombre réel \, la fonction q — ¢*¥(q) est décroissante et

(1.2) posséde une infinité de solutions rationnelles, alors

< ¥(q) (1.2)

> q¥(q) = +oo.

Le théoréme 1 affirme en particulier que l'intersection non dénombrable
d’ensembles de mesure de Lebesgue totale

N (R\ £(7))
V:g—q¥(g) est décroissante et 372, q¥(q)<oo

est égale & ’ensemble des nombres réels a quotients partiels bornés. Il n’est pas
pleinement satisfaisant dans la mesure ou il ne justifie pas 'affirmation de [20]
citée ci-dessus. Une propriété dans le méme esprit que cette affirmation découle
du théoréme 2, qui répond pleinement a la question 2.

THEOREME 1.2. — Pour tout nombre réel irrationnel £, il existe une fonction
U telle que g — q¥U(q) est décroissante et

Z q\II(Q) = +00, (13)

et telle que l’inégalité

p
E—<
q
ne posséde aucune solution rationnelle.

< ¥(q)

Le théoréme 2 affirme que l'intersection non dénombrable d’ensembles de
mesure de Lebesgue totale

N K(¥)
W:q—q¥(q) est décroissante et Zq"il q¥(q)=+o0

est vide. En d’autres termes, cela signifie qu’aucun nombre réel se comporte
« comme presque tous les nombres réels » du point de vue de ’approximation
rationnelle, lorsque ’on se restreint aux fonctions ¥ telles que g — ¢¥(q) est
décroissante et la série 32, q¥(q) diverge.

Dans la suite (théorémes 5, 7 et 8), nous déterminons la dimension de Haus-
dorff de semblables intersections, ou, une fonction croissante f étant donnée,
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512 Y. BUGEAUD & C. GUSTAVO MOREIRA

on se restreint aux fonctions ¥ telles que ¢ — f(q)¥(g) décroit et la série
> eeq q¥(g) diverge.

Nous examinons maintenant la nécessité des hypothéses portant sur la fonc-
tion ¥ dans les théorémes 1 et 2.

La premiére assertion du théoréme 1 n’est plus valable pour A = 2 : au lieu
d’exclure I'’ensemble des réels & quotients partiels bornés, il convient d’exclure
un ensemble plus gros.

THEOREME 1.3. — Pour presque tout nombre réel &, il existe une fonction ¥
telle que q — ¢*>VU(q) est décroissante et

> q¥(q) < +oo,
g=1

et telle que l’inégalité

e P
q

posséde une infinité de solutions rationnelles. L’ensemble des nombres réels

pour lesquels la conclusion est fausse est un ensemble de dimension de Haus-

dorff un, qui ne peut pas s’écrire comme réunion dénombrable d’ensembles de

dimension de Hausdorff < 1.

< ¥(q)

Observons que ’ensemble des nombres réels & quotients partiels bornés est la
réunion dénombrable, portant sur les entiers M > 2, des ensembles des nombres
réels & quotients partiels bornés par M, lesquels sont tous de dimension de
Hausdorff < 1.

Pour A > 2, notons &) l’ensemble des fonctions V¥ telles que la fonction
q — ¢*¥(q) est décroissante. Notons & la réunion des ensembles &y pour A > 2.
Observons que si ¥ appartient & &, alors il existe A > 2 tel que ¥(q) < ¥(1)/¢”,
pour tout ¢ > 1, et il existe par conséquent un entier strictement positif m tel
que ¥(q) < m/q*t1/™ pour tout ¢ > 1. Cela montre que la série 2211 q¥(q)
converge. Le théoréme K implique alors ’existence d’un ensemble Z de mesure
de Lebesgue totale tel que pour tout £ appartenant & Z et pour toute fonction
U appartenant & &, 'inégalité |€ — §| < U(q) posséde seulement un nombre fini
de solutions rationnelles.

On peut démontrer une version un peu plus génerale de la premiére partie
du théoréme 3.

THEOREME 1.4. — Soit f une fonction strictement positive définie sur les en-
tiers positifs telle que ¢ — f(q)/q? est croissante et Z;il q/f(q) = +o0. Alors,
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VARIATIONS AUTOUR D’UN THEOREME METRIQUE DE KHINTCHINE 513

pour presque tout nombre réel £, il existe une fonction ¥ telle que g — f(q)¥(q)
est décroissante et

> q¥(g) < +oo,
g=1

et telle que l’inégalité

< ¥(q)

e P
q

posséde une infinité de solutions rationnelles.

Observons que, si la série Z;il q/f(q) converge, alors la décroissance de la
fonction ¢ — f(q)¥(q) entraine la convergence de la série 2511 q¥(q).

Le théoréme K implique que, si 2511 q/ f(q) converge, alors, pour presque
tout nombre réel £ et pour toute fonction ¥ telle que g — f(¢)¥(q) est décrois-
sante, 'inégalité

< ¥(q)

e P
q

ne posséde qu’un nombre fini de solutions rationnelles.
De la méme fagon, on peut, dans le théoréme 2, renforcer ’hypothése portant
sur ¥, & condition d’exclure un ensemble de nombre réels de mesure nulle.

THEOREME 1.5. — Pour presque tout nombre réel &, il existe une fonction ¥
telle que q — q*>V(q) est décroissante et

> q¥(q) = +o,
qg=1

et telle que l’inégalité

s—p\df(q)
q

ne posséde aucune solution rationnelle. L’ensemble des nombres réels pour les-
quels la conclusion est fausse est un ensemble de dimension de Hausdorff un,
qui ne peut pas s’écrire comme réunion dénombrable d’ensembles de dimension
de Hausdorff < 1.

On peut également démontrer une version un peu plus générale de la pre-
miére partie du théoréme 5.

THEOREME 1.6. — Soit f une fonction strictement positive définie sur les en-
tiers positifs telle que g — f(q)/q* est croissante et Zgozl q/f(q) = +o0. Alors,
pour presque tout nombre réel €, il existe une fonction VU telle que g — f(q)¥(q)
est décroissante et

> q¥(q) = +o,
g=1
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514 Y. BUGEAUD & C. GUSTAVO MOREIRA

et telle que l’inégalité

e P
q

< ¥(q)

ne posséde aucune solution rationnelle.

Soit A un nombre réel appartenant a l'intervalle [1,2]. Notons X, I’ensemble
des nombres réels irrationnels £ tels que, pour toute fonction ¥ telle que ¢ —
¢ ¥(q) est décroissante et vérifiant

> q¥(g) = +oo,
g=1

I'inégalité

¢- 2 < ()

posséde une infinité de solutions rationnelles. Les théorémes 2 et 5 affirment
respectivement que X est vide et que la dimension de Hausdorff de X5 est égale
4 un. Il apparait alors naturel d’étudier la taille des ensembles intermédiaires
Xy,ounl< <2

THEOREME 1.7. — Soit A un nombre réel appartenant & lintervalle (1,2].
Alors la dimension de Hausdorff de l’ensemble X est égale a A/2.

Le théoréme 2 montre que ’égalité dim(X,) = A/2 n’est pas valable pour
A = 1, puisque X; est I’ensemble vide. Pour \ appartenant a [1,2], ’ensemble
X est ou bien vide, ou bien de dimension de Hausdorff supérieure a 1/2. Michel
Waldschmidt nous a demandé s’il est possible de remplacer les fonctions g — ¢*
par une autre famille de fonctions de telle fagon que les ensembles correspondant
aux X aient une dimension comprise entre 0 et 1/2. Le théoréme suivant
apporte une réponse positive a cette question.

THEOREME 1.8. — Soit b un nombre réel strictement positif. Soit Y, [’en-
semble des nombres réels irrationnels & tels que, pour toute fonction ¥ telle
que q — q(loglog q)®1°81°8 9W (q) est décroissante et vérifiant

> q¥(q) = +o,
g=1

l'inégalité

e P
q

posséde une infinité de solutions rationnelles. Alors la dimension de Hausdorff

. N 1
de Y, est égale a THei/s -

< ¥(q)
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VARIATIONS AUTOUR D’UN THEOREME METRIQUE DE KHINTCHINE 515

Les dimensions de Hausdorff des ensembles X et Y; parcourent tout 'inter-
valle [0, 1], & ’exception des valeurs 0 et 1/2 (on convient usuellement que la
dimension de Hausdorff de 'ensemble vide est —c0). Cependant, si Y (resp., Y')
désigne I’ensemble des nombres réels irrationnels £ tels que, pour toute fonction
U telle que ¢ — g(log q)'°81°89W(q) (resp., ¢ — q(logq)¥(q)) est décroissante
et vérifiant

> q¥(g) = +oo,
g=1

I'inégalité

e ?
q

posséde une infinité de solutions rationnelles, alors la dimension de Hausdorff

de Y (resp., Y’) est égale & 1/2 (resp., 0). Ces résultats se démontrent en

modifiant légérement la preuve du théoréme 8 (et peuvent aussi &tre obtenus

comme conséquences des théorémes 7 et 8) ; nous laissons les détails au lecteur.

< ¥(q)

Tous nos théorémes restent valables si, au lieu de supposer que les fonctions
intervenant dans les énoncés sont décroissantes, nous les supposons décrois-
santes & partir d’un certain rang.

De maniére peu surprenante, les démonstrations de nos théorémes font appel
a la théorie des fractions continues. Les théorémes 7 et 8 sont les plus délicats
a établir.

La longueur d’un intervalle réel I est notée |I|. La dimension de HausdorfT,
parfois simplement appelée dimension, est notée dim.

2. Rappels sur les fractions continues

Nous supposons que le lecteur est familier avec la théorie des fractions conti-
nues. Nous nous contentons de rappeler quelques résultats, dont les démons-
trations se trouvent par exemple dans [18] et [4].

Soit £ = [ag; a1, az, . ..] un nombre réel, et notons (p,/¢,)n>1 la suite de ses
réduites. On a

an > (V2)", pourn > 2.

et
1 1 Pn
< <|E-== , pourmn > 1. (2.1)
3an+1q72l (an—i-l + 2)(]’,21 ‘ dn an—i—lqzb
Pour des entiers strictement positifs a1, . . ., G, le continuant K (aq, ..., am)
désigne le dénominateur du nombre rationnel [ag; a1, ..., anm].
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516 Y. BUGEAUD & C. GUSTAVO MOREIRA

LEMME 2.1. — Pour des entiers strictement positifs ay,...,a, et un entier k
vérifiant 1 <k <m-—1, on a

K(ah"'aam)=K(am,'°'aa1)

et
K(ai,...,ar) - K(akt1,---,0m) < K(ay,...,am)
<2K(ai,...,ar) K(akt1,---,0m)-

Le lemme suivant est trés utile en théorie métrique des fractions continues.
LEMME 2.2. — Pour n’importe quels entiers positifs k, a1,as,...,ax et r, la
probabilité pour qu’un nombre réel dont la fraction continue commence par
[0;a1,as,...,ak] vérifie axy1 > r appartient a Uintervalle [1/r,2/(r + 1)].
Démonstration. — Comme les extrémités de l'intervalle {[0;a1,aq,...,ar_1,

ag, ] : © > 1} sont les points

&:[O;alaGQa"'aak—laak‘] et IM:[0;a17a27"'7ak2—17ak71]7

K Ik + k-1
sa longueur est égale a 1/(qr(qx + qr—1))-

De méme, les extrémités de U'intervalle {[0; a1, as, .. .,ak—1, 0k, x],x > r+1}
étant les points

Dk TPk + Pr—1
7:[0;(1,170,2,...,0,]6_1,(1]6] et :[O;alaGQa"'yak—laaker
qk Tqk + qr—1

sa longueur est égale & 1/(qx(rqx + qx—1)). La probabilité désirée vaut donc

(1/qr(rar+ar-1))/(V/ar(ge+ak-1)) = (qe+ae-1)/ (rge+qe—1) = (1+5)/(r+5),
ou = gx—1/qx € [0, 1]. On note alors que (1+4)/(r+03) appartient a I'intervalle
1/r,2/(r+1)]. O

On conclut cette partie par un corollaire facile du lemme 2.2.

COROLLAIRE 2.3. — Pour tout nombre réel ¢ > 1 et tout entier k > 1, la
probabilité pour que le k-iéme quotient partiel ar d’un nombre réel & vérifie
ar < c est plus grande que 1 — 2/c, indépendamment des quotients partiels
o, A1, ..., Qk—1-
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3. Démonstrations

Démonstration du théoréme 1. — FEcrivons ¢ = [0; a1, as,...]. Supposons que
la suite (a,)n>1 n'est pas bornée. Il existe alors une suite strictement croissante
(nk)k>1 telle que (an, )k>1 est croissante, a,, 1 > 2% et ngy1 > ng + 4 pour
tout k£ > 1.
Notons (p,,/¢n)n>1 la suite des réduites de £. Pour k > 1, posons
1

Plam) = Uny+14,
et
U(g) = (4ne /) ¥(an,)  POUT Gy, < 4 <
Avec ce choix, il découle de (2.1) que (1.2) posséde une infinité de solutions.

Observons maintenant que

dny, np 41
Z q¥(q) < Z Vignin) Do /0T
q=qn, +1
k k
Z nh+1+1qnh+1(qnh+1 qnh Z nh+1+1 :0(1)‘

Nous avons la convergence souhaitée. Il reste a s’assurer que la fonction g —
@ ¥(q) est bien décroissante. A cet effet, il est suffisant de noter que

V) = g, V(gn,) = ————
ank+1an
pour gn, _, < ¢q < qny-

Etablissons maintenant la seconde assertion du théoréme. Supposons que
g — ¢*VU(q) est décroissante et, sans perte de généralité, que I'on a A < 0.
Soit £ un nombre réel a quotients partiels bornés. Alors il existe une constante
¢ > 0 telle que |¢£ — p/q| > ¢/q? pour tous les entiers p, g avec ¢ > 0. Pour que
(1.2) posséde une infinité de solutions, il doit donc exister une suite strictement
croissante (ng)g>1, avec ngy1 > 2ny pour tout k > 1, telle que ¥(ny) > cn,;2
pour k > 1. Comme q — ¢*¥(q) est décroissante, on a

U(g) >cqg gy ™% (1<qg<qp).

Pour tout entier £ > 1, on obtient

ng Nk
S qUe) > Y cd g
q=ny /2 q=ny /2
ST = (/2PN 1 (1/2)°7 .1
- 2-Ani ™ 2- X\ 202 -)\)°
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Par conséquent, on a

Nk+1

1
) _ > 1.
E q¥(q) > 52— pour k >
q=nr+1

La série Y >1 q¥(q) est donc nécessairement divergente, et (1.1) n’est pas
vérifiée. O

Remarque. — En modifiant légérement la démonstration ci-dessus, il est pos-
sible d’établir la variante suivante du théoréme 1 :

Si & est un nombre réel irrationnel a quotients partiels non bornés alors il
existe une fonction VU telle que, pour tout nombre réel A < 2, il existe gg = go(\)
tel que g — ¢*¥(q) est décroissante pour ¢ > qq,

> q¥(g) < +o,

et telle que 'inégalité

_P
gq

posséde une infinité de solutions rationnelles.

< ¥(q)

Pour prouver ce résultat, on peut choisir (ng)g>1 et ¥(gp,) comme dans la
démonstration précédente, et poser
U(q) = (qn/0)* /" ¥(gn,)  pOUT Gy, < G < oy

Il n’est pas difficile de montrer que si A < 2 — 1/k est un nombre réel, alors
q — ¢ ¥(q) est décroissante pour ¢ > g, _,-

On note également que

Any, k dnp 41
2—1/(h+1) 1-1/(h+1
ZQ‘I’ <2 Vlgn) D, @/
h= q= th"l‘l
k
=03 a1, Y (1) (@, 0D = g Y))
h=1
k k
:O(Z (h+1)a "h+1+1 Z h+1 =0(1),

>
Il
—

d’otu la convergence de la série de terme général q¥(q).

Démonstration du théoréme 2. — On conserve les notations utilisées ci-dessus
et on note || - || la distance & l’entier le plus proche. Rappelons que les réduites
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sont également définies par la propriété de meilleure approximation. Cela si-

gnifie que, pour 0 < ¢ < gy, on a ||g€|| > ||gn-1£]|, c’est-a-dire

dn—1
q

_ Pn-1
dn—1

‘g _ p‘ > , pour tout entier p. (3.1)
q

Posons
1

) = e

et

qn— 1 1
U(g) =

= an-1 <4 < ¢gn)-
q ganqr%_l 3anQQn—1’ ( " 'ﬂ)

Observons que

Pn
L SRR} (32)
En outre, comme
1 1 1
>—>— (n>1),

3anQn—1 o 3Qn o 3an—5—1qn7
la fonction g — ¢q¥(q) est décroissante.

11 découle de (3.2) que (1.2) n’est pas vérifiée par le rationnel p/q si ¢ = g,,.
Soit ¢ > 1 un entier n’appartenant pas a la suite (¢n)n>1. Choisissons l’entier
n tel que gn—1 < ¢ < gp. Si (1.2) est vérifiée par le rationnel p/q, alors (3.1)
entraine
5 _ Pn—-1 1 7

dn—1 3anqn—1
en contradiction avec (3.2). Par conséquent, (1.2) n’a pas de solution.

Gn—1 <q < q¥(q) <

e P
q

Il reste maintenant & établir (1.3). A cet effet, notons que

qn_l

3anqn—
4=qn-1 ndn—1

Sia, > 2, alors g, > 2¢,—1 et donc ¢, — gn—1 > ¢, /2, d’o0t

Gn 1

S, > —
_67

"= Bangn_1
puisque ¢, > apqp—1-

La fonction ¥ répond donc & la question si £ posséde une infinité de quotients
partiels > 2, c’est-a-dire si £ n’est pas équivalent au nombre d’or.

Supposons maintenant que tous les quotients partiels de £ sont majorés
par M. Posons ¥(q) = (M + 3)71¢~2 pour g > 1 et observons qu’alors (1.3)
est vérifiée et que 'inégalité (1.2) ne posséde aucune solution. Cela achéve la
démonstration du théoréme 2. O
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Démonstration du théoréme 8. — Ecrivons ¢ = [0;a1,a9,...] et notons
(Pn/qn)n>1 la suite de ses réduites. D’aprés un théoréme de Khintchine
[13], pour presque tout &, la suite ((logg,)/n)n>1 est bornée et il existe une
infinité d’entiers n tels que

an, > nlogn.
Notons que le fait que cette derniére propriété est valable pour presque tout &
est aussi une conséquence du lemme 2.2. Soit £ un nombre réel possédant ces

deux propriétés. Il existe alors une suite strictement croissante (ng)r>1 telle
que (an, )k>1 est croissante, an, 11 > 2%ny et ngp1 > ng + 4 pour tout k > 1.

Pour k£ > 1, posons
1

U(gp )= ———
(an) Qny, +1qr2zk

et
U(q) = (an/D)*¥(gn)  POUL Gy < G < Gy
Avec ce choix, il découle de (2.1) que (1.2) posséde une infinité de solutions.

Observons maintenant que

any, k Anp g
> qU(g) <O+ U(gn,,,) Y. @,/
q=1 h=1 9d=Aqny, +1

k
Z n;+1+1(10g Inpyey — 108 Iny))

M??‘ Il

=0( a;;}+1+1nh+l) =0(1).

>
Il
—

Nous avons la convergence souhaitée. Il reste a s’assurer que la fonction g —
q>¥(q) est bien décroissante. A cet effet, il est suffisant de noter que

1

ank+1

V() = ¢, V(qn,) =

pour gn, _, < q < qny.-

Etablissons maintenant la seconde assertion du théoréme. Supposons que
q — q*¥(q) est décroissante. Soit £ = [0;ay,as,...] un nombre réel tel que
an < m pour tout n > 1. Notons que I’ensemble de ces nombres n’est pas
une union dénombrable d’ensembles de dimension de Hausdorff < 1. Si (1.2)
posséde une infinité de solutions, alors il existe une suite strictement croissante
(ng)k>1 telle que ¥(gy,) > (ng + 2)'q,2 pour k > 1. Comme la fonction
q — q>¥(q) est décroissante, on a

U(g) > (ne+2)""¢ % (1<qg<gn,)
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Pour tout entier £ > 1, on obtient

dny dny,
Yo oq¥g > Y (m+2)7 ¢!
4=qn;_, 4=qn;_,
S logan, —108dn,_, _ mk —np1
ng + 2 2(7’Lk + 2)
Par conséquent, la série > >1 q¥(q) est divergente, et (1.1) n’est pas vérifiée.
O
Démonstration du théoréme 4. — Nous commengons par des considérations

générales sur la fonction f qui nous seront également utiles dans la démons-
tration du théoréme 6.

Soit F la fonction définie par F(n) = 2221 q/f(q) pour n > 1. On a
lim,, o F(n) = +00. Pour n > 1, posons G(n) = 42" /(f(4™)F(4")). Comme
q — f(q)/q? est croissante, on obtient f(q) > f(1)¢? pour tout ¢ > 1 et donc
G(n) < 1/(f(1)F(4™)) pour n > 1. On en déduit que lim, ., G(n) = 0. En
outre, comme n — f(4™)/4?" et F sont croissantes, la fonction G est décrois-
sante.

Etablissons que la série Y02, G(n) diverge. Pour ce faire on va montrer
qu’elle n’est pas de Cauchy. Notons que

FA™H) = F@) = 30 a/f(a) <3474/ f(4") =342/ f(4"),
4n<q<antt
ot 'on a utilisé la décroissance de q — q/f(q) = (1/q) - ¢*/f(q). Alors, pour
m>k>1,ona

2n

“ 1 & F(4mtY) — F(47)
;G Z f(4n F(4n) = Z F(4n)

1 wity_ gy _ FO) — F(85)

Comme lim,_. ., F(n) = 400, pour tout entier k > 1, il existe m > k tel que
F(4m+1) > 2F(4%), d'ou

m F(4m+1) _ F(4k) F(4m+1) 1
2 Gl = 3F(A™)  ~ 6F@A™) 6

et la série ) -, G(n) diverge.

Comme Y°° . G(n) = +oo, si G(n) = G(n)/ S r_, G(k), la fonction G
est décroissante, lim,_ ., G(n)/G(n) = 0 et P G(n) = +o0. D’aprés un
théoréme de Khintchine [13], pour presque tout £ = [0; ay, ag,. . .], il existe une
infinité d’entiers n tels que a, > 1/G(n) (notons que cela se déduit aussi du
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lemme 2.2). D’autre part, le théoréme de Lévy [15] affirme que, pour presque
tout nombre réel £, on a lim,_,oo g, /" ”2/1210g2, ol (Pn/Gn)n>1 désigne
la suite des réduites de £. En particulier, on note que ¢, < 4™ pour tout n
assez grand. Soit £ un nombre réel possédant les deux propriétés ci-dessus. Il
existe alors une suite d’entiers strictement croissante (ny)x>1 telle que a, 11 >
2k /G (ny) et ngy1 > ny + 4 pour tout k > 1. Comme q — f(q)/q? et F sont
décroissantes et, pour k suffisamment grand, g,, < 4™*, on a

f(an ) F(gn,) _ f4™)F(4™) 1
s a 4z G(nk)

= ¢

Par conséquent, on obtient

Onypt1 2> >
et G(nk) %2% ’

donc
2
Grtllng ok

flan,) — (@n)

Comme limg_, 2’“F(an) = 400, on peut supposer, au besoin en passant &
une sous-suite, que la suite (an, 4143, /f(gn,))k>1 est croissante.

Pour k£ > 1, posons
1
U(gy,) = ———5—
( "Lk) a’nk-‘rlq%k

et

Y0 =

Avec ce choix, il découle de (2.1) que (1.2) posséde une infinité de solutions.

- U(gn,) pour gn, , < q < ¢n,-

Observons maintenant que

Qny, k np 41
3" q¥(g) O + Y F(dnn) ¥ (@nss) Z fi
a=1 h=1 =4y
k
= 0(1) + Z f(qnh+1)\Il(qnh+1)(F(qﬂh+1) - F(qnh))
h=1
k
=0(1)+) a5,3+1+1fg12m‘+1)(F(qnh+l) — F(gn,))
h=1 Th+1

+ zk: f(qnh+1)F(qn}L+1)G(nh+1).

h+1,2
h=1 2 q"h+1

TOME 144 — 2016 — N° 3



VARIATIONS AUTOUR D’UN THEOREME METRIQUE DE KHINTCHINE 523

Comme f(thH)F(thH)/q,%hH < 1/G(np+1), pour tout h suffisamment
grand, on obtient

Gy, k

> av(e) =03 Jvr) =01,

h=1
et nous avons la convergence souhaitée.

Il reste & s’assurer que la fonction g — f(q)¥(q) est bien décroissante. A cet
effet, il est suffisant de noter que

f(gn,)

2
Any+14p,,

f(Q)\Il(q) = f(an)\II(an) =

pour ¢, , < ¢ < gn,. Comme la suite (an,+1¢2, /f(4qn,))k>1 est croissante,
cela conclut la démonstration. O

Démonstration du théoréme 5. — Ecrivons ¢ = [0; a1, as,...]. Le résultat prin-
cipal de [19] implique que, pour presque tout &, il existe une infinité d’entiers
n tels que

max{ar : 1 <k <n} <n.
On suppose que § vérifie cette propriété et que la suite (ay,)n>1 n’est pas bornée.

Soit (n;);>1 la suite croissante définie par ny = 1 et, pour j > 1, par

njr1 =min{n >n; : a, > an, }.

Posons
1
\II q 1) =
(00,) = g
et
qn;—1 2 1 1
\I/ e ( J ) — , B < < ‘ B '
(q) q 3a"j q,,21j_1 3anq2 (qn] 1549 qn]+1 1)
Observons que
D,

‘s— Pl W), (G2 0).

mj

Comme ¢*¥(q) = 3% pour ¢n,—1 < q < Qn,;,,—1, par le choix de la suite
n
(n;)j>1, la fonction g — ¢*¥(q) est décroissante.
Comme précédemment, (1.2) n’a pas de solution.

Il reste maintenant & établir (1.3). A cet effet, notons que

qdn —1—1
. " g gn; ;s —1l0ggn; _ njt1—n;
Sj= 2. a¥@= 3a Z 6an
QZan—l nj nj
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On a aussi, pour n; <n < njy1,

qn
logq, —logqn, = n—n;
U(q) > <> L, 3.3
q,qz O (3.3)
=qn;-1

Si lon choisit n tel que max{ax : 1 < k < n} < n et on somme les inégalités
n—nj

0 > % Cela montre

(3.3) & partir de nj, < n/2, on obtient la minoration 6an,

que la série - ° | q¥(q) diverge.
D’autre part, on peut considérer ’ensemble de Cantor
€ = {[0;a1,0az,...] €[0,1] : ar < k? pour tout k > 1},
de mesure de Lebesgue positive, et la fonction A : & — R donnée par

h([0;a1,az,...])

2 2n+2
=[0;a1,1,a9,4,0a3,a4,16,...,a90,2°" agny1,a9n 12, ..., a9nt1,22" T2 L]

On peut montrer comme dans [5] que, pour tout « < 1, la fonction
h 1 h(E) — €

est continue et Holderienne d’exposant .. On en déduit que h(©) est de dimen-
sion de Hausdorff totale, et n’est pas une union dénombrable d’ensembles de
dimension < 1. De plus, si ¥ est une fonction telle que ¢ — ¢?>¥(q) est décrois-
sante et si I'inégalité |h(a) — p/q| < ¥(¢) n’a qu'un nombre fini de solutions
alors 3° -, ¢¥(g) < +oc. En fait, on doit avoir

1
Y(q) < W

pour

K(al,l,a2,4,a3,a4, 16, ... ,agn,22") <q

2 2n+2
< K(a‘la ]-a a254a as, a4, 163 EERE) a2"72 n7a2"+1a Agn 42, .. '7a2”+152 " )
et n > ng. Alors, comme Za<n<b% < logg et
2 2n+2
K(a’17 1, (12,4, as,aq,16,...,a9n,2 n7a2"+1a agn42,. .., Agn+1, 2 nt )

K(a17 17042747 ag, Gy, 167 cee aa2"522n)
2n+1

< (22n+2 + 1)2"+1 < (22n+3) ,

TOME 144 — 2016 — N° 3



VARIATIONS AUTOUR D’UN THEOREME METRIQUE DE KHINTCHINE 525

on obtient

> q¥(q)

g>K(a1,1,a2,4,a3,a4,16,...,a5n ,2270)

lo K(a1,1,a2,4,a3,a4,16,...,a2n ,2°" ;agn 1,a2n 4 2,...,a9n4+1,22"T?)
< Z g K(a1,1,a,4,a3,a4,16,...,agn ;22"
- 22n
n>ngo
(2n + 3)2"* 1 log 2 (2n + 3) log 2
< Z 22n = Z gn—1 < +0o0
n>ng n>ng
Ceci achéve la démonstration du théoréme 5. L]
Démonstration du théoréme 6. — FEcrivons & = [0; a1, as,...]. Pour n > 1, po-

sons F(n) = ZZ=1 q/f(q), comme dans la démonstration du théoréme 4. On
va montrer que, pour presque tout &, il existe une infinité d’entiers n tels que

- FOvV2DA(VED)
ay

= 2](3 9

pour 1 <k <n.

D’aprés un théoréme de Khintchine [13], pour presque tout &, il existe kg tel
que ay < k? pour tout k > ko (cette assertion se déduit également du lemme
2.2). On va supposer que ¢ posséde cette propriéteé.

Soit m; = 1 et, pour r > 1, posons
Mps1 = min{m > m, : F([V2 1) f(1) > m2}.

On va estimer la probabilité pour que I'inégalité

a < (V2" D) F(TV2') /28

soit vraie pour tout k vérifiant m, < k < m,,1. Pour chaque k fixé, d’aprés

le corollaire 2.3, la probabilité que l'on ait aj < F(f\/ﬁmrﬂ])f(f\/ﬁk])ﬂk est,
quelles que soient les valeurs de ai,as,...,ar_1, plus grande que

2k+1

LRV AIVER)

Par conséquent, la probabilité que ces inegalités soient vraies pour tout k véri-
fiant m, < k < m,41 est plus grande que

k

1 > exp(—2M2/F([V2" ) F([V2

1)-

mri1 ok+2

(- k:%;ﬂ F(fx/ém”‘bf(fx/i’“]))'
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On note maintenant que, pour tout £ > 2, on a

i - F([v2") ¢
F(VZ ) -F(v2 = Y el
g=[v2""1+1
. \/5’“1
> (W2 - v Y2 L
F(IVZ')

1 I’\/ik'|2 2k—2
e
VR (VR

Par conséquent,

Mr41 2k+2 16 mMrt1 2k—2

k:gﬂF(wimT“nf(rﬁ’“D T R(V2T) kz%:ﬂ F(IVZ')

16 s k k-1
< v -|)k:m2T+1( (Iv2'1) (I 1)
16 My g1 my,
—W(F’(f\@ 1) —F([v2")) < 16,

et donc la probabilité que 'on ait ap < F([\/imrﬂ])f([\/ik])ﬂk pour tout
k vérifiant m, < k < m,y4; est plus grande que exp(—16). On conclut que,
pour presque tout &, il existe une infinité d’entiers positifs r pour lesquels
ar, < F( f\@mTJrl])f(f\@k])/Zk pour tout entier k tel que m, < k < m,41.
Pour un tel entier r suffisamment grand, comme a; < k2 pour tout k assez
grand, on a, pour k < m,.,

ar <m? < F(IV2" ) f(1) < B2 ) (V2 ) 28

et donc ay < F(f\/ﬁmr+11)f(f\/§k])/2k pour tout k tel que 1 < k < my4q,
comme on le souhaitait.

On suppose que ¢ vérifie cette propriété et que la suite (an)n>1 est telle que,
pour une infinité de valeurs de n,
1 1 4™ )VF (4™
SR B B (0O
Cette derniére condition est vérifiée pour presque tout £ (on raisonne comme
dans la démonstration du théoréme 4).

flgn—1)F(4")
Gy .

Soit (n;);>1 la suite croissante d’entiers définie par n; =1 et, pour j > 1,

f(qn—l) < f(an—l) }

2 — 2
anqnfl an]‘qTLj—l

Nj41 = min{n >nj:
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Notons que, comme il existe une infinité de valeurs de n vérifiant a, >
flgn-1)F(4™)/q?_,, on a liminf, o f(gn-1)/ang’>_; = 0, et donc la suite
(nj);>1 est bien définie pour tout entier positif j.

Posons
1

V(gn;—1) = o——
30‘”1(1721,-—1

f@n—1) 1 flan)
@) Ban,a2 s Ben,ad /(@)

U(q) = (Gn;—1 < 4 < dgn;p1-1)-

Observons que, comme ¢ — f(q)/q* est croissante, pour gn,—1 < ¢ < ¢n;,,-1
ona f(q)/q*> > f(an—1)/q,21j_1, d’ou
i— 1 1
f(QQnJ 1) < - < —
3an, Gn;—1 f(9) 3an;q 2q

Ainsi, si |€ — p/q| < ¥(g), alors il existe un entier n tel que ¢ = g,—1. On a
aussi

f(Qn 1) (an—l)

- )
a'ﬂqn 1 "]qn]—l

f(QnJ—l) < 1
3an]qulf(qn 1)~ 3an%2hl
Alors, comme précédemment, (1.2) n’a pas de solutions.

\II(Qn 1)

Comme

f(q’n,j—l)

3an, q%j_l

pour ¢n;—1 < ¢ < gn,,, -1, le choix de la suite (n;);>1 entraine que la fonction
q — q*¥(q) est décroissante.

f(@¥Y(q) = f(gn;—1)¥(gn;-1) =

Il reste maintenant & établir (1.3). A cet effet, notons que

anjq,—1 dnj41~
S; = Z q¥(q) = f(an—l) Z

9=dn 3a"jq"j_1 a=dn q
_ f(qnj—l)(F(qnj+1 ) (q"j _ 1))
Sanjqnj—l

On a aussi, pour n; <n < N1,

3 S § 0 @)l - Flgs, = 1)

q¥(q) =
D= Sam 2, 7@ Ban, 2,1

q=‘Inj—1 qZ‘Inj—l
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Si 'on choisit n assez grand et tel que
k

n
F([V2 ) f([v2])
2k
et si on somme les inégalités (3.4) a partir de qn,,» OU jo est le plus grand entier
Jj tel que F(gqn; — 1) < F(qn)/2, et jusqu’a g,, alors on obtient la minoration

f(qnj—l)(F(qn) - F(QTLJ'O - 1)) > f(anfl)F(Qn)
3anjq7%j71 N 6anjq3lj7]. .

Comme n > nj, onaa,, < F([v2'])f([v2"])/2". Comme g,,, —1 > [v2"']
et gn > [V2"], on a

fan, 1) F([V2™) S F([v2™1)

((In,- ) - |-\/§”r|2 on;+1
et F(g,) > F([v2"]), donc

o FOVEDAIVR™Y) _ 2F(00)f (an, = 1)

ar <

, pour 1 <k <n,

n; — o (Qn] _ 1)
et alors f(qn;—1)F(qn)/(6an, qubrl) > 1/12. Cela montre que la série
D a1 9¥(g) diverge. O
Démonstration du théoréme 7. — Soit & = [ag;a1,az,...] un élément de X,.

Soit ¥ une fonction telle que g — ¢*¥(q) est décroissante et |€—p/q| < ¥(q) n’a
qu’un nombre fini de solutions. Alors, la série > g>13Y(q) converge. Par (2.1),

pour tout n assez grand, on a ¥(g,) <
grand,

+. Alors, pour tout ¢ suffisamment

—a+q

q’\\Il(q) < min \I/(qn) < min
an<g,n2>no an<q an+1qn

A?
d’out )
W(q) < We(q) = mim ————.
n<q ayi1qa ¢
On note aussi que, par (2.1), on a ¥(q) := W¢(q)/3 pour ¢ > 1. On en déduit
que | — p/q| > WU(q) pour tout ¢ assez grand. En effet, si ¢, < ¢ < gn+1 €t

|§ p/Q| < \I}( ) %2)‘11)" alors

— 3an419

|q£_p| S < |qn§_pn|a

3a n+1qn q)\ 17 3an410n
en contradiction avec ¢ < gp+1.
Ces remarques impliquent que

£eX), = Zq\Ilg(q) < +o00.
q>1
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Posons n;=1 et, pour j > 1,

. 1 1
Nj+1 :mln{n>nj : 7 < 2_)\}.
An+14n Qn;+19n;

1

Pour ¢,; < ¢ < qn,,,, on a ¥e(q) = PRRPErEY et donc

An +IQn
1 1
qu’f(Q) Z GEY Z 1
a 14n; q
g1 g1 TN g, <g<qn;,,
q 22—
Comme >, v <4<a = —L. est de l'ordre de M , pour que ¢ appar-
ni41 -
tienne & X>\, il est nécessaire que lim;j .o an;41 = +o00. Par conséquent,
2—X
a
an <q<dn; s qu r est de Pordre de %>, et I'on a
Qn. 2—A
EeXA<=>Z (&) < +o0.
an]—i-l an

Nous allons maintenant établir que dim X, < A/2. La discussion précédente
montre que, pour tout entier positif M assez grand, X est contenu dans la
réunion dénombrable pour ng > 1 des ensembles

2-)
Y (A, M,ng) := {a = [ag;a1,a2,...]: H a; > g ", pour tout n > ny},
1<j<n,a;>M
dont on va estimer la dimension.

Pour tout 8 > 1/2 fixé, on choisit un entier M suffisamment grand de telle
sorte que la dimension dj; de ’ensemble F); des nombres réels dont tous les
quotients partiels sont au moins égaux a M soit plus petite que 8 ('existence
d’un tel M est assurée par [9]). Comme, pour tout entier 7, on a

Y()‘) M, nO) N [Tv T+ ]-) = (Y()‘a M, nO) N [07 ]-)) + 7,

il nous suffit d’estimer la dimension de Y =Y (A, M, no) N[0, 1).
Pour tout entier positif kg suffisamment grand, ’ensemble Y est contenu
dans la réunion pour k£ > kg des intervalles
I(ai,a2,...,a,) = {[0;a1,a2,...,am,0] : a > 1}
tels que
2k < g = K(ai,ag,...,0m) < ok+1,

On note que la longueur d’un tel intervalle vérifie |I(a1, as, - . ., a,)| < 272*.

Pour k > ko fixé, et pour tout intervalle I(ay,as,...,a,) comme ci-dessus,
on considére les suites 71 (a1, aq,...,an,) et m2(a1,as,...,a,) formées respec-
tivement par les quotients partiels a; < M et par les quotients partiels a; >
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M, en gardant ’ordre dans lequel ils apparaissent dans la suite de départ
(a1,a2,...,an). On a nécessairement

Card(ma(a1, a2, . ..,am)) = O(k/log M) = o(k),

et donc le nombre de suites (a1, az, . . ., a;,) qui ont une méme image par (71, 72)
est 2°F). On a aussi

2_°(k)K(7r1(a1,a2, cooam))K(ma(ar,as,. .. am)) < K(ay,ag,...,am)
< 2°BK (11(ay,az, . .., am)) K (72(a1, az, ..., am)).

Pour tout entier positif j < k on considére l’ensemble Y;; des suites
(a1,a2,...,a,) comme ci-dessus et telles que

2/ < K(mi(a1,az,...,am)) < 27t
Comme on a

K(’TFQ(G1,GQ,...,(1.m)) > H a; > (K(a‘laaZa"'aam))Q_)\ > (2k)2_>\a
1<j<m,a;>M

si Yj r n’est pas I'ensemble vide, il vient j < k(A —1+0(1)) et

K(ma(ay,ag, ..., a,)) = 20+0)k=7,

Alors, pour k et j fixés, on a au plus (200F°()k=5)2dm  choix pour
ma(a1,as,...,am), et au plus (27712 choix pour mi(ai,as,...,an). On a
donc au plus

90(k) (93+1)2(9(1+0(1)k=5)2du _ 9(2dm+o(D)k+2(1=du)i < o(3du+B)k/2 . oj
choix pour (ai,as,...,a,). Si on somme cette expression sur j = 1,...,
k(A =1+ o(1)), on a, pour k fixé, au plus

2(3d1\/l+6)k/2 . 2k(>\—1+0(1)) < 2(dM+ﬂ+>\—1)k

choix pour (a1, as,...,a,). Comme |I(ai,as,...,a,)| <272 on a
Z 2(dM+ﬁ+)\71)k(272k)(2ﬂ+)\71)/2 — Z 27(,37dM)k — O(].),
k>ko k>ko

d’ot la majoration dimY < (26 + A —1)/2. Comme S > 1/2 est arbitraire, on
en déduit que dim X, < A\/2.

Pour finir la démonstration, nous allons montrer que dim X > A/2.

Pour tout entier m > 8, on note C,, I’ensemble des nombres réels de (0,1)
dont tous les quotients partiels sont inférieurs ou égaux a m. Jarnik [12] a

4 . N 1
montré que dim C,,, excéde 1 — log3”
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Soit m un entier suffisamment grand et soit § > 0 un nombre réel. Soit £ =

[0;a1,as,...] un élément de C,,. Nous allons construire des fractions continues
du type
g = [0;b17b2ab37-~-]
. 1 2
= [07 ay,az, ... 70'7‘130( )7 a7‘1+13 a’n+23 sy a"l‘27 C( )7 arg-i—la a’r2+2a .. -]7

oury =1,¢) =2 et, pour tout j > 2, Pentier r; est le plus petit entier r tel
quer >r;_1 et

> c(jfl);

1 i1 _

(K(a17a27 s 7U’T17C( )7a1"1+17a7’1+27 s 7C(j )7a7‘j71+laarj,1+27 cee aar))Z A+d
K(ay,ag,...,00,¢W, 00 41,00, 42, 0r;_,)

en outre, cU) est un entier arbitraire compris entre 2cU=1) et (2 4+ 1/52)cl—1).

L’ensemble & des nombres réels £~ ainsi construits est un ensemble de Cantor
dont on va estimer la dimension de Hausdorff. Notons que, si c = ] i>1 (1+ QJ%),

alors 2/ < ¢U) < ¢- 27 pour tout j > 1, et, si gest un nombre réel comme ci-

dessus, alors, en posant 7; := r; + 7 — 1, on a bz, 41 = ¢\ et, en notant
Grn le continuant K(by,bq,...,b,), on obtient que qﬁjﬂ/qﬁj est de 'ordre de
(2j)2,§+5_ Par suite, >+, a_lﬂ (IJZ’%)Q_’\ est de l'ordre de
>1 an, 7
L 2= —35j
Z 2—](2])?—»*—5 = Z 223+ < +00.
jz1 jz1

Il n’est pas difficile de voir qu’il existe une constante ¢ tel que, pour n assez
grand, la suite (n;),;>1 associée & ¢ comme au début de la démonstration de
ce théoréme vérifie n; = 7,4+ pour tout j assez grand, d’ou 'on déduit que
?;0 C X,.

Rappelons 1’énoncé de la Proposition 5.2 de [4] (qui est ’Example 4.6 de
[7]). Considérons une suite décroissante [0,1] = Eyp D E; D E3 D ... de sous-
ensembles de [0, 1] tels que chaque Ej est une union disjointe finie d’intervalles
fermés. Supposons que, pour tout k > 1, chaque intervalle composant Ej_1
contient au moins My > 2 intervalles composant Fy, et que ceux-ci sont séparés
par des intervalles de longueur au moins égale a i, o0l 0 < €41 < €. Alors la
dimension de Hausdorff de I’ensemble de Cantor G := N}, E), vérifie

log (i ... Mg
dim & > lim inf og(1i — k1)
k—too  — log(mgeg)

Nous allons construire des ensembles Ek, qui sont des unions disjointes d’in-
tervalles fermés et vérifient & = N3 ). Ils vont nous permettre d’utiliser la
Proposition 5.2 de [4] pour minorer dim &. Pour ce faire, on va décrire, pour

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



532 Y. BUGEAUD & C. GUSTAVO MOREIRA

tout élément §~ de € et pour tout k£ > 1, 'intervalle composant I k(é) de Ek qui
contient £. Pour toute suite finie d’entiers positifs b1, bo, .. ., b, posons

T (b by, . b)) = {[O;bl,bg,...,b,,x] ze [%,m—}— 1]}.

Pour k£ > 1, notons

jk(g) = J(m)(a’17a27 e aa/’rkvc(k)).

Observons que g5, , /qn, est de Pordre de (27) 775 et que K(a1,ag,...,an,,c®)
(140(1))k2
et gm, sont de l'ordre de 22>+ . Comme K (Gy,41,0ry+2,---,0r,,,) €st

de lordre de 27"z, ., /qn,, donc de l'ordre de (2’“)%, on a au moins
(2’“)2(1_#%2);:7@ choix possibles pour ar,41,ar,+2,--,ar,,,. Comme on
dispose de c("‘_l)/k2 = 201=o(1)k choix possibles pour ¢(¥), on peut alors, en
considérant m grand et § petit, prendre 7 de ordre de

Z(A 1)
(25)7=

et le produit 7 ...Mg_1 est alors de 'ordre de (2"2)2(2ik) —o(1),

+1-0(1) _ (21<:)ﬁ—0(1)7

—(1+0(1)k?
D’autre part, € est de 'ordre de q~ , donc de l'ordre de 27 23+ =
—(1+o(1)k?
27 2=x" | et la Proposition 5.2 de [4] rappelée ci-dessus nous donne

dim & > liminf 280 Th1) _ (g (1))“2 al (1—0(1))2,

k—+o0 — log(mksk) ( )\)
ce qui entraine la minoration dim X, > \/2. O]
Démonstration du théoréeme 8. — Soit £ = [ag;a1,az,...] un élément de Y.

Soit ¥ une fonction telle que la fonction ¢ — g(loglog q)®1°81°8 9 (q) est dé-
croissante et | —p/q| < ¥(g) n’a qu’un nombre fini de solutions. Alors, la série
> 4>19%(g) converge. Par (2.1), pour tout n assez grand, on a ¥(gy,) < L

any1q2°
Alors, pour tout g suffisamment grand,
q(log log q)b log log W(q) < . <r£11nn L gn(loglog qn)b log log qn U (gn)
log1 bloglog qn
< min (loglog gn) 7
an<q An+19n
d’ou
(loglog gy,)" 108108 4~

U(g) < W = min .
(@) < ela) = e tanallog log P oeosa

On note aussi que, par (2.1), en posant U(q) := We(q)/3 pour ¢ > 1, il vient
|€ — p/q| > ¥(q) pour tout g assez grand. En effet, si ¢, < ¢ < gn4+1 et

(log log g, )18 o8 4~
~ 3ant1gnq(loglog g)loslosd’

¢ —p/a] < ¥(q) <
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alors
(log log qn)blog log gn -
n+1qn(loglog g)?losloe s = 3a,, 11,
en contradiction avec ¢ < gp41-

Ces remarques impliquent que

EeY, = Zq\Ifg(q) < +o00.

q>1

< |Qn£ —pn|a

—_pl <
73 pl_3a

Posons n;=1 et, pour 5 > 1,
bloglog n;

(1oglog g,)"'*¢*5 % _ (loglog )
An+14n Clanrlqnj

}. (3.5)

Njy1 = mln{n >mnj:

Pour ¢,; < ¢ < gn;,,,0n a

(log log gy,, )" 818 93

n,;+1qn,; q(loglog g)blogloga

Ve(q) =

et donc

Z Qe (q) = Z (loglog an)

a>1 i>1 An;+19n;

Comme }°

bloglog dn; 1
2
(loglog g)blosloga”

Qn; <q<Qqn;

est de ordre de

[ S
1 S9<4n (log log q)®loglogq

i+1
qn]’+1 _ an
(loglog gn,,, )b logloggn;, (loglog gy, )b logloggn; ’
pour que § appartienne a Y}, il est nécessaire que lim; . an;+1 = +00, et donc

qn ;
est de ordre de titl — et l'ona
(log 1qu )blog log qnj+1 I
"+l

I S
anj <q<gn;,,; (loglogq)bloelosa

)b log log qn;
< +o00.

. (loglog q,,.
gen Z qj+1( g gq]

bloglogqn ;
j=>1 an,-+1‘]nj (10g10g (Inj_H) it

Nous allons maintenant établir que dimY; < He%/b
Pour ¢ > 10, posons f(q) := (loglog ¢)®'°81°84, Soit £ > 0 un nombre réel
suffisamment petit. Comme la fonction g — f(q)/¢° est décroissante pour ¢ suf-

—E&
L. 1 ‘an+1
fisamment grand, la série Y 21 (—qnj converge, pour tout nombre
réel £ appartenant & Y. On obtient alors, pour n assez grand, Hnj <n Onj+1 =
1—¢
qn -

La discussion précédente montre que, pour tout € > 0, ’ensemble Y; est
contenu dans la réunion dénombrable (pour ng entier positif) des ensembles

Z(b,e,ng) :={lao;a1,as,...]: H Qnjt+1 > ¢-~¢, pour tout n > ng},

n;<n
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dont on va estimer la dimension.
Comme, pour tout entier 7, on a

Z(b,e,ng)N[r,r+1) = (Z(b,e,no)N[0,1)) + r,

il nous suffit d’estimer la dimension de Z = Z(b,&,n0) N[0, 1). Pour tout entier
positif kg suffisamment grand, I’ensemble Z est contenu dans la réunion pour
k > ko des intervalles

I(ay,as9,...,am) = {[0;a1,a2,...,am,a] : > 1}

tels que

2F < gm = K(ai,az,...,am) < ok,
On note que la longueur d’un tel intervalle vérifie 272%=3 < |I (a1, as, ..., am)| <
272k,

Pour k > ko fixé, et pour chaque intervalle I(a1,as2,...,a;) comme ci-
dessus, on considére les suites 71 (a1, az,...,an) et ma(ay,as,...,a,,) formées
respectivement par les quotients partiels a,,+1, ol n; < m, et par les quotients
partiels a; avec ¢ < m, en conservant ’ordre dans lequel ils apparaissent dans
la suite originale (a1, az,...,an).

Soit A; le produit des quotients partiels a, pour n; +1 < n < njiq. Si &
appartient & Y3, alors on a

Aj (].Og log qn; )b log log gn;

j>1 (loglog(A;jan, +1qn,))" 8 08 Aitns+10n;)

< +00.

Comme, pour tout A > 1, la fonction f vérifie f(Ag) < Af(q) pour g suffisament
grand, il vient

bloglog qn
(loglog gn, )" %1% 9% < oo (3.6)

= (log log aﬂjﬂqﬂj)bloglog(anj+1qnj)
Pour j > 1, posons @; := an;4+1 et §; := K(ai1,az,...,a;). Alors, pour tout

A > 1, la fonction g — f(A\q)/f(q) est décroissante pour g > e°, et donc, par
(3.6),on a

O Z (log logq.)blog log G;

loglogq +1)b10g10gq]+1 < +oo.

Pour tout entier k sufﬁsamment grand, on déduit de l’inégalité entre les
moyennes arithmétique et géométrique que

k

(loglog g,)"'°8 o8 & (

i log logq,)blog log G; >k
(loglog Gr41)blo8lo8 dits —

2 (loglog gj+1)" s 50

< (9) < loglogqysren
k) S (0= e)(k+1)/6) 0961
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et donc loglog gx+1 > (1 —¢)(k+1)/b et
Gr1 > exp(exp((1 — €)(k +1)/b)) = exp(exp((1 —€)/0)* ).
Cela implique que, pour une infinité d’entiers r, on a a, > exp(exp((1—2¢)/b)").
Posons II(§) = (@1, as, - ..). D’aprés [17], Claim 2, I’ensemble Z se décompose
sous la forme Z = Z’' U Z" selon le comportement des images de ses éléments
par II, ou 'on a posé
Z'={¢€ Z:K(a,az,...,an) > exp(exp((1 — 3¢)/b)"/3) et
K(a1,dg,. .. an,ani1) > K(an, ag, . .., a,)P=39/0
pour une infinité de n}
et
Z"={t € Z:K(ay,adg,...,a0n,aGne1) > K(@1,az,...,a4,) T2P(1=32)/b)
pour une infinité de n}.
Pour tout entier positif kg suffisamment grand, ’ensemble Z’ est contenu
dans la réunion pour k > kg des sous-ensembles de Z’ composés des éle-

ments [0;a1,as9,...] tels que, pour un certain entier positif m, 2k < g =
K(ai,as,...,a,) < 21 il existe un entier positif j tel que

m = njt1, K(@1,az,...,4;) > exp(exp((1 — 3¢)/b)7 /3)

et
K(ay,ag,...,a;,aj41) > K(a1,ag,...,a;)P1=3)/b),
On a alors
M <log K(a1,as2,...,a;,8j+1) < loggm < (k+1)log?2,
et donc j = O(logk). En particulier, j = o(k), et donc le nombre de suites
(a1,as9,...,amy) qui ont une méme image par (my, ) est 2°(F).
On a alors
27°W K (11 (a1, a2, .. .,am)) K (m2(a1, a2, ..., am)) < K(a1,a2,...,an)
< 2°(k)K(7r1(a1, ag, ... am))K(ma(a, az,...,am)).
Comme
K(m(a1,a2,...,0m) > [[ an;+1 > (K(a1,a2,...,am)) 7 > (2)'7F,
nj<m

on en déduit que

K(ma(a1,as, ..., ay)) < 2k,
En particulier, on a O(2<+°0)¥) choix possibles pour ms(ai,as,. .., am).
Claim 3 de [17] implique qu'on a au plus 2¥71(2 + (k + 1)log2)00°s®) =
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2(1+0(1)k choix possibles pour (@1,dz,...,d;) = mi(a1,az,...,a,). Alors,
comme
Pm 1 1
-2 < <
‘E am dmdm+1 K(ay,as,. .. 7&j)1+eXp((1—35)/b) ’
et
K(ala&% e 75']') = K(T{'l(al,ag,. . .,am)) Z H anj+1
n;<m

Z (K(ala ag, ... aavn))l_6 Z (Zk)l_su

on peut recouvrir Z’' par 'union pour k > ko de 2(1t2eto(M)k intervalles de
longueur plus petite que (27%)(1—e)(1+exp((1-32)/b)) "ot donc la dimension de
Hausdorff de Z’ est au plus égale a (1_5)(1+;;;2(f1_35)/b)).

De maniére analogue, pour tout entier positif kg suffisamment grand, ’en-
semble Z” est contenu dans la réunion pour k > kg des sous-ensembles de Z’
formés des éléments £ = [0;a1,aq,...] tels que, pour un certain entier positif
m, 28 < g = K(ai,az,...,a,) < 2F1 il existe un entier positif j tel que
m=mnjyy et

S O P = \1+2exp((1—3¢)/b
K(al,az,ag,,...,aj,ajH) >K(a1,a2,a3,...7aj) +2exp(( €)/ )

Comme
1 1

<
dmdm+1 K(al, ao,as, ... 7dj)2+2 exp((1—3¢)/b)’

dm

il existe O(22%) suites (a1,a9,...,am) avec 2k < g = K(ay,a2,...,am) < ok+1,
Or
K(&l,&Q, . ,&j) = K(m(al,ag, e ,am)) Z H anj+1

nj<m

> (K(ay,az,...,am)) ¢ > (2]“)1_5,

on peut donc recouvrir Z” par I'union pour k > ko de O(2%*) intervalles de lon-
gueur plus petite que (27%)(1 =) (2+2exp((1-3¢)/b)) Par conséquent, la dimension
" . N 1
de Hausdorff de Z” est au plus égale a =0 Tep((T=39/0)"
Comme € > 0 peut étre choisi arbitrairement petit, on conclut que dimY;, <

1
1+exp(1/b)°

Pour finir la démonstration, nous allons montrer que dim Y, > 1%/1,

Soit € > 0 un nombre réel suffisamment petit et posons b := exp(%).

D’apreés [8], la dimension de Hausdorff de I’ensemble
K := {6 =[0;a1,a,..] €[0,1] : exp(b") < an < 3exp(b™), pour tout n > 1}

vérifie

1 1
dim K > - = .
T14+b 1+4+exp((1+¢)/b)
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Il existe un entier positif ng tel que, pour tout £ appartenant & K, on a
an+1 > an pour tout n > ng. Cela implique qu’il existe des entiers positifs my
et c tels que, pour tout £ appartenant & K et tout entier j > mg, onan; = j+c,
ol la suite (n;);>1 est définie par (3.5). Alors, pour tout £ appartenant a K,

bloglog n;

n..q (loglogq,,.
cev = Y n,, (loglog gn,) < oo

31 On;+14n; (logloggn, )

bloglog dnjiq

n log1 n bloglog g
— Z gn+1(loglog ¢,,) < +oo0.

“ ant14n(loglog Qny1)b1o8108 dnt1

n>
Mais, pour £ appartenant & K, le quotient az*:;n tend vers 1 quand n tend vers
Pinfini. Comme ¢, > exp(i’ng_ll_g) et g, = O(3" exp(%)), on a logloggq, =
(n+ 1)logb — log(b—1) + o(1), et donc

(loglog gn)" o8 1084 1

(loglog gn+1)b18logant1 — (loglog gy, 1)bUoglog gnt1—logloggn)

_ 1

((n 4 2)logb — log(b — 1) + o(1))blosb+o(1)
1 1

((n+ 2)logh —log(b — 1) + o(1))1+eto(1) — plteto(d)’
d’ou l’on déduit que, pour tout ¢ appartenant & K, la série

gn+1(loglog gy, )" 108108 0
51 On+1dn (log log gy, 1)bloglog ant1

converge et donc que K est inclus dans Y,. Comme dimK > -1

= 1+b
m, et ¢ peut étre choisi arbitrairement petit, on conclut que
. i
dim Yb Z TFel/b" O
Remerciements. — Cet article trouve son origine dans une remarque et plu-

sieurs questions de Michel Waldschmidt, que les auteurs remercient chaleureu-
sement.

BIBLIOGRAPHIE

[1] C. AISTLEITNER — « A note on the Duffin-Schaeffer conjecture with slow
divergence », Bull. London Math. Soc. 46 (2014), p. 164-168.

[2] V. BERESNEVICH, D. DICKINSON & S. VELANI — « Measure theoretic
laws for lim sup sets », Mem. Amer. Math. Soc. 179 (2006).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE


http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/144/html/smf_bull_144_507-538.html#1
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/144/html/smf_bull_144_507-538.html#2

538

3]

4]
[5]
[6]
7]

18]

9]

[10]

[11]

12)
13]
14
15]
[16]
17)

[18]
[19]

[20]

Y. BUGEAUD & C. GUSTAVO MOREIRA

V. BERESNEVICH, G. HARMAN, A. HAYNES & S. VELANI — « The
Duffin-Schaeffer conjecture with extra divergence II », Math. Z. 275 (2013),
p. 127-133.

Y. BUGEAUD — Approximation by algebraic numbers, Cambridge Tracts in
Mathematics, vol. 160, Cambridge Univ. Press, Cambridge, 2004.

Y. BUuGEAUD & C. G. MOREIRA — « Sets of exact approximation order
by rational numbers III », Acta Arith. 146 (2011), p. 177-193.

R. J. DUFFIN & A. C. SCHAEFFER — « Khintchine’s problem in metric
Diophantine approximation », Duke Math. J. 8 (1941), p. 243-255.

K. FALCONER — Fractal geometry, John Wiley & Sons, Ltd., Chichester,
1990.

D. J. FENG, J. Wu, J.-C. LIANG & S. TSENG — « Appendix to the paper
by T. Luczak—a simple proof of the lower bound : “On the fractional
dimension of sets of continued fractions” », Mathematika 44 (1997), p. 54—
55.

I. J. GooD — « The fractional dimensional theory of continued fractions »,
Proc. Cambridge Philos. Soc. 37 (1941), p. 199-228.

G. HARMAN — Metric number theory, London Mathematical Society Mo-
nographs. New Series, vol. 18, The Clarendon Press, Oxford Univ. Press,
New York, 1998.

A. K. HAYNES, A. D. POLLINGTON & S. L. VELANI — « The Duffin-
Schaeffer conjecture with extra divergence », Math. Ann. 353 (2012),
p. 259-273.

V. JARNIK — « Zur metrischen Theorie der diophantischen Approximatio-
nen », Prdace Mat.-Fiz. 36 (1928/29), p. 91-106.

A. Y. KHINCHIN — Continued fractions, The University of Chicago Press,
1964.

S. LANG — Introduction to Diophantine approximations, second éd., Sprin-
ger, New York, 1995.

P. LEVY — « Sur le développement en fraction continue d’un nombre choisi
au hasard », Compositio Math. 3 (1936), p. 286-303.

L. L1 - « A note on the Duffin-Schaeffer conjecture », Unif. Distrib. Theory
8 (2013), p. 151-156.

T. LuczAK — « On the fractional dimension of sets of continued fractions »,
Mathematika 44 (1997), p. 50-53.

O. PERRON — Die Lehre von den Ketterbriichen, Teubner, 1929.

W. PHILIPP — « A conjecture of Erdés on continued fractions », Acta Arith.
28 (1975/76), p. 379-386.

M. WALDSCHMIDT — « Recension de la monographie [4] », Gaz. Math. 106
(2005), p. 117-123.

TOME 144 — 2016 — N° 3


http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/144/html/smf_bull_144_507-538.html#3
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/144/html/smf_bull_144_507-538.html#4
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/144/html/smf_bull_144_507-538.html#5
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/144/html/smf_bull_144_507-538.html#6
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/144/html/smf_bull_144_507-538.html#7
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/144/html/smf_bull_144_507-538.html#8
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/144/html/smf_bull_144_507-538.html#9
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/144/html/smf_bull_144_507-538.html#10
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/144/html/smf_bull_144_507-538.html#11
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/144/html/smf_bull_144_507-538.html#12
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/144/html/smf_bull_144_507-538.html#13
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/144/html/smf_bull_144_507-538.html#14
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/144/html/smf_bull_144_507-538.html#15
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/144/html/smf_bull_144_507-538.html#16
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/144/html/smf_bull_144_507-538.html#17
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/144/html/smf_bull_144_507-538.html#18
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/144/html/smf_bull_144_507-538.html#19
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/144/html/smf_bull_144_507-538.html#20

	1. Introduction et résultats
	2. Rappels sur les fractions continues
	3. Démonstrations
	Bibliographie

