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ANALOGUES ELLIPTIQUES DES NOMBRES MULTIZÉTAS

par Benjamin Enriquez

À la mémoire de ma mère,
Paulette Fortunée Enriquez,

née Bensoussan (1930–2016).

Résumé. — Nous étudions des fonctions du paramètre elliptique définies commes
intégrales itérées de fonctions elliptiques. Nous établissons leur lien avec les « associa-
teurs elliptiques » de notre précédent travail au moyen de réalisations fonctionnelles
d’algèbres de Lie apparaissant dans cette théorie.

Abstract (Elliptic analogues of multiple zeta values). — We study functions of
an elliptic parameter, which are defined as iterated integrals of elliptic functions. We
establish their relation with the “elliptic associators” of our previous work, by means
of a functional realization of Lie algebras appearing in that work.
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396 B. ENRIQUEZ

Introduction

La théorie des nombres multizétas a débuté dans [13] avec la construction
de familles de relations entre ces nombres, reposant en partie sur le lien observé
par Kontsevich entre multizétas et intégrales itérées sur les espaces de modules
de courbes rationnelles avec points marqués. Parallèlement, Drinfeld a établi
des relations d’origine géométrique satisfaites par une série non-commutative,
l’associateur KZ ([3]) ; Le et Murakami ont identifié l’associateur KZ à une série
génératrice des multizétas ([8]), ce qui a permis de considérer les relations de
l’associateur KZ comme un deuxième système de relations entre multizétas. Le
lien entre les deux systèmes de relations a été étudié par Furusho ([6]).

Un analogue elliptique de la théorie des associateurs a été construit dans [5]
à partir d’un analogue elliptique de la connection de Knizhnik-Zamolodchikov
([2], voir aussi [9]). Le rôle de l’associateur KZ y est tenu par un couple de fonc-
tions (A(τ), B(τ)) d’un paramètre τ dans le demi-plan de Poincaré, à valeurs
dans un groupe de séries non-commutatives à deux variables exp(̂f2). Les résul-
tats principaux de [5] sur le couple (A(τ), B(τ)) sont : le comportement de ce
couple sous les transformations modulaires ; une famille de relations algébriques
(d’origine géométrique) satisfaites par (A(τ), B(τ)) ; une équation différentielle
satisfaite par le même objet ; son comportement en τ → i∞. Un corollaire de
cette étude est une famille de relations algébriques entre intégrales itérées de
séries d’Eisenstein et multizétas. Un rôle important est joué dans cette théorie,
et également dans la théorie reliée des motifs elliptiques universels ([7, 11]), par
une algèbre de Lie 〈δ2n, n ≥ −1〉 ⊂ Der(f2). Nous rappelons ces résultats en
section 1.

Le but principal de cet article est l’étude des coefficients des séries
A(τ), B(τ). Il s’agit de fonctions

Id(τ), Jd(τ), d = (d1, . . . , dn) ∈ {−1, 0, 1, . . .}n

du paramètre elliptique, qui sont des analogues elliptiques des nombres multi-
zétas.

La section 2 est consacrée à la détermination d’expressions intégrales pour
ces fonctions. Nous utilisons pour cela le calcul de l’holonomie régularisée des
équations différentielles sur ]0, 1[ à valeurs dans une algèbre libre, avec singula-
rités aux extrémités. Ce calcul a été effectué dans [4] à partir d’idées contenues
dans [8]. Le résultat de [4] est formulé en sections 2.1 et 2.2, et appliqué en
sections 2.3 et 2.4 au calcul d’expressions intégrales pour les Id(τ), Jd(τ) (re-
lations (18), (19), (20), (21)). En section 2.5, nous traduisons en termes des
Id(τ), Jd(τ) certaines identités satisfaites par (A(τ), B(τ)).

La section 3 est consacrée aux systèmes différentiels satisfaits par les Id(τ),
Jd(τ). En section 3.1, on construit des systèmes différentiels satisfaits par des
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ANALOGUES ELLIPTIQUES DES NOMBRES MULTIZÉTAS 397

intégrales itérées générales du type de celles introduites en section 2.2. En
section 3.2, on applique ce résultat aux fonctions Id(τ), Jd(τ) et on obtient
ainsi un système différentiel satisfait par ces fonctions (théorème 3.10).

En section 4, on montre l’équivalence entre ce système différentiel et le sys-
tème différentiel satisfait par (A(τ), B(τ)) explicité dans [5]. Ceci est réalisé au
moyen d’une réalisation fonctionnelle de l’algèbre de Lie 〈δ2n, n ≥ −1〉 (sec-
tion 4).

Enfin, en section 5, on applique le système différentiel du théorème 3.10 au
développement asymptotique des Id(τ), Jd(τ) en τ → i∞ ; on montre que ce
développement asymptotique s’exprime à l’aide de nombres multizétas.

Signalons enfin les liens possibles entre le présent travail et [1] : les auteurs
de cet article construisent une théorie des polylogarithmes elliptiques multiples,
qui sont certaines fonctions multivaluées sur la variété Enτ , où Eτ := C/(Z+τZ).
Ils projettent d’en déduire, par spécialisation, des fonctions de τ qu’ils appellent
« fonctions multizétas elliptiques ». On peut s’attendre à ce que ces fonctions
présentent des liens étroits avec les fonctions Id(τ), Jd(τ) du présent article.

1. Préliminaires : associateurs elliptiques

Dans cette section, nous rappelons la construction et les propriétés de la
fonction τ 7→ (A(τ), B(τ)) ([5]).

1.1. Définition de (A(τ), B(τ)). — Soit pour n ≥ 2, t̄1,n l’algèbre de Lie présen-
tée par les générateurs xi, yi, i ∈ {1, . . . , n} et les relations

∑
i xi =

∑
i yi = 0,

[xi, xj ] = [yi, yj ] = 0, [xi, yj ] = [xj , yi] =: tij si i 6= j, [xk, tij ] = [yk, tij ] = 0

si i, j, k sont distincts. En particulier, l’algèbre de Lie t̄1,2 s’identifie à l’algèbre
de Lie f2 librement engendrée par les deux générateurs x := x1 et y := y1.

Soit H := {τ ∈ C|=(τ) > 0} le demi-plan de Poincaré. On note (z, τ) 7→ θτ (z)

la fonction sur C× H donnée par(1)

θτ (z) :=
eπ i z − e−π i z

2π i

∏
n>0

(1− e2π i(z+nτ))(1− e2π i(−z+nτ))

(1− e2π inτ )2
.

On a θτ (z + 1) = −θτ (z) = θτ (−z), θτ (z + τ) = −e− iπτe−2π i zθτ (z),
∂
∂z θτ (z)|z=0 = 1, et (θτ (−))−1(0) = Z + τZ. La fonction θτ (−) est reliée à la
fonction thêta de Jacobi donnée par

ϑ1(z, τ) = −
∑

n∈Z+ 1
2

eπ in2+2π in(z+ 1
2 )

par l’identité ϑ1(z, τ) = 2πη(τ)3θτ (z), où η(τ) = q
1
24

∏
n>0(1−qn) et q = e2π i τ .

(1) On note i :=
√
−1.
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398 B. ENRIQUEZ

On définit A(τ), B(τ) comme les holonomies régularisées de l’équation dif-
férentielle

(1) X ′(z) = −θτ (z + adx) adx

θτ (z)θτ (adx)
(y) ·X(z),

à valeurs dans le groupe exp(̂̄t1,2) le long les chemins [0, 1] et [0, τ ] (l’al-
gèbre de Lie est complétée pour le degré en x, y). Dans cette équation,
on donne à l’expression f(z, adx)(y) la valeur

∑
n≥0 gn(z)(adx)n(y), où

gn(z) := 1
n! (

∂
∂u )nf(z, u)|u=0, et f(z, u) est une fonction analytique en deux va-

riables, régulière en u = 0 (ici f(z, u) = − θτ (z+u)
θτ (z)

u
θτ (u) , qui vaut −1 en u = 0).

Cette équation admet une solution X(z) définie sur {a+ bτ |(a, b) ∈]0, 1[2} telle
que X(z) ' (−2π i z)−[x,y] en z → 0. Alors

A(τ) := X(z)−1X(z + 1), B(τ) := X(z)−1e2π i xX(z + τ).

Ce sont des éléments du groupe exp(̂̄t1,2).

1.2. Propriétés de A(τ), B(τ)

1.2.1. Propriétés modulaires. — On a d’après [5], Proposition 66
(2)

A(
−1

τ
) = Ad

(−1

τ

)−t ◦ ατ (B(τ)−1), B(
−1

τ
) = Ad

(−1

τ

)−1 ◦ ατ (BAB−1(τ)),

où ατ ∈ Aut(exp(̂f2)) est donné par x 7→ −τx, y 7→ −2π ix− τ−1y,

t := −[x, y]

et (−τ−1)−t := exp(− log(−τ−1)t), la détermination du logarithme étant de
partie imaginaire comprise entre 0 et π.

Les identités (−I2)(A(τ)) = A(τ)2,1, (−I2)(B(τ)) = B(τ)2,1, dans lesquelles
(−I2) est l’automorphisme de exp(̂f2) induit par x 7→ −x, y 7→ −y, et les
identités (5) (voir section 1.2.2) impliquent

(−I2)(A(τ)) = e− iπtA(τ)−1e− iπt, (−I2)(B(τ)) = eiπtB(τ)−1eiπt.

Compte tenu des ces identités et de (6), les deux parties de (2) sont équivalentes
après application de τ 7→ −τ−1 à l’une d’elles.

1.2.2. Relations algébriques. — Soit Φ(a, b) l’associateur KZ, défini par
Φ(a, b) = Y −1

1 Y0, où Yi sont les solutions de Y ′(z) = (a/z + b/(z − 1))Y (z)

sur ]0, 1[ telles que Y0(z) ' za en z → 0, Y1(z) ' (1− z)b en z → 1, et où a, b
sont des variables formelles non-commutatives.

On pose

α+ := eiπ(t12+t13)A(τ)1,23Φ(t12, t23), α− := e− iπ(t12+t13)B(τ)1,23Φ(t12, t23),
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ANALOGUES ELLIPTIQUES DES NOMBRES MULTIZÉTAS 399

où a 7→ a1,23 est le morphisme d’algèbres de Lie t̄1,2 → t̄1,3 tel que x1 7→ x1,
x2 7→ x2 + x3, y1 7→ y1, y2 7→ y2 + y3.

La première famille de relations satisfaites par (A(τ), B(τ)) est

(3) α3,1,2
± α2,3,1

± α± = 1 (dans exp(̂̄t1,3)),

où a 7→ a2,3,1 est l’automorphisme de t̄1,3 tel que xi 7→ xi+1 mod 3, yi 7→
yi+1 mod 3, et a 7→ a3,1,2 est le carré de cet automorphisme.

Le couple (A(τ), B(τ)) satisfait d’autre part la relation

(4) (Φ(t12, t23)−1 ∗B(τ)1,23, (e− iπt12Φ(t21, t13)) ∗ (A(τ)2,13)−1) = e2π i t12 ,

(dans exp(̂̄t1,3)), où (x, y) := xyx−1y−1, x ∗ y := xyx−1, t12 := [x1, y2] et a 7→
a2,13 est le morphisme t̄1,2 → t̄1,3 donné par x1 7→ x2, x2 7→ x1 + x3, y1 7→ y2,
y2 7→ y1 + y3.

Les relations (3) impliquent alors

(5) eiπtA(τ)eiπtA(τ)2,1 = e− iπtB(τ)e− iπtB(τ)2,1 = 1 (dans exp(̂̄t1,2)),

où a 7→ a2,1 est l’automorphisme involutif de t1,2 donné par x1 ↔ x2, y1 ↔ y2,
et la relation (4) implique

(6) (A(τ), B(τ)) = e−2π i t (dans exp(̂̄t1,2)).

1.2.3. Equations différentielles. — Pour chaque n ≥ −1, il existe une unique
dérivation de f2, homogène pour le bidegré en (x, y) et telle que δ2n(x) =

ad(x)2n+2(y) =: [x2n+2y] et δ2n([x, y]) = 0. Les fonctions A(τ), B(τ) satisfont
alors les équations différentielles

2π i ∂τA(τ) = −(
∑
n≥−1

(2n+ 1)G2n+2(τ)δ2n)(A(τ)),

2π i ∂τB(τ) = −(
∑
n≥−1

(2n+ 1)G2n+2(τ)δ2n)(B(τ)).
(7)

(cf. [5], Proposition 67), où les séries d’Eisenstein sont définies par

Gk(τ) =
∑

a∈(Z+τZ)−{0}

1

ak
si k est pair ≥ 4,

G2(τ) =
∑
m∈Z

(
∑′

n

1

(n+mτ)2
), G0(τ) := −1,

et
∑′

signifie
∑
n∈Z si m 6= 0 et

∑
n∈Z−{0} si m = 0.

1.2.4. Comportement à l’infini. — On a

(8) A(τ) = Φ(ỹ, t)e2π i ỹΦ(ỹ, t)−1 +O(e2π i τ ),

(9) B(τ) = eiπtΦ(−ỹ − t, t)e2π i xe2π i ỹτΦ(ỹ, t)−1 +O(e2π i(1−ε)τ )
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400 B. ENRIQUEZ

pour tout ε > 0, lorsque τ → i∞ ([2], démonstration de Proposition 4.7 puis
Lemma 4.14), où

ỹ := − adx

e2π i ad x − 1
(y)

et on rappelle que t = −[x, y] et Φ(a, b) est l’associateur KZ défini en sec-
tion 1.2.2.

2. Les analogues elliptiques des nombres multizétas

Dans cette section, nous calculons l’holonomie régularisée de certaines équa-
tions différentielles (section 2.1). Nous exprimons cette holonomie en termes
d’intégrales itérées régularisées (section 2.2). Nous utilisons ces régularisations
en section 2.3 pour définir les fonctions du paramètre elliptique, analogues
des nombres multizétas. Nous montrons que les fonctions A(τ), B(τ) peuvent
s’interpréter comme des séries génératrices pour ces fonctions (section 2.4). Les
propriétés de A(τ), B(τ) peuvent donc se traduire en termes fonctionnels : c’est
ce qui est fait explicitement en section 2.5 pour certaines de ces propriétés.

2.1. Holonomies régularisées. — Soit I un ensemble fini contenant les éléments
0, 1. Soit Ω1 := Ω1(]0, 1[,C) l’espace des formes différentielles sur ]0, 1[ et
soit i 7→ ωi une application I → Ω1, telle que ω0 = dlog(z), ω1 = dlog(1 − z),
et pour i 6= 0, 1, la forme ωi est régulière en 0 et 1.

Soit V :=
⊕

i∈I Cai l’espace vectoriel engendré par I. On pose

ω :=
∑
i∈I

ωi · ai ∈ Ω1(]0, 1[, V ).

On note T (V ) l’algèbre tensorielle de V , munie du produit de concaténation,
et T̂ (V ) sa complétion pour le degré pour lequel V est de degré 1. L’équation
différentielle df = ωf d’inconnue une fonction f :]0, 1[→ T̂ (V ) admet deux
solutions f0 et f1, telles que f0(z) ∼ za0 pour z → 0 et f1(z) ∼ (1 − z)a1

pour z → 1. On définit alors l’holonomie régularisée de cette équation différen-
tielle comme

(10) Hol([0, 1], ω) := f−1
1 f0 ∈ T̂ (V ).

D’après [4], appendice, on a

Hol([0, 1], ω) = 1 +
∑
n≥1

∑
(i1,...,in)∈In,
i1 6=0,in 6=1

(∫
[0,1]

ωi1 • · · · • ωin
)

·
∑

A⊂{a|ia=0},
B⊂{b|ib=1}

(−a1)|B|(ain · · · ai1)A,B(−a0)|A|,
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ANALOGUES ELLIPTIQUES DES NOMBRES MULTIZÉTAS 401

où (ain · · · ai1)A,B est le produit des aik , dans lequel k parcourt de facon
décroissante l’ensemble [1, n] − (A ∪ B), et où on pose

∫
[0,1]

α1 • · · · • αn :=∫
∆n

α1 ⊗ · · · ⊗ αn, où ∆n est le simplexe {(t1, . . . , tn) ∈ Rn|0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn ≤ 1}
pour α1, . . . , αn ∈ Ω1.

Soit Holn([0, 1], ω) la partie de degré n de cette somme. Alors

Hol([0, 1], ω) =
∑
n≥0

Holn([0, 1], ω).

Soit x 7→ xop l’involution de T (V ) donnée par (v1⊗· · ·⊗ vk)op := vk⊗· · ·⊗ v1.
Soit m : C[a0]⊗ T (V )⊗C[a1]→ T (V ) l’application composée C[a0]⊗ T (V )⊗
C[a1] ↪→ T (V )⊗3 → T (V ), où la première application est un produit tensoriel
d’injections canoniques et de l’identité, et où la deuxième application est la
multiplication de T (V ). Soit Op l’endomorphisme de T (V ) donné par

(11) Op = (T (V )
mor→ C[a0]⊗ T (V )⊗ C[a1]

m→ T (V )),

où mor est le morphisme d’algèbres induit par a0 7→ a
(2)
0 −a

(1)
0 , a1 7→ a

(2)
1 −a

(3)
1 ,

ai 7→ a
(2)
i , i 6= 0 (on note a(1)

0 := a0⊗1⊗1, a(2)
i := 1⊗ai⊗1, a(3)

1 := 1⊗1⊗a1).
Posons ω0 := ω0 ⊗ a0, ω1 := ω1 ⊗ a1 ; ce sont des éléments de Ω1 ⊗ V . Alors

Hol0([0, 1], ω) = 1, Hol1([0, 1], ω) = (

∫
[0,1]

⊗id)(ω − ω0 − ω1),

et si n ≥ 2,

Holn([0, 1], ω)op = (

∫
∆n

⊗Op)((ω − ω0) ◦ ω◦n−2 ◦ (ω − ω1))

où ◦ est le produit de l’algèbre tensorielle T (Ω1 ⊗ V ).
Notons ω 7→ ω01, ω02, ω03 les applications naturelles de Ω1 ⊗ Ca0, Ω1 ⊗ V ,

Ω1⊗Ca1 vers T (Ω1)⊗C[a0]⊗T (V )⊗C[a1]. Alors (11) implique que pour n ≥ 2,

(12) Holn([0, 1], ω)op

= (

∫
∆n

⊗m)
(

((ω−ω0)02−ω03
1 )◦(ω02−ω01

0 −ω03
1 )◦n−2 ◦((ω−ω1)02−ω01

0 )
)
,

où l’argument du deuxième membre est un élément de T (Ω1)⊗C[a0]⊗T (V )⊗
C[a1].

On montre facilement l’énoncé suivant :

Lemme 2.1. — Soient Ω, V des espaces vectoriels, soit A une algèbre
commutative. On note ω 7→ ω12, α 7→ α13 les applications naturelles de Ω⊗ V
et Ω ⊗ A vers T (Ω) ⊗ T (V ) ⊗ A. On note x le produit de battage de T (Ω),
donné par (x1 ⊗ · · · ⊗ xk)(xk+1 ⊗ · · · ⊗ xk+l) =

∑
xf(1) ⊗ · · · ⊗ xf(k+l),

où la somme parcourt les permutations de [1, k + l] telles que si f(i) <

f(j) ≤ k ou l + 1 ≤ f(i) < f(j), alors i < j. On note également
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402 B. ENRIQUEZ

x : (T (Ω) ⊗ T (V )) ⊗ (T (Ω) ⊗ A) → T (Ω) ⊗ T (V ) ⊗ A le produit tenso-
riel du produit x : T (Ω)⊗2 → T (Ω) avec les endomorphismes identité de T (V )

et de A.

Si ω ∈ Ω⊗ V , α ∈ Ω⊗A, alors

(ω12 + α13)◦n =

n∑
k=0

ω◦n−kxα◦k,

où les puissances sont calculées dans les produits tensoriels T (Ω)⊗ T (V )⊗A,
T (Ω)⊗ T (V ) et T (Ω)⊗A, où T (Ω) est muni du produit de battage et T (V ) du
produit de concaténation.

En appliquant cette égalité au membre de droite de (12), on trouve

Holn([0, 1], ω)op

(13)

=
∑
k,l≥0

k+l≤n−2

(−a0)k
(∫

∆n

(ω − ω0) ◦ (ω◦k0 xω◦l1 xω◦n−2−k−l) ◦ (ω − ω1)
)

(−a1)l

+ (−a0)k
(∫

∆n

ω1 ◦ (ω◦k0 xω◦l1 xω◦n−2−k−l) ◦ (ω − ω1)
)

(−a1)l+1

+ (−a0)k+1
(∫

∆n

(ω − ω0) ◦ (ω◦k0 xω◦l1 xω◦n−2−k−l) ◦ ω0)
)

(−a1)l

+ (−a0)k+1
(∫

∆n

ω1 ◦ (ω◦k0 xω◦l1 xω◦n−2−k−l) ◦ ω0)
)

(−a1)l+1

pour k ≥ 2, expression dans lequelle ◦ est le produit de concaténation
dans T (Ω1) ou T (Ω1) ⊗ T (V ), l’espace T (Ω1) est considéré comme un sous-
espace de T (Ω1) ⊗ T (V ) par tensorisation avec 1, le symbole x désigne le
produit sur T (Ω1) ⊗ T (V ), produit tensoriel du produit de battage et du
produit de concaténation, et

∫
∆n

: T (Ω1) ⊗ T (V ) → T (V ) désigne le produit
tensoriel de

∫
∆n

: T (Ω1)→ C avec l’identité de T (V ).

En utilisant l’identité (a ◦ A)x(b ◦ B) = a ◦ (Ax(b ◦ B)) + b ◦ (Bx(a ◦ A))

dans T (Ω1), où a, b ∈ Ω1, A,B ∈ T (Ω1), on simplifie ainsi cette expression

(14) Holn([0, 1], ω)op =

∫
∆n

∑
k,l≥0

k+l≤n−2

(−a0)k
(
ω◦k0 xω◦l1 xω◦n−2−k−l)(−a1)l,

dans laquelle les signes somme et intégrale ne peuvent être inversés, les termes
individuels de la somme n’étant pas intégrables.
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Remarque 2.2. — On peut réduire la dimension du simplexe d’intégration
dans les formules (13), (14) en utilisant l’identité∫

∆n

α ◦ ((df)◦ax(dg)◦bxβ) ◦ γ

=
∑

a′,a′′|a′+a′′=a

∑
b′,b′′|b′+b′′=b

∫
∆n−a−b

(−f)a
′′

a′′!

(−g)b
′′

b′′!
α ◦ β ◦ γ f

a′

a′!

gb
′′

b′′!

dans laquelle α, β, γ sont dans T (Ω1) et f, g sont des fonctions sur [0, 1].

2.2. Intégrales itérées régularisées. — Soit A une algèbre, limite projective d’al-
gèbres de dimension finie. Soit a0, a1 des éléments de A, et posons

Ωa0,a1 := {ω ∈ Ω1(]0, 1[, A)|ω = a0dlog(z) +O(1) si z → 0,

ω = a1dlog(1− z) +O(1) si z → 1}.
(15)

Pour ω ∈ Ωa0,a1
, on pose

Ireg
[0,1](ω) :=

∫
[0,1]

(ω − a0dlog(z)− a1dlog(1− z)).

Pour n ≥ 2 et ω1, . . . ,ωn ∈ Ωa0,a1 , on pose

Ireg
[0,1](ω1, . . . ,ωn) :=

∑
a,b,ε,η|

a,b≥0,a+b≤n−2,
ε,η∈{0,1}

aa+ε
0 · Iεηa,b · a

b+η
1 ,

le produit étant calculé dans Aop (l’algèbre opposée à A), où

I00
a,b =

∫
∆n

(ωa+1 − a0dlog(z))

◦
(

(−dlog(z))◦ax(−dlog(1− z))◦bx(ωa+2 ◦ · · · ◦ ωn−b−1)
)

◦ (ωn−b − a1dlog(1− z)),

I01
a,b =

∫
∆n

(−dlog(1− z))

◦
(

(−dlog(z))◦ax(−dlog(1− z))◦bx(ωa+1 ◦ · · · ◦ ωn−b−2)
)

◦ (ωn−b−1 − a1dlog(1− z)),

I10
a,b =

∫
∆n

(ωa+2 − a0dlog(z))

◦
(

(−dlog(z))◦ax(−dlog(1− z))◦bx(ωa+3 ◦ · · · ◦ ωn−b)
)

◦ (−dlog(z)),

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



404 B. ENRIQUEZ

I11
a,b =

∫
∆n

(−dlog(1− z))

◦
(

(−dlog(z))◦ax(−dlog(1− z))◦bx(ωa+2 ◦ · · · ◦ ωn−b−1)
)

◦ (−dlog(z)),

où : ◦ est le produit dans T (Ω1) ⊗ Aop, les formes dlog(z), dlog(1 − z) de Ω1

sont identifiées à des éléments de T (Ω1)⊗ Aop par tensorisation avec 1, on note
l’application

∫
∆k
⊗id : (Ω1)⊗k ⊗ Aop → Aop simplement

∫
∆k

.

On a alors :

Proposition 2.3. — Soit A une algèbre, limite projective d’algèbres de di-
mension finie. Soit a0,a1 des éléments de A et soit ω un élément de Ωa0,a1

.
L’holonomie régularisée Hol([0, 1],ω) de l’équation différentielle df = ωf , dé-
finie par (10), est donnée par

(16) Hol([0, 1],ω) = 1 +
∑
n≥1

Ireg
[0,1](ω, . . . ,ω︸ ︷︷ ︸

n

).

Soit M une variété lisse, U ⊂M un ouvert, et γ : [0, 1]→M un chemin tel
que γ(]0, 1[) ⊂ U . Pour A,a0,a1 comme ci-dessus, on pose

(17) Ωa0,a1(γ) := {ω ∈ Ω1(U, A)|γ∗(ω) ∈ Ωa0,a1};
pour ω1, . . . ,ωn ∈ Ωa0,a1(γ), on pose

Ireg
γ (ω1, . . . ,ωn) := Ireg

[0,1](γ
∗(ω1), . . . , γ∗(ωn)).

Enfin, pour ω ∈ Ωa0,a1(γ), on pose Hol(γ,ω) := Hol([0, 1], γ∗(ω)). On a alors

Hol(γ,ω) = 1 +
∑
n≥1

Ireg
γ (ω, . . . ,ω︸ ︷︷ ︸

n

).

Exemple 2.4. — Pour n = 2,

Ireg
[0,1](ω1,ω2) =

∫
∆2

(ω1 − a0dlog(z)) ◦ (ω2 − a1dlog(1− z))

+ (−dlog(1− z)) ◦ (ω2 − a1dlog(z)) · a1

+ a0 · (ω1 − a0dlog(z)) ◦ (−dlog(z))

+ a0 · (−dlog(1− z)) ◦ (−dlog(z)) · a1.

2.3. Les analogues elliptiques des nombres multizétas. — Fixons τ ∈ H.
Pour x ∈ C, on pose

στx(z) :=
θτ (z + x)

θτ (z)θτ (x)
.
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Considérant x comme une variable formelle proche de 0, on voit στx comme
un élément de x−1 Mer(C)[[x]], où Mer(C) = {fonctions méromorphes définies
sur C}. Plus précisément :

Proposition 2.5. — στx admet le développement

στx(z) =
1

x
+
∑
n≥0

kτn(z)xn,

avec kτ0 (z) = (θ′τ/θτ )(z) et kτn finie en 0 et 1 si n > 0.

Démonstration. Le paramètre τ étant fixé, on considère θτ (−) comme une
fonction de la variable z. On a xστx(z)|x=0 = 1. De plus,

(στx(z)− 1

x
)|x=0 =

1

x
(
θτ (z + x)

θτ (z)

x

θτ (x)
− 1)|x=0 =

θ′τ
θτ

(z).

Enfin, le développement de στx(z) en z = 0 est, compte tenu de l’imparité de θτ

στx(z) =
θτ (x+ z)

θτ (x)

1

θτ (z)
= (1+z

θ′τ
θτ

(x)+O(z2))(
1

z
+O(z)) =

1

z
+
θ′τ
θτ

(x)+O(z).

Donc
στx(z)− (

1

x
+ kτ0 (z)) = (

θ′τ
θτ

(x)− 1

x
) + (

1

z
− θ′τ
θτ

(z)) +O(z)

qui est fini en z = 0. Il s’ensuit que les kτn sont finis en 0. Par symétrie, ils sont
également finis en 1.

Posons A := C, a0 = a1 := 1. Alors pour x ∈ C, la forme στx(z)dz appartient
à l’espace Ω1,1 défini par (15).

De même, la forme e2π i xzτ στx(z)dz appartient à l’espace Ω1,1([0, τ ]) défini
par (17), où [0, τ ] est le chemin linéaire [0, 1]→ [0, τ ] tracé sur C.

On pose alors :

Définition 2.6. — On note [0, 1] et [0, τ ] les chemins linéaires [0, 1] → [0, 1]

et [0, 1]→ [0, τ ] tracés sur C. Pour τ ∈ H, on pose

(18) Ix1,...,xn(τ) := Ireg
[0,1](σ

τ
x1
dz, . . . , στxndz)

(19) Jx1,...,xn(τ) := Ireg
[0,τ ](e

2π i
x1z
τ στx1

(z)dz, . . . , e2π i xnzτ στxn(z)dz);

ce sont des séries dans (x1 · · ·xn)−1C[[x1, . . . , xn]].

En utilisant (13), on trouve pour n ≥ 0

Ix1,...,xn(τ) =
∑

k,l|k,l≥0,
k+l≤n−2

∫
∆n

(στxk+1
− dlog(z))(20)

◦
(

(−dlog(z))◦ax(−dlog(1− z))◦bx(στxk+2
◦ · · · ◦ στxn−l−1

)
)
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◦ (στxn−l − dlog(1− z))

+

∫
∆n

(−dlog(1− z))

◦
(

(−dlog(z))◦ax(−dlog(1− z))◦bx(στxk+1
◦ · · · ◦ στxn−l−2

)
)

◦ (στxn−l−1
− dlog(1− z))

+

∫
∆n

(στxk+2
− dlog(z))

◦
(

(−dlog(z))◦ax(−dlog(1− z))◦bx(στxk+3
◦ · · · ◦ στxn−l)

)
◦ (−dlog(z))

+

∫
∆n

(−dlog(1− z))

◦
(

(−dlog(z))◦ax(−dlog(1− z))◦bx(στxk+2
◦ · · · ◦ στxn−l−1

)
)

◦ (−dlog(z))

ce qui donne
(21)

Ix1,...,xn(τ) =

∫
∆n

∑
k,l|k,l≥0,
k+l≤n−2

(−dlog(z))◦kx(−dlog(1− z))◦l ◦ (στxk+1
◦ · · · ◦ στxn−l)

(en notant στx à la place de στx(z)dz). En particulier, on a

Ix,y(τ) =

∫
∆2

(στx − dlog(z)) ◦ (στy − dlog(1− z))

− dlog(1− z) ◦ (στx − dlog(1− z))
− (στy − dlog(z)) ◦ dlog(z) + dlog(1− z) ◦ dlog(z).

On a aussi
Ix(τ) =

∫
[0,1]

(στx(z)dz − dlog(z)− dlog(1− z)).

La fonction Jx1,...,xn(τ) est donnée par les formules analogues, obtenues au
moyen des substitutions [0, 1] → [0, τ ], log(z) → log(z/τ), log(1 − z) →
log(1− z

τ ), στx(z)dz → e2π i xzτ στx(z)dz.

Pour d := (d1, . . . , dn) ∈ Zn≥−1, on note Id(τ), Jd(τ) les nombres complexes
définis par

Ix(τ) =
∑

d∈Zn≥−1

Id(τ)xd, Jx(τ) =
∑

d∈Zn≥−1

Jd(τ)xd,

tome 144 – 2016 – no 3



ANALOGUES ELLIPTIQUES DES NOMBRES MULTIZÉTAS 407

où x := (x1, . . . , xn) et xd := xd1
1 · · ·xdnn . On a en particulier I−1,...,−1︸ ︷︷ ︸

n

(τ) =

1/n!, J−1,...,−1︸ ︷︷ ︸
n

(τ) = τn/n!.

On appelle les fonctions Id(τ), Jd(τ) les analogues elliptiques des nombres
multizétas ; les Ix1,...,xn(τ), Jx1,...,xn(τ) en sont des séries génératrices. Cette
terminologie est justifiée par les résultats de la section suivante.

2.4. Lien avec le développement de A(τ), B(τ). — Soit

F :=
⊕
n≥0

Fn :=
⊕
n≥0

(x1 · · ·xn)−1C[[x1, . . . , xn]];

munie du produit f ∗ g := h, avec

h(x1, . . . , xn+m) := f(x1, . . . , xn)g(xn+1, . . . , xn+m) pour f ∈ Fn,
g ∈ Fm, c’est une algèbre graduée.

L’algèbre de Lie f2 est librement engendrée par les éléments x, y et est bi-
graduée par le degré en ces générateurs. Par élimination de Lazard, la somme
directe f2	Cx de ses composantes de degré > 0 en y est l’algèbre de Lie libre-
ment engendrée par les [xny] := (adx)n(y), n ≥ 0. Son algèbre enveloppante est
donc l’algèbre associative libre sur ces générateurs. On note A la complétion
de cette algèbre enveloppante pour le degré total en x, y.

On en déduit :

Lemme 2.7. — On a un isomorphisme entre A et la complétion F̂ :=
∏
n≥0 Fn

de F via
[xd1y] · · · [xdny]↔ xd1−1

1 · · ·xdn−1
n ∈ Fn.

On considère l’algèbre enveloppante de f2	Cx comme graduée par le degré
total en x, y ; son algèbre enveloppante est donc graduée avec composantes
homogènes de dimension finie, et A est donc une limite projective d’algèbres
de dimension finie.

Posons a0 = a1 := t = −[x, y] et

ω(z)dz := −θτ (z + ad(x))

θτ (z)

ad(x)

θτ (ad(x))
(y)dz ∈ Ω1(]0, 1[, A).

Alors ω(z)dz ∈ Ωa0,a1 . On lui associe

I(τ) := Hol([0, 1],ω) ∈ A.

On pose ω̃(z)dz := e2π i zτ ω(z)dz. Cette forme admet comme pôle t en 0 et τ ,
donc ω̃ ∈ Ωa0,a1([0, τ ]), où [0, τ ] est le chemin linéaire [0, 1] → [0, τ ]. On pose
alors

J(τ) := Hol([0, τ ], ω̃) ∈ A.
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Sous l’isomorphisme du lemme 2.7, on a

A 3 ω ↔ −στx(z)dz ∈ F1,

d’où

A 3 Ireg(ω, . . . ,ω︸ ︷︷ ︸
n

)↔ (−1)nIreg
[0,1](σ

τ
xn , . . . , σ

τ
x1

) = (−1)nIxn,...,x1
(τ) ∈ Fn,

d’où

(22) A 3 I(τ)↔
(

(−1)nIxn,...,x1(τ)
)
n≥0
∈ F̂ .

On montre de même la correspondance

(23) A 3 J(τ)↔
(

(−1)nJxn,...,x1
(τ)
)
n≥0
∈ F̂ .

Les solutions f0, f1 de df = ωf (voir section 2.1) sont reliées à X(z) (voir
section 1.1) par X(z) = f0(z)(−2π i)t, X(z − 1) = f1(z)(2π i)t. On en déduit

(24) Ad((2π)t)(ei π2 tA(τ)ei π2 t) = Hol([0, 1],Ω).

On a B(τ) = Z(z)−1Z(z+τ), où Z(z) est la solution dans D := {a+bτ |(a, b) ∈
]0, 1[2} de

dZ = (
2π ix

τ
dz + ω̃(z)dz)Z

telle que Z(z) ∼ (−2π i z)t pour z → 0. Soit e+ ∈ Der(f2) la dérivation (x, y) 7→
(0, x). En appliquant l’automorphisme exp( 2π i

τ e+) à l’expression reliant B(τ)

avec Z(z), on obtient :

exp(
2π i

τ
e+)(B(τ)) = T (z)−1T (z + τ),

où T (z) est la solution dans D de dT = ω̃(z)dz · T , telle que T (z) ∼ (−2π i z)t

en z → 0. Un raisonnement analogue au précédent donne alors

(25) Ad((2π)t)(e− i π2 t · exp(
2π i

τ
e+)(B(τ)) · e− i π2 t) = Hol([0, τ ], Ω̃)

(22) et (23) d’une part, (24) et (25) d’autre part impliquent :

Proposition 2.8. — Sous l’isomorphisme du Lemme 2.7, on a

Ad((2π)t)
(
ei π2 tA(τ)ei π2 t

)
↔
(
Ixn,...,x1

(τ)
)
n≥0

.

Ad((2π)t)
(
e− i π2 t · exp(

2π i

τ
e+)(B(τ)) · e− i π2 t

)
↔
(

(−1)nJxn,...,x1(τ)
)
n≥0

.

Remarque 2.9. — Le formalisme développé par J. Ecalle utilise une va-
riante de l’isomorphime F ↔

⊕
n≥0 C[x1, . . . , xn] du lemme 2.7, donné

par [xd1y] · · · [xdny] = f ↔ maf := xd1
1 · · ·xdnn ∈ C[x1, . . . , xn].
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2.5. Propriétés algébriques et modulaires. — Les multizétas elliptiques sont re-
liés par l’identité modulaire

(26) Jx1,...,xn(τ) = I x1
τ ,...,

xn
τ

(
−1

τ
),

qui repose sur l’identité σ−1/τ
x (z)dz = e2π i xτzσττx(τz)d(τz). L’identité (26)

traduit l’identité (2) reliant A(τ) et B(τ).
Le caractère « de type groupe » de A(τ), B(τ) se traduit par les identités

(27) Id1,...,dn(τ)Idn+1,...,dn+m
(τ) =

∑
σ∈Sn,m

Idσ(1),...,dσ(n+m)
(τ),

où Sn,m = {σ ∈ Sn+m|σ(i) < σ(j) si i < j ≤ n ou n + 1 ≤ i < j}, ainsi que
les identités similaires pour les Jd(τ) (qui leur sont équivalentes compte tenu
de (26)).

Les identités (5) se traduisent par
n∑
k=0

(−1)d1+···+dkId1,...,dk(τ)Idk+1,...,dn(τ) = 0 si n ≥ 1, d1, . . . , dn ≥ −1

et les identités analogues en remplaçant chaque Id par Jd (qui leur sont égale-
ment équivalentes).

3. Système différentiel pour les analogues elliptiques des nombres multizétas

Dans cette section, on montre que les intégrales itérées régularisées définies
dans la section 2.2 sont, sous certaines hypothèses, solutions de certains sys-
tèmes différentiels (section 3.1). En section 3.2, on applique ce résultat aux
analogues elliptiques des nombres multizétas définis en section 2.3.

3.1. Systèmes différentiels pour les intégrales itérées régularisées. — Soit I

un intervalle de R contenant 0. On note F l’ensemble des 1-formes lisses
sur I×]0, 1[ de la forme ω = ω(u, z)dz, telles que ω − dlog(z) admet un
prolongement lisse à I × [0, 1[ et ω − dlog(1− z) admet un prolongement lisse
à I×]0, 1]. On note G l’ensemble des 1-formes lisses sur I × [0, 1] de la forme
g = g(t, z)dt. On suppose donnés :
• des éléments ωi (i = 1, . . . , n) et ψi,i+1 (i = 1, . . . , n− 1) de F ;
• des éléments gi (i = 1, . . . , n) de G, tels que :

(a) pour i = 1, . . . , n, la forme ωi(u, z)dz + gi(u, z)dt est fermée, ce qui se
traduit par l’identité

∂ωi
∂u

(u, z) =
∂gi
∂z

(u, z)

sur I×]0, 1[ ;
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(b) pour i = 1, . . . , n− 1, on a l’identité

gi(u, z)ωi+1(u, z)− gi+1(u, z)ωi(u, z) = (gi(u, 0)− gi+1(u, 0))ψi,i+1(u, z)

sur I×]0, 1[ ;
(c) pour i = 1, . . . , n, on a l’identité gi(u, 0) = gi(u, 1) sur I.

On se place dans le cadre de la section 2.2, avec A = C, a0 = a1 = 1, pour
définir Ω1,1. Pour tout α ∈ F et tout u ∈ I, la restriction αu de α à {u}×]0, 1[

appartient à Ω1,1. La définition de Ireg
[0,1] en section 2.2 permet alors de définir

le nombre Ireg
[0,1](α

u
1 , . . . , α

u
n) pour tous α1, . . . , αn ∈ F et u ∈ I.

Proposition 3.1. — Sous les hypothèses du début de la section 3.1 sur
(ωi)i=1,...,n, (ψi,i+1)i=1,...,n−1, et (gi)i=1,...,n, on a l’identité suivante sur I
d

du
Ireg
[0,1](ω

u
1 , . . . , ω

u
n) =− gu1 (0)Ireg

[0,1](ω
t
2, . . . , ω

u
n) + gun(0)Ireg

[0,1](ω
u
1 , . . . , ω

u
n−1)

+

n−1∑
i=1

(gui (0)− gui+1(0))Ireg
[0,1](ω

u
1 , . . . , ψ

u
i,i+1, . . . , ω

u
n−1).(28)

La fin de cette section est consacré à la démonstration de cette proposition.

Définition 3.2. — On note Ω l’espace des 1-formes sur ]0, 1[ à valeurs
dans C, de la forme ω(z)dz = (a0

z + a1

z−1 + f0(z))dz, où f0(z) est une fonction
lisse sur [0, 1] et a0, a1 ∈ C. On note Ωreg.0 et Ωreg.1 les sous-espaces de Ω

définis par les conditions respectives a0 = 0 et a1 = 0.

On a une application linéaire Ω→ C2 donnée par ω(z)dz 7→ (a0, a1) ; Ωreg.0

et Ωreg.1 sont alors les préimages de 0⊕ C et C⊕ 0.

Définition 3.3. — Pour m ≥ 1, on définit le sous-espace (Ω⊗m)int de Ω⊗m

ainsi :

– si m = 1, alors Ωint := Ωreg.0 ∩ Ωreg.1 ;
– si m ≥ 2, alors (Ω⊗m)int := Ωreg.0 ⊗ Ω⊗m−2 ⊗ Ωreg.1.

On identifie Ω⊗m à un sous-espace de Ωm(]0, 1[m,C). Alors l’image de chaque
élément de (Ω⊗m)int est absolument intégrable sur le simplexe ∆m ⊂]0, 1[m.
L’intégration sur ∆m donne alors une application linéaire∫

∆m

: (Ω⊗m)int → C.

Définition 3.4. — Pour a ≥ 0, on pose (Ω⊗a)int.0 := Ωreg.0⊗Ω⊗a−1 si a > 0,
et (Ω⊗a)int.0 := C si a = 0. Pour b ≥ 0, on pose (Ω⊗b)int.1 := Ω⊗a−1 ⊗ Ωreg.1

si b > 0, et (Ω⊗b)int.1 := C si b = 0. Enfin, pour a, b ≥ 0, on pose (Ω⊗a ⊗
Ω⊗b)int := (Ω⊗a)int.0 ⊗ (Ω⊗b)int.1.
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Soit g un élément de C∞([0, 1],C). Alors dg ∈ Ω. Pour m entier ≥ 1, on
définit l’application linéaire

ins(dg) :
⊕

a+b=m−1

Ω⊗a ⊗ Ω⊗b → Ω⊗m

comme la somme des applications Ω⊗a ⊗ Ω⊗b → Ω⊗m, α ⊗ β 7→ α ⊗ dg ⊗ β
d’insertion de dg dans le produit tensoriel.

Pour c ≥ 0, on définit une application linéaire

C∞([0, 1],C)⊗ Ω⊗c → Ω⊗c, f ⊗ ω 7→ f · ω
par f · (γ1 ◦ · · · ◦ γc) := (fγ1) ◦ · · · ◦ γc si c > 0, et f · 1 := f(1)1 pour c = 0

(fγ est le produit de la fonction f et de la 1-forme γ). On définit de même une
application linéaire

Ω⊗c ⊗ C∞([0, 1],C)→ Ω⊗c, ω ⊗ f 7→ ω · f
par (γ1 ◦ · · · ◦ γc) · f := γ1 ◦ · · · ◦ (fγc) si c > 0, et 1 · f := f(0)1 pour c = 0.

Pour g dans C∞([0, 1],C), on définit alors des applications linéaires

l(g), r(g) :
⊕

a+b=m−1

Ω⊗a ⊗ Ω⊗b → Ω⊗m−1

comme étant les sommes directes des applications Ω⊗a⊗Ω⊗b → Ω⊗m−1 données
par l(g)(α⊗ β) := α⊗ (g · β), r(g)(α⊗ β) := (α · g)⊗ β.

Comme dg ∈ Ωreg.0∩Ωreg.1 ⊂ Ω, il existe une application (
⊕

a+b=m−1 Ω⊗a⊗
Ω⊗b)int → (Ω⊗m)int, qui sera également notée ins(dg), telle que le diagramme
suivant commute

(
⊕

a+b=m−1 Ω⊗a ⊗ Ω⊗b)int

ins(dg) //
� _

��

(Ω⊗m)int� _

��⊕
a+b=m−1 Ω⊗a ⊗ Ω⊗b

ins(dg) // Ω⊗m.

Pour tout c ≥ 0, les applications C∞([0, 1],C) ⊗ Ω⊗c → Ω⊗c, f ⊗ ω 7→ f · ω
et Ω⊗c ⊗ C∞([0, 1],C)→ Ω⊗c, ω ⊗ f 7→ ω · f , se restreignent et corestreignent
en des applications C∞([0, 1],C) ⊗ (Ω⊗c)int.1 → (Ω⊗c)int.1 et (Ω⊗c)int.0 ⊗
C∞([0, 1],C) → (Ω⊗c)int.0. On en déduit l’existence d’applications l(g), r(g) :

(
⊕

a+b=m−1 Ω⊗a ⊗ Ω⊗b)int → (Ω⊗m−1)int, telles que le diagramme

(
⊕

a+b=m−1 Ω⊗a ⊗ Ω⊗b)int

l(g),r(g)//
� _

��

(Ω⊗m−1)int� _

��⊕
a+b=m−1 Ω⊗a ⊗ Ω⊗b

l(g),r(g) // Ω⊗m−1
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commute. Enfin, le diagramme suivant commute

(
⊕

a+b=m−1 Ω⊗a ⊗ Ω⊗b)int

ins(dg) //

r(g)−l(g)
��

(Ω⊗m)int∫
∆n

��
(Ω⊗m−1)int ∫

∆n−1

// C

par le théorème de Fubini. On rassemble ces résultats dans le diagramme suivant
(29)⊕

a+b=m−1 Ω⊗a ⊗ Ω⊗b
ins(dg) //

r(g)−l(g)

��

Ω⊗m

(
⊕

a+b=m−1 Ω⊗a ⊗ Ω⊗b)int

7 W

can
jj

ins(dg) //

r(g)−l(g)
��

(Ω⊗m)int∫
∆n

��

?�

can

OO

Ω⊗m−1 (Ω⊗m−1)int
? _canoo ∫

∆n−1

// C

où chacun des carrés commute, et où can sont des inclusions canoniques.
Posons T (Ω) :=

⊕
a≥0 Ω⊗a. Les sommes sur m ≥ 0 des applications linéaires

l(g), r(g) :
⊕

a,b|a+b=m

Ω⊗a ⊗ Ω⊗b → Ω⊗m

sont des applications linéaires l(g), r(g) : T (Ω)⊗2 → T (Ω).
Muni du produit de battage x et du coproduit de déconcaténation ∆x donné

par ∆x(α1 ◦ · · · ◦ αn) :=
∑n
k=0(α1 ◦ · · · ◦ αk)⊗ (αk+1 ◦ · · · ◦ αn), l’espace T (Ω)

est une bigèbre. Le produit x étant commutatif, les représentations régulières
à gauche et à droite de T (Ω) sont isomorphes ; ceci donne un T (Ω)-module
T (Ω). En utilisant le coproduit, on munit l’espace T (Ω)⊗2 d’une structure
de T (Ω)-module. On a alors :

Lemme 3.5. — L’application linéaire r(g) − l(g) : T (Ω)⊗2 → T (Ω) est un
morphisme de T (Ω)-modules. En d’autres termes, on a

(30) (r(g)− l(g))
(
(α(1)xβ)⊗ (α(2)xγ)

)
= αx

(
(r(g)− l(g))(β ⊗ γ)

)
(égalité dans T (Ω)) pour tous α, β, γ dans T (Ω), dans laquelle on note ∆x(α) =

α(1) ⊗ α(2).

Démonstration. — Notons a(g) := r(g) − l(g). Si β = γ = 1, le membre
de gauche est égal à a(g)(α(1) ⊗ α(2)) qui est égal, après simplifications,
à α ◦ (g · 1) − (1 · g) ◦ α = (g(1) − g(0))α. D’autre part, le membre de droite
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est égal à αx
(
a(g)(1⊗ 1)

)
= αx

(
(g · 1)− (1 · g)

)
= (g(1)− g(0))α. L’identité

(30) est donc satisfaite si β = γ = 1.
Si β ∈ Ω et γ = 1, alors le membre de gauche est égal à a(g)((α(1)xβ)⊗α(2)),

ce qui d’après l’identité

(31) ∀α ∈ T (Ω),∀β ∈ Ω, αxβ = α(1) ◦ β ◦ α(2),

est égal à a(g)((α(1) ◦ β ◦ α(2)) ⊗ α(3)). Après simplification, ce dernier terme
est égal à g(1)α(1) ◦ β ◦ α(2) − α(1) ◦ (gβ) ◦ α(2). D’autre part, le membre de
droite est égal à αx

(
a(g)(β⊗1)

)
. On a a(g)(β⊗1) = g(1)β− gβ, donc compte

tenu de (31), le membre de droite est égal à α(1) ◦ (g(1)β− gβ) ◦α(2) L’identité
(30) est donc satisfaite si β ∈ Ω et γ = 1. On montre de même que l’identité
(30) est satisfaite si β = 1 et γ ∈ Ω.

Si β et γ appartiennent à Ω, le membre de gauche est égal à a(g)
(
(α(1)xβ)⊗

(α(2)xγ)
)
, ce qui d’après (31) est égal à a(g)

(
(α(1) ◦β ◦α(2))⊗ (α(3) ◦γ ◦α(4))

)
,

terme qui compte tenu de l’égalité suivante (dans laquelle T (Ω)+ =
⊕

a>0 Ω⊗a)

∀α, β ∈ T (Ω),∀α, β ∈ T (Ω)+, a(g)((α ◦ α′)⊗ (β′ ◦ β)) = α ◦ a(g)(α′ ⊗ β′) ◦ β
est égal à α(1) ◦ a(g)

(
(β ◦ α(2))⊗ (α(3) ◦ γ)

)
◦ α(4). L’égalité suivante

∀β, γ ∈ Ω,∀α ∈ T (Ω), a(g)
(
(β ◦α(1))⊗ (α(2) ◦γ)

)
= β ◦α ◦ (gγ)− (gβ) ◦α ◦γ

implique alors que ce dernier terme est égal à α(1) ◦
(
β ◦ α(2) ◦ (gγ) − (gβ) ◦

α(2) ◦ γ
)
◦ α(3). On a l’identité suivante

(32) ∀β, γ ∈ Ω,∀α ∈ T (Ω), αx(β ◦ γ) = α(1) ◦ β ◦ α(2) ◦ γ ◦ α(3),

qui permet d’exprimer le dernier terme comme αx
(
β ◦ (gγ) − (gβ) ◦ γ

)
, qui

est donc αxa(g)(β ⊗ γ), et donc égal au membre de droite. L’identité (30) est
donc satisfaite si β = 1 et γ ∈ Ω.

Les deux membres de l’identité (30) sont les valeurs en α ⊗ β ⊗ γ de deux
applications linéaires gau,dro : T (Ω)⊗ T (Ω)⊗2 → T (Ω). La décomposition

T (Ω)⊗2 = T (Ω)⊗2
+ ⊕ (T (Ω)+ ⊗ C)⊕ (C⊗ T (Ω)+)⊕ C⊗2

induit par tensorisation avec T (Ω) une décomposition de la source des applica-
tions gau,dro. On a par ailleurs montré l’égalité des restrictions des applications
gau et dro aux produits tensoriels de T (Ω) avec les sous-espaces Ω⊗2 ⊂ T (Ω)⊗2

+ ,
(Ω⊗C) ⊂ (T (Ω)⊗C), (C⊗T (Ω)) ⊂ (C⊗T (Ω)), et C⊗2 ⊂ C⊗2. L’égalité de ces
applications linéaires sur les trois premiers espaces est alors une conséquence
des identités

∀β̃ ∈ T (Ω),∀β0 ∈ T (Ω)+, a(g)
(
(β̃ ◦ β0)⊗ 1

)
= β̃ ◦ a(g)(β0 ⊗ 1),

∀γ̃ ∈ T (Ω),∀γ0 ∈ T (Ω)+, a(g)
(
1⊗ (γ0 ◦ γ̃)

)
= a(g)(1⊗ γ0) ◦ γ̃,

(33)
∀β̃, γ̃ ∈ T (Ω),∀β, γ ∈ T (Ω)+, a(g)

(
(β̃ ◦β0)⊗ (γ0 ◦ γ̃)

)
= β̃ ◦ a(g)(β0⊗ γ0) ◦ γ̃,
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et de l’identité

(34) αx(β ◦ γ) = (α(1)xβ) ◦ (α(2)xγ)

pour α, β, γ ∈ T (Ω).

Montrons par exemple l’identité (30) dans le cas du produit tensoriel de T (Ω)

avec T (Ω)⊗2
+ . Par linéarité, on suppose β ⊗ γ ∈ T (Ω)⊗2

+ de la forme (β̃ ◦ β0)⊗
(γ0 ◦ γ̃) où β̃, γ̃ ∈ T (Ω) et β0, γ0 ∈ Ω. Alors, si α ∈ T (Ω),

a(g)
(
(α(1)xβ)⊗ (α(2)xγ)

)
= a(g)

((
α(1)x(β̃ ◦ β0)

)
⊗
(
α(2)x(γ0 ◦ γ̃)

))
= a(g)

((
(α(1)xβ̃) ◦ (α(2)xβ0)

)
⊗
(
(α(3)xγ0) ◦ (α(4)xγ̃)

))
(par (32))

= (α(1)xβ̃) ◦ a(g)
(
(α(2)xβ0)⊗ (α(3)xγ0)

)
◦ (α(4)xγ̃) (par (33))

= (α(1)xβ̃) ◦
(
α(2)xa(g)

(
β0 ⊗ γ0

))
◦ (α(3)xγ̃) (par (30) pour β0, γ0 ∈ Ω)

= αx
(
β̃ ◦ a(g)

(
β0 ⊗ γ0

)
◦ γ̃
)

(par (34))

= αxa(g)
(
(β̃ ◦ β0)⊗ (γ0 ◦ γ̃)

)
(par (33))

= αxa(g)(β ⊗ γ).

Compte tenu de ce que (T (Ω),x,∆x) est une bigèbre, (30) implique :

(35) ∀α, β, γ, δ ∈ T (Ω), (r(g)− l(g))
(
(α(1)xβxδ(1))⊗ (α(2)xγxδ(2))

)
= αx

(
(r(g)− l(g))(β ⊗ γ)

)
xδ

(égalité dans T (Ω)).

Pour ω̆1, . . . , ω̆n ∈ Ω1,1, on pose

int(ω̆1, . . . , ω̆n)

:=
∑

a,b|a+b≤n

(−1)a+b(dln(z))◦ax(ω̆a+1 ◦ · · · ◦ ω̆n−b)x(dln(1− z))◦b ∈ Ω⊗n.

On a vu en section 2.2 que int(ω̆1, . . . , ω̆n) =
∑

ε,η∈{0,1}
k,l|k+l≤n−2

intε,ηk,l (ω̆1, . . . , ω̆n), où

int0,0
k,l (ω̆1, . . . , ω̆n) = (ω̆k+1 − dlog(z))

◦
(

(−dlog(z))◦kx(−dlog(1− z))◦lx(ω̆k+2 ◦ · · · ◦ ω̆n−l−1)
)

◦ (ω̆n−l − dlog(1− z)),

int1,0
k,l (ω̆1, . . . , ω̆n) = (ω̆k+2 − dlog(z))

◦
(

(−dlog(z))◦kx(−dlog(1− z))◦lx(ω̆k+3

◦ · · · ◦ ω̆n−l)
)
◦ (−dlog(z)),
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int0,1
k,l (ω̆1, . . . , ω̆n) = (−dlog(1− z))

◦
(

(−dlog(z))◦kx(−dlog(1− z))◦lx(ω̆k+1

◦ · · · ◦ ω̆n−l−2)
)
◦ (ω̆n−l−1 − dlog(1− z)),

int0,0
k,l (ω̆1, . . . , ω̆n) = (−dlog(1− z))

◦
(

(−dlog(z))◦kx(−dlog(1− z))◦lx(ω̆k+2 ◦ · · · ◦ ω̆n−l−1)
)

◦ (−dlog(z)).

Chaque intε,ηk,l (ω̆1, . . . , ω̆n) appartient à (Ω⊗n)int, donc int(ω̆1, . . . , ω̆n) aussi. On
a aussi posé

Ireg
[0,1](ω̆1, . . . , ω̆n) =

∫
∆n

int(ω̆1, . . . , ω̆n).

Soit ğ1, . . . , ğn ∈ C∞([0, 1],C) tels que ği(0) = ği(1) ; pour n ∈ {1, . . . , n}, on
définit l’élément suivant Ω⊗n

δcint(ω̆1, . . . , ω̆n)

:=
∑

a,b|a+b≤n
a+1≤c≤n−b

(−1)a+b(−1)a+b(dln(z))◦a

·x(ω̆a+1 ◦ · · · ◦ dğc ◦ · · · ◦ ω̆n−b)x(dln(1− z))◦b.

On définit δcintε,ηk,l (ω̆1, . . . , ω̆n) comme étant 0 si c /∈ {k+1, . . . , n−l}, et comme
étant le résultat du remplacement du terme comprenant ω̆c (qui peut être ω̆c,
ω̆c − dlog(z) ou ω̆c − dlog(1− z)) par dğc. Par exemple, on a

δcint0,0
k,l (ω̆1, . . . , ω̆n) := δk+1,cdğc

◦
(

(−dlog(z))◦kx(−dlog(1− z))◦lx(ω̆k+2 ◦ · · · ◦ ω̆n−l−1)
)

◦ (ω̆n−l − dlog(1− z))
+ δk+2≤c≤n−l−1(ω̆k+1 − dlog(z))◦

◦
(

(−dlog(z))◦kx(−dlog(1− z))◦lx(ω̆k+2

◦ · · · ◦ dğc ◦ · · · ◦ ω̆n−l−1)
)
◦ (ω̆n−l − dlog(1− z))

+ δn−l,c(ω̆k+1 − dlog(z))

◦
(

(−dlog(z))◦kx(−dlog(1− z))◦lx(ω̆k+2 ◦ · · · ◦ ω̆n−l−1)
)
◦ dğc

(où δk+2≤c≤n−l−1 = 1 si k + 2 ≤ c ≤ n− l − 1, et = 0 sinon).

Comme dğc ∈ Ωreg.0 ∩ Ωreg.1, on a δcint0,0
k,l (ω̆1, . . . , ω̆n) ∈ (Ω⊗n)int pour

tout (k, l). De même, on a pour (ε, η) ∈ {(1, 0), (0, 1), (1, 1)} et tout (k, l),
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δcintε,ηk,l (ω̆1, . . . , ω̆n) ∈ (Ω⊗n)int. On en déduit

δcint(ω̆1, . . . , ω̆n) ∈ (Ω⊗n)int.

On définit l’élément relc ∈
⊕

a,b|a+b=n−1 Ω⊗a ⊗ Ω⊗b par

relc :=
∑

a,b|a+b≤n
a+1≤c≤n−b

∑
a=a′+a′′
b=b′+b′′

(−1)a+b
(

(dln(z))◦a
′
x(ω̆a+1 ◦ · · · ◦ ω̆c−1)x(dln(1− z))◦b

′
)

⊗
(

(dln(z))◦a
′′
x(ω̆c+1 ◦ · · · ◦ ω̆n−b)x(dln(1− z))◦b

′′
)
.

On définit (relc)
0,0
k,l ∈

⊕
a,b|a+b=n−1(Ω⊗a ⊗ Ω⊗b)int par

(relc)
0,0
k,l := δk+1,c · 1⊗

((
(−dlog(z))◦kx(−dlog(1− z))◦lx(ω̆k+2

◦ · · · ◦ ω̆n−l−1)
)
◦ (ω̆n−l − dlog(1− z))

)
+ δk+2≤c≤n−l−1(ω̆k+1 − dlog(z))

◦
(

(−dlog(z))◦kx(−dlog(1− z))◦lx(ω̆k+2 ◦ · · · ◦ dğc ◦ · · · ◦ ω̆n−l−1)
)

◦ (ω̆n−l − dlog(1− z))

+
∑

k′,k′′|k=k′+k′′
l′,l′′|l=l′+l′′

δk+2≤c≤n−l−1

(
(ω̆k+1 − dlog(z))

◦
(
(−dln(z))◦k

′
x(−dln(1− z))◦l

′
x(ω̆k+2 ◦ · · · ◦ ω̆c−1)

))
⊗
((

(ω̆c+1 ◦ · · · ◦ ω̆n−l−1)x(−dln(z))◦k
′′
x(−dln(1− z))◦l

′′)
◦ (ω̆n−l − dlog(1− z))

)
+ δn−l,c

(
(ω̆k+1 − dlog(z))

◦
(
(−dlog(z))◦kx(−dlog(1− z))◦lx(ω̆k+2 ◦ · · · ◦ ω̆n−l−1)

))
⊗ 1

et on définit de façon analogue les autres (relc)
ε,η
k,l dans

⊕
a,b|a+b=n−1(Ω⊗a ⊗

Ω⊗b)int. Alors relc =
∑
ε,η≤∈{0,1}

∑
k,l|k+l≤n−2(relc)

ε,η
k,l , donc

relc ∈
⊕

a,b|a+b=n−1

(Ω⊗a ⊗ Ω⊗b)int.

Compte tenu de (35), on a

(r(ğc)− l(ğc))(relc) =
∑

a,b|a+b≤n
a+1≤c≤n−b

(−1)a+b(dlog(z))◦ax(dlog(1− z))◦bx

x(r(ğc)− l(ğc))((ω̆a+1 ◦ · · · ◦ ω̆c−1)⊗ (ω̆c+1 ◦ · · · ◦ ω̆n−b)).
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On a donc
n∑
c=1

(l(ğc)− r(ğc))(relc) =
∑

a,b|a+b≤n

(−1)a+b(dlog(z))◦ax(dlog(1− z))◦bx

x
(
− ğa+1(0)(ω̆a+2 ◦ · · · ◦ ω̆n−b) + (ω̆a+1 ◦ · · · ◦ ω̆n−b−1)gn−b(0)

+

n−b−1∑
i=a+1

ω̆a+1 ◦ · · · ◦ (ğiω̆i+1 − ği+1ω̆i) ◦ · · · ◦ ω̆n−b
)
.

Supposons que pour i = 1, . . . , n−1, on dispose de ψ̆i,i+1 ∈ Ω1,1 tel que ğiω̆i+1−
ği+1ω̆i = (ği(0)− ği+1(0))ψ̆i,i+1. Alors

n∑
c=1

(l(ğc)− r(ğc))(relc) =
∑

a,b|a+b≤n

(−1)a+b(dlog(z))◦ax(dlog(1− z))◦bx

x
(
− ğa+1(0)(ω̆a+2 ◦ · · · ◦ ω̆n−b) + (ω̆a+1 ◦ · · · ◦ ω̆n−b−1)ğn−b(0)

+

n−b−1∑
i=a+1

(ği(0)− ği+1(0))ω̆a+1 ◦ · · · ◦ ψ̆i,i+1 ◦ · · · ◦ ω̆n−b
)(36)

(égalité dans Ω⊗n−1). D’autre part, en décomposant le développement
de int(ω̆1, . . . , ψ̆i,i+1, . . . , ω̆n) selon les valeurs de a, b, on a le développe-
ment suivant dans Ω⊗n−1

− ğ1(0)int(ω̆2, . . . , ω̆n) + ğn(0)int(ω̆1, . . . , ω̆n−1)

+

n−1∑
i=1

(ği(0)− ği+1(0))int(ω̆1, . . . , ψ̆i,i+1, . . . , ω̆n)

(37)

= −ğ1(0)
∑

a,b|a+b≤n−1

(−dln(z))◦ax(−dln(1− z))◦bx(ω̆a+2 ◦ · · · ◦ ω̆n−b)

+ ğn(0)
∑

a,b|a+b≤n−1

(−dln(z))◦ax(−dln(1− z))◦bx(ω̆a+1 ◦ · · · ◦ ω̆n−b−1)

+

n−1∑
i=1

(ği(0)− ği+1(0))
∑

a,b|a+b≤n−1
a≤i−1,b≤n−i−1

(−dln(z))◦ax(−dln(1− z))◦b

x(ω̆a+1 ◦ · · · ◦ ψ̆i,i+1 ◦ · · · ◦ ω̆n−b)
(38)
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+

n−1∑
i=1

(ği(0)− ği+1(0))
∑

a,b|a+b≤n−1
a≥i−1

(−dln(z))◦ax(−dln(1− z))◦b

x(ω̆a+2 ◦ · · · ◦ ω̆n−b)
(39)

+

n−1∑
i=1

(ği(0)− ği+1(0))
∑

a,b|a+b≤n−1
b≥n−i

(−dln(z))◦ax(−dln(1− z))◦b

(40)

x(ω̆a+1 ◦ · · · ◦ ω̆n−b−1).

(41)

Après inversion des signes somme dans le quatrième terme du membre de droite
de (37), on voit que la somme de ce terme et du premier terme de ce membre
de droite est égale au premier terme du membre de droite de (36). De même,
la somme des deuxième et cinquième termes du membre de droite de (37) est
égale au deuxième terme du membre de droite de (36). Enfin, les troisèmes
termes des membres de droite de (36) et (37) sont égaux. On a donc l’égalité
suivante

n∑
c=1

(l(ğc)− r(ğc))(relc) = −ğ1(0)int(ω̆2, . . . , ω̆n) + ğn(0)int(ω̆1, . . . , ω̆n−1)

+

n−1∑
i=1

(ği(0)− ği+1(0))int(ω̆1, . . . , ψ̆i,i+1, . . . , ω̆n)

(42)

dans Ω⊗n−1, et donc dans (Ω⊗n−1)int.

Rappelons que pour c ∈ {1, . . . , n}, relc ∈ (
⊕

a+b=n−1 Ω⊗a ⊗ Ω⊗b)int est tel
que ins(dğc)(relc) = δcint(ω̆1, . . . , ω̆n). On en déduit (voir (29)) que (r(ğc) −
l(ğc))(relc) ∈ (Ω⊗n−1)int et

∫
∆n

δcint(ω̆1, . . . , ω̆n) =
∫

∆n−1
(r(ğc) − l(ğc))(relc).

En sommant sur c = 1, . . . , n, et en utilisant (42), on en déduit

(43)
∫

∆n

δcint(ω̆1, . . . , ω̆n) =

∫
∆n−1

(membre de droite de (42)).

On se place maintenant dans le cadre de l’énoncé de la proposition 3.1.
Fixons t ∈ I et posons ω̆i := ωti , ği := gti , ψ̆i,i+1 := ψti,i+1. Alors les
hypothèses sur les ω̆i, ği, ψ̆i,i+1 sont satisfaites, et δcint(ω̆1, . . . , ω̆n) =

(d/dt)int(ωt1, . . . , ω
t
n), donc le membre de gauche de (43) s’identifie au membre

de gauche de (28). De même, le membre de droite de (43) s’identifie au
membre de droite de (28). Ceci montre (28) et termine la démonstration de la
proposition 3.1.
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3.2. Systèmes différentiels pour les analogues elliptiques des nombres multizétas.
— Soient x1, . . . , xn des nombres complexes (ou des variables formelles proches
de 0).

Définition 3.6. — Pour i ∈ {1, . . . , n} et (τ, z) ∈ H×]0, 1[, on pose

ωi(τ, z)dz := στxi(z)dz, gi(τ, z)dτ :=
∂

∂xi
(

1

2πi
στxi(z))dτ,

et pour i ∈ {1, . . . , n− 1} et (τ, z) ∈ H×]0, 1[,

ψi,i+1(τ, z)dz := στxi+xi+1
(z)dz.

On a vu que pour chaque couple (τ, x), στx(z)dz est dans Ω1,1, ce qui implique
que les ωi (i = 1, . . . , n) et les ψi,i+1 (i = 1, . . . , n − 1) sont dans F . De plus,
on a le développement

1

2πi

1

θτ (z)

θτ (z + x)

θτ (x)
=

1

2πi
(
1

z
+O(z))

θτ (z + x)

θτ (x)

=
1

2πiθτ (x)
(
θτ (x)

z
+ θ′τ (x) +O(z)) =

1

2πi
(
1

z
+
θ′τ
θτ

(x) +O(z))

d’où le fait que à (τ, x) fixé, z 7→ gx(τ, z) est lisse en 0, avec

gx(τ, z) =
∂

∂x
(

1

2πi

θτ
θτ

(x)) +O(z),

d’où l’on déduit

(44) gx(τ, 0) =
∂

∂x
(

1

2πi

θτ
θτ

(x)).

L’invariance de z 7→ θτ (z) sous z 7→ 1 − z implique que gz(τ, z) est également
lisse en 1, avec gx(τ, 0) = gx(τ, 1).

Dans [2], trois lignes après l’équation (14), on montre l’égalité

∂τ (
θτ (z + x)

θτ (z)θτ (x)
) =

1

2π i
∂z∂x(

θτ (z + x)

θτ (z)θτ (x)
)

qui implique immédiatement
∂ωi
∂τ

(τ, z) =
∂gi
∂z

(τ, z)

pour i ∈ {1, . . . , n}.

La fonction de Weierstrass est définie par ℘τ (z) =
∑′

a∈Z+τZ
((z + a)−2 −

a−2), où
∑′

signifie que le terme a−2 n’est pas pris en compte lorsque a = 0.
On pose alors

℘̃τ (z) := ℘τ (z) +G2(τ) =
∑
m∈Z

(
∑
n

′
(z + n+mτ)−2).
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Lemme 3.7. — On a les développements de Laurent suivants en x = 0

θ′τ
θτ

(x) =
1

x
−G2(τ)x−G4(τ)x3−· · · , ℘τ (x) =

1

x2
+3G4(τ)x2+5G6(τ)x4+· · · .

Démonstration. Le deuxième développement provient de (x+ a)−2 = a−2 −
2xa−3 + · · · .

D’après [10], Thm. 3.9, ℘τ = −(σ′/σ)′, où on pose σ(z) := e
1
2G2(τ)z2

θτ (z).
Donc (θ′τ/θτ )′(z) = −℘τ (z) − G2(τ), ce qui détermine le développement
de θ′τ/θτ à une constante additive près. Cette constante est déterminée par le
fait que θ′τ/θτ est une fonction impaire.

On en déduit

℘̃τ (x) =
∑
n≥−1

(2n+ 1)G2n+2(τ)x2n = −(
θ′τ
θτ

)′(x),

où on a posé G0(τ) := −1. L’équation (44) implique alors

(45) gi(0, τ) = gi(1, τ) = − 1

2πi
℘̃τ (xi).

Lemme 3.8. — On a l’identité

(46) ∀x, y ∈ C, (∂xσ
τ
x)στy − στx(∂yσ

τ
y ) = στx+y(℘τ (y)− ℘τ (x)),

Démonstration. Le membre de gauche a le même comportement que le
membre de droite sous les transformations de la variable muette z 7→ z + 1,
z 7→ z + τ ; pour étudier son comportement en z = 0, on le transforme ainsi

(∂xσ
τ
x)στy (z)− στx(∂yσ

τ
y )(z) = στxσ

τ
y (
∂xσ

τ
x

στx
−
∂yσ

τ
y

στy
)(z)

= στxσ
τ
y (
θ′τ
θτ

(z + x)− θ′τ
θτ

(x)− θ′τ
θτ

(z + y) +
θ′τ
θτ

(y))

dont le développement est 1
z2 × z × ((

θ′τ
θτ

)′(x) − (
θ′τ
θτ

)′(y)) + O(1) = 1
z (℘τ (y) −

℘τ (x)) +O(1). On a donc un pôle simple en 0, ce qui implique que le membre
de gauche est proportionnel à στx+y ; le développement en 0 permet aussi de
calculer le coefficient de proportionnalité.

L’équation (45) et le lemme 3.8 impliquent alors l’égalité

(giωi+1 − gi+1ωi)(τ, z) = (gi(0, τ)− gi+1(0, τ))ψi,i+1(τ, z).

On a alors :

Proposition 3.9. — Les (ωi)i=1,...,n, (gi)i=1,...,n et (ψi,i+1)i=1,...,n−1 de la
définition 3.6 satisfont les hypothèses de la proposition 3.1.

En appliquant la proposition 3.1, on obtient la première partie du résultat
suivant :
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Théorème 3.10. — Nous avons
(2π i)∂τIx1,...,xn(τ) = ℘̃τ (x1)Ix2,...,xn(τ)− ℘̃τ (xn)Ix1,...,xn−1(τ)

+

n−1∑
i=1

(℘τ (xi+1)− ℘τ (xi))Ix1,...,xi+xi+1,...,xn(τ).
(47)

et

(2π i)∂τJx1,...,xn(τ) = ℘̃τ (x1)Jx2,...,xn(τ)− ℘̃τ (xn)Jx1,...,xn−1
(τ)

+

n−1∑
i=1

(℘τ (xi+1)− ℘τ (xi))Jx1,...,xi+xi+1,...,xn(τ)

− 2π i

τ
(x1∂x1 + · · ·+ xn∂xn)Jx1,...,xn(τ).

La deuxième identité est une conséquence de la première identité et de
l’identité modulaire (26), compte tenu de la relation modulaire ℘̃−1/τ (x) =

τ2℘̃τ (τx) − 2π i τ , qui provient de ℘−1/τ (x) = τ2℘τ (τx) et de G2(−1/τ) =

τ2G2(τ)− 2π i τ ([12], équation (45) p. 156).

4. Réalisation de 〈δ2n, n ≥ −1〉 et comparaison de systèmes différentiels

Comme F = U(f2	Cx) ⊂ U(f2) est un sous-f2-module de U(f2), on dispose
d’un sous-espace Dert(f2, F ) ⊂ Dert(f2, U(f2)) = Dert(U(f2)), qui est en fait
une sous-algèbre de Lie. (Dert est l’ensemble des dérivations qui envoient t =

−[x, y] ∈ f2 sur 0.) D’autre part, le degré en y induit une graduation de ces
algèbres de Lie ; on note Der(f2)+ ⊂ Der(f2) la partie de y-degré > 0.

On a donc une suite d’inclusions d’algèbres de Lie

〈δ2n, n ≥ −1〉 ⊂ Dert(f2)+ ⊂ Dert(f2, F ) ⊂ Dert(F ).

Le but de cette section est d’établir un isomorphisme

Dert(f2, F ) ' G0

entre Dert(f2, F ) et une algèbre de Lie « fonctionnelle » G0 explicite, puis d’en
déduire le lien entre les équations différentielles du théorème 3.10 et celles
satisfaites par A(τ), B(τ) (équations (7)).

Pour n ≥ 1, on pose G[n] := C(x1, . . . , xn+1), le corps des fractions ration-
nelles à coefficients dans C en n+ 1 indéterminées x1, . . . , xn+1. On pose

G :=
⊕
n≥1

G[n].

L’énoncé suivant est immédiat.
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Proposition 4.1. — G est munie d’une structure d’algèbre de Lie graduée
donnée par

[ϕ,ψ] :=

m+1∑
i=1

ϕi,i+1,...,i+nψ1,...,i−1,ii+1...i+n,i+n+1,...,n+m+1

− ((ϕ, n)↔ (ψ,m)) ∈ G[n+m]

pour ϕ ∈ G[n], ψ ∈ G[m] ; on note ϕ1,...,n+1 := ϕ(x1, . . . , xn+1), ϕ12,3 :=

ϕ(x1 + x2, x3), etc.

L’espace F∞ := C(xi, i ∈ Z) des fractions rationnelles en une infinité de
variables est un G-module via ϕ ∗ f :=

∑
i∈Z ϕ

i,i+1,...,i+nf ...,i−1,ii+1...i+n,i+n+1,....
Par l’identification de C[x1, . . . , xn] à C[x1, . . . , xn+1]/(x1 + · · ·+ xn+1), on

obtient une action du groupe symétrique Sn+1 sur cette première algèbre (en
d’autres termes, on a affaire à l’algèbre symétrique du quotient Cn+1/C de la
représentation naturelle par la triviale). On note Cn+1 ⊂ Sn+1 le sous-groupe
cyclique. L’élément x1 · · ·xn(x1 + · · · + xn) de C[x1, . . . , xn] est invariant par
l’action de ce groupe.

Pour n ≥ 1, on pose

G0[n] :=
(
(x1 · · ·xn(x1 + · · ·+ xn))−1C[x1, . . . , xn]

)Cn+1
,

où l’espace entre parenthèses est celui des fractions rationnelles en x1, . . . , xn
avec dénominateur x1 · · ·xn(x1 + · · ·+ xn). On pose alors

G0 :=
⊕
n≥1

G0[n].

Proposition 4.2. — Une structure d’algèbre de Lie graduée est définie sur G0

par

[ϕ,ψ]0 :=

n∑
i=1

(ϕi,i+1,...,i+n−1 − ϕi+1,...,i+n)ψ1,...,i−1,ii+1...i+n,i+n+1,...,n+m

−
m∑
j=1

(ψj,j+1,...,j+m−1 − ψj+1,...,j+m)ϕ1,...,j−1,jj+1...j+m,j+m+1,...,n+m

− ϕ1,...,nψn+1,...,n+m + ϕm+1,...,n+mψ1,...,m ∈ G0[n+m]

pour ϕ ∈ G0[n], ψ ∈ G0[m]. L’espace F a une structure de G0-module gradué
par

ϕ • f :=

m∑
i=1

(ϕi,i+1,...,i+n−1 − ϕi+1,...,i+n)f1,...,i−1,ii+1...i+n,i+n+1,...,n+m

− ϕ1,...,nfn+1,...,n+m + ϕn+1,...,n+mf1,...,m ∈ Fn+m(48)
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pour ϕ ∈ G0[n], f ∈ Fn. Un isomorphisme d’algèbres de Lie graduées
Dert(f2, F ) ' G0 est donné par

Dert(f2, F )[n] 3 D ↔ ϕ(x1, . . . , xn) ∈ G0[n],

où D est la dérivation donnée par x 7→ u, y 7→ v, où u ∈ Fn, v ∈ Fn+1 sont
donnés par

u(x1, . . . , xn) = (x1 + · · ·+ xn)ϕ(x1, . . . , xn),

v(x1, . . . , xn+1) = (
1

x1
− 1

x1 + · · ·+ xn+1
)ϕ(x2, . . . , xn+1)

+ (
1

x1 + · · ·+ xn+1
− 1

xn+1
)ϕ(x1, . . . , xn).

Un morphisme d’algèbres de Lie G0 → G est par ailleurs donné par

G0[n] 3 ϕ(x1, . . . , xn) 7→ ϕ(x1, . . . , xn)− ϕ(x2, . . . , xn+1) ∈ G[n].

Démonstration. Soit D ∈ Dert(f2, F )[n]. Cet élément est déterminé par le
couple (u, v) := (D(x), D(y)) ∈ Fn × Fn+1. La condition sur (u, v) est

(x1 + · · ·+ xn+1)v(x1, . . . , xn+1) = x−1
1 u(x2, . . . , xn+1)− x−1

n+1u(x1, . . . , xn)

(identité dans (x1 · · ·xn+1)−1C[x1, . . . , xn+1]). On dispose d’une application
de réduction modulo x1 + · · · + xn+1 de cet espace vers (x1 · · ·xn(x1 + · · · +
xn))−1C[x1, . . . , xn]. L’image de cette identité exprime alors la Cn+1-invariance
de ϕ(x1, . . . , xn) := u(x1, . . . , xn)/(x1 + · · · + xn). On a donc une application
linéaire

(49) Dert(f2, F )[n]→ (x1 · · ·xn(x1 + · · ·+ xn))−1C[x1, . . . , xn]Cn+1 ,

D 7→ ϕ. Cette application est injective car la nullité de u implique celle de v.
Les deux dernières formules de la proposition définissent une application

(x1 · · ·xn(x1 + · · ·+ xn))−1C[x1, . . . , xn]Cn+1 → Fn × Fn+1

(le pôle en x1 + · · · + xn+1 disparaissant par Cn+1-invariance), qui est en fait
d’image dans Dert(f2, F )[n] et inverse à (49). On vérifie alors que le transport
à G0 de la structure d’algèbre de Lie sur Dert(f2, F ) et de module de F sur
cette algèbre de Lie est donné par les formules de l’énoncé.

On a
G0[1] = x−2

1 C[x2
1].

Lemme 4.3. — L’isomorphisme G0 ' Dert(f2, F ) induit la correspondance

δ2n ∈ Dert(f2)+[1] ⊂ Dert(f2, F )[1]↔ G0[1] 3 x2n
1 .

Démonstration. La dérivation correspondant à x2n
1 est une dérivation

de Dert(f2, F ) telle que x 7→ u = x2n+1
1 ↔ [x2n+2y]. Comme l’application
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Dert(f2, F ) → F , D 7→ D(x) est injective, cette dérivation coincide avec la
dérivation δ2n définie en section 1.2.3.

Rappelons par ailleurs la correspondance

eiπtA(τ) ∈ U(f2 	 Cx)↔ F 3 ((−1)nIxn,...,x1(τ))n≥0 =: Ĩ(τ).

(section 2.4). D’après (7) et l’invariance de t sous les δ2n, n ≥ −1, eiπtA(τ)

satisfait l’équation différentielle

2π i ∂τ (eiπtA(τ)) = −(
∑
n≥−1

(2n+ 1)G2n+2(τ)δ2n)(eiπtA(τ)).

L’image de cette équation différentielle sous l’isomorphisme U(f2 	 Cx) ' F

donne

2π i ∂τ Ĩ(τ) = −(
∑
n≥−1

(2n+ 1)G2n+2(τ)x2n
1 ) • Ĩ(τ) = −℘̃τ (x1) • Ĩ(τ),

donc si I(τ) := (Ix1,...,xn(τ))n≥0, alors 2π i ∂τI(τ) = −℘̃τ (x1)•I(τ), c’est-à-dire
que pour chaque n

2π i ∂τIx1,...,xn(τ) = −℘̃τ (x1) • Ix1,...,xn−1(τ).

Compte tenu de la formule (48) pour l’action de G0 sur F , on retrouve ainsi la
première équation différentielle du théorème 3.10.

De même, e− iπtB(τ) satisfait l’équation différentielle

2π i ∂τ (e− iπtB(τ)) = −(
∑
n≥1

(2n+ 1)G2n+2(τ)δ2n)(e− iπtB(τ)).

Soit B̃(τ) := exp( 2π i
τ e+)(e− iπtB(τ)) (voir section 2.4), on en déduit

2π i ∂τ B̃(τ) = −(
2π i

τ
h+

∑
n≥−1

(2n+ 1)G2n+2(τ)δ2n)(B̃(τ)),

où h := [e+, δ] est la dérivation de f2 donnée par (x, y) 7→ (x,−y), compte tenu
de [e+, δ2n] = 0 si n ≥ 0 et 1

2 [e+, [e+, δ−2]] + e+ = 0.
On a la correspondance

U(f2 	 Cx) 3 B̃(τ)↔ ((−1)nJxn,...,x1
(τ)) =: J̃(τ) ∈ F,

par ailleurs la dérivation h se transporte sous cette correspondance en la déri-
vation de F =

⊕
n≥0 Fn de degré zéro, opérant sur Fn comme ξ :=

∑n
i=1 xi∂xi .

On en déduit
2π i ∂τ J̃(τ) = −(

2π i

τ
ξ + ℘̃τ (x1)•)J̃(τ),

donc J(τ) := (Jx1,...,xn(τ))n≥0 satisfait la même équation différentielle, donc

2π i ∂τJx1,...,xn(τ) = −2π i

τ
(

n∑
i=1

xi∂xi)Jx1,...,xn(τ)− ℘̃τ (x1) • Jx1,...,xn−1(τ),
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ce qui permet de retrouver la deuxième équation différentielle du théorème 3.10.

5. Développement asymptotique des analogues elliptiques
des nombres multizétas

Dans cette section, nous utilisons les équations différentielles satisfaites par
les fonctions A(τ) et B(τ) (équations (7)) et leur comportement à l’infini ((8),
(9)) pour en obtenir un développement asymptotique en τ → i∞. Nous en
déduisons la forme du développement asymptotique des fonctions Id(τ), Jd(τ)

dans cette région.

5.1. Développement de g(τ). — Soit G la complétion de l’algèbre de Lie
〈δ2n, n ≥ −1〉 ⊂ Dert(f2) pour le bidegré en (x, y) ; on a |δ2n| = (2n + 1, 1).
Soit G := exp(G) ⊂ Autt(̂f2) le groupe de Lie correspondant.

Proposition 5.1. — Il existe une unique fonction g(τ) : H→ G, telle que

2π i ∂τg(τ) = −(
∑
n≥−1

(2n+ 1)G2n+2(τ)δ2n)g(τ)

et g(τ) ' e
−1
2π i (δ−2+

∑
n≥0(2n+1)·2ζ(2n+2)δ2n)τ = eD0τ en τ → i∞. Il existe une

collection (hk)k≥0, avec h0 = 1, telle que g(τ) a le développement asymptotique

g(τ) '
∑
k,n≥0

1

n!
hkD

n
0 τ

ne2π i kτ

en τ → i∞.

Démonstration. — Posons D(τ) := −1
2π i

∑
n≥−1(2n + 1)G2n+2(τ)δ2n. Posons

si m ≥ 1, g2m(n) := 2(2π i)2m

(2m−1)! σ2m−1(n) (où σk(n) =
∑
d|n d

k) si n > 0,
et g2m(0) := 2ζ(2m) ; et posons g0(n) = 0 si n > 0, et g0(0) = −1. Alors
G2m(τ) =

∑
n≥0 g2m(n)e2π inτ et

D(τ) =
∑
m≥0

Dme
2π imτ , où Dm :=

−1

2π i

∑
n≥−1

(2n+ 1)g2n+2(m)δ2n.

Comme D0 est de y-degré 1, 2π im− adD0 est inversible dans End(UG) si m > 0.
Définissons (hm)m≥0 par h0 := 1,

hm := (2π im− adD0)−1(
∑

m′+m′′=m
m′>0

Dm′hm′′) si m > 0.

Alors h(τ) :=
∑
m≥0 hme

2π imτ est une solution formelle de ∂τh(τ) =

D(τ)h(τ) − h(τ)D0, qui est l’équation différentielle satisfaite par g(τ)e−D0τ ;
cette fonction admet donc h(τ) comme développement asymptotique.
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5.2. Développements de A(τ), B(τ). — Posons

A∞ := Φ(ỹ, t)e2π i ỹΦ(ỹ, t)−1,

B(τ) := eiπtΦ(−ỹ − t, t)e2π i xe2π i ỹτΦ(ỹ, t)−1,

B∞ := B[0].

D’après [2], on a

A∞ = eτD0(A∞), B(τ) = eτD0(B∞).

Posons h(τ) := g(τ)e−τD0 , alors d’après la proposition 5.1, h(τ) admet le dé-
veloppement asymptotique h(τ) ' 1 +

∑
m>0 hme

2π imτ .
On a alors A(τ) = g(τ)(A∞) = h(τ)(A∞) donc A(τ) admet le développe-

ment asymptotique
A(τ) '

∑
m≥0

e2π imτhm(A∞),

et B(τ) = g(τ)(B∞) = h(τ)(B(τ)), donc B̃(τ) admet le développement asymp-
totique

B̃(τ) ' exp(−2π i

τ
e+)h(τ)(B(τ)).

5.3. Développements de Id(τ), Jd(τ). — Soit kMZV ⊂ C le Q-sous-anneau en-
gendré par les multizétas. L’associateur Φ étant à coefficients dans kMZV , on
déduit de (5.2) et (5.2) :

Proposition 5.2. — Les fonctions Id(τ), Jd(τ) admettent les développements
asymptotiques

Id(τ) '
∑
n≥0

Id,ne
2π inτ , Jd(τ) '

∑
n≥0

∑
s∈Z

Jd,n,sτ
se2π inτ ,

dans lesquels les coefficients sont dans kMZV [2π i]. Dans la deuxième série, la
deuxième somme

∑
s est finie pour tout n ≥ 0.
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