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ANALOGUES ELLIPTIQUES DES NOMBRES MULTIZETAS

PAR BENJAMIN ENRIQUEZ

A la mémoire de ma mere,
Paulette Fortunée Enriquez,
née Bensoussan (1980-2016).

REsuME. — Nous étudions des fonctions du paramétre elliptique définies commes
intégrales itérées de fonctions elliptiques. Nous établissons leur lien avec les « associa-
teurs elliptiques » de notre précédent travail au moyen de réalisations fonctionnelles
d’algébres de Lie apparaissant dans cette théorie.

ABsTRACT (Elliptic analogues of multiple zeta values). — We study functions of
an elliptic parameter, which are defined as iterated integrals of elliptic functions. We
establish their relation with the “elliptic associators” of our previous work, by means
of a functional realization of Lie algebras appearing in that work.
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396 B. ENRIQUEZ

Introduction

La théorie des nombres multizétas a débuté dans [13] avec la construction
de familles de relations entre ces nombres, reposant en partie sur le lien observé
par Kontsevich entre multizétas et intégrales itérées sur les espaces de modules
de courbes rationnelles avec points marqués. Parallélement, Drinfeld a établi
des relations d’origine géométrique satisfaites par une série non-commutative,
lassociateur KZ ([3]) ; Le et Murakami ont identifié ’associateur KZ & une série
génératrice des multizétas ([8]), ce qui a permis de considérer les relations de
I’associateur KZ comme un deuxiéme systéme de relations entre multizétas. Le
lien entre les deux systémes de relations a été étudié par Furusho ([6]).

Un analogue elliptique de la théorie des associateurs a été construit dans [5]
4 partir d’un analogue elliptique de la connection de Knizhnik-Zamolodchikov
([2], voir aussi [9]). Le role de ’associateur KZ y est tenu par un couple de fonc-
tions (A(7), B(7)) d’un paramétre 7 dans le demi-plan de Poincaré, a valeurs
dans un groupe de séries non-commutatives 4 deux variables exp(fg). Les résul-
tats principaux de [5] sur le couple (A(7), B(7)) sont : le comportement de ce
couple sous les transformations modulaires ; une famille de relations algébriques
(d’origine géométrique) satisfaites par (A(7), B(7)) ; une équation différentielle
satisfaite par le méme objet; son comportement en 7 — ioco. Un corollaire de
cette étude est une famille de relations algébriques entre intégrales itérées de
séries d’Eisenstein et multizétas. Un role important est joué dans cette théorie,
et également dans la théorie reliée des motifs elliptiques universels ([7, 11]), par
une algébre de Lie (d2,,n > —1) C Der(fz). Nous rappelons ces résultats en
section 1.

Le but principal de cet article est 1’étude des coefficients des séries
A(7), B(7). Il s’agit de fonctions

Ly(r), Ja(7), d=(di,...,dn) € {~1,0,1,...}"

du paramétre elliptique, qui sont des analogues elliptiques des nombres multi-
zétas.

La section 2 est consacrée & la détermination d’expressions intégrales pour
ces fonctions. Nous utilisons pour cela le calcul de I’holonomie régularisée des
équations différentielles sur 0, 1[ & valeurs dans une algébre libre, avec singula-
rités aux extrémités. Ce calcul a été effectué dans [4] a partir d’idées contenues
dans [8]. Le résultat de [4] est formulé en sections 2.1 et 2.2, et appliqué en
sections 2.3 et 2.4 au calcul d’expressions intégrales pour les I4(7), Jy(7) (re-
lations (18), (19), (20), (21)). En section 2.5, nous traduisons en termes des
I4(7), J4(7) certaines identités satisfaites par (A(7), B(7)).

La section 3 est consacrée aux systémes différentiels satisfaits par les I4(7),
Ja(7). En section 3.1, on construit des systémes différentiels satisfaits par des
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ANALOGUES ELLIPTIQUES DES NOMBRES MULTIZETAS 397

intégrales itérées générales du type de celles introduites en section 2.2. En
section 3.2, on applique ce résultat aux fonctions I4(7), J4(7) et on obtient
ainsi un systéme différentiel satisfait par ces fonctions (théoréme 3.10).

En section 4, on montre I’équivalence entre ce systéme différentiel et le sys-
téme différentiel satisfait par (A(7), B(7)) explicité dans [5]. Ceci est réalisé au
moyen d’une réalisation fonctionnelle de 1’algébre de Lie (d2,,n > —1) (sec-
tion 4).

Enfin, en section 5, on applique le systéme différentiel du théoréme 3.10 au
développement asymptotique des I4(7), Jq(T) en 7 — i00; on montre que ce
développement asymptotique s’exprime a 1’aide de nombres multizétas.

Signalons enfin les liens possibles entre le présent travail et [1] : les auteurs
de cet article construisent une théorie des polylogarithmes elliptiques multiples,
qui sont certaines fonctions multivaluées sur la variété E, ou E, := C/(Z+7Z).
Ils projettent d’en déduire, par spécialisation, des fonctions de 7 qu’ils appellent
« fonctions multizétas elliptiques ». On peut s’attendre a ce que ces fonctions
présentent des liens étroits avec les fonctions I4(7), J4(7) du présent article.

1. Préliminaires : associateurs elliptiques

Dans cette section, nous rappelons la construction et les propriétés de la
fonction T — (A(7), B(7)) ([5]).

1.1. Définition de (A(7), B(7)). — Soit pour n > 2, t; ,, Palgébre de Lie présen-
tée par les générateurs x;,y;, « € {1,...,n} et les relations >, x; =, y; =0
[z6,25] = [yi,y5] = 0, [z6,y5] = [z5, 03] =2 tij st # J, [z, tij] = [yn,ti5] = 0
si i, j, k sont distincts. En particulier, ’algébre de Lie t; » s’identifie & I’algébre
de Lie fo librement engendrée par les deux générateurs x := z; et y := y;.

Soit ) := {7 € C|(7) > 0} le demi-plan de Poincaré. On note (z,7) — 6,(2)
la fonction sur C x $) donnée par®

iz _ —miz 1— 2w i(z+nT) 1— 2w i(—z+nT)
67‘(2) = ‘ 2 e ( © 1 )gwim—eQ )
1 n>0 ( —€ )
On a 0,(2+1) = —0,(2) = 0,(=2), 0.(z +7) = —e 1Te 27129 (2),

0:(2)2=0 = 1, et (0,(—))"'(0) = Z 4 7Z. La fonction 6. (—) est reliée a la
fonction théta de Jacobi donnée par

191 Z 7_ E eﬂ'l’n +27'rln(z+ )
nEZ+2

1

par Videntité 0y (2, 7) = 2m(r)%6: (), ot n(r) = g [[,50(1—g") et g = 2717,

(1) On note i :=+/—1.
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398 B. ENRIQUEZ

On définit A(7), B() comme les holonomies régularisées de 1’équation dif-
férentielle
0-(z+adzx)adzx

4 valeurs dans le groupe exp(im) le long les chemins [0,1] et [0,7] (Dal-
gébre de Lie est complétée pour le degré en z,y). Dans cette équation,
on donne & lexpression f(z,adx)(y) la valeur > -, gn(2)(adz)™(y), ou

gn(2) == %(a%)”f(z, u)u—0, €t f(z,u) est une fonction analytique en deux va-
riables, réguliére en u = 0 (ici f(z,u) = — 9,9(5(4;)@ gy qui vaut —1 en u = 0).

Cette équation admet une solution X (z) définie sur {a +b7|(a,b) €]0, 1[?} telle
que X (z) ~ (—27iz)"®¥ en 2 — 0. Alors

A(T) = X(2)"'X(2+1), B(1):=X(2)"te*™*X (24 7).

Ce sont des éléments du groupe exp(il,g).

1.2. Propriétés de A(7), B(7)

1.2.1. Propriétés modulaires. — On a d’apreés [5], Proposition 66

(2)
-1 —1,—¢

ATH=ad(T) 1

car(B™, B =Ad(T) oar(BABT (),
T T
ol o, € Aut(exp(fg)) est donné par ¢ — —7x, y — —2riz — 7y,

t:= —[ZL', y]
et (=717t := exp(—log(—7"1)t), la détermination du logarithme étant de
partie imaginaire comprise entre 0 et 7.

Les identités (—I2)(A(T)) = A(1)*1, (=) (B(r)) = B(1)*!, dans lesquelles
(=I2) est Pautomorphisme de exp(fg) induit par z — —z, y — —y, et les
identités (5) (voir section 1.2.2) impliquent

(~B)(A() = AW, (<L) (B(r) = 6 B(r) e,
Compte tenu des ces identités et de (6), les deux parties de (2) sont équivalentes
aprés application de 7 +— —77! & I'une d’elles.

1.2.2. Relations algébriques. — Soit ®(a,b) ’associateur KZ, défini par
®(a,b) = Y'Yy, ot Y; sont les solutions de Y'(z) = (a/z + b/(z — 1))Y (2)
sur ]0, 1] telles que Yp(2) ~ 2% en 2 — 0, Y1(2) ~ (1 — 2)® en 2 — 1, et ot1 a,b
sont, des variables formelles non-commutatives.

On pose

oy = eiW(t12+t13)A(7‘)1’23‘I>(t12,tgg), o — e—i7T(t12+t13)B(,T-)1723(I)(tl277523)7
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ANALOGUES ELLIPTIQUES DES NOMBRES MULTIZETAS 399

ol a — a"?3 est le morphisme d’algébres de Lie t; 2 — 1 3 tel que z1 — 1,

Tg > T2+ I3, Y1 — Y1, Y2 — Y2 +Y3.
La premiére famille de relations satisfaites par (A(7), B(7)) est

(3) ail’2ai3’lai =1 (dans exp(im)),

ol a — a?%1!

est I’automorphisme de 11)3 tel que ; — Zit1mod 3, Yi
Yi+1 mod 3, €t @ — a®>%? est le carré de cet automorphisme.

Le couple (A(7), B(7)) satisfait d’autre part la relation
(4)  (R(trz,t23) " % B(1)V, (€7 ™20 (a1, tag)) * (A(7)>1%) 1) = 27102,

(dans exp(ty,a)), ot (z,y) = zyz 'y~
2,13
o

) =1 Laoxyi=ayaT! tip = [z, y0) et a e
est le morphisme t; o — t; 3 donné par =1 — x2, T2 — =1 + 23, Y1 — Y2,
Y2 = Y1+ Ys.

Les relations (3) impliquent alors
(5) ei’TtA(T)ei’"SA(T)Q’1 =e 'MB(r)e” ' ™B(1)*!' =1 (dans exp(im)),
ot a — a®?! est Pautomorphisme involutif de 1172 donné par x1 <« xa, Y1 < Y2,
et la relation (4) implique

(6) (A(7), B(1)) = e 2"*  (dans exp(t;2)).

1.2.3. Equations différentielles. — Pour chaque n > —1, il existe une unique
dérivation de f, homogéne pour le bidegré en (z,y) et telle que da,(z) =
ad(z)?" 2 (y) =: [z?"F2y] et ban([z,y]) = 0. Les fonctions A(7), B(r) satisfont
alors les équations différentielles

QWiaTA(T) = —( Z (2n + 1)G2n+2(7)62n)(A(7-))3

n>-—1

2110, B(1) = —( Z (2n + 1)Gant2(T)02,) (B(T)).

n>-—1

(7)

(cf. [5], Proposition 67), ou les séries d’Eisenstein sont définies par

1
Gi(r) = Z — sl kest pair >4,
a€(Z+7Z)—{0}

Ga(r) = Z(Z/ m), Go(1) :== -1,

meEZ n

!/
et Z signifie 5, ., sim #0et 35 5 (5, sim=0.
1.2.4. Comportement a l’infini. — On a

(8) A(r) = @(7,1)e*™ 70(5,1) 71 + O(e*™'7),
(9) B(T) — ei Trtq)(_g —t, t)62ﬂ'i162ﬂ'iﬂ7¢(g’ t)_l + O(€2Tri(1—€)T)

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



400 B. ENRIQUEZ

pour tout € > 0, lorsque 7 — i0co ([2], démonstration de Proposition 4.7 puis
Lemma 4.14), ou

o adx

Y= —m(y)
et on rappelle que t = —[z,y] et ®(a,b) est associateur KZ défini en sec-
tion 1.2.2.

2. Les analogues elliptiques des nombres multizétas

Dans cette section, nous calculons I’holonomie régularisée de certaines équa-
tions différentielles (section 2.1). Nous exprimons cette holonomie en termes
d’intégrales itérées régularisées (section 2.2). Nous utilisons ces régularisations
en section 2.3 pour définir les fonctions du paramétre elliptique, analogues
des nombres multizétas. Nous montrons que les fonctions A(7), B(7) peuvent
s’interpréter comme des séries génératrices pour ces fonctions (section 2.4). Les
propriétés de A(7), B(7) peuvent donc se traduire en termes fonctionnels : c’est
ce qui est fait explicitement en section 2.5 pour certaines de ces propriétés.

2.1. Holonomies régularisées. — Soit I un ensemble fini contenant les éléments
0,1. Soit Q' := Q(]0,1[,C) l'espace des formes différentielles sur ]0,1[ et
soit i — w, une application I — Q! telle que w, = dlog(z), w; = dlog(1 — z),
et pour 7 # 0,1, la forme w, est réguliére en 0 et 1.
Soit V := P, ; Ca; I'espace vectoriel engendré par I. On pose
w = Z% ~a; € Q4(]0,1, V).
iel

On note T'(V') lalgébre tensorielle de V', munie du produit de concaténation,
et T(V) sa complétion pour le degré pour lequel V est de degré 1. L’équation
différentielle df = wf d’inconnue une fonction f :]0,1[— T(V) admet deux
solutions fy et fi, telles que fo(z) ~ 2% pour z — 0 et f1(2) ~ (1 — 2)®
pour z — 1. On définit alors ’holonomie régularisée de cette équation différen-
tielle comme

(10) Hol([0, 1],w) := f; ' fo € T(V).

D’aprés [4], appendice, on a

Hol(0,1],0) =1+ 5 3 (/071]wi1---~-win)

n>1 (i1, in)€I™,
- i17£0,in #1

Z (—a1)|B|(a¢n . ..ail)A’B(_ao)lA\’

Ac{aliqg=0},
BC{bliz=1}
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ANALOGUES ELLIPTIQUES DES NOMBRES MULTIZETAS 401

ou (ai, - -ai;)a,p est le produit des a;,, dans lequel k parcourt de facon
décroissante ’ensemble [1,n] — (A U B), et ou on pose f[O,l] a1 e ey =
o a1 ® - ® an, ot A, est le simplexe {(t1,...,t,) €ER"0 <t <...<t, <
pour aq,...,a, € QL.
Soit Hol, ([0,1],w) la partie de degré n de cette somme. Alors
Hol([0,1],w) = » _ Hol,([0,1],w).

n>0

—_
——

Soit  — x°P I'involution de T'(V') donnée par (v1 ® - Q@ vk)P = v ® - - - Qvy.
Soit m : Clag] ® T(V) ® Cla1] — T (V') lapplication composée Clag] ® T(V) ®
Cla1] — T(V)®3 — T(V), ou la premiére application est un produit tensoriel
d’injections canoniques et de l’identité, et oit la deuxiéme application est la

multiplication de T (V). Soit Op I'endomorphisme de T'(V') donné par

(11) Op = (T(V) = Clag) @ T(V) @ Claa] = T(V)),

ol mor est le morphisme d’algébres induit par ag — a(()Q) —agl), ay — agz) —a(lg),
a; — al(?), i # 0 (on note a(()l) =ao®1®1, al@) =1®a;®1, ag?’) =181Qay).

Posons wp := wy ® ap, w1 := w; ® a1 ; ce sont des éléments de Q' ®V. Alors

Holp([0,1],w) =1, Holy([0,1],w) = (/[0 . ®id)(w — wo — w1),

et sin > 2,

Hol, ([0, 1],w)°P = (/ ®0p)((w — wo) 0 W™ 2 0 (w — w1))

n

oil o est le produit de I’algébre tensorielle T'(Q! ® V).
Notons w — w?,w"%, w0 les applications naturelles de Q' ® Cagy, Q' @ V,
Q' ®Cay vers T(2!)®Clag] ®T (V) ®Cla1]. Alors (11) implique que pour n > 2,

(12) Hol,([0,1],w)°P
= ([ @m)((w=w0) ~ o) o (-l o () —af))),

ot 'argument du deuxiéme membre est un élément de T(Q') ® Clag] @ T(V) ®
C[al].
On montre facilement I’énoncé suivant :

LEMME 2.1. — Soient Q,V des espaces wvectoriels, soit A wune algébre
commutative. On note w — w'?, a — o'? les applications naturelles de Q@ V
et Q@ A vers T(Q) @ T(V) ® A. On note w le produit de battage de T'(Q2),
donné par (x1 ® -+ @ p)(Tpy1 @ - @ Tpyy) = Y Tra) ® -+ @ Tf(kti)s
ot la somme parcourt les permutations de [1,k + 1] telles que si f(i) <
fGG) < koul+1 < f(i) < f(j), alors i < j. On note également

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



402 B. ENRIQUEZ

m: (TQ)T(V) (TR ®A) — T(Q)T(V)® A le produit tenso-
riel du produit m : T(Q)®? — T(Q) avec les endomorphismes identité de T(V')
et de A.

SiweQRV,aeQ® A, alors

n
(w12 4 a13)on — E won—kmaok’
k=0

ot les puissances sont calculées dans les produits tensoriels T(Q) @ T(V) ® A,
TOQ)RT(V) et T(Q)® A, ot T(Q) est muni du produit de battage et T (V') du
produit de concaténation.

En appliquant cette égalité au membre de droite de (12), on trouve
(13)
Hol, ([0, 1], w)°P

= > (-ao)( / (0 = wo) 0 (wgFmes'mw™ 2+ o (w — 1) ) (1)

k,1>0 An
ki<n—2

+ (a0 ([ wro (im0 (w - wn) ) (o)

n

(a1 ([ =)o (@m0 o)) (<an)

n

+ (_ao)k—l—l(/ w, o (wokmwz{lmwon—Q—k—l) OQO)>(—(Z1)H—1
A

pour k > 2, expression dans lequelle o est le produit de concaténation
dans T(Q') ou T(Q') ® T(V), I'espace T(Q') est considéré comme un sous-
espace de T(Q') ® T(V) par tensorisation avec 1, le symbole mr désigne le
produit sur T(2!) ® T(V), produit tensoriel du produit de battage et du
produit de concaténation, et [, : T(Q') ® T(V) — T(V) désigne le produit
tensoriel de fAn : T(Q') — C avec l'identité de T(V).

En utilisant I'identité (a o A)m(bo B) = a o (Au(bo B)) 4+ bo (Bu(a o A))
dans T(Q'), ott a,b € Q, A, B € T(2!), on simplifie ainsi cette expression

(14)  Hol,([0,1], OP—/ Z —ao)" (woFmw i mwe™ 27+ ) (—ay),

k,l1>0
k+l<n 2

dans laquelle les signes somme et intégrale ne peuvent étre inversés, les termes
individuels de la somme n’étant pas intégrables.

TOME 144 — 2016 — N° 3



ANALOGUES ELLIPTIQUES DES NOMBRES MULTIZETAS 403

REMARQUE 2.2. — On peut réduire la dimension du simplexe d’intégration
dans les formules (13), (14) en utilisant ’identité

[ o t@ryeutag s o
A

0 (-9 g
= 2 > [ S Sraeser

a’,a|a’+a'" =a b’ b |b'+b"=b n—a—b

dans laquelle «, 3, sont dans T(Q') et f,g sont des fonctions sur [0, 1].

2.2. Intégrales itérées régularisées. — Soit & une algébre, limite projective d’al-
gébres de dimension finie. Soit ag, a; des éléments de #, et posons

(1) Qag.ay = {w € Q1(]0,1[, &)|w = apdlog(z) + O(1) si z — 0,

w = ajdlog(l — z) + O(1) si z — 1}.
Pour w € Q,, »,, on pose

I[r;,gl] (w) := / (w — agdlog(z) — aidlog(1 — 2)).
[0,1]

Pour n > 2 et wy,...,w, € Qay,a,, ON pOSe
reg - a+e en b+n
I[OJ](wl,...,wn) = E ag - 1% -a;
a,b,e,n|
a,b>0,a+b<n—2,
e,n€{0,1}

le produit étant calculé dans @°® (I’algébre opposée a ), ou

1%, = [ (o1 — aodiog(2)

° ((—dlog(z))“m(—dlog(l — 2))°bm(wgqp 00 wn,b,1)>
o (wn_s — ardlog(l - 2)),

19 = /A (—dlog(1  2))

n

o ((~diog (=)™ m(~dlog(1 - 2))m(wass o -0 wn_s-2))
° (wn—b—l - aldIOg(l - Z))a

19 = / (Warz — aodlog(2))
A

n

o ((~dlog(2))**m(~diog(1 — )" m(wasa 0 0w, 1))
o (~dlog(2)),
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404 B. ENRIQUEZ

1= [ (~diogl1 - 2))

n

o ((~diog(2)) ™ m(~dlog(1 - 2))m(wasz o -0 wn_s-1))
o (—dlog(2)),

ot : o est le produit dans T(Q') ® @7, les formes dlog(z), dlog(1l — z) de Q!
sont identifiées & des éléments de T(2') ® & par tensorisation avec 1, on note
lapplication fAk ®id : (Q)®*F @ G°° — G°P simplement fAk‘

On a alors :

PROPOSITION 2.3. — Soit @ une algébre, limite projective d’algébres de di-
mension finie. Soit ag,a; des éléments de G et soit w un élément de Qo a, -
L’holonomie régularisée Hol([0, 1], w) de l’équation différentielle df = wf, dé-
finie par (10), est donnée par

(16) Hol([0, =1+ 5w, .., w).

n>1 n

Soit M une variété lisse, U C M un ouvert, et v : [0,1] — M un chemin tel
que ¥(]0,1[) C U. Pour &, ag,a; comme ci-dessus, on pose

(17) Qag,a, (1) = {w € Q'(U, B)|7* (@) € Qag,a, };
pour wi,...,ws € Qag.a, (7), o0 pose
L (Wi, wy) = I[rg‘c’; (Y (w1)y .Y (wn))-

Enfin, pour w € Qa.a, (77), on pose Hol(y,w) := Hol([0, 1], v*(w)). On a alors
Hol(y,w) =1+ Y I"8(w
(hw) =143 LF@,...,w).

n>1

EXEMPLE 2.4. — Pour n = 2,
Iip5y (w1, w2) = / (w1 — apdlog(z)) o (w2 — aidlog(1 — z))
Ag

)
+ (—dlog(1l — 2)) o (wg — ajdlog(z)) - a;
+ag - (w1 — apdlog(z)) o (—dlog(2))

+ ag - (—dlog(1 — z)) o (—dlog(z)) - a1.

2.3. Les analogues elliptiques des nombres multizétas. — Fixons 7 € $.
Pour z € C, on pose
- 0-(z+x)
or(z) = 00, (2)°
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Considérant  comme une variable formelle proche de 0, on voit ¢} comme
un élément de z~! Mer(C)[[z]], ot Mer(C) = {fonctions méromorphes définies
sur C}. Plus précisément :

PROPOSITION 2.5. — o admet le développement
T 1 T
n>0

avec kJ(z) = (0,./0:)(z) et kI finie en 0 et 1 sin > 0.
Démonstration. Le paramétre 7 étant fixé, on considére 0.(—) comme une
fonction de la variable z. On a x07(2)|z—0 = 1. De plus,

- 1 1 0.(2+2) = 0
(07(2) — ;)|m:0 = ;(977(2)07(1;) — 1)|z:0 = E(Z)

Enfin, le développement de o7 (z) en z = 0 est, compte tenu de 'imparité de 6.
O (x+2) 1
0-(z) 6.(2)

/

= (1+z%(w)+0(zz))(%+0(z)) = %—k%(m)—l—O(z)

Donc ) o ) L @
() — (= + kT —(T(p)— = - _ T
o3() = (5 +K5(2) = (E@) — 1)+ (5 = GH) +0()
qui est fini en z = 0. Il s’ensuit que les k], sont finis en 0. Par symétrie, ils sont

également finis en 1. O

Posons & := C, ag = a; := 1. Alors pour z € C, la forme o7 (z)dz appartient
a Pespace Q41 défini par (15).

De méme, la forme e?™! % ¢7(z)dz appartient a I'espace € 1([0,7]) défini
par (17), ot [0, 7] est le chemin linéaire [0,1] — [0, 7] tracé sur C.

On pose alors :

DEFINITION 2.6. — On note [0,1] et [0, 7] les chemins linéaires [0,1] — [0,1]
et [0,1] — [0, 7] tracés sur C. Pour 7 € §, on pose
(18) Ioyyon (1) =I5y (07, dz, ... 07 dz)

(19)  Jayza (1) = Ighy(e*™ ol (2)dz,. .., 0T (2)dz);

ce sont des séries dans (w1 -+ ,) " 1Cl[z1,. .., 2,]].

En utilisant (13), on trouve pour n > 0

(20) Loy ()= 3 /A (o7,., — dlog(»))

k,1k,1>0,
k+l<n—2

o ((~dlog(2))**m(~diog(1 - 2))*m(o7, ,, 0 +-007 )
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o(oy, _, —dlog(l—2))

+ /A (—dlog(1 — 2))

n

o ((—dlog(z))mm(—dlog(l —2))%m(o],, 00 a;n_l_2))
o(oy , , —dlog(l—z))

Tn—1

+ [, - dog2)

n

o ((~dog() (- dog(1 - ) (o, o+ %, )
o (—dlog(z))

+ /A (—dlog(1 — 2))

n

o ((~dlog(2))**m(~diog(1 - 2))*m(o7, , 0+ 07 _, )
o (—dlog(z))

ce qui donne

(21)
fria / > (—dlog(2))**m(—dlog(1 — 2))* o (07, 0+ 00F )
Ap g JUk,1>0,
k+1<n—2

(en notant o7 a la place de o7 (z)dz). En particulier, on a

Iy (1) = /A (o7 — dlog(z)) o (U; —dlog(1l — 2))
—dlog(1l — z) o (o, — dlog(1 — 2))
— (o, — dlog(2)) o dlog(z) + dlog(1 — 2) o dlog(z).
On a aussi

I.(r) = /[0 : (07 (2)dz — dlog(z) — dlog(1 — z)).

La fonction J,, . 4, (7) est donnée par les formules analogues, obtenues au
moyen des substitutions [0 1] — [0,7], log(z) — log(z/7), log(l — 2) —
log(1 — 2), 05(2)dz — €™ 7 07 (2)dz.

Pour d := (di,...,dn) € Z%_,, on note I4(7), Ja(7) les nombres complexes
définis par

Z Id(T)Qi, Jo (1) = Z JQ(T)QQ,

dezs _,
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ol z := (r1,...,2,) et 22 := a:‘lil ---xdn On a en particulier I, . _1(1) =

1/TL', J,Lm’,l(T) = Tn/'I’L'
n
On appelle les fonctions I4(7), Ju4(7) les analogues elliptiques des nombres
multizétas; les Iy, .. 4, (T), Jz, ... 2, (7) en sont des séries génératrices. Cette
terminologie est justifiée par les résultats de la section suivante.

2.4. Lien avec le développement de A(7), B(7). — Soit
F=@F, =@ zm) 'Cllz1,. .., zn]];
n>0 n>0

munie du produit f * g := h, avec

hz1, o Togm) == f(@1, ., 20)9(Tna1, - - - Tnam) POUr f € Fy,
g € F,,,, c’est une algébre graduée.

L’algébre de Lie f est librement engendrée par les éléments z,y et est bi-
graduée par le degré en ces générateurs. Par élimination de Lazard, la somme
directe fo © Cz de ses composantes de degré > 0 en y est I’algébre de Lie libre-
ment engendrée par les [2"y] := (adz)™(y), n > 0. Son algébre enveloppante est
donc ’algébre associative libre sur ces générateurs. On note & la complétion
de cette algébre enveloppante pour le degré total en z, y.

On en déduit :

LEMME 2.7. — On a un isomorphisme entre @ et la complétion F = [L.>0 Fn
de F via -

[zhy] - [phy] o 2T ad T € B

On considére l'algébre enveloppante de f, © Cx comme graduée par le degré
total en x,y; son algébre enveloppante est donc graduée avec composantes
homogeénes de dimension finie, et & est donc une limite projective d’algébres
de dimension finie.

Posons ag = a; :=t = —[xz,y] et
0:(z 4+ ad(z)) ad(z)

0-(2) 0. (ad(z))
Alors w(z)dz € Qay a,- On lui associe
I(7) := Hol(]0,1],w) € &.
On pose @(2)dz := e*™ ! 7w(z)dz. Cette forme admet comme pole ¢ en 0 et 7,
donc @ € Oy 4, ([0,7]), ot [0, 7] est le chemin linéaire [0,1] — [0,7]. On pose
alors

w(2)dz := — (y)dz € Q*(]0,1], &@).

J(7) := Hol([0, 7], ®) € &.
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Sous 'isomorphisme du lemme 2.7, on a

tl>we —oy(2)dz € Fy,

d’out
> I%(w,...,w) (- )"I[r(fgl](a;n,...,a;) =(-1)"I;,, (1) € F,,
——
d’ou
(22) @>I(r) o ((—1) Izm‘,,,ml(T))nZO e F.
On montre de méme la correspondance
(23) 43 J(r) o ((_1)nJ$m_..,xl(T))n20 e

Les solutions fo, f1 de df = wf (voir section 2.1) sont reliées & X (z) (voir
section 1.1) par X (2) = fo(2)(—2mi)¢, X(z —1) = fi(z)(2mi)*. On en déduit
(24) Ad((2m)")(e' 21 A(r)e! ) = Hol([0, 1], Q).

Ona B(r) = Z(2)"'Z(z+7), ott Z(2) est la solution dans D := {a+b7|(a,b) €
10,1[*} de

2
iz = ( Tiz

dz + &(2)d2)Z

telle que Z(z) ~ (—2miz)t pour z — 0 Soit e; € Der(f2) la dérivation (z,y) —
(0,z). En appliquant ’automorphisme exp(27”e+) a Pexpression reliant B(1)
avec Z(z), on obtient :

exp(Ze,)(B(r) = T() ' T(z +7),

ol T'(z) est la solution dans D de dT = &(2)dz - T, telle que T'(z) ~ (—2miz)®
en z — 0. Un raisonnement analogue au précédent donne alors

() Ad(@n))(e T exp(PTle, )(B(r) e 1) = Hol([0,7], 9)
(22) et (23) d’une part, (24) et (25) d’autre part impliquent :

PROPOSITION 2.8. — Sous l’isomorphisme du Lemme 2.7, on a

Ad((2m)) (@ 5t A(r)e 3Y) o (zzm,,,,m(T))nZO

; 2mi L n
Ad((2m)) (e B - exp(Tme)(B() e H) o (<1 ey (7))
REMARQUE 2.9. — Le formalisme développé par J. Ecalle utilise une va-
riante de lisomorphime F' < ,5,C[z1,...,2,] du lemme 2.7, donné
par [z%y]---[z%y] = f < may =P - adn € Clay,...,z,).
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2.5. Propriétés algébriques et modulaires. — Les multizétas elliptiques sont re-
liés par 'identité modulaire
-1
(26) Taoien (1) = Tzt 22 (55),
qui repose sur l'identité agl/T(z)dz = e2m1%7257 (72)d(72). L’identité (26)

traduit 'identité (2) reliant A(7) et B(7).
Le caractére « de type groupe » de A(7), B(7) se traduit par les identités

(27) Iy, dn (T aydnyn (T) = Z La, 00t (T)s
0ESn,m
ol Spm = {0 € Spemlo(i) <o(j)sii<j<noun+1<i<j}, ainsi que
les identités similaires pour les J4(7) (qui leur sont équivalentes compte tenu
de (26)).
Les identités (5) se traduisent par

n
S0 EFFE Ly 4 (D g, (T) =0 si n>1, di,..dy > -1
k=0
et les identités analogues en remplacant chaque I; par Jy (qui leur sont égale-
ment équivalentes).

3. Systeme différentiel pour les analogues elliptiques des nombres multizétas

Dans cette section, on montre que les intégrales itérées régularisées définies
dans la section 2.2 sont, sous certaines hypothéses, solutions de certains sys-
témes différentiels (section 3.1). En section 3.2, on applique ce résultat aux
analogues elliptiques des nombres multizétas définis en section 2.3.

3.1. Systemes différentiels pour les intégrales itérées régularisées. — Soit I
un intervalle de R contenant 0. On note & l’ensemble des 1-formes lisses
sur Ix]0,1[ de la forme w = w(u,z)dz, telles que w — dlog(z) admet un
prolongement lisse & I X [0,1] et w — dlog(1 — 2) admet un prolongement lisse
a Ix]0,1]. On note @ l’ensemble des 1-formes lisses sur I x [0,1] de la forme
g = g(t, z)dt. On suppose donnés :

o des éléments w; (1 =1,...,n) et ;41 (i=1,...,n—1) de &;

e des éléments g; (i =1,...,n) de G, tels que :

(a) pour ¢ = 1,...,n, la forme w;(u,z)dz + g;(u, z)dt est fermée, ce qui se

traduit par ’identité

Ow; _ Og;
Bu (W) =, (w2)

sur 1x]0,1[;
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(b) pour i =1,...,n— 1, on a 'identité

gi(u, 2)wit1(u, 2) — giv1(u, 2)wi(u, 2) = (9i(w,0) — giv1(u,0))Y; iy1(u, 2)
sur Ix]0,1[;
(¢) pour i =1,...,n, on a l'identité g;(u,0) = g;(u, 1) sur I.
On se place dans le cadre de la section 2.2, avec @ = C, ag = a; = 1, pour

définir Q1. Pour tout @ € & et tout u € I, la restriction a* de o & {u}x]0, 1]
appartient a Q; ;. La définition de Ij%, en section 2.2 permet alors de définir

[0,1]
le nombre I[roe’gl](a’f, ...,a%) pour tous ai,...,a, € F et u € I.
PROPOSITION 3.1. — Sous les hypothéses du début de la section 8.1 sur

(Wi)i=1,....n» (Wii+1)i=1,...n—1, €t (gi)i=1,...n, ON @ lidentité suivante sur I

d T u u u T u u T u u
I8 (WY, ... wy) =—gi (O)I[(igl}(wéa""wn) +gn(0)I % (Wy,...,w )

du " 10:1] [0,1] n—1
n—1
(28) + Z(gf(o) - 9?4.1(0))]{5%1] (@Fs e s W)
i=1

La fin de cette section est consacré a la démonstration de cette proposition.

DEFINITION 3.2. — On note 0 l’espace des 1-formes sur ]0,1[ & valeurs
dans C, de la forme w(z)dz = (2 + 25 + fo(2))dz, ot fo(z) est une fonction

lisse sur [0,1] et ap,a1 € C. On note Qyeg.o €t Qreg.1 les sous-espaces de 2
définis par les conditions respectives ag = 0 et a; = 0.

On a une application linéaire 2 — C? donnée par w(z)dz — (ag,a1); Preg.0
et (eg.1 sont alors les préimages de 0 C et C 0.

DEFINITION 3.3. — Pour m > 1, on définit le sous-espace (™ )iy de Q8™
aimnsi :

- sim =1, alors Qint := Qreg.0 N Qreg.1 5

- sim >2, alors (%™ )int = Qreg.0 ® V272 ® Dyeg.1-

On identifie Q®™ 3 un sous-espace de Q™(]0, 1[™, C). Alors I'image de chaque
élément de (Q2®™);,y est absolument intégrable sur le simplexe A,, C]0,1[™.
L’intégration sur A,, donne alors une application linéaire

/ (2% — C.
A

m

DEFINITION 3.4. — Poura > 0, on pose (2%%)int.0 := Qreg.0®N®* ! sia > 0,
et (2%9)int.0 := C sia = 0. Pour b >0, on pose (2%°)ins.1 := Q%71 @ Nyeg 1
sib >0, et (2°%)ine.1 := C si b = 0. Enfin, pour a,b > 0, on pose (%% @
Q®)int = (2%)ing.0 ® (2%°)ing.1-
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Soit g un élément de C*°([0,1],C). Alors dg € Q. Pour m entier > 1, on
définit ’application linéaire
ins(dg) : @ 0% @ 0% — Qo™
a+b=m-—1
comme la somme des applications 2% @ Q% — Q®™ 4@ B~ a®dg® 3
d’insertion de dg dans le produit tensoriel.
Pour ¢ > 0, on définit une application linéaire

Coo([oal]vc)@)Q@c_)Q@C: f®w'_>f'w

par f-(y10---07:) = (fn1)o---0vsic>0,et f-1:= f(1)l pour c =0
(f~ est le produit de la fonction f et de la 1-forme 7). On définit de méme une
application linéaire

2% C>([0,1],C) - 2%, wfrw-f
par (110 070) - J =m0 () sie > 0, et 1+ = f(0)1 pour ¢ = 0.

Pour g dans C*°([0, 1], C), on définit alors des applications linéaires
(g),r(g): €D % e0® —qom!
a+b=m-—1

comme étant les sommes directes des applications Q®*®0®% — Q®™~1 données
par l(g)(a®B) :==a®(g9-8), r(9)(a®p):=(a-g)®p.

Comme dg € Qreg.0Nheg.1 C £, il existe une application (®a+b:mfl 0% ®
Q%) 0t — (Q®™)ing, qui sera également notée ins(dg), telle que le diagramme
suivant commute

(®a+b:m71 Q% @ Q®b)intirm (Q®m)int

@a-ﬁ-b:m—l Q®a ® Q®b ﬂ) Q®m'

Pour tout ¢ > 0, les applications C*([0,1],C) ® Q®¢ — Q®°, fw — f-w
et Q% ® C>([0,1],C) - Q% w® f — w - f, se restreignent et corestreignent
en des applications C*°([0,1],C) ® (2%)int.1 — (2%)in.1 et (2%)int.0 ®
C*([0,1],C) — (2%°)int.0- On en déduit l'existence d’applications I(g),7(g) :
(Bospmm_1 2% ® Q%) 10 — (Q®m~1),, telles que le diagramme

(®a+b:m71 Q®a ® Q®b)inth) (Q®m_1)int

U(g),r(9)
®a+b:m—1 Q®a ® Q®b ? . Q®m_1

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



412 B. ENRIQUEZ

commute. Enfin, le diagramme suivant commute

ins(d
(®a+b=m—1 Q®a ® Q®b)int (*gl (Q®m)int

7"(g)—l(g)l LIAR

Q®m_1 in C
(@0 ———

n—1

par le théoréme de Fubini. On rassemble ces résultats dans le diagramme suivant
(29)

ins(d
®a+b=m—1 0% © Q% @) Qem
ins(d
)10 @y 1 05" @ Q)i L (25),,,
7“(g)—l(g)t LIAH
Q®m—l can )(Q®m_1)int (C
fAn—l

ou chacun des carrés commute, et ol can sont des inclusions canoniques.
. Ra . . ..
Posons T'(f2) := €D, > 2¥*. Les sommes sur m > 0 des applications linéaires

1(g),r(9) : @ 0% g O® _, QO™
a,bla+b=m
sont des applications linéaires I(g),7(g) : T(Q2)®% — T(Q).

Muni du produit de battage m et du coproduit de déconcaténation A, donné
par Ay(ag o - oay) =>4 _o(a10---0ak) ® (10 0ay), I'espace T()
est une bigébre. Le produit m étant commutatif, les représentations réguliéres
a gauche et a droite de T'(§2) sont isomorphes; ceci donne un 7'(2)-module

T(Q). En utilisant le coproduit, on munit 'espace T(0)®? d’une structure
de T(Q)-module. On a alors :

LEMME 3.5. — L’application linéaire 7(g) — l(g) : T(Q)®? — T(Q2) est un
morphisme de T'(2)-modules. En d’autres termes, on a
(30)  (r(9) — U9)((aVmB) ® (o)) = am((r(g) — U9))(B © 7))

(égalité dans T(Q)) pour tous «, 3, dans T'(Y), dans laquelle on note Ay (a) =
a(l) ® a(Q) .

Démonstration. — Notons a(g) := r(g9) — l(g). Si § = v = 1, le membre
de gauche est égal a a(g)(a(l) ® a(2)) qui est égal, aprés simplifications,
aao(g-1)—(1-g)oa=(g(1) — ¢g(0))a. D’autre part, le membre de droite
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est égal a am(a(g)(1® 1)) = am((g-1) — (1-g)) = (9(1) — g(0))a. L’identité
(30) est donc satisfaite si 3 =y = 1.

Si 3 € Qety =1, alors le membre de gauche est égal & a(g)((«VmB)®al?),
ce qui d’aprés l'identité
(31) Va e T(Q),Y8€Q, amf=aboBoa®?,
est égal & a(g)((a o Boa?)® a®). Aprés simplification, ce dernier terme
est égal & g(1)a® o Boa® —a® o (gB) o a?. D’autre part, le membre de
droite est égal & arm(a(g)(3®1)). Onaa(g)(B®1) = g(1)3— g3, donc compte
tenu de (31), le membre de droite est égal a (M) o (g(1)8 — gB) ca® L’identité
(30) est donc satisfaite si B € Q et v = 1. On montre de méme que l’identité
(30) est satisfaite si B =1 et v € Q.

Si (8 et v appartiennent a €, le membre de gauche est égal a a(g )((a(l)m,@) ®
(a®Pmry)), ce qui d’aprés (31) est égal a a(g) (a0 Boa®@) @ (af o*yoa(‘l)))
terme qui compte tenu de I’égalité suivante (dans laquelle T'(Q)4 = @, , 2%%)

Va,8 € T(Q), Ve, € T(Q)+, alg)((aoa)® (8 0p)) =aocalg)(a’®p)ops
est égal & o) o a(g)((Boa?) ® (a® 0)) o a®. L'égalité suivante

V8,7 € QVa € T(Q), alg)((Boa)®(al 0y)) = Boao(gy) —(98)cacy

implique alors que ce dernier terme est égal & ™) o (B0 a® o (gy) — (98) o
a® ov)oa®. On a I'identité suivante

(32)  VB,yeQVaeT(Q), am(Boy)=aPoBoa®oryoa®,

qui permet d’exprimer le dernier terme comme am(8 o (gv) — (98) o v), qui
est donc ama(g)(8 ® ), et donc égal au membre de droite. L’dentité (30) est
donc satisfaite si B =1 et v € (.

Les deux membres de l'identité (30) sont les valeurs en o ® § ® v de deux
applications linéaires gau, dro : T(Q) ® T(2)®? — T(Q). La décomposition

T2 =T & (T()4+C)® (CxT(Q);) ®CH?

induit par tensorisation avec T'(2) une décomposition de la source des applica-
tions gau, dro. On a par ailleurs montré ’égalité des restrictions des applications
gau et dro aux produits tensoriels de T'(£2) avec les sous-espaces Q%2 C T(Q)?2
(Q®C) C (T(N)RC), (CaT()) C (CRT(Q)), et C®2 C C®2. L’égalité de ces
applications linéaires sur les trois premiers espaces est alors une conséquence
des identités

V53 € T(Q),Y60 € T(Q)+, alg)((Bo o) ®1) =Foalg)(fo®1),

V3 e T(Q),Y% € T(Q)y, al(9)(1® (v007)) =al9)(1® )7,
(33) ) )
V8,7 € T(Q),V8,7 € T(Q)+, alg)((B0Bo)®(1007%)) = Boa(g)(Bo®0)0°7,
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et de l'identité

(34) am(B o) = (aMmp) o (aPmy)
pour «, 3,7 € T(Q).

Montrons par exemple I'identité (30) dans le cas du produit tensoriel de T'(2)
avec T(Q)%?. Par linéarité, on suppose 8 ® v € T(2)%? de la forme (30 ) ®
(Y0 0 7) ou 3,5 € T(Q) et By, 70 € Q. Alors, si a € T(S),

a(9) ((@Vmp) @ (@®mry)) = a(g) ((eMm(F o fo)) © (@Pm(r0 0 7))
= a(g) (((eWmp) o (ePmfn)) & ((aPmr0) 0 (a W) (par (32))
= (@VmB) 0 a(g) (2@ mBy) @ (@) o (a@md)  (par (33))
= (@) o (a@ma(g) (B ® 10) ) o (i)  (par (30) pour o, 70 € )
= am(Foa(g)(fo @) 07)  (par (34))
= ama(g)((BoBo) ® (oo¥)) (par (33))
= ama(g)(8® 7). 0
Compte tenu de ce que (T(Q), m, Ay) est une bigebre, (30) implique :
(35) Va,8,7,6 €T(Q), (r(g)—1(9))((«VmBms™) ® (P myms®))

= am((r(g) — I(9))(8 ® 7)) ms
(égalité dans T(2)).

Pour &1,...,w, € 21,1, on pose
int(d)l, e ,(:«JJn)
= Z (—1)2*1(dIn(2))°*m(@aq1 © - - - 0 Wp—p)m(dln(l — 2))°° € Q&
a,bla+b<n
On a vu en section 2.2 que int(&1, ... ,0,) = Zk cme(on) int (@1, - - -, @n), OU
int) ) (@1, ..., 0n) = (D41 — dlog(2))

° ((—dlog(z))Okm(—dlog(l — ) m (@ 0 0 wn,l,l))
© (‘Dn—l - leg(l - Z))a
it (@1, ..., 0n) = (D42 — dlog(2))
o ((—dlog(z))"km(—dlog(l — 2))° m (g3
0+ 00 1)) o (~dlog(2)),
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it (@1, ..., @0n) = (—dlog(1 — z))
o ((~diog(2))*m(~dlog(1 - 2))° (@1
6---0 wn_l_Q)) o (Gn_i_1 — dlog(1 — 2)),
int) ) (1, ..., @0n) = (—dlog(1 — 2))
o ((~dlog(2))*" m(~dlog(1 — 2))* (k12 0+ 0 G 1-1))
o (—dlog(z)).

Chaque int} 7 (&1, . . ., &) appartient & (Q®™ )iy, donc int(w1, . . ., &y ) aussi. On
a aussi posé

Ifg’gl](a/}l,,d)n):/ int(u“;l,...,d)n).
A

Soit §1,-..,0n € C=(]0,1],C) tels que §;(0) = g;(1); pour n € {1,...,n}, on
définit 1’élément suivant Q&

6cint(d)1, . ,(:)n)
=) (=1)"(=1)"(dln(2))"
a,bla+b<n
at1<c<n—b
(g p1 00 dfe 0+ 0Wpn_p)m(dln(l — 2))°P.
On définit dcinty} (@1, ..., &,) comme étant 0 sic ¢ {k+1,...,n—1}, et comme

étant le résultat du remplacement du terme comprenant . (qui peut étre &,
W, — dlog(z) ou @, — dlog(1 — z)) par dg.. Par exemple, on a
Seinty) (@1, ., @n) = Op41 i
o ((~dlog())*m(~dlog(1 - 2)*'m(@ny2 0+ 0 Gi1))
o (p—; — dlog(1l — z))
+ Okt2<csn—1-1(Wrt1 — dlog(z))o

o ((~dlog(2))** m(~dlog(1 - 2))' (k2
0--0dfeo--0 wn,H)) o (Gn_is — dlog(1 — 2))
+ 0n—t,e(Wr 11 — dlog(z))
o ((~dlog(2))**m(~diog(1 — 2))*'m(&r 130 -+ 0 G _1-1) ) o dde

(o0t Opq2<e<n—i—1 =1sik+2<c<n—1-1,et =0 sinon).

Comme dg. € Qreg.o N Preg.1, ON 2 6Cint2:?(d)1,...,wn) € (Q®");, pour
tout (k,l). De méme, on a pour (¢,7) € {(1,0),(0,1),(1,1)} et tout (k,1),
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Oeinty (01, -, Dn) € (2% )ing. On en déduit
St (@1, ., 5n) € (2% )ing.
On définit I'élément rel. € B, pq4pon_1 2°¢® Q%% par

rel, := Z z a+b< dln(z))"aIm(LZJG_H 0 0@1)m(dn(l — z))°b/>

a,bla+b<n a=a’+a’’
a+1<c<n—b b=b’/ b’

® ((@n(2))" w(Bes1 0+ 0 G p)m(din(1 - 2))").
On définit (relc)zz(l) € D pjatben_1(2%?® Q%);ne par
(rele) 0 1= 1,0+ 1® (((—dlog(2))™ m(—dlog(1 — 2))m(@g+2
0+ 0Wp_y_1)) 0 (Wns — dlog(l — z)))
+ Okt2<e<n—1-1(Drt1 — dlog(z))
o ((~dlog(2))**m(~dlog(1 - 2))*'m(@xs3 0+ 0 de 0 -+ 0 1 -1) )
0 (Wp—; — dlog(1 — 2))
+ Z Oky2<e<n—i—1 ((‘:)kJrl — dlog(2))

k! k! |k=k'+ k!
vl =

o ((~din(2))* m(~din(1 — 2))° m(Bx2 0+ 0 1)) )
® ((Bes1 0+ 0 Dn -y 1)m(—dIn(2))™ m(~din(1 - 2))°"")
o (Gn_y — dlog(1 — z)))
o+ Gnte (@1 — dlog(2))

o ((~diog(=))* m(~dlog(1 — )" m(Bys2 0 -0 Gyi1)) ) ©1
et on définit de fagon analogue les autres (rel.);’] dans Sy ren_1 (2% ®
Q®%).. Alors rel, = > en<e{o1} Zk,l|k+l§n—2(relc);,7l]’ donc
rel, € @ (2% @ Q®b);4.
a,bla+b=n—1
Compte tenu de (35), on a
(r(e) = Uge))ele) = Y~ (=1)***(dlog())°*m(dlog(1 — 2))°’m

a,bla+b<n
at1<c<n-—b

mr(r(ge) — 1(Ge))((@ap1 0+ 0We—1) ® (Weg1 0+ 0Wp_yp)).
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On a donc
D (UG = (@) (rele) = D>~ (=1)**(dlog()) *m(dlog(1 — 2))*m
c=1 a,bla+b<n

(= Gar1(0)(Garz 0+ 0 Bns) + (@as1 00 Gy 1)gn 5(0)

n—b—1
+ Z @at1 00 (§iir1 — Jit1@;) 0+ -0 ‘r)n—b)-
i1=a+1
Supposons que pour ¢ = 1,...,n—1, on dispose de 1@,”1 € Q1 tel que §;W; 41—
Ji+1@; = (9:(0) = §i+1(0))%ii41. Alors
n
D) — (@) (xele) = Y (=1)**(dlog(2))**m(dlog(1 — 2))*’m
c=1 a,bla+b<n

(= a1 (0)(arz 0+ 0 Bnv) + (Das1 0+ 0 Gy 1)gn5(0)
(36)
n—b—1

+ Z (31(0) = §i41(0))@qq1 0+ 0Py i410 -0 dfn—b)
i=a+1

(égalité dans Q®7~1). D’autre part, en décomposant le développement

de int(&1,...,%ii+1,...,0p) selon les valeurs de a,b, on a le développe-
ment suivant dans Q®n!

— ?1 (O)HIt(uv.}z, e ,Lrjn) + én(())lnt(d)l, e ,LZ)n_l)

(37)
+Z gz gl+l 0))int(&lj17‘~')%Zi,i+1)"'ad)n)
=—51(0) > (=din(2)**m(—dn(l — 2))*’m(Gas2 0 -+ 0 Dpp)
a,bla+b<n—1
+2(0) > (—din(2))**m(—dIn(1 — 2))*’m(Ha41 0+ © Dpp_1)
a,bla+b<n-—1
+ Z (3(0) = Gi41(0)) Y (—din(2))**m(—dn(1 - 2))*"
dsITRET
(38)

m(Wgt1 0+ 0 '(Li,i-i-l 0+ 0Wp_p)
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FY GO - gn©) Y (~dinE) m(-din( - 2)*

a,bla+b<n—1

(39) o
m(Wgt2 0+ 0Wp_p)
(40)
+ Z(éi(o) — Gi+1(0)) Z (—dIn(2))°*m(—dln(1 — 2))°°
i=1 ablatb<n—1
(41) 7

m(Wg41 0+ 0 Wp—p_1)-

Aprés inversion des signes somme dans le quatriéme terme du membre de droite
de (37), on voit que la somme de ce terme et du premier terme de ce membre
de droite est égale au premier terme du membre de droite de (36). De méme,
la somme des deuxiéme et cinquiéme termes du membre de droite de (37) est
égale au deuxiéme terme du membre de droite de (36). Enfin, les troisémes
termes des membres de droite de (36) et (37) sont égaux. On a donc 1’égalité
suivante

(42)
> (U(Fe) = 7(ge)) (rele) = =1 (0)int(@z, - ., @n) + §n (0)int (@1, - .., D)
n—1
+Z(gz(0) Gir1 (0))int (@1, ..., Piig1, .., On)

dans Q%71 et donc dans (Q®"71);y.

Rappelons que pour ¢ € {1,...,n}, rel. € (P, —,_ V¥*® Q%) est tel
que ins(dg.)(rel.) = d.int(w1,...,0,). On en déduit (voir (29)) que (r(g.) —
1(3.))(rel.) € (2871 et fAn deint (1, ..., 0p) = fA (7“(gC —1(g0)) (rel,).

En sommant sur ¢ = 1,...,n, et en utilisant (42), on en dedult
(43) / Oeint (&1, ...,0n) = / (membre de droite de (42)).
A, Ap_1
On se place maintenant dans le cadre de 1’énoncé de la proposition 3.1.
Fixons ¢t € [ et posons @; = wj, §i = gf, Yiit1 = P}, Alors les
hypothéses sur les &;, g, 152-714_1 sont satisfaites, et d.int(0q,...,d,) =
(d/dt)int(wi, ..., wk), donc le membre de gauche de (43) s’identifie au membre

de gauche de (28). De méme, le membre de droite de (43) s’identifie au
membre de droite de (28). Ceci montre (28) et termine la démonstration de la
proposition 3.1.
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3.2. Systemes différentiels pour les analogues elliptiques des nombres multizétas.

— Soient z1, ..., x, des nombres complexes (ou des variables formelles proches
de 0).
DEFINITION 3.6. — Pouri € {1,...,n} et (1,z) € $Hx]0, 1], on pose
T a 1 T
wi(t,2)dz := o (2)dz, gi(7,2)dT := oz, (%am (2))dr,

et pouri € {1,...,n—1} et (1,2) € Hx]0,1],
Vii41(T, 2)dz = a;iﬂiﬂ(z)dz.
On a vu que pour chaque couple (7, z), o7 (2)dz est dans Q0 1, ce qui implique

quelesw; (1 =1,...,n) et les ;41 (¢ =1,...,n — 1) sont dans &. De plus,
on a le développement

11 GT(Z—FJZ)ZLE B 0-(z+x)
o0 0@ amz T Ty
1 0. (x) 11 60

+0.(z) + O(2)) (=+

- 27rit97.(:c)( T omiz 6,
d’ou le fait que a (7, z) fixé, z — g, (7, 2) est lisse en 0, avec
o . 186,

9z(7,2) = %(%E r)) + O(2),

(z) +0(2))

d’ott 'on déduit
0,10,
44 _ 9 O
(44) :(0) = (5 07 (2)
L’invariance de z — 0.(z) sous z — 1 — z implique que g,(7, z) est également
lisse en 1, avec g,(7,0) = g.(7,1).

Dans [2], trois lignes aprés ’équation (14), on montre I’égalité

O-(z+x), 1 0-(z+ )
87(07_ (2)6,(x) )= 2m iazaz( 0. (2)0,(z) )
qui implique immédiatement

Ouws

_ 0g;
aT (7-72) - 82 (T’ Z)

pour i € {1,...,n}.

i
La fonction de Weierstrass est définie par p.(z) = E I Z((z +a)"? -
a T

2

!
a_2), ol Z signifie que le terme a~“ n’est pas pris en compte lorsque a = 0.

On pose alors

fr(2) = pr(2) + Ga(1) = D (D (z+n+m7)7?).

meZ n
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LEMME 3.7. — On a les développements de Laurent suivants en =0

o’ 1 1

9—"(3;) = E—GQ(T)$—G4(T).’E3—' oy pr(x) = ﬁ+3G4(7)x2+5G6(7)x4+~ e
B

Démonstration. Le deuxiéme développement provient de (z +a)™2 = a=2 —

2za= 3+,

D’aprés [10], Thm. 3.9, p, = —(¢’ /o), ot on pose o(z) := e2C2(N="g_(2).
Donc (0./60:)(2) = —pr(2) — Ga2(7), ce qui détermine le développement
de 0./6. a une constante additive prés. Cette constante est déterminée par le
fait que @ /0, est une fonction impaire. O

On en déduit

0/
6 (2) = 2n +1)Ga, M= (1) (),
pr () n;1( n+1)Gania(7)z (G @
ot on a posé Go(7) := —1. L’équation (44) implique alors
1
(45) 5:0,7) = gi(1,7) = — 56 (7).
LEMME 3.8. — On a lidentité

(46) Ve,y € C,  (8z07)oy —05(9y0y) = 051y (pr(y) — p-(2)),

Démonstration. Le membre de gauche a le méme comportement que le
membre de droite sous les transformations de la variable muette z — 2z + 1,
z +— z + 7; pour étudier son comportement en z = 0, on le transforme ainsi

dy07  Oyo
(8z07)0, (2) = 07 (9y07)(2) = o0y (=% — =) (2)

Y or oy
8 o 4 0
= axay(e—(z +z) - 9*(55) - 67(2 +y) + 9*(1/))
dont le développement est % X z X ((%)’(w) - (%)’(y)) +0(1) = L(p,(y) -

p-(x)) + O(1). On a donc un pdle simple en 0, ce qui implique que le membre

de gauche est proportionnel & o7, ; le développement en 0 permet aussi de

calculer le coefficient de proportionnalité. O
L’équation (45) et le lemme 3.8 impliquent alors 1’égalité
(giwit1 — gir1wi)(T,2) = (9:(0,7) — gi11(0,7)); 41 (7, 2).
On a alors :

PROPOSITION 3.9. — Les (wi)izl’m,n, (gi)i:l,...,n et (¢i,i+1)i=1,...,n—1 de la
définition 3.6 satisfont les hypothéses de la proposition 3.1.

En appliquant la proposition 3.1, on obtient la premiére partie du résultat
suivant :
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THEOREME 3.10. — Nous avons
(2ﬂ.i)aTIw17~"yzn (T) = @T(xl)lﬂfznuﬂin (T) - @T(xn)IEIyNwwnfl(T)
(47) n—1
+ Z(p‘r(xi-‘rl) - p‘r(xi))lxl7»--,xi+ri+17-~v$n (T)
=1

et
(2 i)a'rjacl,---,xn (1) = @T(xl)sz,---,zn (1) — @T(wn)Jml,.--,xn_l(T)

n—1
+ Z(@T(xiJrl) - pT(mi))le7~~,1'i+$i+17~-~)1‘n (T)
i=1

2ri
B %(xlaml + -+ wnazn)le,...,zn (T)

La deuxiéme identité est une conséquence de la premiére identité et de
I'identité modulaire (26), compte tenu de la relation modulaire $_;,,(z) =
726 (T2) — 2miT, qui provient de p_1,.(z) = T2p,(1z) et de Ga(—1/7) =
72Gy(1) — 2wiT ([12], équation (45) p. 156). O

4. Réalisation de (d5,,n > —1) et comparaison de systemes différentiels

Comme F' = U(f, ©Czx) C U(f2) est un sous-fo-module de U(f2), on dispose
d’un sous-espace Der;(fa, F') C Dery(f2,U(f2)) = Deri(U(f2)), qui est en fait
une sous-algébre de Lie. (Der; est 'ensemble des dérivations qui envoient ¢ =
—[z,y] € f2 sur 0.) D’autre part, le degré en y induit une graduation de ces
algebres de Lie; on note Der(f2)4+ C Der(f2) la partie de y-degré > 0.

On a donc une suite d’inclusions d’algébres de Lie
(02n,n > —1) C Dery(f2)+ C Dery(f2, F) C Der(F).
Le but de cette section est d’établir un isomorphisme

Der(f2, F') ~ G,

entre Der;(f2, F') et une algébre de Lie « fonctionnelle » 7, explicite, puis d’en
déduire le lien entre les équations différentielles du théoréme 3.10 et celles
satisfaites par A(7), B(7) (équations (7)).

Pour n > 1, on pose Z[n| := C(z1,...,Zn+1), le corps des fractions ration-
nelles & coefficients dans C en n + 1 indéterminées x4, ...,Z,4+1. On pose
G = gin).
n>1

L’énoncé suivant est immeédiat.
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PROPOSITION 4.1. — @ est munie d’une structure d’algébre de Lie graduée
donnée par

m—+1
[90,7[1] — Z goi,iJrl,...,iJrnd}l,‘..,if1,ii+1".i+n,i+n+1,‘..,n+m+1
i=1

— ((p,n) < (¥,m)) € Gin+m]

pour ¢ € G[n], ¥ € GIm]; on note r" L 1= p(z1,...,Tnt1), P23 =
o(z1 + x2,23), ete.

L’espace Foo := C(z;,i € Z) des fractions rationnelles en une infinité de
variables est un G-module via @ x f := Y, @biF Lot 0 frotm ittt

Par lidentification de C[zy,...,z,] & Clz1,...,&Zn41]/(x1 + - -+ Tpy1), 00
obtient une action du groupe symétrique S, 1 sur cette premiére algébre (en
d’autres termes, on a affaire a Palgébre symétrique du quotient C"™1/C de la
représentation naturelle par la triviale). On note Cp,11 C Sp41 le sous-groupe
cyclique. L’élément 1 -+ x,(z1 + -+ - + z,) de Clzy,...,z,] est invariant par
I’action de ce groupe.

Pour n > 1, on pose

Goln] := (1 wn(@1 + -+ 4+ 20)) "' Clzy, ..., 0]

ou l’espace entre parenthéses est celui des fractions rationnelles en z1,...,x,
avec dénominateur z; - -z, (z1 + -+ - + z,). On pose alors

Go = D Yolnl.

)

)

n>1
PROPOSITION 4.2. — Une structure d’algébre de Lie graduée est définie sur
par
[4,071/)]0 — Z i,i4+1,...,04n—1 (pi+1,...,i+n),¢)1,...,i—1,ii+1...i+n,i+n+1,...,n+m

(2

n
Z PP L FE M=l it L m) L= L L m b me L nem

[

(¢
1
m
-2
j=
_ (pl,...,nwn+1,...,n+m + Som—i-l,‘..,n—l—mwl,...,m c ﬁo[n+m]

pour ¢ € Gyln], ¥ € G,Im]. L’espace F a une structure de G -module gradué
par

m
Qe f = Z(wi’“l’w”n_l . Soi-‘rl,...,i+n)f1,.‘.,i—l,ii+1.‘.i+n,i+n+1,‘..,n+m
=1
(48) o wl,...,nfn+1,...,n+m + wn+1,...,n+mf1,...,m c Fn+m
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pour ¢ € Gyn], f € F,. Un isomorphisme d’algébres de Lie graduées
Dery(f2, F') ~ G, est donné par

Dert(f2aF)[n] 5D« 4,0(551, s ,-Tn) € ﬁo[n]v

ou D est la dérivation donnée par x — u, y — v, ot u € F,, v € F,11 sont
donnés par

w(@y, ... xn) = (14 -+ z)p(T1,. .., Tn),

1
v(:cl, A ,$n+1) = (;1 - m)QO(CU%. .. ,$n+1)
1 1
+( — Yo(z1, ..oy Zn)-

I +"'+IL‘n+1 Tn+1
Un morphisme d’algebres de Lie &, — & est par ailleurs donné par

Golnl 3 o(x1,...,20) = @(x1,. .., 20) — @(22,...,Tny1) € F[n].

Démonstration. Soit D € Dery(fs, F)[n]. Cet élément est déterminé par le
couple (u,v) := (D(x),D(y)) € F, X F,11. La condition sur (u,v) est

(1 + -+ Ty 1)0(T1, .o Tpgr) = 27 (T, Tpgr) — x;}_lu(xl, ey Tp)
(identité dans (z1---Zn4+1) *Clz1,...,2ns1]). On dispose d’une application
de réduction modulo z; + - -+ + z,41 de cet espace vers (z1 - x,(x1 + -+ +
2,)) 1C[xy,. .., x,]. L'image de cette identité exprime alors la C,, ;1-invariance
de p(z1,...,2,) := u(z1,...,2n)/(x1 + -+ + z,). On a donc une application
linéaire
(49) Der,(f2, F)[n] — (21 zn(x1 + - + 2)) *Clzy, . .. ,xn]C"“,

D — ¢. Cette application est injective car la nullité de u implique celle de v.
Les deux derniéres formules de la proposition définissent une application

(1 xp(zr + -+ :Un))_l(C[azl, . ,xn]C"“ — Fp x Fpiq

(le pole en x1 + - - + x,41 disparaissant par C,,41-invariance), qui est en fait
d’image dans Der;(f2, F')[n] et inverse & (49). On vérifie alors que le transport
a Y, de la structure d’algébre de Lie sur Der(f2, F') et de module de F' sur
cette algébre de Lie est donné par les formules de I’énoncé. O
On a
Goll] = 21 °Cla7].
LEMME 4.3. — L’isomorphisme §, ~ Der(f2, F') induit la correspondance

b2n € Dery(f2)+[1] C Dery(fo, F)[1] « G,[1] 3 23"

Démonstration. La dérivation correspondant a x2" est une dérivation
de Der;(fz, F) telle que z + u = 23" « [22"*2y]. Comme D'application
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Dery(fo, F) — F, D — D(z) est injective, cette dérivation coincide avec la
dérivation d9, définie en section 1.2.3. O

Rappelons par ailleurs la correspondance
e™A(T) €U(f20Cxa) = F 3 ((=1)"Ly, .. 2y (T))n>0 = I(7).
(section 2.4). D’aprés (7) et I'invariance de ¢ sous les d2,, n > —1, e!™ A(T)
satisfait 1’équation différentielle
2mi0- (e A(T)) = —( Y (2n+ 1)Ganta(7)02n) (€ ™ A(T)).
n>—1

L’image de cette équation différentielle sous l'isomorphisme U(fs & Cz) ~ F
donne

2mi0,1(r) = (3 (20 + DGanpa(r)al") o I(r) = =G: (1) o I(7),
n>—1
donc si I(7) := (I, ... 2, (T))n>0, alors 2710, I(1) = —p,(x1) @ I(T), c’est-a-dire
que pour chaque n
27ri8TI$17~-7$n (T) = _@T(wl) ® I‘lenyﬂcn—l (T)
Compte tenu de la formule (48) pour I’action de &, sur F, on retrouve ainsi la
premiére équation différentielle du théoréme 3.10.
De méme, e~ ™ B(7) satisfait 'équation différentielle
2mi0-(e" '™ B(1)) = —(D_ (2n + 1)Gansa(7)d20) (e " B(T)).
n>1

Soit B(T) := exp(Ze,)(e” '™ B(r)) (voir section 2.4), on en déduit

- i .
2110, B(r) = —(“=h+ Y (2n+1)Gansa(T)520)(B(7)),
n>—1
ot h := [ey, 0] est la dérivation de fo donnée par (z,y) — (x,—y), compte tenu

de [e4,02n] =0sin>0et Lleq,[er,6_0]] + 4 = 0.
On a la correspondance
U(fa ©Cx) 3 B(1) & (—=1)"Ja,...x, (1)) = J(1) € F,
par ailleurs la dérivation h se transporte sous cette correspondance en la déri-
vation de F = @nzo F, de degré zéro, opérant sur F,, comme & := Y " | ;0,,.
On en déduit o
~ T1 ~
210,J(r) = —(T + Fr(a1)0) (1),
donc J(7) := (Jy,,...,5,(T))n>0 satisfait la méme équation différentielle, donc

2mi

21107 Jay,.2, (T) = — (Z 2i02,)Jzr,..wn (T) — 97 (@1) ® Juy .1 (T),
i=1

T
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ce qui permet de retrouver la deuxiéme équation différentielle du théoréme 3.10.

5. Développement asymptotique des analogues elliptiques
des nombres multizétas

Dans cette section, nous utilisons les équations différentielles satisfaites par
les fonctions A(7) et B(7) (équations (7)) et leur comportement & 'infini ((8),
(9)) pour en obtenir un développement asymptotique en 7 — ico. Nous en
déduisons la forme du développement asymptotique des fonctions Ig(7), J4(7)
dans cette région.

5.1. Développement de g(7). — Soit & la complétion de l'algeébre de Lie
(d2n,n > —1) C Ders(f2) pour le bidegré en (z,y); on a |d2,| = (2n + 1,1).
Soit G := exp(®B) C Aut(f2) le groupe de Lie correspondant.

PROPOSITION 5.1. — Il existe une unique fonction g(7) : § — G, telle que
2mi0,g(r) = —( ) (2n +1)Gan2(7)82n)g(7)
n>—1
et g(1) ~ e 771 (02050 2nt1) A @n+2)820)T _ oDoT oy 1 joo. Il existe une

collection (hy)k>0, avec hg = 1, telle que 9(7) a le développement asymptotique

g(T) ~ Z — thn n 27r1k‘r

k,n>0
en T — i00.
Démonstration. — Posons D(7) = 2 on>_1(2n + 1)Gap12(7)d2y,. Posons
sim > 1, gam(n) := 2((227;”1), oam-1(n) (ot ox(n) = > 4, d k) si n > 0,

et g2m(0) := 2¢(2m); et posons go(n) = 0 si n > 0, et go(0) = —1. Alors

Gom(T) = ano gom (n)e*TIT et

D(r Z D, €™ ™7 ou D,, =5
i

m>0 n>—1

(2n + 1)gan42(m)don.

Comme Dy est de y-degré 1, 2mim — ad Dy est inversible dans End(U®) si m > 0.
Définissons (R )m>0 par hg := 1,

hy = (2mrim —ad Dg)~ Z Dyyihyyr) sim > 0.

m!+m! =m
m!/>0

Alors h(1) = > 50 hy,€?™ 1™ est une solution formelle de 9 h(T) =
D(7)h(r) — h(7)Dy, qui est 1’équation différentielle satisfaite par g(7)e=Po7;
cette fonction admet donc h(7) comme développement asymptotique. O
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5.2. Développements de A(7), B(1). — Posons

Ace 1= 0(F,8)e* T P(g,8) 7"

B(7) := e ™®(— —t,t)ezmxe%im@(g],t)_l,

B, := B[0].

D’apreés [2], on a
Asp =™ (Ay), B(r) =e™P°(By).
Posons h(7) := g(1)e~"P0 alors d’aprés la proposition 5.1, h(7) admet le dé-
veloppement asymptotique h(1) ~ 143 B e?mimT,
On a alors A(7) = g(7)(As) = h(7)(A) donc A(7) admet le développe-

ment asymptotique
) Y e M hy (A),
m>0
et B(1) = g(7)(Bs) = h(7)(B(7)), donc B(r) admet le développement asymp-
totique

B(r) =~ exp(~ e, () (B(r).

5.3. Développements de 1;(7), Jq(7). — Soit kyrzy C C le Q-sous-anneau en-
gendré par les multizétas. L’associateur ® étant & coefficients dans kj;zy, on
déduit de (5.2) et (5.2) :

PROPOSITION 5.2. — Les fonctions I4(7), Ja(7) admettent les développements
asymptotiques
T)Zzld)ne%rinr, szdns'rs 27r1n7'
n>0 n>0 s€Z

dans lesquels les coefficients sont dans kyrzv[271]. Dans la deuxiéme série, la
deuziéme somme Y est finie pour tout n > 0.
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