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CORRESPONDANCE DE JACQUET-LANGLANDS
ET DISTINCTION : CAS DES REPRESENTATIONS
CUSPIDALES DE NIVEAU 0

PAR CHARLENE CONIGLIO-GUILLOTON

REsuME. — Soit K/F une extension quadratique modérément ramifiée de corps lo-
caux non archimédiens. Soit GL, (%) une forme intérieure de GL,(F) et GL,(A) =
(M (9) ®@r K)*. Alors GL,(A) est une forme intérieure de GLy (K) et les quotients
GLL(A)/GLm (D) et GL,(K)/GLy (F) sont des espaces symétriques. En utilisant la
paramétrisation de Silberger et Zink, nous déterminons des critéres de GLy, (9)-dis-
tinction pour les représentations cuspidales de niveau 0 de GL,(A) qui sont 'image
d’une représentations cuspidale de niveau 0 par Jacquet-Langlands, puis nous prouvons
qu’une représentation cuspidale de niveau 0 de GLy(K) est GL (IF)-distinguée si et
seulement si son image par la correspondance de Jacquet-Langlands est GLyn, (9)-dis-
tinguée.

ABsTRACT (Jacquet-Langlands correspondence and distinction: the case of cuspidal
level 0 representations)

Let K/F be a tamely ramified quadratic extension of non-archimedean locally com-
pact fields. Let GLy, (9) be an inner form of GLy, (F) and GL,(A) = (Mn(2) ®@rK)*.
Then GL,(A) is an inner form of GLy(K) and the quotients GL,(A)/GLy (9) and
GL, (K)/GLr (F) are symmetric spaces. Using the parametrization of Silberger and
Zink, we determine conditions of GL,,(9)-distinction for level zero cuspidal repre-
sentations of GL,(A) which are the image of a level zero cuspidal representation of
GL» (K) by the Jacquet-Langlands correspondence. We also show that a level zero
cuspidal representation of GLy, (K) is GLy, (F)-distinguished if and only if its image by
the Jacquet-Langlands correspondence is GLy, (9)-distinguished.

Texte recu le 9 septembre 2013, accepté le 1°" mai 2015.
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164 C. CONIGLIO-GUILLOTON

Introduction

Soit F un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle p, sup-
posée impaire. Nous noterons K/F une extension quadratique séparable modé-
rément ramifiée de corps locaux non archimédiens. On fixe un entier naturel n
non nul et on note Gy = GL,(F) et Gx = GL,,(K). On fixe un diviseur d de
n (dm = n) et P une F-algébre a division centrale d’indice d (i.e de dimension
d? sur son centre F). Enfin, on note Hp = GL,,(9D) et Hg = (M,,(9) ®r K)*.
Il existe un diviseur pu de n et une K-algébre & division centrale A d’indice
d = n/p tels que Hx = GL,(A) (on remarque que Gx = Hg et Gr = Hp
lorsque d = 1). On a le résultat suivant :

THEOREME ([12], [18], [5], [1]). — Il existe une unique bijection, appelée cor-
respondance de Jacquet-Langlands :

JL : R2(Gx) — R*(Hy)

telle que pour tous (g,9) € Hx x Gk elliptiques réguliers de méme polynome
minimal, et toute représentation w € %2(GK), on a :

0x(3) = (=110 11.(x)(9)

ot R* (Gk) (resp. R* (Hk)) sont les classes d’isomorphisme des représentations
lisses irréductibles membres de la série discréte de Gk (resp. Hy) et © désigne
le caractére d’Harish Chandra.

Lorsque n = 2 et d = 2 alors Gg = Hx = GLy(K), Gy = GLy(F), Hp = 9~
et la correspondance de Jacquet-Langlands est I’application identité. Dans ce
cas, les travaux de J. Hakim et de D. Prasad nous montrent qu’une série discréte
(en niveau quelconque) de GL3(K) est GLy(F)-distinguée si et seulement si
elle est 9™ -distinguée (on pourra se référer dans [9] au Théoréme 9.1 page
21 pour les représentations cuspidales de caractére central trivial ainsi qu’au
Théoréme 7.1 page 16 pour la représentation de Steinberg et ses tordues ou on
pourra retrouver ce résultat dans [14] Théoréme C).

Plus généralement, les travaux de J. Hakim et F. Murnaghan dans [10]
(Théoréme 11.1 page 1887) nous donnent des critéres de GL,, (IF)-distinction
pour les représentations cuspidales modérées de GL,(K) (1a aussi en niveau
quelconque).

Dans le travail qui suit, nous généralisons les résultats évoqués précédem-
ment dans le cas des représentations cuspidales de niveau 0. Avec les articles
[19] et [20], A. Silberger et E. W. Zink montrent que la correspondance de
Jacquet-Langlands se restreint en une bijection :

JL : R2(Gx) — R2(Hg)
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CORRESPONDANCE DE JACQUET-LANGLANDS ET DISTINCTION 165

oll %(2] (Gk) (resp. %(2] (Hk)) sont les classes d’isomorphisme des représentations
lisses irréductibles membres de la série discréte de niveau 0. De plus, les articles
[19] et [20] nous donnent une paramétrisation de ces séries discrétes de niveau
0 via des paires admissibles modérées et montrent que si 7 € g@g(GK) est une
représentation cuspidale de niveau 0 alors son image par la correspondance de
Jacquet-Langlands est aussi une représentation cuspidale de niveau 0. Enfin,
[19] et [20] nous donnent une construction explicite (comme induite compacte)
de ces représentations & partir de la paire admissible modérée qui leur est
associée.

Dans un premier temps, nous déterminons des conditions nécessaires et suffi-
santes de GL,,, (9)-distinction pour les représentations cuspidales de niveau 0 de
GL,(A) qui sont I"image d’une représentation cuspidale de niveau 0 de GL,, (K)
par la correspondance de Jacquet-Langlands. Puis, dans un deuxiéme temps,
nous montrons qu’une représentation cuspidale 7w € ﬂeg(GK) est Gp-distin-
guée si et seulement si son image par la correspondance de Jacquet-Langlands,
JL(r), est Hp-distinguée, généralisant ainsi le résultat d’Hakim (en niveau 0).

Expliquons notre démarche. Dans la suite, G désignera le groupe Gk ou Hy,
H désignera le sous-groupe fermé Gy (resp. Hy) de G, et K un sous-groupe
ouvert compact modulo le centre maximal de G de la forme X = (wgk) ¥, ou
% est un sous-groupe parahorique de G (par exemple X = K*GL,(0a) si
G = Hg). Rappelons qu’une représentation complexe (7, V) du groupe G est
distinguée par H s'il existe une forme linéaire non nulle ¢ : V. — C qui est
H-invariante, ce qui revient & dire que l’espace d’entrelacement Hompg (7, 1)
est non nul. Nous allons utiliser le fait qu’une représentation cuspidale (de
niveau 0) de G est une induite compacte. Soit 7y une représentation lisse de K.
La formule de restriction de Mackey ainsi que la réciprocité de Frobenius pour
Iinduction compacte montrent que la représentation m = ¢ — Ind?ﬂro de G est
distinguée par le sous-groupe H si et seulement s’il existe s dans le double
quotient H\G/X tel que I'espace Hom -1 ;514 (70, 1) soit non nul. Dans notre
cas, nous allons restreindre le nombre de doubles classes & étudier en utilisant
un résultat de [11] (Proposition 5.20 page 94), que nous appliquons dans notre
contexte en 3.3.2. D’aprés ce résultat, les seuls éléments s de H\G/X qui
contribuent & la distinction vérifient en particulier 'égalité o(sKs~!) = sK's~*
ol o est I’élément non trivial du groupe de Galois Gal(K/F). Enfin, si Xk est
I'immeuble de Bruhat-Tits de G sur K, Xy celui de H sur F et j : Xp — Xk
Iinjection naturelle entre ces immeubles, les travaux de G.Prasad et J.K.Yu
dans [16], que nous rappelons en 2.0.3, nous montrent que les sommets de Xg
stables par l'action de (o) sont exactement les sommets de Xk qui sont dans
I'image de X par j. Aprés avoir appliqué ces deux résultats, il nous reste,
la plupart du temps, au plus une double classe & considérer. Lorsque nous
recherchons des critéres de Hp-distinction par exemple, nous sommes ramenés
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166 C. CONIGLIO-GUILLOTON

a étudier un espace d’entrelacement de la forme Hom -1 f4n4 (70, 1), ol g est
linflation & X = K*GL,(0a) d’une représentation cuspidale 7 de GL,(ka),
ka étant le corps résiduel de A. Pour cela, nous utiliserons & plusieurs reprises
les résultats des travaux de Lusztig dans [13], que nous rappelons en 3.4.5,
et qui nous permettent de calculer la dimension de ’espace d’entrelacement
Homg (%, 1), ot (GL,(ka),S,0) est un espace symétrique (ce qui signifie en
particulier que I’application 6 : GL,(ka) — GL,(ka) est une involution et que
S est contenu dans I’ensemble des points fixes de GL,(ka) par 6).

Dans le travail qui suit, nous commengons dans la partie 2 par quelques
rappels sur les injections d’immeubles, injections que nous rendons explicites en
3.2.1,4.2.6 et 4.3.4 (nous distinguons les cas ou I’extension K/F est non ramifiée,
totalement ramifiée, et ol d est pair ou impair). On en déduit dans les parties
3 et 4 des conditions nécessaires et suffisantes de GL,,(9)-distinction pour
les représentations cuspidales de niveau 0 de GL,(A) qui sont I'image d’une
représentation cuspidale par Jacquet-Langlands, conditions que nous pouvons
lire sur la paire admissible modérée associée a la représentation. Explicitons ces
conditions. Pour cela, fixons K une cléture algébrique de K et pour tout entier
naturel non nul /, notons K; ’extension non ramifiée de degré [ de K contenue
dans K et kx; son corps résiduel. On fixe wk une uniformisante de K. On note
kg (resp. ka) le corps résiduel de 9 (resp. A). On montre le théoréme suivant
en 3.3.5, 3.4.13 et 4.4.1 :

THEOREME. — Soit 7 € %g(GLN (A)) une représentation cuspidale de niveau
0, image d’une représentation cuspidale de niveau 0 de GL,(K) par la cor-
respondance de Jacquet-Langlands, et (K, /Ks,x) la paire admissible modérée
associée & 7 (en particulier x est un caractére modéré de KX ). On note X la
restriction de x a Qﬂzn vue comme caractére de kﬂén.

x Si K/F est non ramifiée, et n est pair, la représentation m n’est pas
GL,, (D)-distinguée.

x S K/F est totalement ramifiée, et n est impair, la représentation m est
GL,,(D)-distinguée si et seulement sin =1 et w est le caractére trivial.

*x SiK/F est non ramifiée, et n est impair. Soit T un générateur du groupe de
Galois Gal(kk n/kg). Alors, la représentation m est GLy, (D)-distinguée
si et seulement si x est trivial sur F* et sl existe o dans le groupe de
Galois Gal(kx ,/kn) tel que X 'oa=Xor.

x Si K/F est totalement ramifiée, et n est pair. Soit ly le corps résiduel de
K, 2. On fize wx et wy telle que wg = wp. Soit n dans kg \lg tel que
n* € 15 Alors, la représentation 7 est GL,, (D)-distinguée si et seulement
si x est trivial sur F*, X est trivial sur I et x(wk)x(n) = —1.
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On pourra remarquer que pour ;4 = m = n et d = 1, on retrouve les critéres
de GL,,(F)-distinction des représentations cuspidales (de niveau 0) de GL,, (K)
de [10].

Dans les parties 3 et 4, on montre également le résultat de multiplicité 1
suivant :

THEOREME. — Siw € %S(GLH(A)) est une représentation cuspidale de niveau
0 et est l'image d’une représentation cuspidale de niveau 0 de GL,(K) par la
correspondance de Jacquet-Langlands, on a :

dim(Homgy, , (9 (7, C)) < 1.
REMARQUE. — Notons que de tels résultats de multiplicité 1 sont connus pour
GL, (K), on pourra se référer a [7] pour vérifier que (GL,,(K), GL,,(F)) est une
paire de Gelfand. La preuve de ce résultat peut s’étendre (en caractéristique

nulle) & (GL,(A), GL,(9)). Néanmoins, dans notre travail, nous n’avons pas
eu besoin d’utiliser ces propriétés.

Enfin, dans la partie 5, nous démontrons le théoréme suivant :

THEOREME. — Si p € %g(GLn(K)) est une représentation cuspidale (de ni-
veau 0), alors p est GL,, (F)-distinguée si et seulement si JL(p) est GLy, (D)-dis-
tinguée.

Remerciements. — Je tiens tout particuliérement & remercier Paul Broussous
et Nadir Matringe pour de nombreuses discussions trés enrichissantes et instruc-
tives ainsi que pour leurs précieux conseils lors de 1’élaboration et la rédaction
de ce travail.

1. Notations et résultats préliminaires

NoOTATION 1.0.1. — Si G est un groupe topologique localement profini, H est
un sous-groupe fermé de G et (o, W) une représentation lisse complexe de H,

on notera (c — ind%a, c— ind%W) la représentation induite compacte de Ha
G deootc— ind%W est I’ensemble des fonctions f : G — W telle que :
Vh € H,Yg € G, f(hg) = o(h)f(9)
il existe Ky sous-groupe ouvert compact tel que :
Vk € Ky, Vg € G, f(gk) = f(9)

et f est & support compact modulo H. L’action de G est I’action de translation
a droite.
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168 C. CONIGLIO-GUILLOTON

Soit F un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle un nombre
premier p impair. On note K/F une extension quadratique séparable modéré-
ment ramifiée de corps locaux non archimédiens, o le générateur de Gal(K/F)
et on fixe un entier naturel n non nul. Soit Hr une forme intérieure de Gy =
GL,, (F), alors il existe un diviseur d de n, il existe une F-algébre a division cen-
trale 9 d’indice d, tels que Hr = A* avec A = M,,(9) une F-algébre centrale
simple de degré réduit n. On a donc n = m x d. Soit invp(D) = 5 € Q/Z, ou
(r,d),1le PGCD de r et de d, vaut 1, P'invariant de Hasse de 9. Soit Ax = A®rK,
alors Ag est une K-algébre centrale simple. Il existe donc un entier naturel p
non nul et une K-algébre & division centrale A, tels que Ax ~ M,(A). Notons
d=+/[A:K]. Alorsn = px 6 et Hx = Ay ~ GL,(A) est une forme intérieure
de Gx = GL,(K). De plus, on peut voir Hp comme sous-groupe de Hy via
Iinjection suivante :

Hp = A* - Hg = (A@rK)*, g—g®1.

On remarque que, si s/§ est linvariant de Hasse de A (avec s et J premiers
entre eux), on a :

g = invg(A) = invg (M, (A)) = invy (A @5 K) = [K : F] x invi(A)
_ox o 2/d2)
d d/(d,?2)
Par suite § = (d(,i2)'
NOTATION 1.0.2. — Si L est un corps local non archimédien et L une cloture

algébrique de IL, on note kp, le corps résiduel de L. Pour tout entier naturel
non nul r, on note L, I’extension non ramifiée de degré r de I contenue dans
L et kL, son corps résiduel (extension de degré r de kr). On notera wy, une
uniformisante de L, @, I'anneau des entiers de L, &1 son idéal de valuation
et vy, une valuation normalisée par v, () = 1. On utilisera le méme type de
notations si B est une LL-algébre & division centrale (wg, vg, ---) et on notera
Nrdg la norme réduite de 8 sur L. Dans toute la suite, on fixe K une cloture
algébrique de K. On notera kg = kp 4 (resp. ka = kk,s) le corps résiduel de 9
(resp. A).

D’apres les articles [19] et [20], on sait que l'on a une bijection naturelle,
appelée la correspondance de Jacquet-Langlands :
JL : R2(Gx) — R2(Hg).
Dans leurs articles [19] et [20], Silberger et Zink donnent une paramétrisation

des représentations de %g(GK) via des paires admissibles modérées sur K dont
on rappelle ici la définition :
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CORRESPONDANCE DE JACQUET-LANGLANDS ET DISTINCTION 169

DEFINITION 1.0.3. — 1) Six est un caractére modéré de KX (i.e trivial sur
1+ Pk, ), on notera’x sa restriction & @]En vue comme caractére de k.
On dira qu’un tel caractére est ki -régulier si son orbite sous l’action du
groupe de Galois Gal(kk n/kk,) est de longueur mazimale n/l. On dira
de méme qu’un caractére de KX est K;-réguliers si son orbite sous l’action
du groupe de Galois Gal(K,,/K;) est de longueur mazimale.
il) Si x1 et x2 sont deux caractéres modérés de KX, on notera :

mn >’
X1 :ku(,z X2

lorsque X1 et Xz sont dans la méme Gal(kk ,/kk,;)-orbite.
iii) On appelle paire admissible modérée sur K; la donnée d’une extension non
ramifiée K,, de K; et d’un caractére modéré x de K qui soit K;-régulier.

PROPOSITION 1.0.4. — Soit JL : R2(GL,(K)) — f/eg(GLM(A)) la correspon-
dance de Jacquet-Langlands. Si p € %g(GLn(K)) est une représentation cus-
pidale, alors le paramétre de Silberger et Zink associ€ est une paire admissible
modérée sur K, c’est-a-dire un caractére modéré K-régulier de KX que lon
notera x. Soit my, = m = JL(p). Alors m est également une représentation
cuspidale (dans ce cas X est également un caractére ka-régulier de kﬁn)

Démonstration. — Rappelons le résultat présenté dans ’exemples 0.10 page
184 de [20].

Si G = GL,(A) o A est une K-algébre & division centrale d’indice A et
I'e 5/3(2)(6) Soit 0 la paire admissible modérée sur K associée 4 I' et f le cardinal
de sa Gal(K, /K)-orbite. Soit e = (r x \)/f. Alors T" est une représentation
cuspidale si et seulement si (e,r) = 1.

Maintenant, considérons p € %g(GLn(K)) une représentation cuspidale.
Notons x la paire admissible modérée associée & p et f le cardinal de sa
Gal(Ky/K)-orbite. Soit e = n/f. Alors, puisque p est une représentation cus-
pidale, (e,n) = 1. Or e divise n, donc nécessairement, e = 1 et f = n. Soit
m = JL(p). Alors la paire admissible modérée associée & 7 est encore x, et on
a (e,u) = (1, ) = 1. Ainsi, 7 est bien une représentation cuspidale. O

Notre objectif pour la suite est de montrer que la correspondance de Jacquet-
Langlands préserve la distinction pour les représentations cuspidales. Nous vou-
lons donc montrer que si p € %g(GLn (K)) est une représentation cuspidale,
alors elle est GL,, (IF)-distinguée si et seulement si JL(p) est GL,,(9)-distin-
guée.

D’apreés ce qui précéde et en remarquant que pour d = 1, la correspondance
de Jacquet-Langlands est I’application identité, il nous suffit déterminer des
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170 C. CONIGLIO-GUILLOTON

conditions nécessaires et suffisantes de distinction, lisibles sur la paire admis-
sible modérée, pour les représentations cuspidales de GL,(A) qui sont I'image
d’une représentation cuspidale par Jacquet-Langlands.

Pour expliquer la construction d’une telle représentation a partir de sa paire
admissible modérée, nous rappelons ce qu’est la paramétrisation de Green :

THEOREME 1.0.5. — ([8]) Soit k un corps fini. Alors, les représentations cus-
pidales irréductibles de GLy(k) sont en bijection avec les caractéres k-réguliers
de I* oul est une extension de degré f de k. Si § : I — C* est un caractére
k-régulier, la représentation cuspidale w5 correspondant au caractére § est ca-
ractérisée par le fait que pour tout élément elliptique régulier x dans GLy(k),
on a :

tr(rs(z)) = (-1 Y 8

BeGal(l/k)

avec, pour ¢ : k[z] — | un isomorphisme de corps, et 3 € Gal(l/k), z° =
Bop(x) (et ou tr(ms(x)) est la trace de ws(x)).

NoTATION 1.0.6. — On fixe m dans %g(GL#(A)), une représentation cuspi-
dale de niveau 0 de GL,(A) qui est 'image d’une représentation cuspidale
de niveau 0 de GL, (K) par la correspondance de Jacquet-Langlands. Alors le
paramétre de Silberger et Zink associé & 7 est une paire admissible modérée
(K,,/Ks, x). En particulier, le caractére  est un caractére ka-régulier de kﬂz’n.
Soit 7, la représentation cuspidale de GL,(ka) obtenue par paramétrisation
de Green a partir du caractére . Soit 7o la représentation 7, vue comme re-
présentation de GL,(0a) de la fagon suivante : on a un morphisme surjectif
de groupes :
p: GL,(0a) - GL,(kA)

et on définit alors g :

Vg € GL,(0a),70(9) = 7o(p(9)).

Soit g la représentation de K*GL,(0a) telle que pour tout  dans GL,(0a) :
mo(z) = Yo(z)

et pour tout z dans K* :
mo(z) = x(z)ld

(la représentation 7y est bien définie car 7, a pour caractére central ).
Alors, d’aprés les articles [19] et [20] :

GL,(A)

T~C— IndKXGLM(@A)(WO)'
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REMARQUE 1.0.7. — Ici, la paire (X = (wk)GL,(0a),m0) est ce que Silber-
ger et Zink appellent un type étendu maximal de niveau 0 associé & .

Notons également que, si 7w € %g(GL”(A)) est une représentation cuspidale
quelconque, sa construction est différente (et plus compliquée). Si x est la paire
admissible modérée associée a m, alors f, le cardinal de sa Gal(K,,/K)-orbite,
n’est pas forcément égale & n. Ainsi, si 7 est, comme précédemment, construite
a partir de x, et qu’on l'induit & partir de (wg)GL,(0a), la représentation
obtenue n’est pas forcément irréductible. Il faut I'induire & partir d’un sous-
groupe plus gros, le stabilisateur de o dans GL,,(A), dans lequel (wk)GL,(0A)
est d’indice n/f.

2. Injection des immeubles de Bruhat-Tits

Pour les chaines et les ordres de chaines, on se référe a [4] pages 212 & 224.
On introduit pour toute la suite les notations suivantes :

NOTATION 2.0.1. — On notera Xy (resp. Xx) I'immeuble de Bruhat-Tits de
GL (D) sur F (resp. GL,(A) sur K). On identifiera les sommets de Xy (resp.
Xk) aux Og-chaines de réseaux (resp. &)a-chaines de réseaux) de période 1
d’un P-espace vectoriel (a droite) de dimension m (resp. d’'un A-espace de
dimension ) (on pourra se référer a [3] §2 et [2] §7). Si L est un @gy-réseau
d’un P-espace vectoriel de dimension m, on notera [L] = {Lwk : k € Z} le
sommet associé.

Si £ = (Lg)kez est une chaine d’@g-réseaux d’un P-espace vectoriel V' de
dimension m, on notera & = %(¥) l'ordre de chaine associ¢, G(£) = {a €
Endg(V) : Vk € Z,aLr C Ly}, et X(¥£) = {g € (Endg(V))* : g&(L)g* =
@(£)} son normalisateur dans (Endg(V))*. On utilisera des notations simi-
laires pour les chaines d’@)a-réseaux. Enfin, par convention, tous les simplexes
de Xk (resp. Xy) seront supposés fermés.

On pourra se référer a [21] (2.6 page 47) pour les résultats suivants :
THEOREME 2.0.2 ([21]). — I existe une injection naturelle j : Xgp — Xk vé-
riftant les trois propriétés suivantes :

a) L’application j est GL,,(D)-équivariante, c’est-a-dire que :

i(g-x) = g.j(x)
pour tout g dans GL, (D) et tout x dans Xy.

b) L’image de j est incluse dans Xﬂgal(K/F), ol Xﬂgal(K/F) désigne l’ensemble

des éléments de Xy qui sont fizes sous l’action du groupe de Galois
Gal(K/F).
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c) L’application j est affine, c’est-a-dire que pour tout appartement @ de
XF (vu comme espace affine), il existe un appartement B de Xy tel que
Jj(@) C B et jig: & — B est une application affine.

Nous allons utiliser le théoréme suivant démontré dans [16] (Théoréme 1.9
page 555) :

THEOREME 2.0.3 ([16]). — Soit G un groupe réductif connexe défini sur un
corps local non archimédien L de caractéristique résiduelle p. Soit F C Auty (G)
un groupe fini d’ordre non divisible par p. On note G¥' les points fires de G
sous laction de F et H = (GF)° la composante de l'unité de G¥'. Soient X¢g
et Xy les immeubles de Bruhat-Tits de G et de H respectivement. Alors, via
Uinjection naturelle des immeubles j : Xy — Xq, on peut identifier Xy a Xg,
l’ensemble des points fires de X sous l’action de F'.

On en déduit le résultat suivant :

PROPOSITION 2.0.4. — L’application j est unique et Im(j) = Xﬂgal(Km).

Démonstration. — L’égalité Im(j) = Xﬂg’al(K/F) découle directement de 2.0.3

car l'extension K/F est modérément ramifiée, donc de caractéristique résiduelle
distincte de 2. Pour 'unicité, supposons que ’on ait une autre application [ :
Xr — Xk vérifiant les trois conditions a), b) et ¢). Comme {(XF) C Xﬁgal(K/F) =

j(Xr), on peut considérer I’application :
ijilol:X[F—)X]F

Alors, par composition, k est également GL,, (9)-équivariante et est une appli-
cation affine.

Pour tout sommet s de X, notons K, son stabilisateur. Alors, pour tout
g € Ks,g.s =s,donc g.k(s) = k(g.s) = k(s). Ainsi, K est aussi le stabilisateur
de k(s), d’ou k(s) = s.

Finalement, k est I'identité sur les sommets. Le fait qu’elle soit affine nous
permet de conclure que k = Id, et par suite j = . O

PrROPOSITION 2.0.5. — Soit A un appartement de Xg. Soit T le tore déployé
mazimal associé & lappartement A et N(T') son normalisateur dans GLy, (D).
Alors N(T) agit transitivement sur les sommets de A. De plus Uappartement
A s’identifie & Uespace affine R™/R(1,...,1), et l’ensemble de ses sommets
s’identifie a Z™/Z(1,...,1).
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Démonstration. — Soit A un appartement de Xy, immeuble de Bruhat-Tits de
(Endg(V))* ot V est un PD-espace vectoriel a droite de dimension m. Soit B =
(e1,...,em) une base de V associée & A. Alors, via cette base, (Endg(V))* ~

GL (D) et :
J={le199 @ - D enPy"]: (a1,...,am) € Z™}

est ’ensemble des sommets de A. Il est clair que l'application suivante est
bijective :

J—7™)Z2(1,...,1), [e1PG @ ®enPy" ] (a1, .., am).

De plus, si z € A, il existe r € N*| s1,...,5, des sommets de A et Ay,..., A,
des réels strictement positifs tels que > ;_; A\; = 1 et o = > ., N\;s;. Ainsi
I'application :

A—-R"/R(1,...,1), z~— Z)‘isi
i=1

est un isomorphisme d’espaces affines.

Soit T le tore déployé maximal associé a 'appartement A et N(7T') son nor-
malisateur dans GL,,(9). Alors N(T') contient 'ensemble suivant (constitué
de matrices diagonales) :

6= {diag(w’%l,...,wgm) 2 (B1,y..,Bm) EZ™}.

Il est clair que & agit transitivement sur les sommets de A. O

PROPOSITION 2.0.6. — Soient Ap et Ax des appartements des immeubles de
Bruhat Tits Xy et X respectivement. Supposons donnée une application affine
injective j : Ap — Ag. Soit T le tore déployé maximal associé o l’appartement
Ar et N(T) son normalisateur dans GL,, (D). On suppose que j est N(T)-équi-
variante, qu’il existe un sommet so de Ay tel que j(so) est fize par Uaction du
groupe de Galois Gal(K/TF) et :

Stabgr,, (2)(s0) € Stabar, (a)(j(s0))-
Pour tout y dans Xy, il existe g dans GL,, (D) et x dans Ap tels que y = g.x.
Alors, g.j(x) ne dépend pas du choiz de g € GL,,(D) et de x € Ay tels que
g.x = y. On définit alors j : Xy — Xk par j(g.x) = g.j(x) pour tout g dans
GL (D) et tout x dans Ap.
Alors Uapplication j est linjection naturelle entre les deux immeubles.

Démonstration. — Nous devons vérifier que j est bien définie sur Xp =
Ugecr,.(9) 9-Ar (alors elle sera bien GLy, (9)-équivariante), que j est affine et
que pour tout x dans X, on a :
. . Gal(K/F
Stabar,, () (x) C Stabar, a)(ji(2)) et j(z) € X" ®/P
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* Nous allons commencer par montrer que pour tout = dans A, j(z) est
stable sous l'action du groupe de Galois Gal(K/F) et Stabgr,, (9)(z) C
Stabgr,(a)(j(z)). Soit  dans Ap.

* Considérons tout d’abord le cas ou z est un sommet de Ap.
D’apres 2.0.5, N(T) agit transitivement sur les sommets de Ap. 11
existe donc n dans N(T) tel que x = n.sg. De plus, comme j est
N(T)-équivariante sur Ap, j(z) = j(n.sp) = n.j(so), ainsi :

StabGLm(@) (z) = StabGLm(g)) (n.so)
= nStabgy,, (9)(s0)n~! C nStabgy,, (a)(j(s0))n ™"
= Stabgr, (a)(J (%))

De plus, si v € Gal(K/F), on a v(j(x)) = v(n
car n € GL,,(9D) et par hypotheése v(j(so)) =

)7(i(s0)) or y(n) =n
3(s0), donc (j(z)) =

().

* Supposons désormais que x est un point quelconque de ’apparte-
ment Ap. Soient zg,x1,...,%, des sommets de Ay tels que 7 =
{zo,1,...,z,} est 'unique simplexe de appartement Ap conte-

nant x dans son intérieur. Il existe alors des réels strictement posi-
tifs Ag,..., Ar telsque Yo7 A =letz =3 _ Az,

Soit g dans Stabgr,,, (9) ().

Nous allons vérifier que g € Stabgr, (a)(j(z))-

Remarquons tout d’abord que g.7 = {g.x0,9.21,...,9.2,} est un
simplexe de Ap contenant z = g.z = >.._, \;g.z; dans son inté-
rieur (car tous les \; sont non nuls). Par unicité, g.7 = 7 et g
appartient & Stabgr,, (9)(7). D’aprés [4] (partie 1.2 et 1.3), on a
Stabgr,, (9) (1) = (IL;) &(7)* ou G(1)* = Nj_yG(x;)* et IL, per-
mute les sommets z;. De plus, on peut choisir II. dans N(T") ([4]
loc.cit.). On en déduit qu’il existe ! dans Z et h dans &(7)* tel que
g =TI\ h. Ainsi :

T
gr=2=0 ha= HIT(Z Nih.x;) =TI .
=0

Par suite, II! .z = .

D’aprés ce qui précéde, h € Nj_, @(x;)* C Nj_yStabgar,, (2)(2i) C
Ni—oStabar, (a)(4(z:)). En utilisant la N(T')-équivariance de j et

le fait que HZT € N(T),on a:

g.j(x) =L h.j(z) =TI, ZAhm =1L, j(z) = j(IT} .x) = j(x).
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Enfin, étant donné que j(z) = > ._, Aiji(z;) et que Gal(K/F) agit
de fagon affine en fixant 'image de chaque sommet de Ap, il est
immeédiat que pour tout v dans Gal(K/F), v(j(z)) = j(z).

% Soit x € Xp. Solent zg,yo € Ap et h,g € GL,,(D) tels que z = g.zg =
h.yo. On a yo = h~'g.zo. Comme N(T) agit transitivement sur les
sommets de Ay, il existe n dans N(T') tel que yo = n.zg. On en dé-
duit que h~'g.zy = n.zo donc n~'h~lg appartient & Stabgr,, (2)(T0) C
Stabgr, (a)(j(20)). Ainsi, par N(T')-équivariance de j sur Ap, il est clair
que g.7(zo) = h.j(yo). Par suite, j est bien définie.

* On vérifie facilement que Im(j) C Xﬂgal(K/F). En effet, siz € Xy, x = g.x2¢
avec g € GL,,(9) (fixé par Gal(K/F)) et zp € Ap (lui aussi fixé par
Gal(K/F)).

* En utilisant le fait que Paction de GL,, (D) est affine, que j est affine sur
Ar et GL,,(9)-équivariante, on montre facilement que I'image par j du
barycentre de deux points de X est le barycentre de I'image de ces deux
points, et donc que j est affine. O]

Dans toute la suite du chapitre, on fize w € %g(GLH(A)), une représentation
cuspidale de miveau 0, image d’une représentation cuspidale de niveau 0 de
GL,,(K) par la correspondance de Jacquet-Langlands, et on garde les notations
de 1.0.6.

3. Conditions de distinction lorsque d est impair

Dans cette partie, on suppose que d, 'indice de I'algébre & division 9, est
impair.

REMARQUE 3.0.1. — Puisque d est impair, on remarque que d = 8, m = u et
Der K~ A.
NOTATION 3.0.2. — On fixe wp, wk, wg et wa des uniformisantes de F, K,

9P et A respectivement telles que w% = wy et wd = wk.

Si Pextension K/F est non ramifiée, on suppose que wg = wr. Si 'extension
K/F est totalement ramifiée, on fixe wk et wp simultanément de sorte que
w%{ = WF.

On note e = eg/r qui vaut 2 si I'extension K/IF est totalement ramifiée, et
vaut 1 si 'extension est non ramifiée.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



176 C. CONIGLIO-GUILLOTON

3.1. Sous-groupes ouverts compacts maximaux stables sous ’action du groupe de
Galois. — On vérifie facilement la propriété suivante :

PROPRIETE 3.1.1. — Pour tout x € F*, vg(z) = e x vp(z) et pour tout y €
D, valy) = e x vy(y).

PROPRIETE 3.1.2. — On a Og C Oa et le sous-groupe ouvert compact maxi-
mal GL,,,(Oa) est stable sous laction du groupe de Galois (o) = Gal(K/F).

Démonstration. — Nous allons faire la démonstration dans le cas ou I’extension
K/F est non ramifiée (la démonstration est similaire dans l'autre cas).

Supposons donc que 'extension K/IF est non ramifiée. Il est clair que ka/kg
est une extension quadratique.

Pour montrer le résultat, commencons par quelques rappels sur la struc-
ture de lalgebre a division 9. On peut fixer L/F une extension non ramifiée
de degré d contenue dans 9 qui soit normalisée par wg, alors kg ~ k. Soit
p:L - L~ wwlwél. Alors ¢ induit un générateur p du groupe de Ga-
lois Gal(kg/kr). Posons A = L ®p K, alors A est un corps car L et K sont
linéairement disjoints sur F (i.e n’ont pas de F-sous-corps (distincts de F) iso-
morphes puisque d et 2 sont premiers entre eux). De plus A est une extension
non ramifiée de degré d de K. On pose :

Pp:A->ANIRQk— () ®k.
On vérifie alors que ($) = Gal(A/K) et que ¢ est induit par la conjugai-

son par wa. On déduit de tout ceci que {1,wa,... ,wiﬁl} est une A-base
de A qui engendre ©)o comme ©j-module a gauche. De méme, on sait que
{1,wg,... ,w‘é)_l} est une IL-base de 9 qui engendre ) comme @ -module &

gauche. On vérifie facilement que O, ®¢, Ok est un sous-anneau de A et aussi
un réseau (car O, et Ok sont des Op-réseaux). Il s’agit donc d’un sous-anneau
compact de A. Or A posséde un unique sous-anneau compact maximal, @y,
d’ou :

OL®p, Oxk COx= OL®1C O) C Oa.
Puisque 0¢ est engendré par O, et wy, on a bien I'inclusion Oy C Oa.
De plus, le groupe de Galois (o) agit naturellement sur A = 9 ®p K, et donc
sur A =L ®pK par :

o.(l®k)=1l®a(k)

pour / dans L et k£ dans K. Ainsi 0(A) = A et on peut considérer & = oj5. On
vérifie que A/L est une extension galoisienne non ramifiée de degré 2 et & est
un générateur de Gal(A/L) (car non trivial sur A). On a :

(wp) = 0(wL) = WL, = wa.
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On en déduit que 5(04) = O4. De plus o.w’ = @’ pour tout j € {0,...,d —
1}. Comme {1,wa,... ,wz_l} est une A-base de A qui engendre &)A comme
©)a-module & gauche :

Or =001 Opon DD @A.wi_l.

On a o(0a) = Oa et pour tout k dans Z, o(P%) = P%. Par conséquent o
stabilise le compact maximal GL,,(0A). O

3.2. Explicitation des injections d’immeubles

PROPRIETE 3.2.1. — Soit Ay (resp. Ax) lappartement standard de Xy (resp.
Xxk) que lon identifie a l’espace affine R™/R(1,...,1) et dont I’ensemble des
sommets s’identifie 4 Z™/Z(1,...,1) (cf. 2.0.5). L’injection naturelle entre les
deux immeubles est définie sur A par :

JiAp — Ak, (1, &) — (€ X 1, .., € X Ty)

et est étendue sur Xy en utilisant 2.0.6.

Démonstration. — Nous allons faire la démonstration dans le cas o 'extension
K/F est non ramifiée (la démonstration est similaire dans 'autre cas).

Supposons donc que extension K/F est non ramifiée. On définit j, injection
de Ay sur Ak par :

Jl(x1, .oy xm)) = (X1, oy Tm)
pour tout (z1,...,2,,) dans Ar. Montrons que j est 'injection naturelle des
immeubles. On sait que ’on peut supposer que 9 C A et que ’on a, pour tout
z € D*, va(x) = vg(x). Soit T le tore maximal déployé diagonal de GL,,(9)
(tore associé a 'appartement standard) :

t7 0 --- 0
0
T = ZtiEFX
-0
0--- 0 ty
Alors N(T) = Tv 4, ou :
t4 0 ---0
0"
Ty = Iti€@><
-0
0--- 0ty
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et ,, désigne ’ensemble des matrices de permutation : si 7 est une permutation
de {1,...,m}, on lui associe la matrice P, = [p; ;] telle que p; ; = 1 si et
seulement si ¢ = 7(j) et p; ; = 0 sinon.

Soit g € N(T') tel que g = tP; ou t est une matrice diagonale diag(t1,...,tm)
et 7 une permutation de {1,...,m}. Alors, pour tout (z1,...,x,,) dans Ay :

(21, ..y Tm) = (Vg(t1) + Ty, -+, V9(tm) + Tr(m))

et si g est vu comme élément de GL,,(A), on a, pour tout (yi,...,¥yn) dans
AK :

9-(W15 - Um) = (Wa(ty) + Yrays - 0a({Em) + Yrim))-
On en déduit facilement que j est bien N(T')-équivariante sur appartement
Ap.
De plus, si 'on fixe sg = [0y @ ---@® Oy] = (0,...,0) un sommet de Ar. Son
image par j est j(sg) = (0,...,0) =[O @ --- @ Oal.
Ainsi StabGLm(@) (s0) = (wg)GLy(0gp) et

Stabgr,,, (a)(i(s0)) = (@a)GLy (Oa).
On a donc clairement Stabgy,,, (2)(s0) € Stabgr,,, (a)(4(s0)). De plus :
0(GLm(0a)) = GLin(0a)

donc o(Stabgr,,, (a)(7(50))) = Stabgr,, (a)(7(50)). On en déduit que le sommet
j(so) est fixé par action du groupe de Galois Gal(K/F). On conclut en utilisant
la proposition 2.0.6. [

3.3. Conditions de distinction lorsque ’extension K/F est non ramifié¢e. — On
suppose dans cette partie que extension K/F est non ramifiée.

PROPRIETE 3.3.1. — Notons Cy la chambre standard (fermée) de Xy et Co la
chambre standard (fermée) de Xx. Alors 5(Co) = Cy.

Démonstration. — Notons {sg, s1,...,8m—1} les sommets de Cy, de sorte que
pour tout ¢ dans {0,...,m — 1}, on a:

5i=0® - ®O0p®Pyp®-- &Py
—

3

De méme, on note {Sp, S1,...,Sm—1} les sommets de 50, tels que pour tout 4
dans {0,...,m —1} :

Si=[0ar® - ®@OADPAD--- D Pa.
L’image de Cy, notée j(Cp), est I'image par j de 'enveloppe convexe des points

{50,815-+-,8m—1}. Comme j est affine, il s’agit de I'enveloppe convexe des
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points {j(s0),5(51),-- -, (Sm—1)}. Pour montrer que j(Cy) = Cy, il suffit donc
de vérifier que :

{7(s0),4(s1)s---,7(8m-1)} = {S0,S1,- -+, Sm—1}

Pour tout ¢ dans {0,...,m — 1}, on a s; = h;.s0 ol
hi=diag(1,...,1,w®,...,w([))
—_—————

est une matrice diagonale de GL,,(9D). Par GL,,(9)-équivariance de j, on a :
J(8:) = hy.j(s0) = S;. O

On utilisera dans toute la suite le résultat suivant qui est en fait un cas
particulier de la proposition 5.20 page 94 de [11] :

THEOREME 3.3.2 ([11]). — Par formule de restriction de Mackey et Récipro-
cité de Frobenius pour l'induite compacte, on obtient un isomorphisme de C-es-
paces vectoriels :
GL,(A
Homgt,, (p)(c — Ind g Ao, 1) = @ Homg-1a1,, (9)gn% (0, 1),
9EGLm (D)\GLL(A)/K
0t K = (wx)GL,(0Oa). Si g € GLy (D)\GLL(A)/K vérifie :

Homg-1qL,, (9)gnx (70, 1) # 0,

alors nécessairement o(gKg=1) = gKg=?.

PropPoOSITION 3.3.3. — On a :
Homgy,,, (9 (7, 1) ~ Homgr,, (9)nx (70, 1) 0t K = (wr)GLym (Oa).
Par conséquent, la représentation w est GL,, (D)-distinguée si et seulement si :
Homgr,, (9)nx (70, 1) # 0.

Démonstration. — Notons K = GL,,(0a). Alors j(sg) peut étre vu comme
une chaine de réseaux (on fera souvent cette identification par la suite) et K =
@(j(s0))™ est le sous-groupe parahorique fixateur de j(sg). Le sous-groupe K
est stable par l’action du groupe de Galois (o) = Gal(KK/F) sur les coefficients.
Ceci signifie que le sommet j(sg) est fixé par Paction de (o) (rappelons que le
stabilisateur d’un point de 'immeuble caractérise ce point, on pourra se référer
a [4] page 215). D’aprés 3.3.2, les seuls éléments g dans GL,,(D)\GL,,(A)/X
qui contribuent & la distinction sont ceux qui vérifient les conditions suivantes :

o(gKg™") = gKg~ " et Homy-1g1,, (9)gnx (0, 1) # 0.

On remarque que gKg~! = @(g.5(s0))*, ainsi 0(gKg~!) = gKg~* si et seule-
ment si le sommet g.j(sg) est stable sous Paction de (o). D’apreés article [16],

1
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théoréme 1.9 page 555, les sommets de X fixes sous 'action de (o) sont exac-
tement les sommets de Xk qui sont dans j(Xp). On déduit de tout ceci que 7
est distinguée si et seulement s'il existe g dans GLy, (D)\GL,,(A)/K tel que
g-j(so) appartient & j(Xp) et :

Hom,-1¢1,,, (9)gnx (m0, 1) # 0.

Chaque GL,,(9)-orbite d’un point de Xy a un représentant dans la chambre
standard Cy. Donc, puisque l'on cherche g modulo GL,,(9), on se raméne a
la recherche des éléments g dans GL,,(A) tels que g.j(sp) est un sommet de
j§(Cp). Or, on a vu que les sommets de Xk qui sont dans 'image de Cj sont
exactement :
{j(SO)? ce aj(sm—l)}'

Par GL,,(9)-équivariance de j, comme les sommets de Cy sont dans la méme
GL,,(D)-orbite, quitte & multiplier g & gauche par un élément de GL,,(9D),
on peut se ramener au sommet j(so). De plus, on a vu précédemment que le
sommet j(so) est stable sous ’action de o car l’ordre héréditaire correspondant,
@(5(s0))* = GL,(0a) est stable sous I’action de o. On a donc bien le résultat
annonceé. O

PROPOSITION 3.3.4. — La représentation m est GL,,(D)-distinguée si et
seulement si x est trivial sur F* et :

Homgr,, (k,) (Yo, 1) # 0.

Démonstration. — D’aprés ce qui précéde, on sait que m est GL,,(D)-distin-
guée si et seulement si :

Homgy,, (9)n# (70, 1) # 0.
Il nous suffit donc de déterminer I'intersection GL,, (D) N (wk)GL,,(OA).

On fixe A/K extension non ramifiée de degré d contenue dans A. Il existe
alors une injection A C Mgy(A) telle que, via cette injection, wa s’identifie a la
matrice :

010--0
01
wo= [ : "0
0 1
g 0 -ve e 0

(on pourra se référer & la démonstration du théoréme 14.6 du chapitre 3 dans
[17]). Nous allons travailler dans la K-algébre Ay = M,,(A) ®k A pour calculer
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la norme réduite des éléments de M,,, (A). L’élément wal,, ® 1 € Ay s’identifie
a la matrice diagonale par blocs :

Wy = diag(wo, . .., wq).
—
Il est clair que det(wg) = (—1)**'wg = wx (développement par rapport a la
premiére colonne). On en déduit que Nrd(waly,) = det(Wy) = wpf et :
Nrd(wxIy,) = Nrd((waln)?) = o™ = ol
Ainsi, vg (Nrd(wg [,)) = n, vk (Nrd(walm,)) = m et, puisque
Nrd(GLm (04)) € O,
on a:
(wk)GLm(Oa) = {9 € (wa)GL,(0A) : n divise vg (Nrd(g))}.
On montre de méme que :
(wk)GLm(0g) = {g € (wy)GLy(0g) : n divise vp(Nrd(g))}.
On a:
GLn (D) N (wa)GLm(0a) = GLin (D) NStabgr,, (a)(§(s0)) = Stabar,, (2)(s0)-

Ainsi GLy,(9) N (wa)GLy(0a) = (w9)GLp(Pg). On en déduit que
g € GLn(D) N (wx)GLy(OA) si et seulement si g € (wg)GLy(0g)
et vp(Nrd(g)) = wvg(Nrd(g)) est divisible par n. Finalement GL,,(9) N
(wk)GLm (0A) = (wx)GLy(0g). Par conséquent, 7 est GL,,(D)-distinguée
si et seulement si :

H0m<wK>GLm(@@)(7T0’ ]l) 7é 0.
Supposons que :

H0m<wK>GLm(Qrp)(ﬂ-0’ ]l) 7é 0.
En écrivant les conditions de distinction sur les éléments du centre, on vérifie
que X, le caractére central de g, est trivial sur F* et donc :

Hom o yar,,. (9,) (T0, 1) = Homgy, (9, (70, 1) =~ Homgr,, () (7o, 1) # 0.

La réciproque est immédiate. O

THEOREME 3.3.5. — La représentation 7 est GL,,(D)-distinguée si et seule-
ment si n est impair, x est trivial sur F* et :

X~k X0 0t (G) = Gal(kam/ko).
De plus, si 7 est GLy, (D)-distinguée, on a :
dimC(HomGLm(@) (7T, ]1)) =1.

Démontrons le théoréme 3.3.5 :
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Démonstration. — * Supposons que 7 est GL,,(9P)-distinguée. Alors,

d’aprés la proposition précédente, on sait que x est trivial sur F* et :

Homgy,, (k,) (Fo, 1) # 0.

L’extension ka /kq est une extension quadratique. D’aprés [15] théoréme 2
page 341, on a :

Homgr,, (k,)(To, 1) # 0 & 7y ~ 74

ou (o) = Gal(ka/kg) et 7y est la contragrédiente de 7,. Les représen-
tations 7y et 7§ sont équivalentes si et seulement si elles ont méme pa-
ramétre de Green. Un paramétre de Green associé a 7 est ¥ . Il nous
reste & déterminer un paramétre de Green de la représentation 76; en
utilisant 1.0.5.

Expliquons tout d’abord l'action de Gal(ka m/ka) sur les éléments
elliptiques réguliers de GL,, (ka). Soit z € GL,,(ka) un élément elliptique
régulier. Nous allons expliciter un isomorphisme de corps entre ka[z] et
ka,m = kg rn. Fixons v € ka ,, ayant méme polyndome minimal (sur ka)
que z. Notons uj (resp. Wy, ) ces polynémes minimaux, alors pf = pg
par hypothése. On fixe ¢ : kal[z] — ka m un ka-isomorphisme de corps
en imposant que ¢(x) = v. Alors, si 8 € Gal(ka,m/ka), Paction de § sur
x est définie par 2 = 3o p(x). D’aprés la formule des caractéres, on a :

tr(Yo(2)) = (1) > x(z”).

BGGal(k‘A’m/kA)

Fixons & un générateur du groupe de Galois Gal(ka m/kg). La restriction
de o & ka ne peut pas étre triviale, donc :

C7'|kA = 0.

Alors le polynome g(/f,gA) est un polynoéme irréductible annulateur de
o(z), il s’agit du polynéme minimal de o (z). On vérifie de méme que
g(NZA) est le polyndme minimal de (:f(v). Par conséquent, g(v) et o(x)
ont méme polynéme minimal (sur ka). On fixe ¢ : ka[o(z)] — ka,m un
ka-isomorphisme de corps en imposant :

$(F(x)) = 5 (v).
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On a donc Y og(z) = Go ©(z). On en déduit que :

tr(¥5 () = tr(Fo(5(x)) = (-1)™" > X(Boy(a(x)))
ﬁEGal(kA,m/kA)
= (-pm! > X(Bo5(p(z)))
BEGal(kAﬁm/kA)
=™t Y XG0 Be())
ﬁEGal(kAym/kA)

=)™t Y xoF(Boyp()

BeGal(ka,m/ka)

(car G e Gal(ka m/kp) 2 Gal(ka m/ka) donc commute avec tous les
éléments de Gal(ka m/ka)). On vérifie facilement que le caracteére X o &
est ka- reguher En effet, si @ € Gal(ka,m/ka) vérifie Yod oa =X 07,
comme « et 0 commutent, la ka-régularité de ¥ impose que o = Id.
Par conséquent, un paramétre de Green associé a la représentation Wg
est Y o . Par suite, si 7 est GL,,(9)-distinguée, on a :
X !, Xo0.

loa:yog. Soit § =

Il existe donc o dans Gal(ka m/ka) tel que X
~2
Goa~1, alors Yo% = Y. De plus, 62 = & oa~2 avec (G ) = Gal(ka,m/ka).
On en dedult que 6% € Gal(ka m/ka). Comme X est ka-régulier, on a
forcément :
2 =2 2
0 =Id=0 =a".
~2
Puisque a € (¢ ) = Gal(ka,m/ka), il existe ¢ € Z tel que :
~2 ~2 i ~2
a=5 =5 =6 =) =1
~2 ~2
Ainsi, 0 est d’ordre impair. Comme o est d’ordre m, m est nécessaire-
ment impair et n = dm est aussi impair (car d est par hypothése impair).
Donc, si 7 est distinguée, n est impair. De plus, si 7 est distinguée, on a
d’aprés 3.3.3 :

HomGLm(@) (71', ]l) ~ Hom(wF)GLm(@w) (71'0, ]l) ~ HomGLm(kqj) (70, ]l)

Or, d’aprés larticle de D.Prasad [15], théoréme 3 page 341, ’espace
Homgy,,, (k,) (7o, 1) est de dimension au plus 1, d’ot le résultat.

* Supposons & présent que n est impair, x trivial sur F* et Y’l ~pa X O
. Alors les représentations 7y et 7 sont équivalentes (car ont méme
paramétre de Green) et d’aprés [15], théoréme 2 page 341, on a :

Homgr,, (k,) (Yo, 1) # 0.
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La proposition précédente nous permet immédiatement de conclure que
7 est bien distinguée dans ce cas. O

3.4. Conditions de distinction lorsque I’extension K/F est totalement ramifiée,
modérément ramifiée. — On suppose dans cette partie que ’extension K/F est
totalement ramifiée.

On utilise un raisonnement analogue a celui de la démonstration de la pro-
priété 3.3.3 pour montrer la proposition suivante :

PROPOSITION 3.4.1. — La représentation m est GL,(D)-distinguée si et
seulement s’il existe g dans GLy (D)\GLy, (A)/K tel que g.5(so) appartient a
J(Co) et :

Homgy-1¢r,,, (9)gnx (mo, 1) # 0
ot KX = (wg)GL, (0a) et Cy est la chambre standard dans Ap.

PROPOSITION 3.4.2. — On utilise les mémes notations que dans 3.3.1 pour
la chambre standard Cy. Il y a exactement W + m sommets de Xg dans
J(Co) qui sont les sommets :

. 2 2

J(8)=10a® - ®Or®PA®--- PA]

———
i
pour i dans {0,...,m — 1} et tous les sommets de la forme suivante :
thi=[0a® OOADPAD - ®Pr®PAD &P
m—1 I—k k

00 0 <k <l<m—1 (il s’agit des milieuzx des arétes [j(sk),7(s1)])-

Démonstration. — Pour tout ¢ dans {0,1,...,m — 1}, on a s; = h;.s0 ol
h; est la matrice diagonale h; = diag(l,...,1,wg,...,wg). Comme j est
———

i
GL,,(9)-équivariante, on a :

§(s:) = hij(s0) = [Oa® - ®OA D PR D& PA]=(0,...,0,2,...,2).
Soit t € j(Co) tel que ¢ est aussi un sommet de Xg. Comme j est une
application affine, il existe (Ag, A1, ..., Am_1) dans (RT)™ tels que :
m—1 m—1
i= i=0

On en déduit que :
t=1(0,22—1,2(Am—2 + Am—1)s-- -, 2(A1 + A2+ + A1))-
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Fixons ig le plus grand indice k dans {0,...,m — 1} tel que \x # 0. Alors, la
premiére coordonnée non nulle de ¢ est 2(Ajy, + Aig41 + -+ + Am—1) = 2X;,.
Comme t est un sommet de Xk, toutes ses coordonnées sont entiéres, donc
Aip € {3,1}. Si Ay =1, on a t = j(s;,). Sinon, \;, = % et il existe au moins
un autre coefficient Ay qui est non nul. Fixons kg le plus grand coefficient tel
que Mg, # 0 et kg < ip. Alors, la deuxiéme coordonnée non nulle de t est
2(Xig + Aky) = 14 2Xg,. De méme, comme ¢ est un sommet, 1 + 2X\;, € Z et
. Ainsi :

1

i(si0) + 5i(sk0) = (0,0, L. )+ (0,...,0,1, .., 1)
~—— ——

donc Mg, =

t:

N = =

=(0,...,0,1,...,1,2,...,2).
—— ——

i0—ko ko

Avec les notations de la proposition, il s’agit du sommet ¢, ;,, qui est aussi le

milieu de Paréte [j(ss,), 5 (Sk)]- O
ProOPOSITION 3.4.3. — x Sim =1, alors m est GLy,(D)-distinguée si et
seulement sin =1 et w est le caractére trivial de K*.
* Supposons que m > 2. Pourl dans {1,...,m — 1}, notons
g = diag(l,...,l,wA,...,wA)
! 1
m—

de sorte que g1.j(s0) =t =[0a @ - D OADPA D+ D Pa).
m—1 l
Alors, m est GLp,(9D)-distinguée si et seulement s’l existe | dans
{1,...,m — 1} tel que :

HomgflGLm(@)g,myc(Wo,ﬂ) #0.

Démonstration. — On cherche tous les points ¢.j(s¢) qui sont dans l'image de
Co. Quitte & multiplier & gauche par un élément de GL,,(9), on peut s’intéres-
ser uniquement au sommet j(sg) et, si m > 2, aux sommets qui sont sur une
aréte dont 'une des extrémités est j(so).

Pour j(so) on choisit g = Id. On remarque que GL,,(8¢) C GL,,(D) N XK.
Par suite :

Homgr,, (p)n# (7o, 1) € Homgy, (9, (70, 1) ~ Homgr,,, (k,) (Yo, 1)-

La représentation 7, étant une représentation irréductible de GL,(kg) =
GL;,(ka), l'espace d’entrelacement Homgy,,, (x,) (7, 1) est non trivial si et
seulement si 7, = 1. Supposons que 7, = 1. Puisque 7, est une représen-
tation cuspidale, on a forcément m = 1. Par conséquent, si m =1, 7, = X est
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un caracteére kg-régulier de kj .. Donc X est le caractére trivial si et seulement
si n = 1. On déduit de tout ceci que si n > 2, pour tout m € N*, on a :

Homgr,, (k,) (%0, 1) = 0.

Supposons a présent que m > 2. Il y a donc seulement m — 1 sommets a
considérer et il s’agit des sommets g1.5(s0), 92.7(S0), - - -, gm—1-7(50)- O

Rappelons un théoréme démontré par Lusztig dans [13] (théoréme 3.4 page
62). Pour cela, nous allons introduire quelques notations afin de pouvoir énoncer
ce résultat.

NoOTATION 3.4.4. — Notons G un groupe réductif connexe défini sur un corps
fini Iy de cardinal ¢ impair. Soit 6 : G — G une involution définie sur F,. Soit
K un sous-groupe fermé de G?, ’ensemble des points fixes de G sous action
de 0, tel que K est défini sur F,; et contient (G%)°, la composante de 1’unité
de GY. Soit T un tore maximal de G défini sur F, et A : T(F,) — o7 (ou !
est un nombre premier ne divisant pas q) un caractére. Pour tout h dans G,
on définit A" : (b= Th)(F,) — Q; ,z — A(hzh™). On note E = {f € G :
O(f~'Tf) = f~'Tf} vu comme un ensemble de T — K doubles classes. Si T
est un tore maximal de G' défini sur Fy et f-stable, on note Z le centralisateur
de (T' N K)° et, pour tout t dans T' N K, Z; = Z N (Zg(t))°. On définit alors
I’application 4 par :

e T NK — {~1,1}, t — o(2)o(Z)

ou, pour tout groupe réductif connexe M défini sur Fy, o(M) vaut —1 si le
F,-rang de M est impair et vaut 1 sinon. On définit enfin 'ensemble = :

== {h ISSE )‘\h(h—lThﬂK)(]Fq) = €h—1Th}.

THEOREME 3.4.5. — ([13]) Soit G un groupe réductif connexe défini sur un
corps fini Fy de cardinal q impair. Soit 0 : G — G une involution définie sur
F,. On fivte K un sous-groupe fermé de G, I’ensemble des points fizes de G
sous l'action de 6, tel que K est défini sur Iy et contient (G%)°, la composante
de l'unité de G®. Soit T un tore mazimal de G défini sur F, et X : T(F,) — Q-
un caractére (ot 1 est un nombre premier ne divisant pas q). Enfin, on note
RY la représentation virtuelle de G(F,) attachée a (T, \). Alors :

m S Te(gRY) = 3 ()
91 geK(F,) feE

ot r(f) est un entier appartenant ¢ {—1,0,1} qui est non nul si et seulement

st f € 2. Dans ce cas, on a :
r(f) = o(D)a(Z(((f7'Tf) N K)°)).
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LEMME 3.4.6. — Si la représentation 5, est distinguée par un sous-groupe de
Lévi Ly isomorphe & GLy,_i1(ka) x GLy(ka), alors m est pair et | = .
Démonstration. — On peut voir ka ,,, comme un ka ,,-espace vectoriel de di-

mension 1 et 'identifier & kX. Il existe donc une injection de ka-algébres :

'd} : kA,m — EndkA (kA,m) jad Mm(kA)a T = (ma: . kA,m - kA,m7y — wy)

On note T l'image de ky ,, dans GLy,(ka) via Papplication ¢. Soit I dans
{1,...,m — 1}. Soit L; le sous-groupe de Lévi :

L GLp_i(ka)| 0
o 0 |GLi(ka))

On peut voir (GLy,(ka), L;) comme un espace symétrique. En effet, posons :

I O
w; =
0 |-

et 7: GL,,(ka) — GL,(ka),  — wla:wl_l. 11 est clair que wl_1 = wy, donc T
est une involution. Un calcul rapide nous montre que les points fixes de 7 sont
exactement les éléments de L;.

On définit E = {g € GL,,(ka) : 7(¢g7'Tg) = g~ 'Tg}. Supposons que ¥, est
L;-distinguée, alors d’apreés l’article de Lusztig [13] (cf. le théoréme 3.4.5, ici 7,
correspond & R?, cf. [10] 6.1 page 1874), ’ensemble = est nécessairement non
vide. Il existe donc g dans GL,,(ka), tel que g~ 1Tg est 7-stable. On peut voir
Papplication 7 : M, (ka) — M, (ka), z — wla:wl_l comme un automorphisme
de ka-algébres et la restriction de 7 & GL,,,(ka) comme un automorphisme de
groupes. Posons I; = g7 'TgU{0} = g~ kA ,ng. Alors [; est une sous-k-algébre
de M,,, (ka) isomorphe & ka m,, donc est également un corps. Ainsi Tyt =l
est un automorphisme de corps (ka-linéaire) d’ordre 1 ou 2. Notons {] les points
fixes de 7);,. Ou bien ] = [; ou bien il existe /o sous-extension quadratique (de
corps) de Iy telle que I] = Iy (dans ce cas, puisque ka C l1 et que les éléments
de ka sont fixés par 7, on a ka Clg Cly).

Dans les deux cas, il existe un corps Iy tel que ka Clp C Iy, 1] =1 et [I1 :
lo] < 2. Puisque 7(z) = z pour tout z dans I, on a [ C L; et [y peut étre vu
comme un sous-anneau (et méme une sous-ka-algébre) de M,,,—;(ka) x M;(ka).
Soit g : lp — M,,—i(ka) X M;(ka) une injection de ka-algébres (unitaires)
(comme pour %, on peut définir Vil M, (ka) une injection de ka-algébres ;
alors 1y est la restriction de 1; alp).

Posons p1 : My—i1(ka) X Mi(ka) — Mpm—i(ka), (X1,X32) — X;. De méme,
on définit 'application ps : My,—i(ka) x Mi(ka) — M;(ka), (X1,X2) — Xo5. 1
s’agit de deux morphismes surjectifs de ka-algébres unitaires. Alors p; o ¥y :
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lo = M, (ka) est un morphisme de ka-algébres unitaires, injectif (car ly est
un corps). Il en est de méme pour ps o .

Ainsi, on peut supposer que lg C M,,_;(ka), et donc [lp : ka] < m —1. On
montre de méme que [l : ka] < 1.

Maintenant, si I; = lp, on a [lp : ka] = m < let m < m — 1, ce qui est
impossible. On en déduit que 1 # ly, donc l1 /Iy est une extension quadratique
et m est pair. De plus, [lp : ka]=m/2 <letm/2<m—Ildoncm—-1l=1=

m, 0

PROPOSITION 3.4.7. — Si n est impair et n > 2, alors ®™ n’est pas
GL,,(9D)-distinguée.

Démonstration. — Supposons que n est impair et n > 2, alors nécessairement
m est également impair. Si m = 1, on a déja vu que 7 n’est pas distinguée.

Supposons a présent que m > 2. Pour regarder si 7 est ou non distinguée,
il y a m — 1 intersections a calculer : g; 'GL,(D)gi N K ot I € {1,...,m —
1}. On sait que GL,, (D) N gi((wk)GLn(0a))g; ' est inclus dans GL,, (D) N
9({@a)GL(0a))g; ", or (@wa)GLm(0a) = Kar,.(a)(i(s0)) (on utilise [4]
ainsi que les notations 2.0.1), donc :

GLn (D) N gi((@x)GLim(0a))g; * € GLin(D) N Kaw,, (a)(91-3(50))-
Nous allons commencer par déterminer, pour ! dans {1,...,m — 1}, l'intersec-
tion suivante :

GL,(?) N K, (a)(9:-3(s0))-
Comme g¢;.5(s0) € j(Xr), il existe t; € Xp tel que g;.j(so) = j(¢;). En utilisant
Pinjectivité et la GL,,(9D)-équivariance de j, on vérifie facilement que :

GL, (D) N KL, (a)(3(t)) = Kaw,, (o) (L)

Nous avons vu lors de la démonstration de la proposition 3.4.2 que t; est en fait
le milieu de I’aréte [so, s;]. Nous devons a présent déterminer le stabilisateur de
t;. Comme t; est le milieu de l'aréte [so, 5], on a Kqr,,, (9)(t) = Kar,, () (L)
ou ¥ est la chaine de période 2 : ¥ = sy U s; avec :
so=[Lo]=[0p @ ® O]
et :
s1=[L]=[00® ©05DPy® - Py).

m—I l

Ainsi, f: (Mk)kGZ ou :
M0:L0:@@®...@@@
Mi=Li=09p® - ®09p@Py®--- &Py

m—l1 l
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et pour tout k dans Z, Mo = wgMjy. Soit (di,ds) une partition associée a
£, alors :

d1 = dlmk@(Ml/Mg) =m—1let d2 = dlmk,ﬂ(Mo/Ml) =1.
On en déduit que :

X
a2y = (Mm_z,m_m@@) Mm_z,m@@))
Mim-1(P9) | Mii(0g)
et Kar,, (9 (L) = (Lg) G(L)* ou pour tout i dans Z, [Ty M; = My, avec v €
N* le plus petit possible. Pour tout ¢ dans Z, wyM; = M, donc v € {1,2}.
Or, si llIpM; = M;y,, on ad; = d;y, ((d;) est v-périodique), donc si v =1, on
ady = dy et n = dy + dy = 2d1, ce qui est impossible car on est dans le cas
ou n est impair. On en déduit que v = 2 et que 'on peut choisir [Ty = wyld.
Finalement :
KL (2) (L) = (we) ALY

On va a présent caractériser g;({(wwx)GLy,(0a))g; ' dans

91((wa)GLm(0a))g; "
On remarque que pour tout z dans GL,,(6A), on a :
Nrd(gjzg; ') = Nrd(z) € Ox.

De plus :

91((@x)GLm (0a))g; " = (wk)91GLm (0a)g; "
et :

91((@a)GLn (0a))g; ' = (@a)1GLm (On)g; "
Des calculs d’intersections analogues & ceux de la démonstration de la propo-

sition 3.3.4, nous permettent de montrer que :
v (Nrd(waly,)) = m = vp(Nrd(wgl,y,))
et vg(Nrd(wgly,)) = n = vp(Nrd(wply,)).
On en déduit que :
(@k)91GLm (0a)g; * = {9 € Kav,,(a)(i(t1)) : n divise vx (Nrd(g))}.

Par conséquent, = appartient & GL,,(9) N (wk)gGL,y, (0a)g; ' si et seulement
si z appartient & la fois & GL,,(?) et Kqr,,(a)(4(t1)) et n divise vk (Nrd(g)),
i.e si z appartient & K, (9)(t) et n divise 2vr(Nrd(g)).

Avec le calcul précédent, on a g € GL,, (D) N (wr)giGLy(Oa)g; " si et
seulement si g appartient & (wg)@(£)* et n divise 2vr(Nrd(g)). Si g appar-
tient & (wg)@(L)*, g = whu (r € Z et u € G(L)*), alors vp(Nrd(g)) =
vp(Nrd(w?))) = rm et n divise 2vp(Nrd(g)) si et seulement si d divise 7. On en
déduit que GL,, (D) N (wk)giGLm (0a)g; ' = (wr) G(£)*.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



190 C. CONIGLIO-GUILLOTON

Et donc g; 'GLy (D)1 N (wk)GLy(0a) = (wr)g; ' G(£)*g1. Un calcul
rapide nous permet de constater que la réduction de g; ' @(¥£)*g, dans
GL,,(kg) = GLy,(ka) peut étre vu comme le sous-groupe de Lévi L; :

L GLp_i(ka)| 0
‘o 0 |GLi(ka))

On en déduit que 7 est distinguée si et seulement s’il existe [ dans {1,...,m—1}
tel que :
Hom(ww«‘)gfl ﬁ(Z’)Xgl (7T0, ]1) 7é 0
i.e. si x est trivial sur F* et :
Hom —1 ), (7o, 1) ~ Homyp, (7,,1) # 0.

Or, comme m est impair, d’aprés le lemme 3.4.6, 7, n’est pas distinguée par le
sous-groupe de Lévi L;. Par conséquent, m n’est pas distinguée. O]

PROPOSITION 3.4.8. — Sin est pair (alors m est pair), on a :
HomGLm(@) (m,1) ~ H0m<wKw>Z)% (7r0, ]1)

avec !

Om [[m
o= (315 wry - v

m m

2

ol

/2<@@>Mm/2<@@>> N

M
a(r)” = i
) <Mm/ (72)Mya(00)

Par conséquent :

Pm=Lnm = GLyja(ka)| 0
2 0 |GLua(ka)

et la représentation m est GL,, (D)-distinguée si et seulement si la représenta-

tion mo est (wxw) L m -distinguée.

Démonstration. — On suppose que n est pair. Comme n = md avec d impair,
m est aussi pair. Comme dans la proposition précédente, il y a m — 1 intersec-
tions a calculer. On remarque de méme que si [ est dans {1,...,m — 1} avec
l#%,0ona:

Homgl‘lGme)gmﬁ(”O’ 1) = Hom )1, (70, 1).
Alors, comme précédemment, on montre que nécessairement :
Hom g,y 1, (mo, 1) = 0.
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On déduit de tout ceci que 7 est GL,,(9D)-distinguée si et seulement si :
Homg;l/2GLm(@)gm/zﬁﬂc(7TOa 1) #0.

En utilisant un raisonnement analogue & 3.3.3 (utilisation de la formule de
restriction de Mackey, de la réciprocité de Frobenius pour ’induction compacte
ainsi que [11], qui est rappelé au théoréme 3.3.2) on montre I'isomorphisme de
C-espaces vectoriels :

Homgr,, (9)(m, 1) = Homy—1 g1, (g)g,, .0 (70, 1)-

On commence par calculer GLy, (D) N g, /2K g;l /2 On remarque que :

GL,(P) N gm/zﬂgm/g C GLn (D) N KL, (a)(gmy2-3(50)) = Kav,, (2)(tm/2)-
En raisonnant de facon analogue, on vérifie que :

GLw (D) N KL, (a)(Gm/2-3(50)) = (ILp) G(L)™

X
4 <Mm/2<@@>Mm/2<@@>> o m;:( m>
M /2(P) M 2(0) O

De plus, vp(Nrd(I13)) = vr(Nrd(wgly,)) = m donc vp(Nrd(Ilz)) = %. Comme
au premier cas, on a T € gm/2GL (D)gm)2 N (wr)GLm (Oa) si et seulement
si = appartient a (ILy) @(£)* et n divise 2vp(Nrd(z)). Si z € (Ily)&(£)*, il
existe r € Z et u dans @(2£)* tels que x = IIu. Ainsi vp(Nrd(z)) = r x F. Par
conséquent, n divise 2vr(Nrd(z)) si et seulement si n divise rm, i.e si * =
divise r. On en déduit que :

(@) r-]gm/Zj{gm/Q (Hd>ﬁ(f)x

ou :

On a donc :
;}QGL (@>gm/2 N <wK>GLm(@A) = (g;L1/2<H(j‘f’>gm/2)(g;}2 ﬁ(f)xgm/2)‘

Un calcul rapide nous montre que :

GLua(ka)| 0 ) ‘

—1 ﬁ f X m ~ L'm —
Im/2 (L)% gmy2 /2 0 ‘GLm/z(kA)

De plus, comme g7 11%gn/5 = (9,,75Lrgm/2)? et que g, )y Irgm/s = waw

ou :
Om Im
w— /2|tm/2
Im/2 0m/2
et w? =1I,,,on a (g;l/zl'[fgm/g)d = wiw? = wK(w2)%w = wgw. Ainsi :

Imy2CLin (D)gm2 N (@) CLun (D) = (wkw) (95,75 U(L)* G 2).
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Finalement, 7 est GL,,(9)-distinguée si et seulement si :

Hom(wKw)L% (7707 ]1) 7é 0. O

NOTATION 3.4.9. — On suppose que n est pair (i.e que m est pair).

On note [ le corps résiduel de K,, (extension de degré m de ka) et Iy celui de
K, /2 (extension de degré m/2 de ka). On note A = Ky (resp. L. = Fy), alors
le corps résiduel kp de A (resp. ki) s’identifie & ka (resp. kg). Soit € € @fén tel
que € € I\l et 82 € . Ainsi | = [y(Z) et (1,€) est une lop-base de I. Comme
lo est une extension de degré m/2 de ka, on peut voir [y comme un ka-espace
vectoriel de dimension m/2. On a donc une injection :

i:lo — Endyg, (lo) = Mp,j2(ka), T+ @z 1y = oy.
On en déduit que [ s’injecte dans le sous groupe de Lévi Ly via:
lo — Mm/2(kA) X Mm/?(kA)a T = (7’(‘7")71(1‘))
Alors € s'identifie & une matrice v € GLy,/2(ka) (et v? € i(l])).
De méme, on a une injection :

ig : I = Mp(ka), * = 1 +Ex2 — Mat( 7 (pz)

ol ¢, est la multiplication & gauche par . On en déduit que le tore [* s’identifie

a
X, | X502 *
U2V ) X, X, cily) b .
X, X,

_ 0 |[v?
= Il 0 )

On remarque que 7 correspond a € et que :

Posons :

<w>Lm/2 = <77>Lm/2 = <WKw>fm/2 = (wKU>fm/2-

TOME 144 — 2016 — N° 2



CORRESPONDANCE DE JACQUET-LANGLANDS ET DISTINCTION 193

On définit E, extension totalement ramifiée de degré 2 de F,, /5, engendrée par
wgn sur [F,, /5. On a le diagramme d’extensions de corps suivant :

l Am =K,
) / NS
lo Amy2 =Kyo F, E
m/2 n/2 | n.r K o|nr 2 -
ko = ka K F,/2
d m/2 | n.r
k=kp=kg ) b L
d|nr
F.

On vérifie facilement que wwogn est une uniformisante de E. On définit alors v
un caractére de (wxn) Ly, /2 par :

Yz € Lny2, Vs € Z,v((wrn)’z) = x((@xn)*)Xa,, /£((@rn)*)

oll XK,/E = XA, /E est le caractére quadratique de K,/E. Comme K, /E est
non ramifiée, la norme Ny /i est surjective sur les unités. Puisque wgn est une
uniformisante de E, on a :

v(wkn) = —x(@x)X()-

LEMME 3.4.10. — On suppose que m est pair. Alors, la représentation cuspi-
dale 7y est Ly, jo-distinguée si et seulement si X est trivial sur I§. De plus, si
Yo €st Ly, 2-distinguée on a :

dimc(HomLmM(iO,]l)) =1.

Démonstration. — Pour la démonstration, on peut se référer a l'article [10],
proposition 6.1 page 1874. O
REMARQUE 3.4.11. — Une conséquence de ce lemme est que si 7 est

GL,,(9)-distinguée, alors m est pair, x est trivial sur F* et X est trivial
sur Ig .

LEMME 3.4.12. — L’inclusion canonique :

HOIn(wKn)Z’ o, U) - HOHle/2 (707 ]l)

m/Z(

est un isomorphisme de C-espaces vectoriels.
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Démonstration. — Pour la démonstration, on pourra se référer a [10], propo-
sition 6.3 page 1877. O

THEOREME 3.4.13. — Supposons que n > 2. La représentation m est
GL,,,(D)-distinguée si et seulement si m est pair (i.e n est pair), x est
trivial sur F*, X est trivial sur [ et x(wx)x(n) = —1.

De plus, si  est GL,,(D)-distinguée, on a :
dimC(HomGLm(@) (7[', ]1)) =1.

Démonstration. — Supposons que n > 2. Supposons tout d’abord que 7 est
GL,,(9)-distinguée, alors nécessairement m est pair, x est trivial sur F* et :

Hom<wKw>fm/2 (m, 1) # 0.

En particulier %, est L,, /o-distinguée donc  est trivial sur Iy . Rappelons que
I'on a 'égalité (wxw) Ly, /2 = (W) Lm /2. Comme :

Hom(wmn)f ™, 1) C HomLm/z (70» 1)

s
et que l'espace Homy, , (¥, 1) est de dimension 1, on a :
HOIl’le/2 (70, ]l) = Hom(wK,,>fm/2 (71'0, ]l)
donc d’aprés le lemme 3.4.12 :
HOIn<w]K,7>Z)m/2 (71'0, IL) = Hom(wuw)fm/z (71'0, ’U).

Fixons ¢ forme linéaire non nulle dans Hom(g,, v, ,(mo,1) et notons
V' Dlespace de mp. Alors, pour tout u dans V, p(mo(wkn).u) = ¢(u).

Or p(mo(wkn).u) = v(wxn)p(u) = —x(@x)x(n)e(u). On en déduit que
Xx(wk)x(n) = —1. De plus, si 7 est GL,,(9D)-distinguée, on a :

dim(Homg,,, (9 (7, 1)) = dim(Hom(w]Kwfm/2 (m0,1)) = dim(Homy,, , (%, 1)) = 1.

Supposons & présent que m est pair, x trivial sur F*, X trivial sur I et
X(wk)Xx(n) = —1. Comme m est pair et x trivial sur [, d’aprés le lemme 3.4.10 :

dim(Homg,, ,, (%o, 1)) = 1.
De plus, d’apreés le lemme 3.4.12, on a :
Hom(WKW)Z’m/z (71-0’ U) = HomLm/2 (707 ]1)
Puisque x(wk)X(n) = —1, v est le caractére trivial, par suite :
Hom(mw)l’m/z (o, 1) ~ HomLm/z (Yo, 1) #0
et donc 7 est bien GL,,(9)-distinguée. O
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4. Conditions de distinction lorsque d est pair
4.1. Quelques propriétés. — On suppose dans toute cette partie que d est pair.

REMARQUE 4.1.1. — Puisque d est pair, on a § = d/2 et p = 2m.
De plus, étant donné que 2 divise d, on peut supposer que F C K C 9.

Rappelons le théoréme du bicommutant (on pourra se référer a [6], Partie I
paragraphe 3) :

THEOREME 4.1.2. — Soit k un corps commutatif, S une k-algébre centrale
simple (de dimension finie) et R une sous-algébre simple de S. On a les pro-
priétés suivantes :

i) C(R), le commutant de R dans S, est une algébre simple.
ii) [S:k] =[R:k][C(R): k]
iii) C(C(R)) = R, i.e R est égal a son bicommutant.
PROPRIETE 4.1.3. — On peut identifier A au commutant de K dans D :
A={ze D:VkeK, zk = kx}.
Démonstration. — 11 suffit d’utiliser le théoréme 4.1.2 pour montrer que le
commutant de K dans 9 est une K-algébre a division centrale d’indice d/2.

De plus, si I’'on note A’ le commutant de K dans 9, on a un isomorphisme de
K-algébres :

DK — End, (D), y®@ k— (D — D,z — yxk). O
REMARQUE 4.1.4. — On remarque que :

[D:Fl=d?=[D:A][A:K|K:F| =[D: A (g)zxz.

Donc [P : A] = 2 et D peut étre vu comme un A-espace vectoriel a droite de
dimension 2.

On montre facilement le résultat suivant :

PROPRIETE 4.1.5. — Posons :
®: DRprK — Enda (D), Q@ k = [fogr : D — D,y — zyk].

Alors @ est un isomorphisme de K-algébres.

PROPRIETE 4.1.6. — Il existe dy dans D™ tel que pour tout = dans D et tout
k dans K :

B(0.(zr®k)) :y > fogr(ydo)dy .
De plus, dy est unique modulo la multiplication par un élément de A a droite.
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Démonstration. — On remarque que K est une sous-F-algébre simple de 9, et
que 0 : K — K est un isomorphisme de F-algébres. Le théoréme de Skélem-
Noether nous dit que ¢ : K — 9 peut étre étendu en un automorphisme
intérieur de P :

3d, € D* :Vx € K,0(z) = dyxd; .
Puis supposons que dy € D vérifie :
Vo € K,o(x) = dyzd] ' = dozdy .

Alors d 1d; est dans le commutant de K dans 9, donc appartient a A. O

4.2. Cas ou I’extension K/F est non ramifiée. — On suppose dans toute cette
partie que l'extension K/F est non ramifiée.

PROPRIETE 4.2.1. — Dans l’énoncé de la propriété 4.1.6, on peut choisir dy =
wq.
Démonstration. — On suppose que K est normalisée par wg. On peut choisir

LL/F une extension non ramifiée de degré d contenue dans 9 qui soit normalisée
par wg. Puisque 2 divise d et que K/F est non ramifiée, on peut supposer que
FCKCL. Soit :

T:L-Lz— w@xwél.
Alors 7 est un générateur du groupe de Galois Gal(IL/F). On en déduit que
Tk = o et que l'on peut choisir dy = @g. O]
REMARQUE 4.2.2. — Comme K/F est non ramifiée, on peut supposer que
wyr = wg. On a donc :
d

w%:wF:wK:wz.
De plus, pour tout x dans A*, vg(x) = 2va(x).
PROPRIETE 4.2.3. — On peut choisir (1,wg) comme A-base de D (a droite).
On a ainsi un isomorphisme de K-algébres :

d: DrK — MQ(A), TRk — Mat(Lw@)(fm@k).

Via cet isomorphisme , wq s’identifie a la matrice :

O‘WA
IIA = .
De plus, on a g = Oar ® wgba et Py = Pr D wgpOa.
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Démonstration. — 1l est clair que (1,wg) est une A-base de 9. On fixe L/K
une extension non ramifiée de degré d/2 contenue dans 9, alors F C K C L.
On en déduit que :

Or =10, DwaA.OLD--- D wi/z_l.@L
et :

Oy =10, wep.O0LD - ® w%_l.@]L.
Ainsi Og = Op ®wgOa et Py = Pa ®wgyOa. 1l est immédiat que ®(wgy) =

IIA. O
NOTATION 4.2.4. — Pour i € [0, m—1], on définit e; 11 = (u1,...,Uy) € D™
par :

u;=1 et wu; =0 sinon
et, pour i € [1,m], on définit eg; = (uy,...,U,) € D™ par :
u; =wg et u; =0 sinon.
Alors (eq1,...,e2,) est une A-base de 9™. En fixant (ey,...,es,) comme
A-base de D™, on peut identifier Enda (2™) & My,,,(A). On fixe pour la suite
un isomorphisme de K-algébres :
® : My (D @ K) = My (A) = Enda(D™), [ai,] — [®(ai)]

(on en déduit une injection de M,,(9) dans Ma,,(A)). On notera :

21 = (L)icz, Li = 95 @+ © 95 C D™
et :

Ly = (L)icz, L= P35 @ @ 257

Pour tout i € Z, Q% est un Ox-réseau de 9. Donc L} est un Oa-réseau de
P™. De méme, L? est un Oa-réseau de ™. On vérifie facilement que £ et
#5 sont des chaines de période 1, ce sont donc des sommets de I'immeuble Xk.

Pour ¢ dans {1,2}, on note &; les ordres héréditaires associés & £;, alors :
@; = {a € Mg, (A) :Vk € Z,aL} C LL}
et :
Ki=K(Ls) ={g € GLop(A) : glig™ " = G;}.
D’aprés [4] (théoréme 1.3.2 page 217), X; = {g € GLan(A) : Ing € Z :

Vk € Z, g.Lfc = L}Ac +ng} est un sous-groupe ouvert compact modulo le centre
maximal.

PROPRIETE 4.2.5. — L’action de (o) échange les deux sommets £ et La, i.e
U(j(l) = j(z.
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Démonstration. — Soit g € K. Soit ny € Z tel que pour tout | € Z,g.L; =
Lj,,,- ldentifions Pr @@ Py avec Poy x -+ x Py Ainsi, pour tout I € Z,
on a :

9Py x - x PY) = @2{;“"9) X e X W%Hn").
Puisque g € Enda(9™), on peut supposer que :

Ti,j

g=®a;;],a;, = qu ®k{;

ou d]; € D et k}; € K. Alors, pour tout (:cl, ey Tm) € D™, 0on a
9(@1,. . ) = [®(ai)][z1, ... Tm] = Z(I) (a1,;)(x;), Z@ (am.j)(z;))

o, pour tout ¢ dans {1,...,m}, on a @(ai,j)(mj) = Em 2 df xjk et :

i,j
9% (z1, .. ) = [@9(a; )][z1, .., Tm)
= (O ®(ar)(@jwo))wy', ..., O ®lam)(@;@e))w,")
j=1 j=1
Soit (x1,...,&m) € QQZH . QQH_l = L?. Alors (71w@g, ..., Tmwg) €

L} ,. Puisque g € Xy, 0ona:

1
9(@1®@9, .., Tmw@9) € Lip1 1y,

= Vl € {13 s am}a Z é(al,j)(xjw@) [ gjzgj(i+1+”g)
j=1

= vie{l,...,m}, (Y ®ay)(zjm0))w,’ € P50

j=1
= 9%°(x1,...,&m) €L Z_mg
On en déduit que g° € K>.
Par suite, o(#1) C K3, et par maximalité, o(K;1) = Ko. O

PROPRIETE 4.2.6. — Soit Ay (resp. Ax) Uappartement standard de Xy (resp.
Xk ) que Uon identifie (en utilisant 2.0.5) a Uespace affine R™/R(1,...,1) (resp.
R?™/R(1,...,1)) et dont [l’ensemble des sommets s’identifie a
)7, ..., 1) (resp. Z*™)Z(1,...,1)). Soit j : Xp — X linjection na-
turelle entre les immeubles. Pour tout sommet x = (x1,...,Ty) de Xp, ou
pour tout ¢ dans [1,m], z; € Z, on a :

J(@) = (Y1,Y25 -, Y2m—1,Y2m)
ot, pour tout i dans [1,m], yei—1 = (x; +1)/2 et ya; = z;/2.

TOME 144 — 2016 — N° 2



CORRESPONDANCE DE JACQUET-LANGLANDS ET DISTINCTION 199

REMARQUE 4.2.7. — Pour définir j, il nous faut trouver un sommet s de Xp
tel que j(s) soit fixe par I’action de o. On remarque que, puisque K] = K2, o
échange les deux sommets ¥ et ¥5, donc fixe leur milieu.

Démonstration. — On fixe V un P-espace vectoriel (& droite) de dimension
m et B = (e1,...,ey) une PD-base de V. Alors (Endg(V))* s’identifie a
GL, (D). On a vu que (1,wg) est une A-base (a droite) de 9. Posons B =
(e1.1,e1.@q, ... em.1,em.wg), ainsi B est une A-base de V qui nous per-
met d’identifier (Enda(V))* & GLgp(A). Soit Xp (resp. Xk) l'immeuble de
Bruhat-Tits de (Endg(V))* ~ GL;,,(9) (resp. I'immeuble de (Enda (V))* =~
GLa2n (A)). Soit Ap (resp. Ak) 'appartement de Xp associé a la base 9B (resp.

associé a la base B) que l'on identifie a I'espace affine R™/R(1,...,1) (resp.
R?™ /R(1,...,1)) et dont I’ensemble des sommets s’identifie & Z™/Z(1,...,1)
(resp. Z*™/7(1,...,1)). On définit sg, un sommet de Ay par :

So = (61@2)@ @em'Q’L‘Q))iEZ ZW

On a déja vu que l'action du groupe de Galois <0’> échange les stabilisateurs
des deux sommets de Ak, £1 = (e;. 95@ D Depy. 9)@)1@ et Lo = (e1. 952”1

- D epm- 9)2“_1)162. On en déduit que o échange les deux sommets ¥ et 5,
et donc fixe leur milieu. On définit j(sg) comme étant le milieu du segment
[£1, £2]. Comme Og = Op ®wgba, on a:

Lr=e1.0p® - Den.Ogy =e1.00 Per1wg.Or® - Depn.On ®enwg.Oal.

Donc #1 = (0,...,0). De méme, puisque Pg = P ® wyOa, on a :
2
m

Lo=1[e1.Pgp D Ben-Pg) = [e1.PArDe1@wg.Or D+ Den.Pa®enwg.Orl
Et £» = (1,0,...,1,0). Enfin :
————

2m
. .. 1
j(s0) = milieu([£1, £o]) = = L1+ = fg
1 1 1
- (§a07§707" 7570)
2m

D’aprés la remarque précédente, on a o(j(sg)) = j(so0), de plus :
StabGLm(@) (So) ~ <W@>GLm(@@)

Or GL,,(0g) stabilise les chaines (&g-chaines de période 2) #; et ¥ et wy
échange ces deux chaines. On en déduit que Stabqr,,(9)(so) stabilise bien le
milieu de [£1, 5], d’ou l'inclusion Stabgy,,, (9y(s0) € Stabgr,,,(a)(i(s0))-
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On va définir j sur les sommets de Ap. On fixe z = (21, ..., %, ) un sommet
de Ap (z; € Z). Alors x = g,.50 ot g, = diag(wy},...,wy") € GLy (D). On

pose j(x) = B(g,)-j(s0). On a :

mg 0 --- 0
- 0 :
q)(gw) =
: 0
0 0 Hzm

(ot IIa a été définie en 4.2.3). Comme z; € Z, on fixe k;,r; € Z tels que
z; = 2k; + Tiy, Ti € {0, 1}
Alors Y = I (TI14)* = M whi I,,. On remarque que, pour a, B € Z :

o B+1
A P
On a alors j(z) = (y1,%2,- .-, Y2m—1,Y2m) OU, pour tout ¢ dans {1,...,m} :
1 1
(Y2i—1,Y2:) = (2 + ki, 0+ kz) = (2 + ki, ki)

si x; est pair (r; =0) et :

1 1
(y2i-1,Y2:) = <0 thitlo+ kz) = (kz +t1,5+ ki)

si x; est impair (r; = 1). On a donc bien défini j sur les sommets de Ar. On
définit j sur 'appartement tout entier par affinité.

Soit T' le tore maximal déployé associé a 'appartement Ap, et N(T') son
normalisateur. Alors, avec le méme raisonnement que dans la démonstration
de la propriété ??, on vérifie que j est N (T')-équivariante sur les sommets en re-
marquant que si = (21,..., %) est un sommet de Ar et si g € N(T) est de la
forme g = tP; avec t = diag(wy',...,wy™), T une permutation de {1,...,m}
et P. la matrice de la permutation 7, alors j(tP,.z) = ®(¢)®(P;).j(z). Les cal-
culs montrent que :IS(PT) = P> ou T est une permutation de {1,...,2m—1,2m}
définie par :

Vk e {1,...,m},7(2k — 1) = 2r(k) — 1, 7(2k) = 27 (k).

On en déduit que j est N(T)-équivariante sur les sommets, et donc sur ap-
partement Ap. Par conséquent, j est bien I'injection naturelle entre les deux
immeubles. O

PROPOSITION 4.2.8. — Notons Cy la chambre standard de Xy. Alors il n’y a
aucun sommet de Xg dans l’image de la chambre standard, j(Cp).
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Démonstration. — Notons {sg, $1,...,8m—1} les sommets de la chambre stan-
dard Cy, c’est-a-dire que pour tout ¢ dans {0,1,...,m — 1}, on a:
5i=[0g @ ®0p® Py® & Pg).
[ ——4
i

Or s; = h;.s¢ ou h; = diag(1,...,1,@g,...,wy). En utilisant les mémes nota-
—_———

i
tions que dans la démonstration précédente, on a ®(1) = I, et ®(wgy) = IIa. La
GL,,(9)-équivariance de j nous permet de vérifier que j(s;) = ®(h;).j(so) ol
®(h;) est la matrice diagonale par blocs ®(h;) = diag(Ia,..., I, IIa,...,IIA).
—_———

%

On en déduit que :

1 1 1 1
i(s) = (=,0,...,=,0,1,=,...,1,=).
O RTECNE e N
2(m—1) 21
Soit t € j(Cp). I existe (Ao, A1y .- Am—1) € (RT)™ tels que :
m—1 m—1
i=0 =0

Ainsi, on peut calculer les deux premiéres coordonnées de t :

m—1

1 1
t=((D_ M) x 50 =(50,.)
=
Par conséquent, ¢ ne peut pas étre a coordonnées entiéres dans R?™/R(1,...,1),
donc ne peut en aucun cas étre un sommet de Xi. O]

4.3. Cas oul l’extension K/F est totalement ramifiée, modérément ramifiée. —
On suppose dans toute cette partie que extension K/IF est totalement ramifiée,
modérément ramifiée. On fixe les uniformisantes telles que w% = wy.

REMARQUE 4.3.1. — On a w% = wp = wﬂi = wi. Ainsi, pour tout x dans
A* on a vg(x) = va(z). Comme dans la partie précédente, on déduit de @ un
isomorphisme de K-algébres, ®, entre M,,(? ®r K) et Enda (2™).

PROPRIETE 4.3.2. — Soit £ = (gjk@X . 'X@%)kez- Alors £ est une Oa-chaine
de réseauz de D™ de période 1, donc s’identifie & un sommet de I’immeuble de
Bruhat-Tits Xi.

Notons, comme dans les notations 2.0.1, X = K(¥£) (sous-groupe ouvert

compact modulo le centre mazimal), alors o stabilise KX donc fize le sommet £
dans Uimmeuble de GLog,, (A).
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Démonstration. — Puisque O est un @Pa-réseau de 9, ¥ est une chaine de
période 1. Vérifions que K est stable sous 'action du groupe de Galois (o).
Soient g € K et ng € Z tels que pour tout [ dans Z :

g(?l@x...xg)l@):gjg_"gx...x@lg—;ng

On peut supposer que g = &)([ai,j]) ou a;; = E;;’jl di ; ® ki ; avec df ; € D et
kzj € K. Ainsi, pour tout (z1,...,Z,) € 9™, on a:

m m
91, ..., Ty) = E (a1,5)(z;), ,E D(am ;) (z
= ]:1

avec ®(a;;)(x;) = Yoot d wikl et :

m
9% (x1,. ., &m) = ZCIJ (a17)(z;do))dy?, - - Z@ (am.)(x;do))dy ")
j=1 Jj=1
Soient I € Z et (z1,...,Zm) € g)l@ X +ee X @l@ Alors :
Vje{l,...,m},z;dy € ?;H}”(d(’)

m
=Vie {1, ey m}, Z (I)(ai,j)(xjdo) c g);rvw(do)+ng
j=1

= Vie{l,...,m}, (Y ®(aiy)(zdo))dy ' € Py

= g°(%1,...,%Tm) € ngng X +ee X @gnf’.
On en déduit que g% € X, d’ou o(K) C K, et par maximalité, o(K) = K. O
PROPRIETE 4.3.3. — On peut fizer (1,{) une A-base de D telle que Oy =
1.0A + ¢.On, ce qui nous permet d’identifier Enda (D) (resp. Enda(D™)) a

Ms(A) (resp. Mo, (A)). Luniformisante wq s’identifie alors & une matrice
IIA qui vérifie, pour tout i dans Z :

ZN Pt
II n = .
(2)- ()

Démonstration. — On définit IL/F une extension non ramifiée de degré d conte-
nue dans 9 normalisée par wg et 7 : L. — L la conjugaison par @wg. On définit :

d d _d
Lo=L"" ={leL:7%(l) = wilw,® =1}
={leL: wglwy' =1}.

Alors IL/Lj est une extension quadratique non ramifiée. Comme A est le com-
mutant de K dans 9, que K = F[wk] et que F est le centre de 9, A est
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Pensemble des éléments de 9 = (L, wq) (F-algébre engendrée) qui commutent
avec wy. 1l est clair que wg commute avec wgk. Sil € L, alors [ commute avec
wk si et seulement si ! € Lg. Donc A = (L, wg) (K-algébre engendrée). Nous
allons fixer ¢ un générateur de L/Lg. Puisque l'extension L /L est quadratique
non ramifiée, on peut fixer a € ki \ky, tel que a® € ky, et fixer ¢ € @f tel
que { = a. Ainsi (2 = u € @EO, kL = ki,fa], et L = Lo[¢]. Il est clair que
(1,¢) est une A-base de D et D = 1.A+(.A. De plus, on vérifie facilement que
0L = OL,[¢]- Puisque Oy est le O -module engendré par {1,.. .,w%_l}, on a
Ogp = 1.0A + (.Oa. Comme dans 4.2.3 et 4.2.4, on définit les isomorphismes
de K-algébre ® et ® qui permettent d’identifier Enda(9) (resp. Enda(92™))
a Ma(A) (resp. Mgy, (A)). On remarque que wg = wau, avec u € @%. On a
foaw1(l) =wa € Aet:

fore1(C) = wal = (walwr)ma.
Puisque (¢ € @]i( et que wa normalise L, on a :
walwy! € O = OL,[C].

Fixons ly, 1, € O, tels que wAszl = lg + (l1. Puisque wy est une uniformi-
sante de ILg et que wi = wy, il existe mg, m1 € N tels que :

’UA(li) =dXxXm, i€ {1,2}.

On a donc fuys1(C) = lowa + C(liwa) et -

~ wa lowoa
wa ~ 1A = Mat(LC)(fwA@l) = ( 0 > .

0 l1wA

Il est clair que IIa vérifie la propriété annoncée. De plus, puisque wg = wau,
avec u dans @;, I'uniformisante wy s’identifie & une matrice IIa, qui vérifie la
méme propriété que IIa. O

4.3.1. Explicitation des injections d’immeubles

PROPRIETE 4.3.4. — Soit Ay (resp. Ax) lappartement standard de X (resp.
Xx ) que l’on identifie a l’espace affine R™/R(1,...,1) (resp. R*™/R(1,...,1))
et dont Uensemble des sommets s’dentifie o Z™/Z(1,...,1)
(resp. Z*™/7Z(1,...,1)). L’injection naturelle entre les immeubles est don-
née sur Ar par :

j : A]F g AK) (.’131,.. . ,.’ﬂm) — (.’1717.’E1,£L‘2,.’132,.. 'axmyzm)
et est prolongée 4 Xy en utilisant 2.0.6.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



204 C. CONIGLIO-GUILLOTON

REMARQUE 4.3.5. — Plus précisément, on fixe V un 9-espace vectoriel de di-
mension m et une PD-base de V, B = (e1,...,em). Alors (Endy(V))* s’identifie
4 GL, (D). On a vu que (1,¢) est une A-base (& droite) de 9. Posons alors :

B = (e1.1,e1.¢,- . em.1,e,.0).

Alors B est une A-base de V' qui nous permet d’identifier (Enda(V))* a
GL2m (A). Les ensembles X (resp. Xk) sont en fait les immeubles de Bruhat-
Tits de (Endg(V))* ~ GL,, (D) (resp. (Enda(V))* ~ GLoy(A)) et Ap (resp.
Ak) 'appartement de X associé a la base B (resp. associé a la base B).

Démonstration. — On définit j sur Ay par :

j((wla v ,Il?m)) = (-’1:1,1'1,1'2,352, o axmaxm)

pour tout (z1,...,2,,) dans Ap. Soit T le tore maximal déployé associé a
Pappartement Ag. Alors, T s’identifie au tore diagonal dans GL,,(9), T =
{diag(t1,...,tm) : t; € F*}. Comme dans la démonstration de la propriété
4.2.6, on note N(T') son normalisateur, alors N(T') = Ty,,. Rappelons qu’en
fixant (1,¢) comme A-base de 9, on a une injection 9 C My(A) qui nous
permet d’identifier ¢ & une matrice IIn € Ma(A). De plus, pour tout i € Z :
i it+1
Py P @ P ot Ta <§A> _ (%J |
A A
Le sous-groupe ouvert compact maximal GLsg,,(6a) est stable sous laction
du groupe de Galois (o) = Gal(K/F). Fixons s = [0y @ - - ® Og] =
(0,...,0) un sommet de Ap. Alors j(so) =[0a @D --® Oa] =(0,...,0) et
T T
Stabgr,,,(a)(J(s0)) = (@a)GL2m (0a) est stable sous 'action de (o). On en
déduit que j(so) est un point de 'immeuble fixé par l'action du groupe de
Galois. De plus :

Stabgr,, (2)(50) = (@g)GLy(Og) C Stabgr,,, (a)(7(s0)) = (@a)GLam (D).

Il nous reste a vérifier que j est bien N(T)-équivariante. Si z = (z1,...,Zm) €
Ap et g € N(T'), alors on peut supposer que g s’écrit sous la forme g = tP;

ol 7 est une permutation de {1,...,m}, P, la matrice de la permutation 7

et t est une matrice diagonale de la forme diag(w%, . ,w%”) ou chaque J;

appartient & Z. On vérifie alors que j(tP,.z) = ®(t)®(P;).j(z) en remarquant
que ®(P;) = P ou T est une permutation de {1,...,2m — 1,2m} définie par :

T(2k — 1) = 27(k) — 1,7(2k) = 27(k)
pour tout k dans {1,...,m}. O
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PROPOSITION 4.3.6. — Il y a exactement m sommets de Xg dans l’image de
la chambre standard, j(Cy), qui sont Sp, Sa,...,S2m—2.

Démonstration. — Pour tout ¢ dans {0,1,...,m — 1}, on a s; = h;.sp ol :
hi = diag(l, ey 1,WQ, ce ,WQ).
—_———

%

Par GL,,(9)-équivariance de j, on a j(s;) = ®(h;).j(s0) = ®(h;).So avec ®(h;)
la matrice diagonale par blocs de GLa,, (A) :
®(h;) = diag(la, . .., I, A, ..., TA).
H—/
7
Il est alors immédiat que j(s;) = So; car lIan.0g = Pg. Réciproquement, si t

dans j(Cp) est aussi un sommet de Xk, alors ¢ est & coordonnées entiéres et il
existe (Mg, - .-, Am_1) dans (RT)™ tels que :

m—1 m—1
=0 =0

Soit ig dans {0,...,m — 1} le plus grand indice k tel que \x # 0. Alors, la
premiére coordonnée non nulle de ¢ est :

m—1
DX =i
i=ig

Comme t est & coordonnées entiéres, on a forcément A\;, = 1 et t = Sy;,. Par
conséquent, les seuls sommets de Xx qui sont aussi dans j(Cp) sont :

{7(50),3(51), -+, 3(sm=1)} = {S0, 52,4, ..., S2m—2} O

4.3.2. Recherche de conditions de distinction.— Avec des calculs analogues a
la démonstration de 3.3.4, on montre le résultat suivant :
LEMME 4.3.7. — Ona :

GLy (D) N (@) GLam (0a) = (@) QL (D).

PROPOSITION 4.3.8. — On un isomorphisme de C-espaces vectoriels :

Homgy,,, (p)(m, 1) ~ Hom o, 1).

<w‘;/2>GLm(@q,)(

Ainsi, la représentation m est GLy, (D)-distinguée si et seulement si la repré-

sentation Ty est (wéﬂ)GLm(@@)-distinguée.
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Démonstration. — On pose X = (wg)GLom(0a) et K = GL2y(0a). On
remarque que K est le sous-groupe parahorique (j(sp))*, donc pour tout g
dans GLy,,(A), gKg=' = €(g.5(s0))*. En raisonnant a nouveau comme en
3.3.3 et en utilisant la proposition 4.3.6, on vérifie que :

Homgy,, (9)(m, 1) ~ Homgy,  (9)n (i) GLam (9a) (M0, 1)-

Le lemme précédent nous permet de conclure directement. O
REMARQUE 4.3.9. — En remarquant que (w%/ )2 = wp et que Oy C @% c

GL,,(0g), on vérifie facilement que si 7w est Gl,,(9D)-distinguée alors son ca-
ractére central x|xx est trivial sur F*.

NoOTATION 4.3.10. — On note | = kg, et ly une extension de degré m de ka
telle que Iy C I. On a alors le diagramme d’extensions de corps finis suivant :

l:kKn:k@m:kAQm

T e
\/

On a kg = ka[a], avec a2 € ka. On peut voir kg comme une sous-ka-algébre

de May(ka) :
2
k@g{(:ﬂya > :x,yEkA}.
Yy x

On peut donc injecter M,,,(ky) dans Mz, (ka) par blocs. On notera :

0 a? .
8= (1 0 ) et w = diag(g,...,0) € GLay,(ka).

On vérifie facilement que le commutant de 8 dans Ma(ka) est k.
On note 7 : GLay,(ka) — GLay(ka), 2 — waw™!. Alors 7, la restriction de
Ad(w) (la conjugaison par w) & GLay,(ka), est une involution dont ’ensemble
des points fixes est GLy, (kg).

Enfin, on notera T limage de I* dans GL,,(kg) C GLan(ka) et
Nar,,. (k4)(T) le normalisateur de T' dans GLap, (ka).

LEMME 4.3.11. — La représentation ¥, de GLay, (ka) est GLy, (kg)-distinguée
si et seulement si Y est trivial sur I . Dans ce cas, Homgr,,, (k) (7o, 1) est de
dimension 1.
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Démonstration. — On cherche une condition nécessaire et suffisante pour que
o soit GL,, (kg)-distinguée. Pour cela, d’aprés Particle [13], il faut déterminer
I’ensemble suivant :

E={g € GLom(ka) : (¢ 'Tg) = g~ 'Tg}

lorsque = est vu comme partie du double quotient T\GLq,,(ka)/GLy(kg)-
Puisque w € T, on a, pour tout = dans GLog,,(ka), © € = si et seulement si
zwzr~! € Ngr,,, (ka)(T). En utilisant Skolem-Noether, on vérifie qu'’il existe
go € GLa,, (k) tel que la restriction de Ad(gg) & T soit d’ordre 2m et égale au
Frobenius de I sur ka (Ad(go)|r = Frob;;,) de sorte que Nqr,,, (k) (1) soit

de la forme suivante :
NaLy,, (ka) (1) = T'(go)-

Soit x € Z, alors il existe t dans T et k dans Z tels que zwz~! = tg’()“. Ainsi :
(zwz™")? = w* = a’Ioy, = tgftgy 5" = (tFrobyyy, (1)) 96" =t g5*
_,_/
t'eT

On en déduit que g2 = (t')’1w2 € T. Puisque T est commutatif, pour tout ¢
dans T :

Ad(g5")(t) = t = (Ad(go)r)**(1).

Or Ad(go)|r est d’ordre 2m, donc nécessairement m divise k. On peut ainsi
supposer que k = 0 ou k = m.

* Supposons que k = 0. Dans ce cas, zwz~! =t € T donc commute avec w.
Or, t? = w? donc (w™'t)? = Iy,,. Ainsi, w~t est un élément d’ordre 1 ou
2de T = [* qui est un groupe cyclique. Il y a seulement deux possibilités :
ou bien ¢ = w ou bien t = —w.

Sit = w, alors zwz~! = w, donc wzw ™! = 7(z) = z et x € GL,,(kg).
Comme on cherche z modulo un élément de GL,,(kg) & droite, on peut
se restreindre au cas ou x = Is,,.

Sinon, t = —w, alors rwz~! = —w et 7(z7!) = -z

On définit par blocs 271 = [X; j]1<i j<m, Xi; € Ma(ka). Aprés calcul,
on constate que zwz ™! = —w si et seulement si z7! = [X; ;] avec X; ; =
(si,j +2:,;8)a0 (ou s; 5, 2; ; appartiennent & k) si et seulement s’il existe
t dans GL,,(kg) tel que :

-1

-l = t.Ao, ol AO = diag(ag, ey 0[0)
(car (1,0) est une ka-base de kg). Ainsi, en remarquant que Ay' = Ag :
{z € GLay(ka) : zwz™ = —w} = {Aot : t € GL,,(kg)}.

Comme on cherche z modulo la multiplication par un élément de
GL,,(kg) & droite, on peut se restreindre au cas z = Ao.
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* Supposons maintenant que kK = m. On a zwz~! = tg7* donc :

(zwz™)? = w? = tFrob?}kA (t)ggm = tFrob?}kA (t) = tFroby () = Ny, (1)

Fixons tg € T tel que Ny (to) = w?, alors Ny, (tt;') = 1, par théoréme
90 de Hilbert, il existe y dans [* tel que :

— Y -1 _—-m
g = ———— = ygi" .
0 FrObl/lO (y) Y90'Y 9o

Par conséquent, comme T est commutatif, y et tg commutent :

1 1

zwz™ = toygl'y "' = ytogh'y ' = (y ') w(y 2) T = togy

L € T et que l'on cherche x modulo la multiplication par

Comme y~
un élément de T & gauche, il y a un seul cas & considérer : le cas ou
zwz~! = togh.

Déterminons combien il y a d’éléments x dans le double quotient
T\GLa2y,(ka)/GLy (kg) tels que zwz~! = togi. Soient z; et x dans
GLgy, (ka) tels que a:lwacfl = togl' = l’zw.f;l, alors, puisque kg =

kA(w) :
xlkg)xfl = kA(xlwa:fl) = kA(azgwa:gl) = xzkg)xgl.

On en déduit que Ad(z; 1), la conjugaison par z; 'z, fixe point par
point les éléments de ka. Par théoréme de Skdlem-Noether, on sait qu’il
existe 7 dans GLg,,(ka) tel que Froby, /, soit la restriction de Ad(y) a
k. On peut également supposer que Froby, /i, (w) = —w.

Si Ad(x;'z;) fixe tous les éléments de kg alors x; 'z € GLyy, (ko)
et dans ce cas x; et x2 sont dans la méme double classe dans
T\GLap (ka)/GLun (k).

Sinon, Ad(z5 '21)k, = Ad(Y)k, et donc 21 € 227GLy (kg). Or :

(zay)w(z2y) ™! = —zowzy ' # togy".

On déduit de tout ceci qu’on peut se restreindre au cas x = xg avec
:cowacgl = to97"-

Ensuite, on vérifie facilement qu’un tel élément x tel que zwz~1 = tog
existe bien. En effet, posons § = tog7, alors 62 = w? € ka et n’est pas
un carré dans ka, donc engendre une extension (de corps) de degré 2 de
ka et :

kald] = kalw] = ko.
2

Les éléments & et w ont méme polyndme minimal sur ka, & savoir X2 —w?.
On en déduit un morphisme de ka-algébres (bien défini) :

¥ : kalw] — kald], P(w) — P(5)
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et donc un morphisme injectif ¢ : ka[w] — GLam(ka) ot GLay (ka)
est une ka-algébre centrale simple. Par théoréme de Skélem-Noether, il
existe z dans GLo,, (ka) tel que :

Vz € ka[w],¥(2) = 2zt

En particulier, ¢(w) = § = zwz~! = togy.

Nous allons en déduire dim(Homgy,,, (x,) (7o, 1)). D’aprés 'article de Lusztig,
on sait que :

dim(Homgy, , (x,) (70, 1)) = Z r(z)
TEE
ou r(z) € {—1,0,1}. D’aprés ce qui précéde, il y a seulement 3 élements de E
& considérer.

Si z = Id, on sait que r(x) # 0 si et seulement si la restriction de X a
T N GLy, (ko) et la fonction er de Lusztig coincident. Comme T est connexe,
er est la fonction constante égale & 1 sur T'N GL,,(ky) = T, or le caractére X
ne peut pas étre trivial sur 7. Finalement, r(Id) = 0.

De méme, on vérifie que si x = Ag, on a AalTAO N GL,(kg) = AngAo
donc est connexe. Par suite, r(Ag) = 0.

Finalement, il y a un seul élément qui intervient dans le calcul de
dim(Homgy,,, (1) (Fo, C)). Fixons zo dans GLa,,(ka) tel que zowzy " = togd.
Soit t € T, alors, en utilisant la commutativité de T', on montre que :

:cglt:rg € malT:vo NGL,,(kg) & (xo'wzcgl)t = t(.row:cgl) & togg't = ttogy'
& toFroby, (t) = ttg = tot & t € ).
On en déduit que z;'Tzo N GL,y(kg) = x5 1 xo. Comme I est connexe, la

fonction €41 Ta, St triviale sur 25 Txo N GLy, (kg) = 5 1 zo. On en déduit

que 7(xg) # 0 si et seulement si X est trivial sur [, et dans ce cas :

dim(HOmGLm(kw)(Vo, ]1)) = ’I"(Id) + ’I"(Ao) + T(.’Eo) = ’)”(.To) =1. O

NOTATION 4.3.12. — On notera ! le corps résiduel de K,, (extension de degré
2m de ka) et lg celui de K, /5. On fixe n dans [\ly tel que n? € 1. Soit E l'ex-
tension quadratique totalement ramifiée de F,, ), engendrée par wyn sur F,, /5.
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Alors on a le diagramme d’extensions de corps suivant :

A2m = Kn
2 n.r
/ 2|t
n.r 2
Ap = n/2 Fy, E
n/2 | n.r tr 2| n.r 2
2 t.r
K F/2
t.r
n/2 | n.r
5 /

F.

Par le théoréme de Skolem-Noether, on sait que l'on peut fixer v dans
GLg,,(ka) tel que la restriction de Ad(«y), la conjugaison par v, & kg soit le
Frobenius Froby, /1, - En particulier, la conjugaison par ~? fixe point par point
les éléments de kg, donc 42 € GL,,(kg) et, puisque kg = ka[w], on peut
supposer que ywy ! = —w.

Soit £ = (L;);ez la chaine d’Oa-réseaux de 9™ définie par L; = @Z@ B---D
P Avec l'identification Pg ~ O ® Oa, on remarque que :

Vi € Z,wﬂglw%/QLi =L, = wﬂglw%p € (L))" = GLam(Oa).

Soit u dans GLa,,(0A), tel que wgu = w%/Q. On sait que la conjugaison par

w%ﬂ et donc par wgu engendre Froby, /i, . Ainsi, pour tout z dans kg, en
utilisant que wgk est central, on a :

1 1 1

vyt = wruzu T twr !t = uruTt = (v u)z(y T ) T

=z.
On en déduit que v € yGL,,(Hg) et donc
(@) *)CLin(09) = (@xu) CLin(09) = (@7) CLin (D)-
On définit v un caractére de (wgy)GL,,(8y) par :
v((wry)*z) = X((@k1)*) XAz /2 ((w@KN)®)

pour tout = dans GL,,(#¢) et tout s dans Z, ou xx,, JE = XAsm /E €8t le caractére
quadratique de K,/E. Comme K, /E est non ramifiée, la norme Ny, /g est
surjective sur les unités. Puisque wgkn est une uniformisante de [E, on a :

v(wky) = —x(w@k)X(n)-
LEMME 4.3.13. — L’inclusion canonique :

Hom o, yyaL,, (0,) (70, v) € Homgr,, (x,) (Yo, 1)

est en fait un isomorphisme de C-espaces vectoriels.
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Démonstration. — Pour montrer I’isomorphisme, nous allons appliquer les ar-
guments de [10], proposition 6.3, & un nouvel espace symétrique. On a claire-
ment I'inclusion canonique :

Hom (5, 1yaL,, (9,) (M0, v) € Homar,, (k,) (Yo, 1)-

Si 7, n’est pas GL,,(kg)-distinguée, alors :
Hom o, 1yGL,, (9,) (0, v) = Homgr,, (x,) (70, 1) = {0}

Sinon, supposons que 7, est GL,,(kg)-distinguée, alors Y est trivial sur [].
Soit ¢ : V' — C une forme linéaire non nulle dans Homgr,,, (x,) (7o, 1) (o0 V
est l’espace de 7). Posons ¢ = ¢ o mo(7y). L’application 1 est aussi une forme
linéaire non nulle. Alors pour tout v dans V, pour tout z dans GL,,(83), on
pose u = mo(y).vw € Vet on a :

Y(7(@)v) = (o (2).v) = p(mo(y2y™").u) = @(u) = P (v).

On en déduit que ¢ € Homgy,, (k,) (7o, 1), qui est un espace de dimension 1,
donc 9 et ¢ sont colinéaires. Soit ¢ € C* tel que ¥ = cp. Comme 72 €
GL,,(kg), on a :

Vo € V,0(v) = ¢(m0(v*).v) = *p(v).

On en déduit que ¢ = 1 et, par suite, ¥ = ¢ ou 1) = —p. Pour montrer que
les deux espaces Hom q, 1)GL,, (k) (0, v) et Homar, , (x,)(Fo, 1) sont égaux, il
suffit de montrer que ¢ appartient & Hom o, 1\GL,, (k,) (70, v). Pour cela, il faut
vérifier que pour tout « dans GL,,(kg) et tout v dans V :

p(mo(wky)mo(2).u) = v(wxy2)p(u) i.e x(wk)(u) = —x(@k)X(n)p(u).
Donc cela revient & montrer que ¥ = ¢ si et seulement si x(n) = —1.

Posons X = (7)GL,(kg). On a 1 = ¢ si et seulement si pour tout v
dans V, ¢(mo(y).v) = ¢(v) i.e si ¢ appartient & Homyg(mg, 1). Or, il est
clair que Hom g (mo, 1) € Homgy,, (k,) (7o, 1) et comme le dernier espace est
de dimension 1, on en déduit immédiatement que ¥ = ¢ si et seulement si
Homk(mp, 1) # 0. On remarque que X est trivial sur [J, donc sur kX, qui
est le centre de GLg,,(ka). On peut donc voir 7y comme une représentation de
GLg, (ka) = PGLgy (ka). On pose X = K /kX image de K dans PGLo,, (ka).
Notre objectif est donc de montrer que Hom_(m, 1) # 0 si et seulement si
x(n) = —1. Notons 7 la conjugaison par w dans PGLa,,(ka). Il est clair que 7
fixe point par point les éléments de GL,,(kg). De plus :

Yy = —w = wywT = -y = T(F) =7.
Par conséquent, X C PGLy,,(ka)” (les points fixes de 7 dans PGLg,,(ka))
et K contient la composante neutre de PGLg,,(ka)™. On va donc pouvoir
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appliquer les résultats de larticle de Lusztig [13] & l’espace symétrique

(PGL2yn(ka), £). Notons T I'image de [* dans PGLg,, (ka) et :
E={g € PGLay(ka) : 7(g'T9) =g 'Tg}

vue comme partie du double quotient T\PGLg,, (ka)/GL,(kg). En reprenant
les calculs de la démonstration du lemme 4.3.11, on vérifie qu’il n’y a qu’une
seule double classe & considérer : on fixe ZTg € PGLq,, (ka) tel que (en reprenant

les notations de la démonstration du lemme 4.3.11) zowz, L= togy®. Alors, il est

clair que pour tout ¢ dans 7', si azalta:o € To 'TzoN K alors Froby () = t donc
il existe ¢ dans kx tel que Froby;;, (t) = ct. En utilisant le fait que (1,7) est une
lo-base de I, on montre que les seuls éléments de I* vérifiant Frob;;,(t) = ct
sont les éléments de Iy U 7l . Réciproquement, lors de la démonstration de
4.3.11, nous avons vu que z; I3 zo C GLy,(kg). Il nous reste donc a vérifier
que 25 'nzo € ()GLy, (kg). On remarque que :

(mowzy n(zowzy ') ! = to(gi'ngy ™)ty ' = toFroby, (n)ty " = to(—n)ty " = —n

car T est commutatif. On en déduit que 7(zy 'nzo) = —25 'nzo. Puisque 7(v) =
—v,0n a:

T(y(zg 'nzo)) = T(V)7(xg 'nwe) = (=) (=g "nz0) = Y(xg o).
Par conséquent y(zy 'nzo) € GLyn (ko) et 5 'z € (Y)GLyy (kg). Finalement
T Tz N K = (015 @) [k U (T~ 'nlg o) [k
D’aprés la formule de Lusztig, dim(Hom_(mo,1)) # 0 si et seulement si
X®° et la fonction €175 coincident sur Zo 'TZg N K. Par hypothése,
on sait que X est trivial sur I donc ™ est trivial sur (Zo 'l;Zo)/kX et,
comme (Zg~ ;' Tg)/kx est connexe, la fonction e _ 175 est aussi triviale sur

(o~ 'y To/kX). En utilisant la définition de la fonction £, on montre facilement
que Efo,lfﬁ(xalnxo) = e5(n). Un calcul rapide (cf. [10] démonstration de

la proposition 6.3) nous permet de vérifier que e5(n) = —1. On en déduit
immédiatement que dim(Hom(mo, 1)) # 0 si et seulement si x(n) = —1.

On a bien le résultat annoncé. O
4.4. Conclusion sur les conditions de distinction lorsque d est pair. — Avec un

raisonnement analogue a la démonstration du théoréme 3.4.13, le lemme pré-
cédent et 4.2.8 nous permettent de montrer le théoréme suivant :

THEOREME 4.4.1. — i) Silextension K/F est non ramifiée, alors la repré-
sentation m n'est pas GLy, (D)-distinguée.
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i) Si Uextension K/F est totalement ramifiée, alors la représentation m est
GL,,(D)-distinguée si et seulement si x est trivial sur F*, x est trivial
sur 15 et x(wk)x(n) = —1.

Dans les deuz cas, si m est GL,,(D)-distinguée, on a :

dimc(HomGLm(@) (7[', ]1)) =1.

5. Conclusion

Grace aux résultats des théorémes 3.3.5, 3.4.13 et 4.4.1, on a les conditions
nécessaires et suffisantes de GL,, (9)-distinction suivantes pour les représenta-
tions cuspidales de niveau 0 de GL,(A), images d’une représentation cuspidale
par Jacquet-Langlands :

THEOREME 5.0.1. — Soit 7 € %S(GLM(A)) une représentation cuspidale de
niveau 0, image d’une représentation cuspidale de niveau 0 de GL,(K) par la
correspondance de Jacquet-Langlands, et (K, /Ks,x) la paire admissible modé-

rée associée a 7 (en particulier x est un caractére modéré de KX

n et on note’x

- N X N X
la restriction de x a Og vue comme caractére de kg )

x Si K/F est non ramifiée et n est pair, la représentation ™ n'est pas
GL,,,(9D)-distinguée.

x Si K/F est totalement ramifiée et n est impair, la représentation 7 est
GL,,,(9D)-distinguée si et seulement sin =1 et 7 est le caractére trivial
de K*.

x SiK/F est non ramifiée et n est impair. Soit T un générateur du groupe de
Galois Gal(kk n/kg). Alors, la représentation m est GLy, (D)-distinguée
si et seulement si x est trivial sur F* et s’il existe o dans le groupe de
Galois Gal(kx n/ka) tel que X ' oa=Yor.

x 51 K/F est totalement ramifiée et n est pair. Soit lg le corps résiduel de
K, /2. On fize wy telle que wi = wyp et n dans kg . \lg tel que n? ely.
Alors, la représentation 7 est GL,,(D)-distinguée si et seulement si x est
trivial sur F*, X est trivial sur Iy et x(wk)Xx(n) = —1.

En utilisant ces conditions, on montre que la correspondance de Jacquet-
Langlands préserve la distinction pour les représentations cuspidales de niveau
0 au sens suivant :

THEOREME 5.0.2. — Si p € QS(GLn(K)) est une représentation cuspidale
(de niveau 0), alors p est GL, (F)-distinguée si et seulement si JL(p) est
GL,,(D)-distinguée.
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Démonstration. — Soit p € %g (GL,,(K)) une représentation cuspidale de ni-
veau 0 de paire admissible modérée associée (K, x). Soit # = JL(p). On a vu
en 1.0.4 que 7 est une représentation cuspidale (de niveau 0) de GL,(A) et que
la paire admissible modérée associée a 7 est aussi .

* Supposons que l’extension K/F est non ramifiée. Dans ce cas, on a le
diagramme d’extensions de corps fini suivant :

kK,n = kA,m
ka

7S
S

F

D’aprés le théoréme 3.3.5 (cas d = 1), on sait que p est GL,, (F)-distinguée
si et seulement si n est impair, x est trivial sur F* et X ~, X o7 oil
(1) = Gal(kk n/kr). De méme, en utilisant les théorémes 3.3.5 et 4.4.1, on
sait que 7 est GL,,(9)-distinguée si et seulement si n est impair (donc d
est impair), x est trivial sur FX et ¥~ ~, X o7 ot (7) = Gal(kx »/kg).
Il nous suffit donc de regarder le cas ol d et n sont impairs. Rappelons
que X est un caractére kg-régulier.

Supposons tout d’abord que p est GL, (F)-distinguée, alors n est im-
pair, x est trivial sur F* et ¥ ! ~, X o 7. Montrons que X ! ~, X0 7.
On a (1) = Gal(kk ,/kr) donc (72) = Gal(kk ,/kx). Il existe k dans Z
tel que Y ! =YoTor?* =xo7%0q avec a = 72k et 74 = 7. La
restriction de « & ka, o, , appartient au groupe de Galois Gal(ka /kx)
(car 2k + 1 — d est pair). Fixons ¢ un générateur de Gal(ka /kx) et @ un
élément de Gal(kk ,/kk) qui prolonge . Il existe alors r € Z et v dans
Gal(kk,n/ka) tel que o = @" o ~y. Ainsi :

X =Xo00,6=T0op o7.

On en déduit que X 0 62 = . Comme 62 = 72 0 $*" 0 2 € Gal(kk »/kK),
la. kx-régularité de ¥ impose que 6° = Id. Par conséquent %" = 7 2o
y~2. Puisque (72?) = Gal(kk n/ka), la restriction de 772 0 y~2 & ka est
lidentité. On en déduit que ng%:A = ¢?" = 1Id. Or ¢ est d’ordre d donc

d divise 27, et comme d est impair, d divise r. Ainsi ¢" = Id et on peut
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choisir ¢ = Id. On déduit de tout ceci que :
X' =XoToy ™, XoT.

Finalement, si p est GL,, (F)-distinguée alors 7 est GL,,(9)-distinguée.

Réciproquement, supposons que 7 est GL,, (9)-distinguée. Alors n est
impair (donc d est impair), x est trivial sur F* et ¥~ ~ . Xo7. Montrons
que X'~ XOT.

Comme précédemment, on remarque que 7 = 7¢ et que (72%) =
Gal(kk n/ka). Il existe k € Z tel que :

1 d 2dk

¥ l=xordor d—1+2dk

=XoTOoT

On a 2% ¢ Gal(kk n/kk) et, puisque d — 1 est pair, il n’est pas pre-
mier avec 2n, lordre de Gal(kk,,/kr), donc engendre un sous-groupe
de Gal(kk ,/kr) contenu dans Gal(kk,/kk). Par suite, 7¢71+2dF ¢
Gal(kKyn/kK) et :

Y_l g X OT-
Supposons que lextension K/F est totalement ramifiée, modérément ra-

mifiée. On a directement le résultat en utilisant les théorémes 4.4.1 et
3.4.13.

O
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