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DELTA-COMPOSANTES DES MODULES DE REVETEMENTS :
CORPS DE DEFINITION

PAR ORLANDO CAU

REsuME. — Nous nous intéressons au corps de définition des composantes irréduc-
tibles des espaces de modules de revétements (espaces de Hurwitz). Nous poursuivons
I’étude des A-composantes introduites dans un article précédent. Nous donnons une es-
timation générale de leur corps de définition. La deuxiéme partie de cet article concerne
les relévements de ces composantes dans une tour d’espaces de Hurwitz. On obtient
des systémes projectifs de composantes définies sur un corps de nombres de degré
explicitement majoré .

ABSTRACT (Delta-components of Hurwitz spaces: field of definition)

‘We focus on the components irrédutibles Hurwitz spaces and their field of definition.
For any finite group, we can construct such components defined on Q. Our method
allows one more flexibility in the type of ramification of the cover. These components
are obtained by deformation of certain covers in the border of the moduli spaces.
Finally, these components are also compatible in a tower of Hurwitz spaces, we obtain
projective systems of components of the modular tower defined on Q.

Texte regu le 13 juin 2011, révisé et accepté le 5 juin 2012.
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146 O. CAU

1. Introduction

Les espaces de Hurwitz H,.(G) sont les espaces de modules grossiers pour
la catégorie des G-revétements de groupe G de la droite projective a r points
de branchement. Nous allons nous intéresser & leurs composantes irréductibles.
L’étude de leur corps de définition est une étape préalable nécessaire de ’ap-
proche géométrique du probléme inverse de Galois. En effet, celle-ci consiste
a trouver des points Q-rationnels sur un espace de Hurwitz (lesquels, si G est
de centre trivial, donnent par spécialisation une extension galoisienne de Q de
groupe (). Ces points Q-rationnels, s’ils existent, appartiennent & une Q-com-
posante de H,.(G) qu'il convient de trouver en premier lieu.

Dans [2], nous avons défini et étudié la notion de A-composante des espaces
de Hurwitz. L’intérét de ce type de composantes est double; d’une part on
peut déterminer facilement leur corps de définition et d’autre part on garde
une grande souplesse quant au type de ramification des revétements appar-
tenant & ces composantes. Par exemple, dans [5] Débes et Ghazi utilisent les
composantes HM définies par Fried pour construire des revétements p-adiques
ayant bonne réduction modulo p pour p suffissamment grand; néanmoins le
type de ramification des revétements est d’une forme trés particuliére. L utili-
sation des A-composantes permet d’atteindre le méme objectif mais avec une
ramification moins contrainte.

Dans cet article, nous nous proposons de raffiner ’étude combinatoire de [2].
Nous obtenons trois résultats. Le premier (voir le théoréme 3.2) est une esti-
mation générale du corps de définition des A-composantes ; celle-ci repose sur
une estimation de leur nombre. Le deuxiéme est un raffinement du critére d’ir-
réductibilité de [2] (voir ci-aprés corollaire 3.4), particuliérement performant
lorsque le groupe en question est simple. On obtient par exemple le résul-
tat suivant pour Ms3 le groupe de Mathieu de degré 23 : ’espace de Hurwitz
H;5(Ma3) contient une composante irréductible définie sur le corps des nombres
rationnels. Le troisiéme résultat consiste en la construction d’une tour de com-
posantes irréductibles dans la tour modulaire de Fried avec contréle du corps
de définition (théoréme 4.8).

2. Préliminaires

2.1. Description combinatoire d’un G-revétement. — Rappelons qu’un G-
revétement de groupe G est un revétement galoisien f de P! de groupe G
muni d’un isomorphisme «y; entre G et Aut(f), et qu’un morphisme entre deux
G-revétements f et g est un morphisme de revétements compatible avec v; et
74- Chaque G-revétement posséde trois invariants : le groupe de monodromie
G, Vensemble t = {t1,...,t.} des points de branchement et pour chaque
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DELTA-COMPOSANTES : CORPS DE DEFINITION 147

t € t, la classe de conjugaison C; C G de l'inertie au-dessus de t. Le r-uplet

C = (Cy,...,C;,) est appelé l'invariant canonique de l'inertie. D’un point
de vue topologique, ces invariants ont une description simple. Etant donné
t = {t1,...,t.}, on a la notion classique de bouguet topologique pour t : il s’agit

d’un r-uplet de classes d’homotopie I' = (I'y,...,I',) de lacets (7y1,...,7) de
P(C) — t basés en un point t; ¢ t vérifiant certaines conditions techniques
(voir par exemple [4] section 1.1) lesquelles entrainent la propriété importante
suivante : le r-uplet (I'y,...,T.) engendre le groupe fondamental topologique
F;OP(P%: \ t,t0) avec l'unique relation I';...T, = 1. Considérons maintenant
un G-revétement f ramifié seulement au-dessus de t. L’action de monodromie
induit une représentation ®; : m°P(PL \ t,t9) — Per(f~'(to)), ou le groupe
Per(f~1(tg)) désigne le groupe des permutations de la fibre du revétement f
au-dessus du point tg. Le groupe de monodromie G correspond & I'image de
ce morphisme. L’invariant canonique de l’inertie est le r-uplet des classes de
conjugaison de G des éléments ®¢(I';), ¢ = 1...r. On note aussi BCDr(f) le
r-uplet (®7(I'1),...,2(I';)) d’éléments de G, que 'on appelle description des
cycles de ramification (Branch Cycle Description en anglais) du revétement f
par rapport au bouquet topologique T'.

2.2. Espace de Hurwitz. — Pour r > 2, on note classiquement %, I'espace de
modules grossier du champ des droites projectives munies d’un diviseur de de-
gré r. Etant donné un groupe fini G, on note H,.(G) 'espace de modules grossier
du champ des G-revétements de groupe G de la droite projective dont le di-
viseur de branchement est de degré r et 0, ¢ : H.(G) — %, Papplication qui
a un G-revétement fait correspondre ’ensemble t = {¢1,...,¢,.} de ses points
de branchement. Notons également, pour chaque r-uplet C = (C4,...,C;) non
ordonné de classes de conjugaison de G, H,.(G, C) le sous-espace de H,.(G) cor-
respondant aux G-revétements d’invariant canonique de l'inertie C. Il est bien
connu que H,(G,C) est une réunion de composantes irréductibles de H,.(G).
Pour finir, notons Qc le corps fixé par le sous-groupe d’indice fini de Gal(Q|Q)
des automorphismes 7 tel que cX(M = C on x est le caractére cyclotomique.
Le Branch Cycle Argument [10] lemme 2.8 montre que H,. (G, C) est défini sur
le corps cyclotomique Qc.

2.3. Composantes de I’espace de Hurwitz. — L’application 0, ¢ : H.(G) — U,
est un revétement étale. Sa fibre complexe est donc un revétement topologique
et les composantes irréductibles de H,(G) correspondent aux orbites de 'ac-
tion du groupe fondamental de %,.(C) sur une fibre géométrique. Pour décrire
concrétement cette action, on choisit un point-base t € %,.(C) et un bouquet
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148 O. CAU

topologique I" = (T'y,...,T,) pour t. L’application BCDr nous donne une bi-
jection entre la fibre de 6, ¢ au-dessus de t et 'ensemble :

<gla‘ 7gr>—G
niT(G): (917---79T)GGT g1.--9r =1 / conj

ol par « conj » nous entendons la conjugaison composante par composante par
un méme élément de G.

D’autre part, le groupe fondamental de %,.(C) est le groupe des tresses de
Hurwitz a r brins. On le note H,., il est engendré par r — 1 tresses élémentaires
que 'on note @1, ...,Q,_1. L’action de monodromie peut étre décrite, a 'aide
de la bijection entre ni,(G) et la fibre géométrique de 6, ¢, de la maniére
suivante :

Qi(915---19r) = (914 Gi-1,GiGi+19; "+ Gis-- -+ Gr)-

PROPOSITION 2.1. — Les composantes irréductibles de H,(G) sont en bijec-
tion avec les orbites de cette action.

Soient t € %,.(C) et I" un bouquet topologique pour t. On considére ’applica-
tion qui & un élément g de ni(G) fait correspondre la composante irréductible du
revétement déterminé par (t,g,I'). On montre que cette application ne dépend
ni du choix du bouquet topologique ni de t. Elle nous permet l'identification
canonique entre composantes irréductibles de H,.(G) et orbites de l’action du
groupe des tresses sur ni(G). Nous ferons toujours la confusion entre ces deux
points de vue. De maniére plus précise, deux G-revétements topologiques f
et g de la droite projective complexe sont dans une méme composante d’un
espace de Hurwitz si et seulement si les propriétés équivalentes suivantes sont
vérifiées :

(a) Il existe deux bouquets topologiques I'y et T'y, respectivement pour ty et
ty, telle que BCDr, (f)=BCDr, (9).

(b) Pour tous bouquets topologiques I'y et I'y, il existe une tresse ¢ € H,
telle que ¢(BCDr,(f)) = BCDr,(g).

Nous dirons qu’un uplet (g1,...,9,) € G" appartient & une composante
M de lespace de Hurwitz H,(G) lorsqu’il existe un G-revétement f appar-
tenant & la composante M et un bouquet topologique I'y pour t; tels que
BCDr, (f) = (g1, -, 9r)- Les propriétés équivalentes (a) et (b) montrent qu’un
uplet (g1,...,9-) appartient & au plus une composante M d’un espace de Hur-
witz.
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DELTA-COMPOSANTES : CORPS DE DEFINITION 149

2.4. A-composantes de I'espace de Hurwitz. — Soient G un groupe fini et
(G1,...,Gs) un s-uplet de sous-groupes de G. Pour chaque sous-groupe Gj,
on fixe un entier r; et une composante irréductible M; de H, (G;). L’ensemble
de ces données sera noté

A = (G, (Gy)i, (M;);)

et appelé une structure de dégénérescence. Notons également r =71 4 --- + 1.
Une structure de dégénérescence permet de créer des composantes particu-
lieres de l’espace de Hurwitz H,.(G), que ’on appelle A-composantes.

DEFINITION 2.2. — Soient G un groupe et A = (G, (G;);, (M;);) une structure
de dégénérescence. Un A-représentant est un r-uplet d’éléments de G de la
forme :

(91,1? s )gl,'rl" .. 7gi,1a .. 7gi,ria oo 7gs,la cee ags,rs)

g1 gi gs
vérifiant la condition suivante :

(A) il existe hi,...,hs € G tels que, pour ¢ = 1,...;s, le r;-uplet

g?i = (higiwlhi_l,...,higi,nhi_l) appartient a la composante M; de
H,.,(G;) ™.

Un point complexe f de H,.(G) est appelé A-revétement lorsqu’il existe un
bouquet topologique I' tel que :

BCDr(f) est un A-représentant

La composante d’un A-revétement (ou 'orbite d’un A-représentant) est appelée
une A-composante. On note ni(A) la réunion des A-composantes.

Le théoréme principal de [2], dont on rappelle I’énoncé ci-aprés (théo-
réme 2.4), concerne le corps de définition d’une A-composante. Pour 1’énoncer
introduisons une action galoisienne sur ’ensemble des classes d’équivalence
de structures de dégénérescence. Rappelons la relation d’équivalence = entre
deux structures de dégénérescence A et A’ : A = A’ si et seulement si

ni(A) = ni(A") (of. [2]).

DEFINITION 2.3. — Soient G un groupe et A = (G, (G;);, (M;);) une structure
de dégénérescence. On définit une action de Gg := Gal(Q|Q) sur 'ensemble des
structures de dégénérescences par la formule suivante :

A% := (G, (G, (M)?);

(1) En particulier, le r;-uplet {higi,lh;l, oo higiir, h;l} engendre le sous-groupe G; avec
la relation []; ; gikx = 1.
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150 O. CAU

On dit que A est définie sur un corps de nombres K lorsque :
A=A
pour tout o € Gk := Gal(K|K).

THEOREME 2.4. — Soient G un groupe fini et A une structure de dégénéres-
cence. Si K est un corps de nombres et o € Gk alors

ni(A)? = ni(A%)

En particulier si une structure de dégénérescence est définie sur un corps de
nombres K alors la sous-variété fermée ni(A) est stable par 'action de Gk.

3. Autour du nombre de A-composantes

Dans [2] nous avons donné un critére d’irréductibilité pour ’ensemble ni(A)
(voir corollaire 3.4). Dans cette section, nous allons généraliser ce résultat dans
2 directions :

— le théoréme 3.2 est une majoration du nombre de A-composantes.
— le théoréme 3.8 est un autre critére d’irréductibilité de ni(A) particulie-
rement performant lorsque le groupe G est simple (corollaire 3.11).

3.1. Majoration du nombre de A-composantes. — Nous commengons par une
définition technique. Elle met en jeu un groupe fini G, un entier positif s et
deux s-uplets de sous-groupes G = (Gy,...,Gs) et H= (Hy,...,Hy) de G.

DEFINITION 3.1. — Nous dirons que G est H-complet lorsque pour tout ¢ =
1,...,s et pour tous hy,...,hs € G le groupe H; est contenu dans le groupe

. hi— h;
engendré par les sous-groupes G/, .. ., GGl Gl

Si H est simplement le s-uplet de sous-groupes (G, ..., G) de G, on retrouve
la définition de complétude de H donnée dans [2].

Lorsque G est attaché a la structure de dégénérescence A = (G, (G;):, (M;);),
nous dirons que A est H-compléte lorsque G est H-complet.

Cette définition est motivée par le théoréme suivant dont nous présentons
une démonstration dans la section 3.2.

THEOREME 3.2. — Soient G un groupe, A une structure de dégénérescence et
H un s-uplet de sous-groupes. On suppose que la structure de dégénérescence
A est H-compléte. Notons na le nombre de A-composantes dans 1’espace de
Hurwitz H,.(G). On a la majoration suivante :

7 16|
< :
e ZUl | Hi
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DELTA-COMPOSANTES : CORPS DE DEFINITION 151

Pour illustrer ce théoréme nous donnons deux applications :

APPLICATION 3.3. — Lorsque la structure de dégénérescence est compléte
(c’est-a-dire, H; = G pour ¢ = 1,...,s) la majoration 3.2 nous donne le
résultat suivant qui est un des résultats principaux présentés dans [2] :

COROLLAIRE 3.4. — Soient G un groupe fini et A = (G, (G;);, (M;);) une
structure de dégénérescence compléte. Alors il existe une unique A-compo-
sante dans lespace de Hurwitz H,(G). Autrement dit ’ensemble ni(A) est
irréductible.

REMARQUE 3.5. — Partons d’une structure de dégénérescence A =
(G, (Gy)4, (M;);) quelconque, et pour chaque entier ¢ = 1,...,s posons :

0 _ h1 hi—1 hit1 hs
H = () (G,....Gi,GlH,...,G)
hi,...hs€G

Si on note H? := (HY, ..., H?), alors, par construction, A est une structure de
dégénérescence HO-compléte ; et H® est le meilleur choix possible de systéme
de sous-groupes H tel que G soit H-complet ; c’est-a-dire, pour tout s-uplet de
sous-groupes H = (Hy, ..., Hy), dire que G est H-complet équivaut & H; C HY,
t1=1,...,s.

Si pour tout ¢ = 1,...,s on note Qyy, le corps de définition de la composante
M;, alors le compositum k := Qpy, ...Qpr, est un corps de définition de la
structure de dégénérescence A. Les théorémes 3.2 et 2.4 montrent que toutes

les A-composantes sont définies sur une extension de k de degré inférieur ou
égal a [[7_, |GI/|H}|.

3.2. Démonstration du théoréme 3.2. — Le lemme technique suivant nous per-
mettra d’obtenir plus facilement le théoréme 3.2.

LEMME 3.6. — Soient G un groupe, H un s-uplet de sous-groupes de G, A une
structure de dégénérescence H-compléte, g = (g;,...,8,) un A-représentant.
Alors pour tout uplet h = (hq,...,hs) € H, il existe une tresse ¢/ telle que

h hs
Qg= (8" 8°)
Ce lemme se montre en utilisant le résultat suivant prouvé dans [2].

LEMME 3.7. — Soient G un groupe fini et g = (g1,...,9,) € G". Supposons
qu’il existe des entiers i et k tels que gg...gx+; = 1. Soit ¢ un élément du
groupe engendré par {g1,...,9-} \ {9k, .-, 9r+i}. Alors il existe une tresse ¢
telle que

Q(gl7"'7g7“) = (gla"'7gk—1agltc7"'7glt<;+i7gk+i+1a"'agr)
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152 O. CAU

Démonstration du lemme 3.6. — Il suffit de montrer le résultat pour les
s-uplets h de la forme (1,...,1,h,1,...,1) ot h € H; est a la i-éme place.
Le A-représentant g = (g, ..., g,) vérifie les conditions suivantes :
(i) pour i =1,...,s, le produit g;1...g;,r, est égal & 1.
(ii) si pour j =1,...,s, on pose 3; = hj_1 ou les h; sont ceux de la défini-
tion 2.2 pour g, alors pour tout j =1,...,s, le groupe ij est engendré
par les éléments gj1,. .., gjr;-

Combiné avec ’hypothése que A est une structure de dégénérescence H-com-
pléte cela donne que le groupe H; est contenu dans le groupe engendré par les
éléments

{91,17 e 1y Gi—1,15 0o 5 Gi—1,r 15 Git1,15 - - - agi+1,Ti+1’ ceeyGs 1y agS,Ts}

Comme h € H;, on en déduit que :
h e <{917 cee 7g7‘} \ {gi,la o 7gi,m}>

Il nous suffit d’appliquer le lemme 3.7 avec ¢ = h pour conclure. O

Démonstration du théoréme 8.2. — Pour tout k£ = 1,...,s, notons I l'indice
de Hj, dans G et hy 1, ..., hy 1, un systéme de représentants des classes & gauche
de G modulo Hy. Soit g = (g, ..,g,) un A-représentant. Nous allons montrer
que pour tout A-représentant u = (uy,...,us) il existe une tresse ¢ et des
entiers t1,...,ts avec ty € [1, Ix], tels que

hi.t .
Qu:(gILI"-ngS’S)

Cela montrera que tout A-représentant est dans lorbite d’un élément de la

h
forme (g, """, ... ,g?s’“) et permettra de conclure que le nombre de A-compo-

e rae 212 hi, h <.
santes est inférieur au nombre d’éléments (g,"""*,...,gs""), c’est-a-dire na <

1 L.

Soit u = (uy,...,us) un A-représentant. Quitte & conjuguer la structure de
dégénérescence A (voir la proposition 2.7 de [2]), on peut supposer que pour
chaque entier ¢ = 1,...,s, le r;-uplet u; appartient & la composante M;. Ainsi
il existe a1,..., s € G tels que ug et gp* appartiennent & la composante Mj.
Il existe donc s tresses locales ® @, ..., @, telles que

Qr...Qs(u) = (g1, ..., 85)
Posons ay, = hy ¢, .hi ot by, € Hi. Le lemme 3.6 appliqué a (g7*,...,8%°) et &
h= (h7%,...,h ") nous donne l’existence d’une tresse 7 telle que

o o hl,t +
g(glla'”’gss) = (gl 17---7825’5)

@ Le. la tresse @), agit uniquement sur le k-iéme paquet (pour tout i,5 = 1...s, les tresses
Q; et ; ont des supports disjoints).
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DELTA-COMPOSANTES : CORPS DE DEFINITION 153

En multipliant les deux tresses I et ¢); ... {,, on obtient le résultat. O

3.3. Un critere d’irréductibilité

3.3.1. Enoncés et exemples. — Soient G un groupe fini, A = (G, (G;)i=1...s,

(M;);=1..s) une structure de dégénérescence et J := {ji,...,js} un sous-
ensemble de {1,...,s}. Considérons un A-représentant que I’on note® g. Pour
tout entier ¢ € {1,...,s} et tout entier k € {1,...,r;} on note &; i la classe de

conjugaison® dans G de ’élément g; ;. Nous allons utiliser la condition tech-
nique (H), conjonction des conditions (group/gen) et (class/gen) suivantes :

— (group/gen) pour tout j € J et tous hy,...,hs € G, le groupe G est
engendré par ses sous-groupes (G7');;.

— (class/gen) le groupe G est engendré par la réunion des classes de conju-
gaison (k) jerke(t, .,rs}-

Le théoréme suivant donne un critére plus fin que celui de [2] (réobtenu plus
haut comme le corollaire 3.4) pour obtenir l'irréductibilité de ni(A).

THEOREME 3.8. — Soient G un groupe fini et A une structure de dégénéres-
cence telle que ni(A) # @. Sous 'hypothése (H), il existe une unique A-com-
posante dans l'espace de Hurwitz H,.(G).

EXEMPLE 3.9. — Pour J :={1,..., s} on retrouve le corollaire 3.4. En effet, la
condition (group,/gen) signifie que la structure de dégénérescence est compléte
et la condition (class/gen) est vérifiée puisque ¢i, ..., g, engendrent G.

EXEMPLE 3.10. — Soient n un nombre impair, G = Dy, le groupe dihédral
de cardinal 2n. Notons R = {r,r !} la classe de conjugaison d’un élément r
d’ordre n, S la classe de conjugaison des involutions et C = {R, R, S, S, S, S}.
Si I'on pose A la structure HM liée & C (voir exemple 2.6 de [2]) et J = {2, 3}
(ici s = 3), le théoréme s’applique et ’espace Hg(D,,,C) contient une unique
composante HM.

Lorsque G est un groupe simple, toute classe de conjugaison engendre G et
donc pour tout J # & la condition (class/gen) est immédiate. Dans ce cas on
obtient I’amélioration suivante du théoréme 3.4 :

(3) Les notations sont celles de la définition 2.2
(4) Cette classe de conjugaison ne dépend pas, & permutation prés, du choix du A-représen-
tant.
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COROLLAIRE 3.11. — Soient G un groupe simple et A une structure de dégé-
nérescence. Supposons qu’il existe un entier k tel que pour tout hy,...,hs le
groupe G soit engendré par les sous-groupes

h By h .
{G',....G G G}
Alors il existe une unique A-composante dans ’espace de Hurwitz H,.(G).

Démonstration. — 1l suffit de poser J = {k} dans le théoréme 3.8. O

EXEMPLE 3.12. — Selon 'ATILAS le groupe de Mathieu Ms3 contient un
sous-groupe maximal isomorphe au groupe Msy et un autre sous-groupe
maximal isomorphe & M;j;. Par maximalité, le systéme de sous-groupes
G := (Masg, Mo, My1) vérifie les conditions du corollaire 3.11 et pour tout
choix de structure de dégénérescence A, dont le systéme de sous-groupes sous-
jacent est G, il existe une unique A-composante. Si ’on souhaite construire
une Q-composante irréductible d’un espace de Hurwitz associé au groupe Mas,
le théoréme 2.4 montre qu’il suffit d’en construire pour les groupes Mao et
M.

Pour ce faire, on peut par exemple utiliser les réalisations réguliéres des
groupes M1; et Mao (obtenues par des méthodes utilisant le théoréme de ri-
gidité) que lon trouve dans [8]. Celles-ci nous permettent de construire des
composantes irréductibles définies sur Q. Pour le groupe M;i; il s’agit d’une
composante &1; de 'espace de Hurwitz Hg (M) (voir le théoréme 6.12 de [§]
pour plus de détails) et pour le groupe Mo il s’agit d’une composante Goo de
H3(Maz) (voir la proposition 9.1 et le théoréme 9.9 de [8]). On obtient alors
une Q-composante irréductible de ’espace de Hurwitz H;5(Mas).

3.3.2. Démonstrations

Démonstration du théoréeme 3.8. — En utilisant la proposition 2.7 de [2], on
peut supposer que J = {1,...,s'}. Nous adoptons les conventions d’écriture
suivantes :

— un A-représentant g sera noté

g := (84,8p)

ol 8o = (81,---,8s) €t 8b = (8s'+1,-- -, 8s)-
— étant donnés h, := (hy,...,hs) et hy := (hg41,..., hs) des uplets d’élé-
ments de G on notera
h
(g, 8"
le r-uplet d’éléments de G défini de la maniére suivante :
(gga?ggb) = ((gl,l)hl yee ey (gl,rl)hla ey (gs,l)hsa ey (gs,rs)hs)

Il suffit de montrer que :
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(*) pour tout A-représentant (g,, g,) et tout h,, hy comme ci-dessus, il existe
une tresse () tel que : Q(g,,g,) = (ghe, g;”’).
On divise le probléme en deux parties :

LEMME 3.13. — Pour tout A-représentant g et pour tout s’-uplet k, (resp.
s — s’-uplet hy) d’éléments de G :
(i) il existe un s’-uplet p, d’éléments de G et une tresse ¢’ tels que :
h
Q' (2. 8) = (28 8")
(ii) il existe une tresse ¢/ telle que :

Q(gaa gb) = (g];,a ) gb)

Pour obtenir (x), il suffit alors d’appliquer la partie (¢) du lemme 3.13 et
d’utiliser ensuite la partie (ii) avec k, = p; 'h,, en remplacant g, par ghe et
g, par g;‘b. O

Démonstration du lemme 3.13. — Pour la partie (i7), on peut se restreindre
aux uplets k, de la forme (1,...,1,k,1,...,1) avec k¥ dans G. L’hypothése
(group/gen) nous permet d’appliquer le lemme 3.7 avec ¢t = k.

Pour la partie (i), on se restreint aussi aux h, de la forme (1,...,hA,...,1).
L’hypotheése (class/gen) permet de choisir A dans une certaine classe de conju-
gaison G\ avec j € J. On peut donc trouver un s’-uplet p, tel que h appartient
au sous-groupe de G engendré par g,°. En utilisant la partie (i7) du lemme 3.13
on peut trouver une tresse & telle que :

g(g(u gb) = (gga’ gb)

Le lemme 3.7 nous permet de trouver une tresse & telle que :

R(gPa,g,) = (ghe, (g,)™)

I nous suffit de composer les tresses & et & pour obtenir le résultat. O

4. A-composantes et tour modulaire

Nous nous sommes intéressés jusque la au nombre de A-composantes d’un
espace de Hurwitz. Dans cette partie nous allons travailler avec une tour de
Hurwitz; il s’agit d’une collection (H,),en d’espaces de Hurwitz reliés entre
eux par des morphismes ®,, : H,, — H,,_1. Plus particuliérement, notre objectif
est d’étudier les différents relévements d’une composante Xy de Hy le long
de la tour (H,)nen; c’est-a-dire trouver les suites de composantes ¥, de H,
vérifiant ®,,(X,,) = X,_1 pour tout n € N*. Nous commencgons par délimiter
le probléme, en travaillant uniquement sur les A-composantes dans la tour
modulaire de Fried [1]. Nous allons montrer que sous certaines hypothéses,
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pour chaque composante X, il existe une unique suite (X, ),en relevant Xo
(voir le théoréme 4.8).

4.1. A-revétement et morphisme de Frattini

4.1.1. Morphisme de Frattini et lemme de Schur-Zassenhaus. — Avant d’en-
visager la tour modulaire de Fried nous allons nous concentrer sur ’ingrédient
principal permettant sa construction ; on pourra consulter [6].

DEFINITION 4.1. — Un épimorphisme de groupe ® : G’ — G est dit revéte-
ment de Frattini lorsque pour tout sous-groupe H' de G’ :

®H')=G<+= H =G".

De plus, nous dirons que ® est un p-revétement de Frattini quand ker(®) est
un p-groupe.

Le lemme suivant est généralement énoncé dans le cas ou H est cyclique.
Nous aurons besoin de cette version plus générale.

LEMME 4.2. — Soient p un nombre premier et ® : G’ — G un p-revétement
de Frattini. Si H est un sous-groupe de G d’ordre p premier & p, alors il existe
un relévement H' de H en un sous-groupe de G’ d’ordre p. De plus si H] est
un autre relévement de H d’ordre p, il existe un élément h' € ker(®) tel que

H, = (H")".
Démonstration. — La restriction ¥ du morphisme ® au sous-groupe $) :=
®~1(H) permet de construire la suite exacte :
(1) 1—ker(¥) > $H— H—1.

Les sections de cette suite correspondent aux relévements de H de méme ordre.
D’autre part, les groupes H et ker(¥) sont d’ordres premiers entre eux, ce qui
nous permet d’utiliser le lemme de Schur-Zassenhaus : la suite se scinde et les
sections sont toutes conjuguées entres elles par un élément de ker(¥) [9]. O

4.1.2. Relevement des structures de dégénérescence. — Soient ® : G’ — G un
p-revétement de Frattini entre groupes finis et A = (G, (G;);, (M;);)i=1,...,s une
structure de dégénérescence. Supposons que pour chaque entier i = 1,...,s, le
groupe G soit un p’-groupe (nous dirons que la structure de dégénérescence A
est p'). Le lemme 4.2, appliqué aux groupes G, ..., G, nous permet de créer
des relévements G, ...,G, de Gi,...,G;s ainsi que des isomorphismes

'(/Ji:Gi—>G§

(ce sont les sections des différentes suites exactes (1)). Pour chaque entier ¢ =
1,...,s, le morphisme %; induit une bijection de ’ensemble des composantes
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de H,,(G;) sur ensemble des composantes de H,,(G%). Ceci nous permet de
créer une structure de dégénérescence sur le groupe G’ définie par

A" = (G, (G)iy (M])i)i=1,....s

Ici on a noté M! := ;(M;) pour ¢ = 1,...,s. Plus précisément, la structure
de dégénérescence A’ dépend des sections ;. Cependant le lemme 4.2 nous dit
que deux sections sont conjuguées. On en déduit qu’un autre choix de sections
revient a conjuguer les structures de dégénérescence. On a donc défini une classe
d’équivalence de structure de dégénérescence. Il n’y a pas d’ambiguité a parler
de A’-composantes de I'espace de Hurwitz H,.(G").

4.1.3. Relévement des A-composantes. — L’objectif est d’étudier le nombre de
A-composantes de H,(G’) en fonction du nombre de A-composantes de H,.(G).
La proposition suivante nous donne un critére pour que toute A-composante
se reléve de maniére unique en une A’-composante.

PROPOSITION 4.3. — Soient ® : G’ — G un p-revétement de Frattini et
A = (G,(M;),(G;)) une structure de dégénérescence p’. Si la structure de
dégénérescence A’ est ker(®)-compléte®, alors toute A-composante de H,.(G)
se reléve de maniére unique en une A’-composante de H,.(G").

Démonstration. — 1l faut montrer les deux points suivants :

(i) toute A-composante de H,(G) se reléve en une A’-composante de H,.(G') ;
(ii) si deux A-composantes My et Ma de H,(G’) vérifient ®(M;) = ®(Ma)
alors M; = Mo.

Pour le point (), notons ¢; : G; — G} pour tout ¢ = 1,...,s, l'isomor-
phisme obtenu dans le lemme 4.2. Soit M une A-composante de H,(G) et
g = (g,...,8,) un A-représentant appartenant & M. Par définition, il existe
un uplet h = (hy,...,h;) € G tel que g" appartient & M; x --- x M,. Soit
h' = (h1,...,h) € G’ des relevés de (hy,...,hs). Les restrictions de ® in-
duisent des isomorphismes (G;)hfl — (G ", dont on notera ¢; l'isomor-
phisme réciproque. Posons g; = ¢;(g;) et g = (g},...,&.).

Du fait que ®(g') = g et que g engendre G, on déduit de la propriété de
Frattini que g’ engendre G’. Par ailleurs

(W1l 0s(8h)) = (pr(8)™ -, 0s(8,)™)) € M x -+ x M|

ce qui prouve que g = (¢1(g;),- ., ¥s(8,)) est un A’-représentant qui reléve g.

Pour le point (i4), fixons g = (g;,...,8,) un A-représentant. Quitte & conju-
guer la structure de dégénérescence A (voir proposition 2.7 de [2]) on peut
supposer que pour tout ¢ = 1,...,s, le r;-uplet g, appartient & la compo-
sante M;. Soit maintenant g = (g},...,g,) un A’-représentant qui reléve g

(5) Par définition ker(®) = (ker(®), ..., ker(®)).
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et pour chaque indice ¢ = 1,...,s, notons ﬁ; le sous-groupe de G engendré
par le r;-uplet g. Le sous-groupe ﬁ; de G’ est contenu dans un conjugué de
G} ; par ailleurs la restriction ® : ﬁ; — G; du morphisme de Frattini ® au
sous-groupe ﬁ; est surjective sur Gj, car elle envoie 1'uplet g, sur 'uplet g qui
engendre G;; compte tenu des ordres des deux groupes, cela prouve que c’est
un isomorphisme et que sa réciproque v, induit une section de la suite exacte
(1) présentée dans la démonstration du lemme 4.2.

Soit maintenant g’ = (gf,...,g”) un autre A’-représentant qui reléve g.
Par le méme raisonnement on a une autre section . de la suite exacte (1)
vérifiant ¢ (g;) = g/. La conclusion du lemme 4.2 nous dit que les deux sections
sont conjuguées par un élément de ker(®); c’est-a-dire que pour tout indice
i=1,...,s, il existe un élément h; € ker(®) tel que :

Yi = in, o ¢

ou iy, est 'automorphisme intérieur de G’ défini par h;. On en déduit en
particulier que

Vi () = (in, 0 ¥7)(g;)-

Ce qui se traduit par la relation

(&, 8) = (@)™, (8)")-

Pour conclure, rappelons que g’ et g’ sont deux A’-représentants et que par
hypotheése la structure de dégénérescence A’ est ker(®)-compléte; cela nous
permet d’appliquer le lemme 3.6. O

4.2. Tour modulaire. — Nous allons définir la tour modulaire de Fried; les
références sont [3], [1] et [6].

4.2.1. Revétement universel de Frattini. — Etant donné un groupe fini G, il
existe un plus grand objet pour la catégorie des p-revétements de Frattini de
G ; on le note traditionnellement ,® : pé — G; il s’agit de I'unique revétement
p-Frattini et p-projectif de G. On peut définir la série de Frattini M,,(G) de G
a partir du noyau ker de ,® : pé — @G par la formule de récurrence

My(G) = ker
M, (G) = M,—1(G)PM,,—1(G),M,,_1(G)] pour tout n € N*.

Pour chaque n > 0, M,,(G) est un pro-p groupe libre de rang fini, distingué
dans ,G et le quotient ,G/M,,(G), noté ;G, est fini. On obtient une suite de
morphismes

~ n n—1 /4
pG_)..._>pG_>p G — ... —Q.
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Pour tout n > 0, Z@ est appelé le n-iéme quotient de pé et ;@ : ;é — G le
n-iéme morphisme quotient de ,® : pé — @. Chacun de ces morphisme est de
Frattini et le groupe profini ,G s’écrit ,G = lim ;G.

Nous pouvons définir la tour modulaire de Fried.

DEFINITION 4.4. — Soient G un groupe fini, p un diviseur premier du cardinal
de G et C = (C4,...,C,) un r-uplet de p’-classes de conjugaison de G. D’apres
le lemme 4.2 il existe un r-uplet C" = (C7,...,C") de p'-classes de conju-

gaison de ZC:' relevant C. Notons H,, = H,.(;G,C") et ¢, : Hppqy — H,. La
collection des espaces H,, et des morphismes ¢,, quand n décrit N est appelée
tour modulaire associée au triplet (G, C, p).

4.2.2. Résultats. — Commencons par deux définitions techniques :
DEFINITION 4.5. — Soient p un nombre premier, G un groupe fini et H un
sous-groupe de GG. Nous dirons que G est H-régulier quand :

PG PH
- 5G| _ IpH|

Gl [H]

Pour vérifier la H-régularité nous avons ce lemme pratique :

LEMME 4.6. — Soient G un groupe H un sous-groupe. Pour que G soit H-ré-
gulier il faut et il suffit que :

e ’H

G| [H|

Démonstration. — Les rangs r,,(G) des pro-p groupes libres M,, (G) vérifient les
deux relations suivantes, conséquences de la formule de Nielsen-Schreier et du
calcul du sous-groupe de Frattini d’un pro-p-groupe libre (¢f. proposition 17.6.2
et lemme 22.7.4 de [6]) : pour tout n > 1,

e
ra(G) =1+ o [P (G) — 1]
J5e] @
]

= p’n-1

On déduit aisément par récurrence que la quantité [2G|/|G| ne dépend que
de |1G|/|G|. O

DEFINITION 4.7. — Soient G un groupe fini et A := (G, (G;);, (M;);) une
structure de dégénérescence. Nous dirons que A est réguliére lorsque pour tout
i=1,...,s et pour tous hy,...,hs € G, le groupe G est O-régulier ou O est le
sous-groupe de G engendré par G, .. ., G?i‘ll, :L_ﬁl yeon, Gl

Nous pouvons énoncer le résultat.
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THEOREME 4.8. — Soient G un groupe fini, p un nombre premier, C un r-uplet
de p’-classes de conjugaison de G et A une structure de dégénérescence régu-
liere. Alors toute A-composante de ’espace de Hurwitz H,. (G, C) se reléve de
maniére unique le long de la tour modulaire.

Ce théoréme nous dit que modulo une hypothése technique, le nombre de
A-composantes dans la tour modulaire est constant. On peut par exemple
estimer ce nombre en utilisant les théorémes 3.2 et 2.4; on trouve un entier
£ tel que toutes les A-composantes de la tour modulaire soient définies sur une
extension de degré inférieur ou égal & £ du compositum des corps de définition
des composantes M.

4.2.3. Démonstration du théoréme 4.8. — Notons plus simplement & : pé —
G le p-revétement universel de Frattini de G et, pour tout n > 0, ®,, : ;G — G
son n-iéme morphisme quotient. Nous commengons par un lemme technique.

LEMME 4.9. — Soient n > 0 un entier et H un sous-groupe de G tel que G soit
H-régulier. Alors ®!(H) est isomorphe au n-iéme quotient du p-revétement
universel de Frattini de H. En conséquence tout relevé de H & ZG’ (4.e. tout
sous-groupe H' de ZCNJ tel que ®,,(H') = H) contient le noyau de ®,,.

Avant de donner une preuve de ce lemme voyons comment il permet, & ’aide
de la proposition 4.3, d’obtenir le théoréme 4.8.

Démonstration du théoréme 4.8. — Fixons un entier n > 0. Nous allons mon-
trer que le relevement A’ via ®, de la structure de dégénérescence A est
ker(®,,)-complet pour pouvoir appliquer la proposition 4.3. Fixons-nous un
entier ¢ = 1,...,s et un s-uplet hy,...,hs; d’éléments de ;G et montrons que
le sous-groupe & de gé engendré par
h th;_ th; s

G, Gl G, G

contient le noyau de ®,,.

Clairement le groupe ®,,(®}) est engendré par

D, (h D, (hi- D, (hi n(hs
Gt @i gEe i) [ qn(he),
La structure A étant réguliére, le groupe G est ®,,(&])-régulier. Le second point
du lemme 4.9, appliqué au relévement & de ®,,(6)), permet alors de conclure
que & contient le noyau de ®,,. D’aprés la proposition 4.3, toute A-composante
de H,(G) se reléve de maniére unique en une A’-composante de H.(;G). O
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Démonstration du lemme 4.9. — Le second point découle aisément du pre-
mier : si ®,1(H) est isomorphe au n-iéme quotient de p]fI , la propriété de
Frattini de ®,, : ®,!(H) — H permet de déduire de la condition ®,,(H’) = H,
satisfaite par tout relevé H' de H a gé, que H' = ®_1(H), et donc que H’
contient le noyau de ®,,.

Le raisonnement ci-dessous démontre le premier point dont on trouve égale-
ment une preuve dans [7, §2.A].

Le sous-groupe H de G est fermé (ce sont des groupes finis). Par conséquent
®~1(H) est fermé dans ,G, et donc projectif. On en déduit qu’il existe un
relévement I' comme dans le diagramme commutatif suivant :

oH
27
& '(H) — H.

Dans ce diagramme, le morphisme vertical est le p-revétement universel de
Frattini de H et le morphisme horizontal est la restriction de ® & ®~1(H). De
ce diagramme découle que I'(Mo(G)) C Mo(H), ce qui fournit I'(M,,(G)) C
M,,(H) pour tout n > 0.

Considérons ensuite les n-iémes quotients des p-revétements universels de
Frattini de G et de H. Le diagramme suivant résume la situation :

Les morphismes horizontaux correspondent & la tour de revétements de Frattini
du groupe G. Dans la troisiéme ligne on a restreint la derniére ligne au sous-
groupe H. Le haut du diagramme correspond au diagramme précédent.

On commence par construire le morphisme ®,!(H) — ;‘f[ en pointillé
sur le diagramme. Il s’agit de vérifier la propriété universelle d’'un quotient,

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



162 O. CAU

c’est-a-dire que
ker(® ! (H

Comme ker(®~!
F(Mn(G)) ¢ M
surjectif '), : @

— @, 1(H)) C ker(®™'(H) — pH) =T~ (M (H)).

H) — & Y(H)) c M,(G), cela résulte de Dinclusion
H) precedemment établie. On obtient ainsi un morphisme

)
(
n
“YH) — ;‘H. Ce morphisme est en fait une bijection car
la propriété de régularité implique que les groupes ®,!(H) et ;}PNI ont méme
cardinal. O
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