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VALEURS SPÉCIALES DE PARAMÈTRES
DE DIAGRAMMES DE DIAMOND

par Yongquan Hu

Résumé. — Soit L une extension finie non ramifiée de Qp et ρ : Gal(Qp/L) →
GL2(Fp) une représentation continue réductible et suffisamment générique. Suivant
la démarche de [6], on montre comment relier le type d’extension de ρ à certains
paramètres définissant les diagrammes de Diamond associés à ρ.

Abstract (Special values of parameters in Diamond diagrams)
Let L be a finite unramified extension of Qp and ρ : Gal(Qp/L) → GL2(Fp) be a

reducible continuous generic representation. Following the strategy in [6], we show how
the extension type of ρ is related to certain parameters which appear in the Diamond
diagrams associated to ρ.

1. Introduction

Soient p un nombre premier et L une extension finie de Qp avec OL
son anneau des entiers. La correspondance de Langlands locale modulo
p pour GL2(Qp) est maintenant bien comprise ([1], [2], [11]), mais celle
pour GL2(L) lorsque L 6= Qp reste encore largement mystérieuse. Dans ce
cas, l’un des principaux obstacles est l’existence de beaucoup plus de repré-
sentations (modulo p ou p-adiques) de GL2(L) que de représentations de
dimension 2 (modulo p ou p-adiques) de Gal(Qp/L). Par exemple, lorsque L
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Mots clefs. — Correspondance de Langlands mod p, poids de Serre, diagrammes de Diamond.
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78 Y. HU

est non ramifiée sur Qp, inspirés par les travaux de Buzzard, Diamond et Jarvis
([9]), Breuil et Paškūnas ont construit des représentations lisses admissibles
sur Fp de GL2(L) satisfaisant une certaine condition sur les GL2( OL)-socles
(voir [8]). Mais cela est loin de permettre d’isoler une unique représentation,
comme démontre l’auteur [13].

Pourtant, en fixant une représentation continue de Gal(Qp/L) de dimension
2 sur Fp, on espère pouvoir ajouter de « bonnes » conditions restrictives du
coté GL2(L) à celle portant sur le socle, pour améliorer la sélection. Jusqu’à
présent (à la connaissance de l’auteur), les conditions exhibées vivent toutes
dans les diagrammes de Diamond associés à la représentation galoisienne (donc
toujours pour L non ramifiée). La première condition de ce genre a été définie
dans [4], motivée par la compatibilité souhaitée avec un possible foncteur de
Colmez généralisé ([11],[16]).

Une deuxième condition est considérée dans [6], et fait aussi l’objet du
présent article. Pour expliquer plus clairement notre situation, nous rap-
pelons brièvement la construction de diagrammes de Diamond d’après [8].
Supposons L non ramifiée sur Qp et fixons une représentation continue
ρ : Gal(Qp/L)→ GL2(Fp) que l’on suppose suffisamment générique (à préciser
dans le texte). A ρ̄ sont associés un ensemble de poids de Serre noté D(ρ) ainsi
qu’une GL2( OL)-représentation D(ρ) de dimension finie sur Fp dont le socle
est exactement

⊕
τ∈D(ρ) τ et qui est maximale pour une certaine condition de

multiplicité 1. Notons I( OL) le sous-groupe d’Iwahori de GL2( OL) et I1( OL)

le pro-p-sous-groupe de I( OL). En tant que I( OL)-représentation, l’espace des
I1( OL)-invariants de D(ρ) est une somme directe de caractères qui apparaissent
par paires stables sous la conjugaison par

(
0 1
p 0

)
. On peut donc y définir une

action de
(

0 1
p 0

)
, mais elle n’est pas unique a priori. Un diagramme de Diamond

associé à ρ est alors simplement l’injection naturelle D(ρ)I1( OL) ↪→ D(ρ), pour
une action de

(
0 1
p 0

)
sur D(ρ)I1( OL) choisie.

On peut classifier les actions possibles de
(

0 1
p 0

)
sur D(ρ)I1( OL) (à isomor-

phisme près) à l’aide de certains paramètres (voir §6). Mais dès que ρ est réduc-
tible non scindée, la donnée de D(ρ), ou de D(ρ), contient moins d’informations
que la représentation ρ de départ. Nous voulons donc relier la classe d’isomor-
phisme de ρ aux paramètres définissant l’action de

(
0 1
p 0

)
sur D(ρ)I1( OL).

Décrivons les paramètres qui nous intéressent dans cet article. Rappelons
que D(ρ) se décompose sous la forme

⊕
τ∈D(ρ)Dτ (ρ), où Dτ (ρ) est l’unique

facteur direct de D(ρ) de socle τ . Soit χ un caractère de I( OL) apparaissant
sur Dτ (ρ)I1( OL) et soit v ∈ Dτ (ρ)I1( OL) un vecteur propre de caractère χ.
Sous l’action d’un élément dans GL2( OL) d’une forme particulière mais expli-
cite (voir la proposition 2.6), v engendre un vecteur dans τ I1 ↪→ Dτ (ρ)I1( OL),
que l’on note w1 pour l’instant. Si le conjugué χs de χ par

(
0 1
p 0

)
apparaît
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aussi sur Dτ (ρ)I1( OL), on obtient un autre vecteur non nul w2 de τ I1 à par-
tir de

(
0 1
p 0

)
v. Comme τ I1 est de dimension 1 sur Fp, w1 et w2 diffèrent par

un scalaire non nul x(χ) ∈ F×p , dont on vérifie qu’il ne dépend pas du choix
de v. C’est par définition le paramètre associé à χ. En général, il existe des dia-
grammes de Diamond avec x(χ) prenant n’importe quelle valeur de F×p . Dans
[6], lorsque χ et χs apparaissent tous les deux sur la « première » composante
Dτ(∅)(ρ)I1( OL) de D(ρ)I1( OL), une valeur de x(χ) d’intérêt « particulier » est
isolée. Dans l’article présent, nous traitons le cas général en suivant la démarche
de [6]. On définit aussi des paramètres cycliques comme dans [4] et l’on montre
que si |D(ρ)| = 1, les valeurs spéciales que l’on trouve sont alors exactement
celles prédites dans [4, §6].

Les énoncés des résultats principaux de l’article nécessitant l’introduction de
trop nombreuses de notations, nous préférons de ne pas les rappeler dans cette
introduction mais renvoyer le lecteur aux théorèmes 4.7 et 5.6 pour plus de
détails. Expliquons quand même d’où vient l’idée. La représentation ρ admet
plusieurs déformations potentiellement Barsotti-Tate qui deviennent cristallines
sur une extension modérément ramifiée de L et de type d’inertie associé à χ,
donc correspondant par la correspondance de Langlands locale classique à des
séries principales modérément ramifiées de GL2(L) sur Qp. Soit Π une telle série
principale. En admettant l’existence d’une compatibilité local-global modulo p
pour GL2(L), la donnée de ρ devrait correspondre à celle de la réduction d’un
certain réseau GL2(L)-invariant de Π. En général, les réseaux GL2(L)-inva-
riants de Π (lorsqu’ils existent) sont très difficiles à décrire, mais nous n’avons
heureusement pas besoin ici de les décrire explicitement, et le paramètre qui
nous intéresse ne dépend pas du choix du réseau, sous réserve qu’il se trouve
dans la réduction modulo p dudit réseau.

Le plan de l’article est le suivant. Au §2, on fait quelques rappels et l’on
démontre la proposition 2.1, dans laquelle on détermine une condition exacte
sur χ ∈ D(ρ)I1( OL) pour que le paramètre associé soit bien défini. Au §3, on
calcule la représentation galoisienne résiduelle associée à un module fortement
divisible avec donnée de descente modérément ramifiée. Cette partie est essen-
tiellement une relecture des calculs effectués dans [5]. On démontre le résultat
principal de cet article au §4. Au §5, on définit et calcule des paramètres cy-
cliques analogues à ceux définis dans [4]. Enfin au §6, on détermine le nombre
de paramètres nécessaires à classifier les diagrammes de Diamond associés à ρ.

Introduisons les notations générales de l’article.
Dans tout le texte, L désigne une extension non ramifiée de Qp de degré f ,

d’anneau des entiers OL et E désigne une extension finie de Qp (qui sera le corps
des coefficients) d’anneau des entiers OE et de corps résiduel kE . On suppose
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que E est suffisamment grand afin d’avoir |HomQp(L,E)| = f . On note q = pf

et l’on identifie le corps résiduel de L avec Fq. On note ϕ : Fq → Fq le Frobenius
x 7→ xp. On normalise la valuation p-adique val sur L ou E par val(p) = 1 et
on pose | · | = 1

qval(·)
.

On fixe une fois pour toutes un plongement σ0 de Fq dans kE , de sorte
que {σ0 ◦ ϕi}0≤i≤f−1 sont les f plongements distincts de Fq dans kE . On
normalise l’application de réciprocité de la théorie du corps de classes local en
envoyant les Frobenius géométriques sur les uniformisantes, via laquelle on voit
tout caractère de L× comme un caractère de Gal(Qp/L).

On a de plus un isomorphisme canonique :

Gal(L[ p
f−1
√
−p/L])

∼−→ F×q

g 7→ g( pf−1
√
−p)

pf−1
√
−p

via lequel on peut voir implicitement tout caractère de F×q comme un carac-
tère du groupe Gal(L[ p

f−1
√
−p]/L) ou du groupe Gal(Qp/L). On note ωσ0

:

Gal(Qp/L) → F×q
σ0
↪→ k×E le caractère induit, ω le caractère cyclotomique mo-

dulo p (via Fp ↪→ kE) et nr(x) le caractère non ramifié de L× envoyant p sur x
(pour x ∈ k×E ou E×).

On rappelle qu’un poids de Serre, ou simplement un poids, est une re-
présentation absolument irréductible de GL2( OL), ou de manière équivalente
de GL2(Fq), sur kE . À isomorphisme près, tout poids est de la forme

(f−1⊗
i=0

(Symrik2
E)σ0◦ϕi

)
⊗ deta,

avec ri ∈ {0, . . . , p− 1}, a ∈ {0, . . . , q − 2}, et où GL2(Fq) agit sur (Symrik2
E)σ0◦ϕi

via σ0◦ϕi : Fq ↪→ kE et via l’action naturelle de GL2(kE) sur la base canonique
de k2

E . On désignera par (r0, . . . , rf−1)⊗ deta cette représentation.
On note S l’ensemble {0, . . . , f − 1} et on définit une application bijective

δ de l’ensemble des parties J de S dans lui-même en posant j ∈ δ(J) si et
seulement si j + 1 ∈ J .

On note B(L) ⊂ GL2(L) le sous-groupe des matrices triangulaires supé-
rieures et I( OL) ⊂ GL2( OL) (resp. I1( OL) ⊂ GL2( OL)) le sous-groupe des
matrices triangulaires supérieures (resp. et unipotents) modulo p. Si χ est un
caractère lisse de I( OL) à valeurs dans k×E , on note χs le caractère conjugué
de χ par

(
0 1
p 0

)
, i.e. χs(

(
a b
pc d

)
) := χ(

(
d c
pb a

)
) si

(
a b
pc d

)
∈ I( OL). On note σ(χ)

le kE-espace vectoriel Ind
GL2( OL)

I( OL)
χ des fonctions f : GL2( OL) → kE telles

que f(gg′) = χ(g)f(g′) (pour g ∈ I( OL) et g′ ∈ GL2( OL)) muni de l’action à
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VALEURS SPÉCIALES DE PARAMÈTRES DE DIAGRAMMES DE DIAMOND 81

gauche de GL2( OL) par translation à droite. Notons que cette action se fac-
torise par GL2(Fq), car χ est toujours trivial sur I1( OL). On définit de même
l’induite Ind

GL2(L)
B(L) χ pour un caractère lisse χ de B(L) dans E×.

Remarquons enfin que même si cet article est une continuation de [6], on
suivra plutôt les notations de [5].

Remerciements : Je remercie Christophe Breuil pour avoir porté ce problème
à mon attention et pour ses nombreuses suggestions. Je remercie l’institut Max-
Planck de Mathématiques et le centre BICMR à Pékin pour leur accueil durant
la rédaction de l’article. Je remercie également le rapporteur anonyme pour sa
lecture minutieuse et ses remarques pertinentes.

2. Rappels sur les diagrammes de Diamond

dans cette section, on fait des rappels de [8] et [5] sur les diagrammes de
Diamond et l’on établit certains résultats combinatoires qui seront utilisés dans
la suite.

On fixe une représentation continue réductible ρ̄ : Gal(Qp/L) → GL2(kE)

de la forme

(1) ρ =

(
nr(ξ)ω

∑f−1
j=0 p

j(rj+1)
σ0 ∗

0 nr(ξ−1)

)
,

avec ξ ∈ k×E , rj ∈ {0, . . . , p − 3} et (rj)j /∈ {(0, . . . , 0), (p − 3, . . . , p − 3)},
cette dernière condition étant la « généricité » introduite dans [8, §11]. À ρ est
associé dans [9] un ensemble D(ρ) de poids de Serre. Il admet une description
explicite à l’aide d’un certain sous-ensemble de {0, . . . , f − 1} dont on rappelle
maintenant la construction suivant la reformulation dans [5].

Grâce à la condition de généricité, ρ est dans la catégorie de Fontaine-
Laffaille [12], donc s’écrit sous la forme

ρ = HomFil·,ϕ·(M,Acris ⊗Zp Fp)

où M est un ϕ-module filtré de Fontaine-Laffaille uniquement déterminé par ρ
tandis que Acris est l’anneau de périodes de Fontaine pour les représentations
cristallines entières et HomFil·,ϕ· indique que l’on considère les morphismes qui
respectent les filtrations et qui commutent à ϕ (cf. [12] pour les détails). On
peut exprimer M sous la forme suivante [6, §2.1]

M = Mσ0 × · · · ×Mσ0◦ϕ−(f−1)

, avec Mσ0◦ϕ−j = kEe
σ0◦ϕ−j ⊕ kEfσ0◦ϕ−j

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE
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muni de la filtration suivante, où l’on pose M j = Mσ0◦ϕ−j , ej = eσ0◦ϕ−j

et f j = fσ0◦ϕ−j pour alléger les notations et où l’on convient que (f−1)+1 = 0 :
FiliM j = M j si i ≤ 0

FiliM j = kEf
j si 1 ≤ i ≤ rf−j + 1

FiliM j = 0 si i ≥ rf−j + 2{
ϕ(ej) = f

√
ξej+1

ϕrf−j+1(f j) = f
√
ξ
−1

(f j+1 + µje
j+1)

On a noté f
√
ξ une racine f -ième fixée de ξ dans kE , dont on peut supposer

l’existence quitte à agrandir E et µj ∈ kE pour tout j. Les choix faits ci-dessus
pour M ne sont pas uniques, mais on vérifie que l’ensemble Jρ défini par

(2) Jρ :=
{
j ∈ {0, . . . , f − 1}, µf−j = 0

}
ne dépend que de ρ. (Cet ensemble est noté par Z(ρ) dans [6].) De plus, on
vérifie que Jρ = S si et seulement si ρ est scindée.

On dispose de la description explicite suivante de l’ensemble D(ρ).
Soit (x0, . . . , xf−1) f variables. On note D(x0, . . . , xf−1) l’ensemble des
f -uplets τ = (τ0(x0), . . . , τf−1(xf−1)) vérifiant les conditions suivantes :

(i) τi(xi) ∈ {xi, xi + 1, p− 2− xi, p− 3− xi}
(ii) si τi(xi) ∈ {xi, xi + 1}, alors τi+1(xi+1) ∈ {xi+1, p− 2− xi+1}
(iii) si τi(xi) ∈ {p−2−xi, p−3−xi}, alors τi+1(xi+1) ∈ {p−3−xi+1, xi+1+1}
(iv) τi(xi) ∈ {p− 3− xi, xi + 1} implique i ∈ Jρ
où l’on convient que xf = x0 et τf (xf ) = τ0(x0). Notons que les conditions
(i)–(iii) entraînent τ0(x0) ∈ {x0, p− 3− x0} si f = 1. Avec ces notations, on a
la description suivante pour D(ρ) (voir [5, Prop. A.3] ou [10]) :
(3)
D(ρ) =

{
(τ0(r0), . . . , τf−1(rf−1))⊗ dete(τ)(r0,...,rf−1), τ ∈ D(x0, . . . , xf−1)

}
,

où e(τ)(x0, . . . , xf−1) est défini comme dans [5, §4] que l’on ne précise
pas ici. On remarque que cela définit une bijection entre D(x0, . . . , xf−1)

et D(ρ) : en effet, si τ 6= τ ′ sont tels que τi(ri) = τ ′i(ri) pour tout i, on
aura e(τ)(r0, . . . , rf−1) 6≡ e(τ ′)(r0, . . . , rf−1) mod (q − 1) (cf. la preuve de
[8, Lem.12.8]). Dans la suite, on notera encore τ le poids associé au f -uplet
τ = (τi(xi))i défini dans (3).

Notons ρss la semi-simplification de ρ : on a alors Jρss = S et la construction
ci-dessus montre que D(ρss) consiste en les poids τ vérifiant les conditions (i)–
(iii), la (iv) étant automatique. En particulier, on a D(ρ) ⊂ D(ρss). Ceci nous
mène à poser, pour tout τ ∈ D(ρss) :

(4) Jτ :=
{
i ∈ {0, . . . , f − 1}, τi(xi) ∈ {xi + 1, p− 3− xi}

}
⊆ S,
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et permet d’identifier D(ρss) (resp. D(ρ)) à l’ensemble des parties de S (resp.
Jρ) via τ 7→ Jτ .

Soit D(ρ) la représentation maximale (pour l’inclusion) de GL2(Fq) sur kE
vérifiant les deux conditions suivantes :
(i) le GL2(Fq)-socle (i.e. la sous-représentation semi-simple maximale)

de D(ρ) est
⊕

τ∈D(ρ) τ ;
(ii) chaque poids τ ∈ D(ρ) n’apparaît qu’une seule fois dans D(ρ).

L’existence et l’unicité d’une telle représentation sont montrées dans [8, §13],
où elle est notée D0(ρ), et on peut naturellement la voir comme une repré-
sentation de GL2( OL)L× en y faisant agir p trivialement. De plus, on sait
que D(ρ) se décompose sous la forme

⊕
τ∈D(ρ)Dτ (ρ) où Dτ (ρ) est l’unique fac-

teur direct de D(ρ) de socle égal à τ . Les caractères de I( OL) qui apparaissent
sur D(ρ)I1( OL) sont en outre tous distincts [8, Thm. 13.8] et sont caractérisés
par un ensemble de f -uplets noté PD(x0, . . . , xf−1) qui est défini comme suit.
L’ensemble PD(x0, . . . , xf−1) est constitué des f -uplets λ = (λi(xi))i tels que :
(i) λi(xi) ∈ {xi, xi + 1, xi + 2, p− 3− xi, p− 2− xi, p− 1− xi}
(ii) si λi(xi) ∈ {xi, xi + 1, xi + 2}, alors λi+1(xi+1) ∈ {xi+1, xi+1 + 2, p− 2−

xi+1}
(iii) si λi(xi) ∈ {p− 1− xi, p− 2− xi, p− 3− xi}, alors λi+1(xi+1) ∈ {p− 1−

xi+1, p− 3− xi+1, xi+1 + 1}
(iv) λi(xi) ∈ {p− 3− xi, xi + 2} implique i ∈ Jρ.
On convient bien sûr comme avant que xf = x0 et λf (xf ) = λ0(x0). On pose
alors, pour tout λ ∈PD(x0, . . . , xf−1),

(5) τ(λ) := (λ0(r0), . . . , λf−1(rf−1))⊗ dete(λ)(r0,...,rf−1)

où e(λ)(x0, . . . , xf−1) est défini comme dans [5, §4]. On vérifie que τ(λ) � τ(λ′)

pour tous f -uplets distincts λ 6= λ′ de PD(x0, . . . , xf−1). D’après [5, Prop. 4.2],
les caractères de I( OL) qui apparaissent sur D(ρ)I1( OL) sont exactement les ca-
ractères τ(λ)I1( OL) avec λ ∈PD(x0, . . . , xf−1). On remarque que si χ corres-
pond à λ, alors son conjugué χs correspond à λ[s] où λ[s] ∈PD(x0, . . . , xf−1)

est défini par λ[s]
i (xi) = p− 1− λi(xi). En particulier χ 6= χs et D(ρ)I1( OL) est

stable par la transformation χ 7→ χs.

Soit maintenant χ : I( OL) → k×E un caractère apparaissant sur D(ρ)I1( OL)

et soit λ ∈ PD(x0, . . . , xf−1) le f -uplet associé. Comme χs apparaît aussi
sur D(ρ)I1( OL) par ce qui précède, il existe par réciprocité de Frobenius un
morphisme GL2( OL)-équivariant non nul de σ(χs) := Ind

GL2( OL)

I( OL)
χs vers D(ρ),

de sorte que σ(χs) admet au moins un élément de D(ρ) comme sous-quotient.
D’ailleurs, les constituants de σ(χs) sont naturellement indexés par un certain
sous-ensemble Pχ de l’ensemble des parties de S = {0, . . . , f − 1}. On renvoie
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le lecteur à [5, §2] pour la définition précise de Pχ, en rappelant seulement
que Pχ contient toujours {∅, S} et que le socle de σ(χs), à savoir τ(λ), est
indexé par ∅ tandis que le cosocle est indexé par S. D’après [5, Prop. 4.3],
il existe un unique couple (Jmin, Jmax) ∈ Pχ × Pχ vérifiant Jmin ⊆ Jmax

et Jmax\Jmin ⊆ δ(Jρ) tel que les facteurs de Jordan-Hölder de σ(χs) qui sont
des poids de Serre pour ρ soient exactement les poids indexés par les parties
de S contenant Jmin et contenues dans Jmax. Explicitement, Jmin et Jmax sont
définies comme suit [5, (19)] :

Jmin = δ
(
{j | λj(xj) ∈ {p− 1− xj , xj + 2} ou (λj(xj) = xj + 1 et j /∈ Jρ)}

)
;

Jmax = δ
(
{j | λj(xj) /∈ {p− 3− xj , xj} et (j ∈ Jρ si λj(xj) = p− 2− xj)}

)
.

On en déduit que si τ ∈ D(ρ) est l’unique élément tel que χs apparaît
sur Dτ (ρ)I1( OL), alors τ est exactement le sous-quotient de σ(χs) indexé
par Jmax (par construction de D(ρ)). Le résultat suivant détermine toutes les
paires {χ, χs} qui apparaissent sur le même facteur Dτ (ρ)I1( OL).

Proposition 2.1. — Conservons les notations précédentes. Pour que les ca-
ractères χ et χs apparaissent sur le même facteur Dτ (ρ)I1( OL) avec τ ∈ D(ρ),
il faut et il suffit que l’on ait

(6) Jρ ∩ {j | λj(xj) ∈ {xj + 1, p− 2− xj}} = ∅.

Dans ce cas, on a Jτ = {j | λj(xj) ∈ {p− 3− xj , xj + 2}}.

Démonstration. — Soient respectivement τ et τ ′ les poids de D(ρ) tels que χs

apparaisse surDτ (ρ)I1( OL) et χ surDτ ′(ρ)I1( OL). Par ce qui précède, τ et τ ′ sont
tous deux des sous-quotients de σ(χs) car σ(χ) et σ(χs) ont les mêmes facteurs
de Jordan-Hölder, et τ y est indexé par Jmax tandis que τ ′ l’est par Jmin. Par
conséquent, on a τ = τ ′ si et seulement si Jmin = Jmax, ce qui est équivalent à
la condition (6) de l’énoncé par examen des définitions de Jmax et de Jmin.

Supposons maintenant que la condition (6) soit satisfaite et déterminons Jτ .
Par ce qui précède, τ est le sous-quotient de σ(χs) indexé par :

Jmin = Jmax = δ
(
{j | λj(xj) ∈ {p− 1− xj , xj + 1, xj + 2}}

)
.

Connaissant la structure de σ(χs) décrite dans [8, §2], on peut trouver un unique
f -uplet µ = (µ0(y0), . . . , µf−1(yf−1)) vérifiant les trois conditions suivantes :

(a) µi(yi) ∈ {yi, yi − 1, p− 2− yi, p− 1− yi}
(b) µi(yi) ∈ {yi, yi − 1} implique µi+1(yi+1) ∈ {yi+1, p− 2− yi+1}
(c) µi(yi) ∈ {p−2−yi, p−1−yi} implique µi+1(yi+1) ∈ {p−1−yi+1, yi+1−1}
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ainsi que

(7) (µ0(λ0(r0)), . . . , µf−1(λf−1(rf−1)))⊗ dete(µ◦λ)(r0,...,rf−1)

= (τ0(r0), . . . , τf−1(rf−1))⊗ dete(τ)(r0,...,rf−1),

où (τi(xi))i ∈ D(x0, . . . , xf−1) est le f -uplet correspondant au poids τ et où
µ ◦ λ := (µi(λi(xi)))i. On en déduit que :

µi(λi(xi)) = τi(xi), ∀0 ≤ i ≤ f − 1.

En outre, le fait que τ soit indexé par Jmin(= Jmax) implique grâce à [8, §2]
que l’on a

δ
(
{i | λi(xi) ∈ {p−1−xi, xi+1, xi+2}}

)
= {i | µi(yi) ∈ {p−1−yi, p−2−yi}}.

D’après la condition (c) ci-dessus et la définition de δ, ce qui équivaut à dire
que :

(8) λi(xi) ∈ {p− 1− xi, xi + 1, xi + 2} ⇐⇒ µi(yi) ∈ {p− 1− yi, yi − 1}.

Rappelons que Jτ = {i | τi(xi) ∈ {xi + 1, p − 3 − xi}} par définition. Sachant
que µi(λi(xi)) = τi(xi), la condition τi(xi) = xi+1 mène aux quatre possibilités
suivantes pour λi(xi) et µi(yi) :

λi(xi) = xi + 1 et µi(yi) = yi

λi(xi) = p− 2− xi et µi(yi) = p− 1− yi
λi(xi) = xi + 2 et µi(yi) = yi − 1

λi(xi) = p− 3− xi et µi(yi) = p− 2− yi.

Or, seuls les deux derniers cas sont compatibles avec la condition (8), et l’on
a donc λi(xi) ∈ {xi + 2, p − 3 − xi}. De même, on vérifie que la condition
τi(xi) = p−3−xi implique que λi(xi) ∈ {xi+2, p−3−xi}, et on obtient donc
que

Jτ ⊆ {i | λi(xi) ∈ {p− 3− xi, xi + 2}}.
Réciproquement, si λi(xi) = xi+2, on vérifie, de (8) et du fait que µi(λi(xi)) =

τi(xi), que seuls les deux cas suivants sont possibles pour τi(xi) :

τi(xi) = xi + 1 (avec µi(yi) = yi − 1)

τi(xi) = p− 3− xi (avec µi(yi) = p− 1− yi).

On en déduit que i ∈ Jτ . On vérifie de la même façon que λi(xi) = p− 3− xi
implique aussi i ∈ Jτ , d’où le résultat.

Corollaire 2.2. — Soit λ ∈PD(x0, . . . , xf−1) satisfaisant la condition (6)
de telle sorte que Jmin = Jmax = δ({j|λj(xj) ∈ {p − 1 − xj , xj + 1, xj +
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2}}). Soit τ l’unique poids de D(ρ) tel que χ et χs apparaissent tous les deux
sur Dτ (ρ)I1( OL). On a alors les équivalences suivantes :

j ∈ δ−1(Jmin) ∩ Jτ ⇐⇒ λj(xj) = xj + 2

j ∈ δ−1(Jmin)\Jτ ⇐⇒ λj(xj) ∈ {p− 1− xj , xj + 1}
j ∈ Jτ\δ−1(Jmin) ⇐⇒ λj(xj) = p− 3− xj
j /∈ Jτ ∪ δ−1(Jmin)⇐⇒ λj(xj) ∈ {p− 2− xj , xj}.

Démonstration. — Conséquence immédiate de la proposition 2.1.

Pour λ ∈PD(x0, . . . , xf−1) et τ comme dans le corollaire 2.2, on pose :

(9) I(λ) := δ−1(Jmin)\Jτ
∐

Jτ\δ−1(Jmin).

Autrement dit, on a I(λ) = {j | λj(xj) ∈ {xj + 1, p − 1 − xj , p − 3 − xj}}.
On obtient alors immédiatement l’énoncé suivant, conséquence des définitions
de PD(x0, . . . , xf−1) et de I(λ).

Corollaire 2.3. — Soit λ ∈ PD(x0, . . . , xf−1) vérifiant la condition (6).
On a les équivalences suivantes :

λj(xj) ∈ {p− 1− xj , p− 2− xj , p− 3− xj} ⇐⇒ j + 1 ∈ I(λ)

λj(xj) ∈ {xj , xj + 1, xj + 2} ⇐⇒ j + 1 /∈ I(λ).

Le corollaire suivant est un cas particulier de la proposition 2.1.

Corollaire 2.4. — Supposons que la représentation ρ soit scindée. Soit λ ∈
PD(x0, . . . , xf−1) et soit χ := τ(λ)I1( OL) le caractère de I( OL) correspondant à
λ. Les caractères χ et χs apparaissent sur le même facteur Dτ (ρ)I1( OL) avec τ ∈
D(ρ) si et seulement si l’une des conditions suivantes est vérifiée :

(i) ou bien λj(xj) ∈ {xj , xj + 2} pour tout j, auquel cas Jτ = {j | λj(xj) =

xj + 2}
(ii) ou bien λj(xj) ∈ {p − 1 − xj , p − 3 − xj} pour tout j, auquel cas Jτ =

{j | λj(xj) = p− 3− xj}.

Démonstration. — Supposons que χ et χs apparaissent tous les deux
sur Dτ (ρ)I1( OL). Comme ρ est scindée, on a Jρ = S d’après (2), et la
condition (6) se traduit alors par :

∀ 0 ≤ j ≤ f − 1, λj(xj) ∈ {xj , xj + 2, p− 1− xj , p− 3− xj}.

On en déduit facilement l’énoncé voulu grâce à la définition de PD(x0, . . . , xf−1)

et à la proposition 2.1.
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Corollaire 2.5. — Avec les notations précédentes, le nombre de paires (non
ordonnées) {χ, χs} telles que χ et χs apparaissent tous les deux sur le même
facteur Dτ (ρ)I1( OL) avec τ ∈ D(ρ) est 2f−1 (resp. 2f ) si ρ est non scindée
(resp. scindée).

Démonstration. — C’est une conséquence de [5, Prop. 4.4]. En effet, loc. cit.
entraîne que pour chaque sous-ensemble Jmin = Jmax ⊆ S, il existe un unique
χ si ρ est non scindée (resp. exactement deux χ si ρ est scindée) tel(s) que χ
et χs apparaissent tous les deux sur le facteur Dτ (ρ)I1( OL), où τ ∈ D(ρ) est le
poids sous-quotient de σ(χs) indexé par Jmin. Le nombre de tels χ obtenus est
donc 2f (resp. 2f+1) dans le cas non scindé (resp. scindé) et le résultat pour
les paires non ordonnées s’en déduit en divisant par 2.

Notons que dans tous les deux cas, on peut redémontrer [5, Prop. 4.4] en
utilisant respectivement le corollaire 2.2 et le corollaire 2.4.

Une raison pour laquelle on ne considère que les λ ∈ PD(x0, . . . , xf−1)

vérifiant (6) est donnée par la proposition suivante.

Proposition 2.6. — Soit λ vérifiant (6) comme précédemment et χ le carac-
tère correspondant à λ. Soit τ ∈ D(ρ) comme dans le corollaire 2.2 et soit si :=

τi(ri) pour tout 0 ≤ i ≤ f−1, de sorte que τ = (s0, . . . , sf−1)⊗dete(τ)(r0,...,rf−1).
Soit π une représentation lisse de GL2(L) sur kE vérifiant les propriétés sui-
vantes :
(i) p ∈ L× agit trivialement sur π
(ii) π contient D(ρ)

(iii) D(ρ)I1( OL) est stable sous l’action de
(

0 1
p 0

)
sur π.

Alors il existe (à multiplication par un scalaire non nul près) un unique vecteur
v(λ) ∈ Dτ (ρ)I1( OL) ⊂ πI1( OL) non nul sur lequel I( OL) agit par χs et un unique
élément x(λ) ∈ k×E tel que l’on ait l’égalité suivante dans π :

(10)
∑
t∈Fq

( ∏
j /∈Jmin

σ0(t)p
j(p−1−sj)

)([t] 1

1 0

)(
0 1

p 0

)
v(λ)

= x(λ)
∑
t∈Fq

( ∏
j∈Jmin

σ0(t)p
j(p−1−sj)

)([t] 1

1 0

)
v(λ).

Démonstration. — C’est une conséquence de [8, Lem. 2.7] et de la réciprocité
de Frobenius. D’abord, l’existence et l’unicité (à un scalaire près) de v(λ) dé-
coulent du fait que le sous-espace propre de caractère χs de Dτ (ρ)I1( OL) est de
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dimension 1 sur kE . Comme le poids τ est indexé par Jmin (= Jmax) dans σ(χs),
on sait d’après [8, Lem. 2.7] que le vecteur :∑

t∈Fq

( ∏
j∈Jmin

σ0(t)p
j(p−1−sj)

)([t] 1

1 0

)
v(λ)

est un générateur de τ I1( OL) dans Dτ (ρ). D’autre part, l’hypothèse (iii) im-
plique que le vecteur

(
0 1
p 0

)
v(λ), sur lequel I( OL) agit par χ, appartient à

Dτ (ρ)I1( OL). Le même argument appliqué à σ(χ) et à
(

0 1
p 0

)
v(λ) montre que

le vecteur de gauche de (10) est aussi un générateur de τ I1( OL) dans Dτ (ρ), τ
étant cette fois indexé par S\Jmin dans σ(χ), ce qui prouve le corollaire puisque
dimkE τ

I1( OL) = 1.

Remarque 2.7. — Reprenons les notations de la proposition 2.1 et supposons
que χ est le caractère « η(J) ⊗ η′(J) » où η(J) et η′(J) sont définis par [6,
(3)] pour une partie J de {0, . . . , f − 1}, ce dernier ensemble étant identifié à
{σ : Fq ↪→ kE} via j 7→ σ0 ◦ ϕ−j.

(i) On retrouve [6, Lem.2.1.4] puisque Jτ = ∅ d’après [6, Lem.2.1.3].
(ii) Notre Jmin correspondant à χ est égal à S\J , de sorte que la proposi-

tion 2.6 est compatible avec [6, Prop.2.6.1]. En effet, avec les notations de [6],
on a S\J =

{
j|cσ0◦ϕj ∈ {p− 1− rj , p− 2− rj}

}
d’après [6, Lem.2.1.3].

3. Modules fortement divisibles et leurs réductions

On calcule les modules de Fontaine-Laffaille de représentations réductibles
de Gal(Qp/L) sur kE provenant de certains modules fortement divisibles avec
donnée de descente modérément ramifiée.

On pose e := pf − 1 et l’on définit S comme le complété p-adique de l’enve-
loppe aux puissances divisées de OE [u] par rapport à l’idéal (ue+p) OE [u] com-
patibles avec les puissances divisées sur l’idéal p OE [u]. On note FilpS le com-
plété p-adique de l’idéal engendré par (ue+p)i

i! pour i ≥ p. Soient η, η′ : F×q → O×E
deux caractères distincts. Notons c =

∑f−1
i=0 p

ici ∈ {1, . . . , q−2} l’unique entier
tel que ηη′−1 = [σ0]c (où [·] : k×E → O×E désigne le représentant multiplicatif)
et posons pour j ∈ S = {0, . . . , f − 1}

c(j) :=

j−1∑
i=0

cf−(j−i)p
i +

f−1∑
i=j

ci−jp
i ∈ {1, . . . , q − 2}.

On renvoie à [5, §5] ou [6, §2] pour la définition d’un OE-module fortement
divisible de type η⊗η′ que l’on utilisera. Dans cet article, nous n’aurons besoin
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de considérer que les modules qui ont la forme définie (à l’exception de (iv) ci-
après) au début de [6, §2.2]. Concrètement, les OE-modules fortement divisibles
qui nous intéressent dans cet article ont la forme générale suivante :

(i) M = M σ0 × · · · ×M σ0◦ϕ−(f−1)

avec M σ0◦ϕ−j = Seσ0◦ϕ−j
η ⊕ Seσ0◦ϕ−j

η′

(ii) pour tout j ∈ S, Gal(L[ e
√
−p]/L) agit sur eσ0◦ϕ−j

η (resp. eσ0◦ϕ−j
η′ ) par η

(resp. η′)
(iii) pour tout j ∈ S, l’application ϕ1 : Fil1M σ0◦ϕ−j →M σ0◦ϕ−(j+1)

vérifie
l’une des deux configurations suivantes (où l’on remplace σ0 ◦ ϕ−j par j pour
alléger l’écriture) :
(11)

Fil1M j =
(
S(ejη + aju

c(j)ejη′)⊕ S(ue + p)ejη′
)

+ FilpS ·M j

ϕ1(ejη + aju
c(j)ejη′) = ej+1

η

ϕ1((ue + p)ejη′) = ej+1
η′

ou
(12)

Fil1M j =
(
S(ue + p)ejη ⊕ S(ejη′ + aju

e−c(j)ejη)
)

+ FilpS ·M j

ϕ1((ue + p)ejη) = ej+1
η

ϕ1(ejη′ + aju
e−c(j)ejη) = ej+1

η′

avec aj = aσ0◦ϕ−j ∈ OE et avec αe0
η et α′e0

η′ (α, α
′ ∈ O×E) au lieu de ej+1

η et ej+1
η′

dans l’image de ϕ1 lorsque j = f − 1. On note Iη (resp. Iη′) le sous-ensemble
de S formé des j tels que M j soit comme en (11) (resp. comme en (12)) et I×η
(resp. I×η′) le sous-ensemble de Iη (resp. I ′η) formé des j tels que aj ∈ O×E . On
pose enfin I0

η = Iη\I×η , I0
η′ = Iη′\I×η′ , et l’on ajoute la condition suivante

(iv) αα′ = 1.

Remarque 3.1. — Dans [5], un autre type noté « cas II » est considéré. Il
n’apparîtra pas dans notre étude parce que la condition (6) implique Jmin =

Jmax, de sorte que l’on a ici II = Jmax\Jmin = ∅ (cf. [5, (26)]).

On note S = S⊗ OE kE et M = M⊗ OE kE pour M un OE-module fortement
divisible de type η ⊗ η′ comme ci-dessus. On pose aussi

(13) ρM = HomFil1,ϕ1
(M , Âcris ⊗Zp Fp)∨(1)

et l’on renvoie à [14, §3] pour plus de détails concernant le membre de droite.
D’après [5, Thm.8.1], ρM est toujours réductible et elle est scindée si et seule-
ment si I×η

∐
I×η′ = ∅. De manière équivalente, M contient toujours un sous-

ϕ1-module filtré (pour la filtration induite) de rang 1 qui est facteur direct
en tant que S-module, stable par Gal(Qp/L), et ce sous-module est unique
si et seulement si ρ est non scindée. Par [5, Lem. 6.1], un tel sous-module
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est de la forme
∏f−1
j=0 Se

j , chaque ej étant égal à ejη + βju
pc(j−1)

ejη′ ou à

ejη′+βju
p(e−c(j−1))ejη avec βj ∈ kE , où ejη (resp. e

j
η′) désigne l’image de ejη (resp.

ejη′) dans M . On peut en outre lui associer une suite de caractères {ηj}j∈ S en
posant ηj = η lorsque ej vérifie le premier cas, et ηj = η′ sinon. D’après [5,
Lem.6.3(iii)], on a la récurrence suivante :

(14)


ηj+1 = ηj si j ∈ I0

η

∐
I0
η′

ηj+1 = η′ si j ∈ I×η
ηj+1 = η si j ∈ I×η′ .

Si ρM est non scindée, la suite {ηj}j est uniquement déterminée par M puisque
I×η
∐
I×η′ 6= ∅. Si ρM est scindée, alors M est somme directe de deux sous-

ϕ1-modules filtrés de rang 1 respectivement associés aux suites constantes {ηj =

η}j et {ηj = η′}j .
La proposition suivante est une généralisation de [6, Prop.2.2.4].

Proposition 3.2. — Soient M un OE-module fortement divisible de type η⊗
η′ et {ηj}j une suite vérifiant la récurrence (14) ci-dessus. On rappelle que
les entiers cj sont définis par la relation ηη′−1 = [σ0]

∑f−1
j=0 p

icj . On a alors
det ρM = ηη′ω et

ρM
∼=

(
nr(A)ω

∑f−1
j=0 p

j(r′j+1)
σ0 ∗

0 nr(A−1)

)
⊗ θ,

où θ est un caractère convenable uniquement déterminé, où r′j ∈ {0, . . . , p− 3}
vérifie

(15)



r′f−j = cf−j − 2 si j ∈ I0
η et ηj = η

r′f−j = p− 1− cf−j si j ∈ Iη et ηj = η′

r′f−j = cf−j si j ∈ Iη′ et ηj = η

r′f−j = p− 3− cf−j si j ∈ I0
η′ et ηj = η′

r′f−j = cf−j − 1 si j ∈ I×η et ηj = η

r′f−j = p− 2− cf−j si j ∈ I×η′ et ηj = η′,

et où

(16) A =

{
α
∏
{j|ηj 6=ηj+1} ai si η0 = η

α−1
∏
{j|ηj 6=ηj+1} ai si η0 = η′.

Démonstration. — L’assertion sur det ρM se vérifie par un calcul direct.
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Montrons maintenant (15) et (16). On explicite tout d’abord un sous-ϕ1-mo-
dule filtré de rang 1 qui soit facteur direct et stable par toutes les opérations.
On pose, pour j ∈ {0, . . . , f − 1} :

ej+1 = ej+1
η si j ∈ I0

η et ηj = η

ej+1 = ej+1
η′ si j ∈ I0

η et ηj = η′

ej+1 = ej+1
η si j ∈ I0

η′ et ηj = η

ej+1 = ej+1
η′ si j ∈ I0

η′ et ηj = η′

ej+1 = ej+1
η′ − a

−1
j up(e−c

(j))ej+1
η si j ∈ I×η et ηj = η

ej+1 = ej+1
η′ si j ∈ I×η et ηj = η′

ej+1 = ej+1
η si j ∈ I×η′ et ηj = η

ej+1 = ej+1
η − a−1

j upc
(j)

ej+1
η′ si j ∈ I×η′ et ηj = η′

en remplaçant a−1
j par a−1

f−1α
−2 (resp. a−1

f−1α
2) si j = f − 1 et η0 = η (resp.

η0 = η′). Nous allons vérifier que le sous-module N := Se0 × · · · × Sef−1

de M , muni de la filtration induite, est stable par toutes les opérations et que
si hj ∈ {0, . . . , e} est le plus petit entier tel que uhjej ∈ Fil1M , alors :

(17)

hj = 0 et ϕ1(ej) = ej+1 si j ∈ I0
η et ηj = η

hj = e et ϕ1(ej) = ej+1 si j ∈ I0
η et ηj = η′

hj = e et ϕ1(ej) = ej+1 si j ∈ I0
η′ et ηj = η

hj = 0 et ϕ1(ej) = ej+1 si j ∈ I0
η′ et ηj = η′

hj = e− c(j) et ϕ1(ej) = −ajej+1 si j ∈ I×η et ηj = η

hj = e et ϕ1(ej) = ej+1 si j ∈ I×η et ηj = η′

hj = e et ϕ1(ej) = ej+1 si j ∈ I×η′ et ηj = η

hj = c(j) et ϕ1(ej) = −ajej+1 si j ∈ I×η′ et ηj = η′

en multipliant le terme ej+1 ou −ajej+1 par α (resp. α−1) si j = f−1 et η0 = η

(resp. η0 = η′).

Il est clair que N est stable par l’action de Gal(L[ e
√
−p]/L). Vérifions main-

tenant que l’image de Fil1N par ϕ1 est contenue dans N et engendre N sur S,
i.e. ϕ1(uhjej) ∈ S×ej+1 pour tout j. Nous traitons le cas où ηj = η et j 6= f−1,
les autres cas étant laissés au lecteur. Supposons donc ηj = η et j 6= f − 1. Par
définition et d’après la récurrence (14), on dispose des possibilités suivantes
pour ηj−1 et ej :

(18)
ej = ejη si j − 1 ∈ I0

η

∐
Iη′ et ηj−1 = η

ej = ejη − a−1
j−1u

pc(j−1)

ejη′ si j − 1 ∈ I×η′ et ηj−1 = η′.
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La vérification se fait au cas par cas comme suit. Rappelons que, d’après [5,
Lem. 6.3(ii)], on a toujours

(19) ϕ1(uhjej) = ϕ1(uhjejη).

(a) Supposons que j ∈ I0
η (et ηj = η). Puisque val(aj) > 0, on sait par (11)

que :

Fil1M
j

= Sejη ⊕ Suee
j
η′ , ϕ1(ejη) = ej+1

η , ϕ1(ueejη′) = ej+1
η′ .

Dans le premier cas de (18), on a clairement hj = 0, puis l’on déduit
de (19) que ϕ1(ej) = ϕ1(ejη) = ej+1

η = ej+1 comme annoncé. Dans le
deuxième cas de (18), en notant que pc(j−1) > e puisque cf−j > 1 grâce
à [5, Lem.6.3], on a ej ∈ Fil1M

j
donc on a encore hj = 0 puis ϕ1(ej) =

ϕ1(ejη) = ej+1 par (19).
(b) Supposons que j ∈ I0

η′ (et ηj = η). Comme val(aj) > 0, on déduit de (12)
que :

Fil1M
j

= Sueejη ⊕ Se
j
η′ , ϕ1(ueejη) = ej+1

η , ϕ1(ejη′) = ej+1
η′ .

Dans le premier cas de (18), on a hj = e et ϕ1(ueej) = ϕ1(ueejη) = ej+1
η =

ej+1. Dans le deuxième cas de (18), on a encore hj = e et ϕ1(ueej) =

ϕ1(ueejη) = ej+1 par (19).
(c) Supposons que j ∈ I×η (et ηj = η). On obtient alors de (11) que :

Fil1M
j

= S(ejη + aju
c(j)ejη′)⊕ Su

eejη′ ,

ϕ1(ejη + aju
c(j)ejη′) = ej+1

η , ϕ1(ueejη′) = ej+1
η′ .

Dans le premier cas de (18), on a

ue−c
(j)

ej = ue−c
(j)

ejη = ue−c
(j)

(ejη + aju
c(j)ejη′)− aju

eejη′ ∈ Fil1M
j

et on voit facilement que e − c(j) est le plus petit entier vérifiant cette
condition, i.e. hj = e− c(j). On en déduit le résultat voulu dans ce cas :

ϕ1(ue−c
(j)

ej) = up(e−c
(j))ej+1

η − ajej+1
η′ = −aj(ej+1

η′ − a
−1
j up(e−c

(j))ej+1
η )

qui nous donne exactement −ajej+1 par définition de ej+1. Dans le
deuxième cas de (18), on a

ue−c
(j)

ej = ue−c
(j)

(ejη − a−1
j−1u

pc(j−1)

ejη′) = ue−c
(j)

ejη − a−1
j−1u

e−c(j)+pc(j−1)

ejη′ ,

qui appartient à Fil1M
j
puisque ue−c

(j)

ejη y appartient par le calcul ci-
dessus, et que (e − c(j)) + pc(j−1) = e(cf−j + 1) > e, de sorte que l’on
a encore hj = e − c(j). Par (19) et le calcul du premier cas, on obtient
comme annoncé :

ϕ1(ue−c
(j)

ej) = ϕ1(ue−c
(j)

ejη) = −ajej+1.
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(d) Supposons que j ∈ I×η′ (et ηj = η). On déduit alors de (12) que :

Fil1M
j

= Sueejη ⊕ S(ejη′ + aju
e−c(j)ejη),

ϕ1(ueejη) = ej+1
η , ϕ1(ejη′ + aju

e−c(j)ejη) = ej+1
η′ .

Dans le premier cas de (18), on vérifie que hj = e et ϕ1(ueej) =

ϕ1(ueejη) = ej+1
η = ej+1. Dans le deuxième cas de (18), on vérifie de

même que hj = e et ϕ1(ueej) = ϕ1(ueejη) = ej+1 par (19).

Les énoncés de (17) sont donc vérifiés. Si l’on résume, on obtient d’après [15,
Ex. 3.7] que :

HomFil1,ϕ1
(N , Âcris ⊗Zp Fp)∨(1) ∼= nr(A)η0ω

h
σ0
,

où h := 1
e

∑f−1
j=0 p

f−jhj et

A =


α

∏
{j|j∈I×η ,ηj=η}

(−aj)
∏

{j|j∈I×
η′ ,ηj=η

′}
(−aj) si η0 = η

α−1
∏

{j|j∈I×η ,ηj=η}
(−aj)

∏
{j|j∈I×

η′ ,ηj=η
′}

(−aj) si η0 = η′.

La formule annoncée pour A s’en déduit en notant que (par la récurrence (14))

{j|j ∈ I×η , ηj = η}
∐
{j|j ∈ I×η′ , ηj = η′} = {j|ηj 6= ηj+1}

et que |{j|ηj 6= ηj+1}| est toujours pair. En regardant enfin le déterminant
de ρM , on trouve que

ρM
∼=

(
nr(A)η0ω

h
σ0

∗
0 nr(A−1)ηc

0ω
−h
σ0
ω

)
∼=

(
nr(A)η0(ηc

0)−1ω2h
σ0
ω−1 ∗

0 nr(A−1)

)
⊗ (ηc

0ω
−h
σ0
ω),

où l’on a posé ηc
0 := η′ (resp. ηc

0 := η) si η0 = η (resp. η0 = η′). Un calcul
analogue à celui mené dans la preuve de [5, Lem.6.3] donne les valeurs de r′j
listées dans (15) et achève donc la preuve. (Notons que seul le cas η0 = η est
traité dans [5, Lem.6.3], mais on trouve le même résultat lorsque η0 = η′.)

Enfin, l’appartenance de r′j à {0, . . . , p− 3} se déduit de (15) et de (17), en
utilisant [5, Lem.6.3].

Remarque 3.3. — Lorsque ρM est réductible scindée, on a a priori deux choix
possibles pour la suite {ηj}j. Chacun d’eux donnera une expression de ρM ana-
logue à celle de la proposition 3.2. Cela explique pourquoi nous aurons souvent
besoin de traiter séparément le cas scindé (voir le corollaire 4.2 ci-après).

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



94 Y. HU

La preuve de la proposition suivante est essentiellement celle de [7, Prop.
5.1.2].

Proposition 3.4. — Soit M un OE-module fortement divisible de type η⊗η′
et soit {ηj}j une suite vérifiant la récurrence (14). Soient {r′j}0≤j≤f−1, θ et A
comme dans l’énoncé de la proposition 3.2. Le module de Fontaine-Laffaille
de ρM ⊗ θ−1 est alors égal à :

M = Mσ0 ×Mσ0◦ϕ−1

× · · · ×Mσ0◦ϕ−(f−1)

,

où l’on pose, en écrivant M j = Mσ0◦ϕ−j et aj = aσ0◦ϕ−j ,
M j = kEv

j ⊕ kEwj

FiliM j = M j si i ≤ 0

FiliM j = kEw
j si 1 ≤ i ≤ r′f−j + 1

FiliM j = 0 si i ≥ r′f−j + 2{
ϕ(vj) = vj

ϕr′f−j+1(wj) = wj+1 −Ajvj+1
si 0 ≤ j ≤ f − 2{

ϕ(vf−1) = Av0

ϕr′1+1(wf−1) = A−1w0 −Af−1v
0

Aj = aj
∏

0≤i≤j−1
{i|ηi 6=ηi+1}

(−a−2
i ) si ηj = ηj+1

Aj = a−1
j

∏
0≤i≤j−1
{i|ηi 6=ηi+1}

(−a−2
i ) si ηj 6= ηj+1

et où l’on doit multiplier le membre de droite par A lorsque j = f − 1.

Démonstration. — C’est la même preuve que celle de [7, Prop. 5.1.2] (ou de [6,
Prop.2.3.1]), en notant que l’ensemble I× défini dans ladite preuve (ou F (J)

dans [6]) n’est autre que {j|ηj 6= ηj+1}.

4. Valeurs spéciales de paramètres

Nous démontrons maintenant le résultat principal de l’article, à savoir le
théorème 4.7, qui donne une valeur spéciale du paramètre x(λ) (défini dans la
proposition 2.6) attachée à la représentation ρ de départ.

On fixe ρ : Gal(Qp/L)→ GL2(kE) une représentation de la forme (1) et λ ∈
PD(x0, . . . , xf−1) un f -uplet vérifiant la condition (6). Soit χ : I( OL) → k×E
le caractère qui lui correspond, i.e. tel que χ ∼= τ(λ)I1( OL), que l’on écrit (de
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manière unique) sous la forme χ = η(λ)⊗ η′(λ) avec η(λ), η′(λ) : O×L → k×E des
caractères lisses. On pose

η(λ) := [η(λ)] (resp. η′(λ) := [η′(λ)])

les relèvements de η(λ) et η′(λ) à O×E via le représentant multiplicatif [·] : k×E →
O×E . On vérifie que η(λ) = η′(λ)

∏f−1
j=0 [σ0]p

jcj avec cj := λj(rj).
Si J est un sous-ensemble de S, on définit la « frontière » F (J) de J comme

dans [6, (5)] :

F (J) := {j ∈ S|j ∈ J, j + 1 /∈ J}
∐
{j ∈ S|j /∈ J, j + 1 ∈ J}.

Corollaire 4.1. — Conservons les notations précédentes et supposons que ρ
est non scindée. Soit M un OE-module fortement divisible de type η(λ)⊗η′(λ)

tel que ρ ∼= ρM . Définissons {ηj}j comme l’unique suite à valeur dans ηj ∈
{η(λ), η′(λ)} vérifiant la récurrence (14). Alors

(i) ηj = η(λ) (resp. ηj = η′(λ)) si et seulement si f + 1 − j /∈ I(λ) (resp.
f + 1− j ∈ I(λ)), où I(λ) est défini par (9) ;

(ii) ηj 6= ηj+1 si et seulement si f − j ∈ F (I(λ)) ;
(iii) j ∈ Iη(λ) si et seulement si f − j ∈ δ−1(Jmin) ; en particulier, on a

|Iη(λ)| = |Jmin| et Iη′(λ) = | S\Jmin|.

Démonstration. — Puisque ρ est supposée non scindée, la condition ρ ∼= ρM

implique que rf−j = r′f−j pour tout j.
(i) Sachant que cj = λj(rj), le corollaire 2.3 et la proposition 3.2 assurent

que :
ηj = η(λ)⇐⇒ λf−j(xf−j) ∈ {xf−j , xf−j + 1, xf−j + 2}

⇐⇒ f − j + 1 /∈ I(λ),

ce qui prouve (i). Dans le cas où rf−j ∈ {p−1
2 , p−3

2 , p−5
2 }, une analyse plus

poussée sur le déterminant est nécessaire, voir la preuve de [8, Lem.12.8].
(ii) Il se déduit du (i).
(iii) Par (15), j ∈ Iη(λ) si et seulement si cf−j ∈ {rf−j + 1, rf−j + 2, p− 1−

rf−j}, si et seulement si f − j ∈ δ−1(Jmin) d’après le corollaire 2.2.

Corollaire 4.2. — Conservons les notations précédentes et supposons que ρ
est scindée. Soit M un OE-module fortement divisible de type η(λ)⊗ η′(λ) tel
que ρ ∼= ρM . Alors |Iη(λ)| = |Jmin|, |Iη′(λ)| = | S\Jmin| et

(i) α = ξ si λj(xj) ∈ {xj , xj + 2} pour tout j ;
(ii) α = ξ−1 si λj(xj) ∈ {p− 1− xj , p− 3− xj} pour tout j.

Démonstration. — Reprenons les notations de la proposition 3.2. Puisque ρM

est réductible scindée, il y a deux possibilités pour la suite {ηj}j : soit la suite
constante {η(λ)}j , soit la suite constante {η′(λ)}j . La proposition 3.2 nous
donne donc deux façons d’écrire ρM .
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(a) Si ηj = η(λ) pour tout j, alors ρM s’écrit sous la forme

ρM
∼=
(

nr(α)ω
∑f−1
j=0 p

j(r′j+1)
σ0 ⊕ nr(α−1)

)
⊗ θ′

avec θ′ caractère convenable uniquement déterminé et, sachant que I×η(λ)

et I×η′(λ) sont tous deux vides,{
r′f−j = cf−j − 2 si j ∈ I0

η(λ)

r′f−j = cf−j si j ∈ I0
η′(λ).

(b) Si ηj = η′(λ) pour tout j, alors ρM s’écrit sous la forme

ρM
∼=
(

nr(α−1)ω
∑f−1
j=0 p

j(r′′j +1)
σ0 ⊕ nr(α)

)
⊗ θ′′

avec θ′′ caractère convenable uniquement déterminé et{
r′′f−j = p− 1− cf−j si j ∈ I0

η(λ)

r′′f−j = p− 3− cf−j si j ∈ I0
η′(λ).

Montrons maintenant le corollaire. (i) Supposons que λj(xj) ∈ {xj , xj + 2},
auquel cas on a cj = λj(rj) ∈ {rj , rj + 2}. Dans ce cas, la condition ρ ∼= ρM

force que l’on est dans le cas (a) ci-dessus, c’est-à-dire :

θ′ = 1, α = ξ, r′j = rj .

(ii) Supposons que λj(xj) ∈ {p− 1− xi, p− 3− xi}, auquel cas cj = λj(rj) ∈
{p − 1 − rj , p − 3 − rj}. Dans ce cas, la condition ρ ∼= ρM force que l’on est
dans le cas (b) ci-dessus, donc

θ′′ = 1, α = ξ−1, r′′j = rj .

Enfin, dans les deux cas, on a j ∈ Iη(λ) si et seulement si rf−j ∈ {cf−j − 2, p−
1 − cf−j}, si et seulement si f − j ∈ δ−1(Jmin) par définition de Jmin. On a
donc |Iη(λ)| = |Jmin|, et par conséquent |Iη′(J)| = | S\Jmin|.

Théorème 4.3. — Conservons les notations du début de cette section et
considérons M un OE-module fortement divisible de type η(λ)⊗η′(λ) vérifiant
ρ ∼= ρM . Soit G le groupe p-divisible avec donnée de descente correspon-
dant à M et D le module de Dieudonné contravariant associé à G. Alors
la valeur propre de ϕf sur la partie isotypique de D pour le caractère η′(λ)

de Gal(L[ e
√
−p]/L) est égale à p| S\J

min|α′ où α′ ∈ O×E a la réduction suivante
dans k×E :

(20) α′ = (−1)
1
2 |F (I(λ))|

f
√
ξ
|I(λ)|

f
√
ξ
| S\I(λ)|

∏
{j|j∈I(λ),j+1/∈I(λ)} µf−j∏
{j|j /∈I(λ),j+1∈I(λ)} µf−j

.
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Démonstration. — Remarquons que l’élément de k×E défini en (20) ne dépend
pas du choix de f

√
ξ. En effet, le changement de f

√
ξ par µ f

√
ξ avec µ ∈ k×E

et µf = 1 modifie les éléments {µi}0≤i≤f−1 via la transformation suivante :

µi 7→ µ2(i+1)µi,

de sorte que la formule (20) est multipliée par

µ|I(λ)|

µ| S\I(λ)|

∏
{j|j∈I(λ),j+1/∈I(λ)} µ

2(f−j+1)∏
{j|j /∈I(λ),j+1∈I(λ)} µ

2(f−j+1)
= µ2|I(λ)| ·

∏
{j|j /∈I(λ),j+1∈I(λ)} µ

2j∏
{j|j∈I(λ),j+1/∈I(λ)} µ

2j

qui vaut 1 étant donné que |{j|j ∈ I(λ), j + 1 /∈ I(λ)}| = |{j|j /∈ I(λ), j + 1 ∈
I(λ)}| et que

∑
{j|j /∈I(λ),j+1∈I(λ)} j −

∑
{j|j∈I(λ),j+1/∈I(λ)} j = | S\I(λ)|.

La définition de M implique ensuite que la valeur propre de ϕf sur la partie
isotypique de D pour le caractère η′(λ) est égal à p|Iη′(λ)|α′, où α′ est comme
décrit dans l’expression de M au début du §3. Puisque les corollaires 4.1 et 4.2
assurent que |Iη′(λ)| = | S\Jmin|, il reste à calculer la réduction dans k×E de α′.

Supposons d’abord que ρ ∼= ρM soit scindée. Il y a donc deux possibilités
pour λ :

(i) si λj ∈ {xj , xj + 2} pour tout j, on a alors α′ = ξ−1 par le corollaire 4.2,
puis I(λ) = ∅ et F (I(λ)) = ∅ par (9), d’où la formule annoncée ;

(ii) si λi(xj) ∈ {p − 1 − xj , p − 3 − xj} pour tout j, on a alors α′ = ξ par
le corollaire 4.2, puis I(λ) = S et F (I(λ)) = ∅ par (9), d’où la formule
annoncée.

Supposons maintenant que ρ soit non scindée et notons {ηj}j l’unique suite
(avec ηj ∈ {η(λ), η′(λ)}) associée à M . Comme ρ est non scindée, la condition
ρ ∼= ρM nécessite que l’on ait (avec les notations de la proposition 3.2) :

θ = 1, A = ξ, r′j = rj , ∀ 0 ≤ j ≤ f − 1.

On obtient en particulier

α′ = α−1 =

{
ξ−1

∏
{j|ηj 6=ηj+1} aj si η0 = η(λ)

ξ
(∏
{j|ηj 6=ηj+1} aj

)−1
si η0 = η′(λ)

ce qui ramène à calculer
∏
{j|ηj 6=ηj+1} aj pour terminer la preuve.

En comparant le module de Fontaine-Laffaille de ρM donné par la proposi-
tion 3.4 à celui de ρ normalisé au §2, on obtient comme dans la preuve de [6,
Thm.2.4.1] que

(21) aj =


− f
√
ξ
−2(j+1)

µj
∏

0≤i≤j−1
ηi 6=ηi+1

(−a2
i ) si ηj = ηj+1

− f
√
ξ

2(j+1)
µ−1
j

∏
0≤i≤j−1
ηi 6=ηi+1

(−a−2
i ) si ηj 6= ηj+1.
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En utilisant (21) et en notant 0 ≤ j1 < j2 < · · · < j2t−1 < j2t ≤ f − 1 les
éléments de {0, . . . , f − 1} pour lesquels ηj 6= ηj+1 (remarquons que |{j|ηj 6=
ηj+1}| est toujours pair), on montre comme dans la preuve de [6, Thm.2.4.1]
que :

aj1aj2 · · · aj2t =
∏

{j|ηj 6=ηj+1}

aj = (−1)t

t∏
i=1

µj2i−1

f
√
ξ

2j2i

t∏
i=1

µj2i
f
√
ξ

2j2i−1

.

(Dans la preuve loc. cit., αiβi correspond à notre ( f
√
ξ)2, F (J) à notre {j|ηj 6=

ηj+1}, et xj à notre µj .)

Supposons tout d’abord que η0 = η(λ). On a alors les égalités suivantes :

{j2i−1, 1 ≤ i ≤ t} = {j|ηj = η(λ), ηj+1 = η′(λ)}

{j2i, 1 ≤ i ≤ t} = {j|ηj = η′(λ), ηj+1 = η(λ)}

et
t∑
i=1

(j2i − j2i−1) = |{j|ηj = η′(λ)}|.

On déduit donc de tout ce qui précède que (si η0 = η(λ)) :

α′ = ξ−1(
∏
{j|ηj 6=ηj+1} aj)

= 1
f
√
ξ
f · (−1)

1
2 |{j|ηj 6=ηj+1}| f

√
ξ

2|{j|ηj=η′(λ)}|
∏
{j|ηj=η(λ),ηj+1=η′(λ)} µj∏
{j|ηj=η′(λ),ηj+1=η(λ)} µj

= (−1)
1
2 |{j|ηj 6=ηj+1}| f

√
ξ
|{j|ηj=η

′(λ)}|

f
√
ξ
|{j|ηj=η(λ)}|

∏
{j|ηj=η(λ),ηj+1=η′(λ)} µj∏
{j|ηj=η′(λ),ηj+1=η(λ)} µj

.

La formule voulue s’en déduit à l’aide du corollaire 4.1 qui nous dit que

|{j|ηj 6= ηj+1}| = |F (I(λ))|, |{j|ηj = η(λ)}| = | S\I(λ)|, |{j|ηj = η′(λ)}| = |I(λ)|

et que {j|ηj = η(λ), ηj+1 = η′(λ)} = {f − j|j ∈ I(λ), j + 1 /∈ I(λ)} et {j|ηj =

η′(λ), ηj+1 = η(λ)} = {f − j|j /∈ I(λ), j+ 1 ∈ I(λ)}. On laisse le lecteur traiter
le cas η0 = η′(λ) qui mène la même formule.

Soit τ ∈ D(ρ) le poids de Serre pour lequel χ et χs apparaissent tous les
deux sur Dτ (ρ)I1( OL), avec χ = τ(λ)I1( OL). En notant sj = τj(rj), on a donc

τ = (s0, . . . , sf−1)⊗ dete(τ)(r0,...,rf−1).

Le prochain lemme permet d’écrire cj = λj(rj) (j ∈ S) en fonction de sj .
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Lemme 4.4. — (i) On a les relations suivantes :

cj = p− 2− sj si j ∈ Jmin et j − 1 /∈ Jmin

cj = p− 1− sj si j ∈ Jmin et j − 1 ∈ Jmin

cj = sj + 1 si j /∈ Jmin et j − 1 ∈ Jmin

cj = sj si j /∈ Jmin et j − 1 /∈ Jmin.

(ii) On a ∏
j /∈Jmin

[σ0]p
j(p−1−sj)

∏
j∈ S

[σ0]p
jcj =

∏
j∈Jmin

[σ0]p
j(p−1−sj).

Démonstration. — Le (i) se déduit du fait que τ apparaît dans σ(χs) =

Ind
GL2( OL)

I( OL)
χs en « position » Jmin (voir [8, Lem.2.7]) et le (ii) se déduit du

(i).

Théorème 4.5. — Soient M , G et D comme dans le théorème 4.3. Soit V
(resp. V ′) la valeur propre de ϕf sur la partie η(λ)-isotypique (resp. η′(λ)-iso-
typique) de D. Considérons la série principale modérément ramifiée :

(22) Π(λ) := Ind
GL2(L)
B(L) η′(λ)nr(V ′)| · | ⊗ η(λ)nr(V )

où η(λ) et η′(λ) sont vus comme des caractères de L× envoyant p et 1 +

p OL sur 1. Soit v̂(λ) ∈ Π(λ)I1( OL) un vecteur non nul sur lequel I( OL) agit
par η′(λ) ⊗ η(λ). Si Jmin /∈ {∅, S}, il existe un unique élément x̂(λ) ∈ O×E tel
que l’on ait l’égalité suivante dans Π(λ) :

∑
t∈Fq

( ∏
j /∈Jmin

[σ0(t)]p
j(p−1−sj)

)([t] 1

1 0

)(
0 1

p 0

)
v̂(λ)

= x̂(λ)
∑
t∈Fq

( ∏
j∈Jmin

[σ0(t)]p
j(p−1−sj)

)([t] 1

1 0

)
v̂(λ).

De plus, la réduction de x̂(λ) dans k×E est égale à

(−1)1+
|F (Jmin)|

2 +
|F (I(λ))|

2

f
√
ξ
|I(λ)|

f
√
ξ
| S\I(λ)|

∏
{j|j /∈Jmin,j−1∈Jmin}(sj + 1)∏
{j|j∈Jmin,j−1/∈Jmin}(sj + 1)

∏
{j|j∈I(λ),j+1/∈I(λ)} µf−j∏
{j|j /∈I(λ),j+1∈I(λ)} µf−j

.

Démonstration. — Notons tout d’abord que le vecteur v̂(λ) existe et est unique
à un scalaire près. La preuve de [6, Thm. 2.5.2] et le lemme 4.4 montrent
(puisque Jmin /∈ {∅, S}) que l’on a

x̂(λ) = (−1)
∑
j /∈Jmin sj 1

pf
V ′X ′
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avec X ′ = Up|J
min| + C ∈ O×E , val(C) > |Jmin| et

U ≡ (−1)1+
|F (Jmin)|

2 +
∑
j /∈Jmin sj

∏
{j /∈Jmin,j−1∈Jmin}(sj + 1)∏
{j∈Jmin,j−1/∈Jmin}(sj + 1)

(mod p).

Nous rappelons que dans la preuve de [6, Thm. 2.5.2], rσ0◦ϕj correspond à notre
sj , et J à S\Jmin. Sachant que V ′ = p| S\J

min|α′ d’après le théorème 4.3, on en
déduit que

x̂(λ) = (−1)

∑
j /∈Jmin

sj
1
pf
p| S\J

min|α′(Up|J
min| + C)

≡ (−1)

∑
j /∈Jmin

sj

α′U (mod p)

≡ α′(−1)1+
|F (Jmin)|

2

∏
{j|j /∈Jmin,j−1∈Jmin}(sj+1)∏
{j|j∈Jmin,j−1/∈Jmin}(sj+1) (mod p),

et l’on peut alors conclure en utilisant le théorème 4.3.

Remarque 4.6. — Regardons les cas Jmin = ∅ ou Jmin = S. D’après la
corollaire 2.2 et la définition de PD(x0, . . . , xf−1), on doit alors avoir Jτ ∈
{∅, S}. Le cas Jτ = ∅ est couvert par [6, Rem.2.5.3]. Lorsque Jτ = S, ρ est
forcément scindée, et l’on dispose alors du résultat suitant : si Jmin = ∅, alors

∑
t∈Fq

(∏
j∈ S

[σ0(t)]p
j(p−1−sj)

)([t] 1

1 0

)(
0 1

p 0

)
v̂(λ)

= −α′
∑
t∈Fq

(
[t] 1

1 0

)
v̂(λ) + qα′

(
0 1

1 0

)
v̂(λ);

si Jmin = S, alors

∑
t∈Fq

(
[t] 1

1 0

)(
0 1

p 0

)
v̂(λ)

= −α
∑
t∈Fq

(∏
j∈ S

[σ0(t)]p
j(p−1−sj)

)([t] 1

1 0

)
v̂(λ) + q

(
p 0

0 1

)
v̂(λ).

Tout ce qui précède nous permet maintenant d’obtenir notre résultat prin-
cipal.

Théorème 4.7. — Soient ρ et λ ∈ PD(x0, . . . , xf−1) vérifiant la condition
(6) et soit τ ∈ D(ρ) le poids de Serre associé. Ecrivons sj = τj(rj) pour tout j.
Soient M un OE-module fortement divisible vérifiant les hypothèses du théo-
rème 4.3 et Π(λ) la représentation définie par (22). Soit π une représentation
lisse de GL2(L) sur kE vérifiant les propriétés suivantes :
(i) p ∈ L× agit trivialement sur π
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(ii) π contient D(ρ)

(iii) D(ρ)I1( OL) est stable sous l’action de
(

0 1
p 0

)
sur π.

Définissons x(λ) ∈ k×E comme dans la proposition 2.6 et v̂(λ) comme dans
le théorème 4.5. Supposons de plus qu’il existe un OE-réseau stable Π0(λ)

dans Π(λ) contenant v̂(λ) ainsi qu’un morphisme OE-linéaire GL2(L)-équi-
variant Π0(λ) → π tel que l’image de v̂(λ) par ce morphisme soit un élément
non nul de D(ρ). Alors on a :

(23) x(λ) = (−1)1+
|F (Jmin)|

2 +
|F (I(λ))|

2

f
√
ξ
|I(λ)|

f
√
ξ
| S\I(λ)|

×

∏
{j|j /∈Jmin,j−1∈Jmin}

(sj + 1)∏
{j|j∈Jmin,j−1/∈Jmin}

(sj + 1)

∏
{j|j∈I(λ),j+1/∈I(λ)}

µf−j∏
{j|j /∈I(λ),j+1∈I(λ)}

µf−j
.

Démonstration. — Cela découle de la proposition 2.6 et du théorème 4.5, car
nos hypothèses assurent que la réduction modulo p de v̂(λ) est forcément un
multiple (non nul) de v(λ).

Remarque 4.8. — (i) L’hypothèse (iii) sur π est en particulier satisfaite si
l’on a l’égalité D(ρ)I1( OL) = πI1( OL). Dans ce cas, l’image de v̂(λ) se trouve
automatiquement dans D(ρ).

(ii) Lorsque Jτ = ∅, on a Jmin = S\J et I(λ) = δ−1( S\J), ce qui implique
que |F (Jmin)| = |F (I(λ))| et que |F (Jmin)|+|F (I(λ))|

2 est pair. On retrouve donc
[6, Thm.2.5.2] à partir du théorème 4.7.

On donnera au §6 des exemples lorsque f = 3 pour expliciter les paramètres
que nous avons calculé.

5. Paramètres cycliques

On définit et calcule des paramètres cycliques de diagrammes de Diamond,
toujours pour ρ réductible non scindée, qui sont analogues à ceux étudiés par
Breuil dans [4].

Fixons ρ réductible comme en (1). Notons ρss la semi-simplification de ρ
et D(ρss) l’ensemble des poids de Serre qui lui sont associés. Soit D(ρss) la
représentation de GL2(Fq) associée à ρss (§2). D’après [8, Thm. 15.4], D(ρss)

se décompose en somme directe
⊕f

`=0D`(ρ
ss) vérifiant

socGL2(Fq)D`(ρ
ss) =

⊕
J⊆ S,|J|=`

τ(J)
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où τ(J) désigne l’unique poids de D(ρss) tel que Jτ(J) = J (cf. (4)). La pro-
position 5.2 ci-après est une conséquence de la construction de [8, §15] (mais
pas énoncée explicitement). Commençons par un résultat préliminaire sur la
structure de D(ρ).

Lemme 5.1. — Soit J ⊆ S et τ(J) ∈ D(ρss) le poids associé. Notons Wτ(J)

l’unique sous-représentation de Dτ(J∩Jρ)(ρ) ⊂ D(ρ) de co-socle τ(J). Alors
Wτ(J) ne contient aucun poids τ(J ′) ∈ D(ρss) avec J ′ * J .

Démonstration. — En appliquant [8, Lem. 15.3] à τ = τ(J), σ′ = τ(J)

et σmax = τ(Jρ), on déduit que le poids τ(J) apparaît sur la composante
Dτ(J∩Jρ)(ρ) de D(ρ). L’existence de Wτ(J) est donc assurée par [8, Cor. 3.12],
où il est noté par I(τ(J ∩ Jρ), τ(J)). La structure de Wτ(J) est décrite par [8,
Cor. 4.11]. Plus précisément, si l’on définit S(τ(J)) comme dans [8, Cor. 4.11] :

S(τ(J)) :=
{
i ∈ S, τ(J)i(xi) = p−2− τ(J ∩Jρ)i(xi)−±1, τ(J ∩Jρ)i(xi)±1

}
,

alors les sous-quotients irréductibles de Wτ(J) correspondent à des sous-
ensembles de S(τ(J)) (car une condition de compatibilité doit être impo-
sée). Si i ∈ J\Jρ, on a par définition τ(J)i(xi) ∈ {p − 3 − xi, xi + 1}
et τ(J ∩ Jρ)i(xi) ∈ {xi, p − 2 − xi}, d’où l’inclusion J\Jρ ⊆ S(τ(J)). D’autre
part, si i /∈ J∪Jρ, on a λi(xi), τ(J∩Jρ)i(xi) ∈ {xi, p−2−xi}, d’où i /∈ S(τ(J)).
On en conclut donc

(24) J\Jρ ⊆ S(τ(J)) ⊆ J ∪ Jρ.

Soit maintenant τ(J ′) ∈ D(ρss) un poids qui apparaît comme sous-quotient
dans Wτ(J). On doit avoir J ∩Jρ = J ′ ∩Jρ car τ(J) et τ(J ′) apparaissent dans
la même composante de D(ρ), et S(τ(J ′)) ⊆ S(τ(J)) d’après [8, Cor. 4.11].
Cela force que par (24) :

J ′\Jρ ⊆ S(τ(J ′)) ⊆ S(τ(J)) ⊆ J ∪ Jρ,

d’où J ′ ⊆ J .

Proposition 5.2. — Il existe des sous-représentations uniques D`(ρ)

de D`(ρ
ss) pour 0 ≤ ` ≤ f , telles que D(ρ) soit une suite d’extensions

successives de la forme

D0(ρ) — D1(ρ) — · · · — Df (ρ),

avec

(25) socGL2(Fq)D`(ρ) =
⊕

τ(J)

la somme étant prise pour les J ⊆ S tels que |J | = `. En particulier, D`(ρ) est
non nul pour tout 0 ≤ ` ≤ f .
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Démonstration. — On définit D0(ρ) comme la plus grande sous-représentation
de D(ρ) qui vérifie la condition (25), i.e. socGL2(Fq)D0(ρ) = τ(∅), et qui ne
contient pas de poids τ(J) ∈ D(ρss) tel que |J | ≥ 1. D’après le lemme 5.1,
le socle du quotient D(ρ)/D0(ρ) contient la somme directe des poids τ(J) ∈
D(ρss) avec |J | = 1 (tous ces poids apparaissent par la preuve du lemme 5.1),
ce qui permet de reprendre cette construction pour définir D1(ρ) et conclure
par récurrence. Enfin, l’inclusion de D`(ρ) dans D`(ρ

ss) se déduit facilement
de [8, Prop. 13.1]. En effet, par construction, D`(ρ) est de multiplicité 1 et ne
contient aucun poids τ(J) ∈ D(ρss) tel que |J | 6= `.

Remarque 5.3. — (i) La représentation D`(ρ) peut être strictement plus pe-
tite que D`(ρ

ss).
(ii) En général, D`(ρ)I1( OL) contient plus de caractères que ceux provenant

de D(ρ)I1( OL), et n’est pas forcément stable par
(

0 1
p 0

)
. Ce phénomène se pré-

sente déjà dans le cas f = 2 et |D(ρ)| = 1.
(iii) Cependant, si l’on définit D`,1 comme le sous-espace des vecteurs v ∈

D`(ρ)I1( OL) qui se relève en un vecteur de D(ρ)I1( OL), alors D`,1 est stable
par

(
0 1
p 0

)
.

Décrivons maintenant le sous-ensemble des poids de D(ρss) qui contribuent
à l’espace D(ρ)I1( OL). D’après les rappels au début du §2, ce sont exactement
les poids τ(λ) avec λ ∈PDss(x0, . . . , xf−1), où par définition

PDss(x0, . . . , xf−1)

:=
{
λ ∈PD(x0, . . . , xf−1), λi(xi) ∈ {xi, xi + 1, p− 2− xi, p− 3− xi}

}
.

Remarquons que c’est aussi l’ensemble des f -uplets λ vérifiant les conditions
(i)–(iii) de la définition de D(x0, . . . , xf−1) (cf. §2) pour lesquels (iv) est rem-
placé par : λi(xi) = p− 3− xi implique i ∈ Jρ. On en déduit que

D(x0, . . . , xf−1) ⊆PDss(x0, . . . , xf−1) ⊆PD(x0, . . . , xf−1).

Dans la suite, on fixe un diagramme de Diamond D(ρ, r) associé à ρ (cf.
[8]), ce qui revient à se donner une action de

(
0 1
p 0

)
sur D(ρ)I1( OL) et à prendre

r : D(ρ)I1( OL) ↪→ D(ρ) l’inclusion naturelle. Rappelons que p agit trivialement
sur D(ρ).

Notons encore δ l’application bijective de PD(x0, . . . , xf−1) sur lui-même
définie par δ(λ)i(xi) = λi+1(xi). Pour λ ∈ PDss(x0, . . . , xf−1), on a (d’après
la définition (9))

I(λ) = {i ∈ S|λi(xi) ∈ {xi + 1, p− 3− xi}}.

Il est évident que PDss(x0, . . . , xf−1) est stable par δ et que I(δ(λ)) = δ(I(λ)).
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Lemme 5.4. — Soit λ ∈ PDss(x0, . . . , xf−1) et w(λ) ∈ D(ρ)I1( OL) (resp.
w(δ(λ)) ∈ D(ρ)I1( OL)) un vecteur de base de τ(λ)I1( OL) (resp. de τ(δ(λ))I1( OL)).

(i) Il existe un unique entier s(λ) ∈ {0, . . . , q − 1} tel que∑
t∈Fq

σ0(t)s(λ)

(
[t] 1

1 0

)(
0 1

p 0

)
w(λ) ∈ k×Ew(δ(λ)).

(ii) On a explicitement

s(λ) =
∑

{j|j∈δ(I(λ)),j+1/∈δ(I(λ))}

pj(p− 2− rj) +
∑

{j|j /∈δ(I(λ)),j+1∈δ(I(λ))}

pj(rj + 1).

(iii) Si Jρ = ∅, on a

s(λ) =
∑

j∈δ(I(λ))

pj(p− 2− rj) +
∑

j∈δ2(I(λ))

pj(rj + 1)

et

s(λ)−
∑

j /∈δ(I(λ))∪δ2(I(λ))

pj(p− 1− rj) ≡
f−1∑
j=0

pjλj(rj) mod (pf − 1).

Démonstration. — (i) Rappelons (§2) que λ[s] désigne le f -uplet (p−1−λi(xi))i
correspondant à

(
0 1
p 0

)
w(λ). Par la preuve de [4, Prop. 5.1], il suffit de mon-

trer que la représentation 〈GL2(Fq).
(

0 1
p 0

)
w(λ)〉 admet τ(δ(λ)) comme sous-

quotient. Dans le cas où ρ est scindée, l’énoncé se déduit de [8, Lem. 15.2],
qui nous dit que le poids τ(λ[s]) apparaît sur la composante Dτ(δ(λ))(ρ). Le cas
général se déduit alors de la proposition 5.2. En effet, en notant ` = |Jλ|, le mor-
phisme naturel Ind

GL2( OL)

I( OL)
χsλ → D`(ρ

ss) se factorise par l’inclusion D`(ρ) ↪→
D`(ρ

ss), donc le même entier s(λ) sert comme dans le cas scindé.
(ii) Déterminons l’entier s(λ). On a les relations suivantes :

– si δ(λ)i(xi) ∈ {xi, p − 2 − xi}, alors λi(xi) ∈ {xi, xi + 1} et λ[s]
i (xi) ∈

{p− 1− xi, p− 2− xi} ;
– si δ(λ)i(xi) ∈ {xi + 1, p− 3− xi}, alors λi(xi) ∈ {p− 2− xi, p− 3− xi}
et λ[s]

i (xi) ∈ {xi + 1, xi + 2}.
Grâce à [8, Lem. 2.7], on en déduit que

s(λ) =
∑

{j|δ(λ)j(xj)∈{xj+1,p−2−xj}}

pj
(
p− 1− δ(λ)j(rj)

)
=

∑
{j|j∈δ(I(λ)),j+1/∈δ(I(λ))}

pj(p− 2− rj) +
∑

{j|j /∈δ(I(λ)),j+1∈δ(I(λ))}

pj(rj + 1).

(iii) Pour la première égalité, il suffit de noter que lorsque Jρ = ∅, I(λ) n’est
autre que {i ∈ S|λi(xi) = xi + 1} et que i ∈ I(λ) implique automatiquement
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i − 1, i + 1 /∈ I(λ). Pour la deuxième, on note d’abord que j ∈ δ(I(λ)) si et
seulement si λj(xj) = p− 2− xj , donc il reste à prouver∑
j∈δ2(I(λ))

pj(rj + 1)−
∑

j /∈δ(I(λ))∪δ2(I(λ))

pj(p− 1− rj) ≡
∑

j /∈δ(I(λ))

pjλj(rj) mod (pf − 1),

soit en notant que δ(I(λ)) ∩ δ2(I(λ)) = ∅ :∑
j /∈δ(I(λ))

pjrj +
∑

j∈δ2(I(λ))

pj −
∑

j /∈δ(I(λ))∪δ2(I(λ))

pj(p− 1)

≡
∑

j /∈δ(I(λ))

pjλj(rj) mod (pf − 1).

Par définition de PDss(x0, . . . , xf−1), on peut décomposer l’ensemble
S\δ(I(λ)) comme réunion disjointe de sous-ensembles sous la forme suivante :

(26) S\δ(I(λ)) =

m∐
i=1

{ji, ji + 1, . . . , ji + ni}

avec, pour chaque 1 ≤ i ≤ m :

ji, ..., ji + (ni − 1) /∈ δ(I(λ)) ∪ δ2(I(λ)),

ji + ni ∈ δ2(I(λ)),

ji − 1, ji + ni + 1 ∈ δ(I(λ)),

ce qui implique que

λji(xji) = xji + 1, λji+k(xji+k) = xji+k, 1 ≤ k ≤ ni.

Par conséquent, on obtient∑
j /∈δ(I(λ))

pjrj +
∑

j∈δ2(I(λ))

pj −
∑

j /∈δ(I(λ))∪δ2(I(λ))

pj(p− 1)

≡
∑

j /∈δ(I(λ))

pjrj +

m∑
i=1

pji =
∑

j /∈δ(I(λ))

pjλj(rj) mod (pf − 1),

où la congruence vient du fait que l’on a identifié f avec 0 dans la décomposition
(26). Cela termine la preuve.

Soit λ ∈PDss(x0, . . . , xf−1). On note dλ la longueur de l’orbite de δ conte-
nant λ, i.e. le plus petit entier positif d tel que δd(λ) = λ et δd−1(λ) 6= λ. Le
lemme 5.4 permet de définir un morphisme pour tout 0 ≤ i ≤ dλ − 1 :

S : τ(δi(λ))I1( OL) → τ(δi+1(λ))I1( OL)

w(δi(λ)) 7→
∑
t∈Fq

σ0(t)s(δ
i(λ))

(
p [t]
0 1

)
w(δi(λ))
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ainsi qu’un isomorphisme

Sdλ : τ(λ)I1( OL) ∼−→ τ(λ)I1( OL).

L’espace τ(λ)I1( OL) étant de dimension 1 sur kE , Sdλ est donné par la multi-
plication par un scalaire ν(λ) ∈ k×E . Il est clair que ν(λ) ne dépend pas de w(λ)

et que l’on a ν(λ) = ν(δi(λ)) pour tout 0 ≤ i ≤ dλ − 1.

Remarque 5.5. — Le paramètre ν(λ) est un avatar de celui défini pour ρss

dans [4, §6] (voir aussi [5, Question 9.5(i)]), on le nomme donc le paramètre
cyclique associé à λ. Notre résultat principal ci-après dit que l’on trouve exac-
tement la valeur privilégiée qui y est prédite dans le cas particulier Jρ = ∅.

Le résultat principal de cette section est le suivant, et la démonstration
occupera le reste de cette section.

Théorème 5.6. — Supposons que Jρ = ∅. Soient λ ∈ PDss(x0, . . . , xf−1)

et dλ, ν(λ) comme ci-dessus. Fixons un diagramme de Diamond D(ρ, r) et sup-
posons que les valeurs de x(δi(λ)) pour tout 0 ≤ i ≤ dλ − 1 vérifient l’égalité
(23) du théorème 4.7. On a alors

ν(λ) = (−1)
dλ|I(λ)|

f

∑f−1
j=0 rjξ(f−2|I(λ)|) dλf ,

où l’on rappelle que ξ est défini en (1).

Remarque 5.7. — Avec les notations de [4, §6], on voit que si ci est l’orbite
de δ = δréd contenant λ, l’ensemble Ji (⊆ S) correspondant à λ est juste
{j ∈ S|λj(xj) = p − 2 − xj} = δ(I(λ)). Comme Ji ∩ δ(Ji) = ∅, on en déduit
que :

hi
déf
=

1

2
|(Ji ∪ δ(Ji))\(Ji ∩ δ(Ji))| = |Ji| = |I(λ)|.

Ainsi le théorème 5.6 donne exactement la valeur privilégiée de ν(λ) annoncée
dans [4, Thm. 6.4].

On suppose dans le reste de la section que Jρ = ∅, ce qui entraîne que D(ρ) =

{τ(∅) = (r0, . . . , rf−1)} et queD(ρ) s’injecte dans InjGL2(Fq)τ(∅). La définition
suivante est analogue à celle de S issue du lemme 5.4.

Définition 5.8. — On définit un morphisme

R : D(ρ)I1( OL) = (InjGL2(Fq)τ(∅))I1( OL) → τ(∅)I1( OL)

de la façon suivante : si w(λ) ∈ D(ρ)I1( OL) est un vecteur propre de I( OL) de
caractère χ correspondant à λ ∈PD(x0, . . . , xf−1), on pose (cf. [8, Prop. 2.7])

R(w(λ)) :=
∑
t∈Fq

( ∏
j∈R(λ)

σ0(t)p
j(p−1−rj)

)([t] 1

1 0

)
w(λ)
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où R(λ) := {i ∈ S|λi(xi) ∈ {xi, xi + 1}}.

L’opérateur R permet de réécrire la proposition 2.6 sous la forme suivante
(en notant que le vecteur w(λ) correspond à

(
0 1
p 0

)
v(λ) et que p agit trivialement

sur π qui contient D(ρ)) :

(27) R
((

0 1
p 0

)
w(λ)

)
= x(λ)−1R(w(λ)).

Notons d’ailleurs que si λ ∈ PDss(x0, . . . , xf−1), alors R(λ) = S\δ(I(λ))

et R(λ[s]) = δ(I(λ)).

Lemme 5.9. — Soient λ ∈ PDss(x0, . . . , xf−1) et w(λ) un vecteur propre de
caractère χ correspondant à λ. On a la relation suivante :

(R ◦ S)(w(λ)) = x(λ)−1y(λ)R(w(λ))

où y(λ) = (−1)Y (λ) avec

Y (λ) = 1 +
∑

j∈δ(I(λ))

pj(p− 2− rj) +
∑

j∈δ2(I(λ))

pj(rj + 1) + e(λ)(r0, . . . , rf−1).

Démonstration. — Par (27), il suffit de montrer que (R ◦ S)(w(λ)) =

y(λ)R(
(

0 1
p 0

)
w(λ)). Comme R(λ) = S\δ(I(λ)) pour λ ∈ PDss(x0, . . . , xf−1),

la dernière formule s’écrit explicitement sous la forme suivante :

(28)

LHS :=
∑
t∈Fq

( ∏
j /∈δ2(I(λ))

σ0(t)p
j(p−1−rj)

)([t] 1

1 0

) ∑
µ∈Fq

σ0(µ)s(λ)

(
[µ] 1

1 0

)(
0 1

p 0

)
w(λ)

= y(λ)
∑
t∈Fq

( ∏
j∈δ(I(λ))

σ0(t)p
j(p−1−rj)

)([t] 1

1 0

)(
0 1

p 0

)
w(λ).

Les deux termes donnant le même caractère grâce au lemme 5.4(iii), il suffit de
déterminer le scalaire non nul y(λ). En utilisant la formule(

[t] 1

1 0

)(
[µ] 1

1 0

)
=

(
1 [t]

0 1

)
si µ = 0

=

(
[t] + [µ−1] 1

1 0

)(
[µ] 1

0 −[µ−1]

)
si µ 6= 0,

et en notant que(
[µ] 1

0 −[µ−1]

)(
0 1

p 0

)
w(λ) =

(
0 1

p 0

)(
−[µ−1] 0

p [µ]

)
w(λ)

= (−σ0(µ))−
∑f−1
j=0 p

jλj(rj)(−1)e(λ)(r0,...,rf−1)

(
0 1

p 0

)
w(λ),
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on voit que le terme LHS de (28) est égal à (car s(λ) 6= 0) :

(−1)z
∑

t∈Fq,µ∈F×q

σ0(t)

∑
j /∈δ2(I(λ))

pj(p−1−rj)

× σ0(µ)
s(λ)−

f−1∑
j=0

pjλj(rj)
(

[t] + [µ−1] 1

1 0

)(
0 1

p 0

)
w(λ)

= (−1)z
∑

t∈Fq,µ∈F×q

σ0(t− µ)

∑
j /∈δ2(I(λ))

pj(p−1−rj)

× σ0(µ)
−s(λ)+

f−1∑
j=0

pjλj(rj)
(

[t] 1

1 0

)(
0 1

p 0

)
w(λ)

où l’on a noté z := e(λ)(r0, . . . , rf−1) −
∑f−1
j=0 p

jλj(rj). Comme δ(I(λ)) ∩
δ2(I(λ)) = ∅, le lemme 5.4(iii) implique que

∑
j /∈δ2(I(λ))

pj(p− 1− rj)− s(λ) +

f−1∑
j=0

pjλj(rj) ≡
∑

j∈δ(I(λ))

pj(p− 1− rj) mod (pf − 1),

d’où
∑
µ∈F×q σ0(−µ)

∑
j /∈δ2(I(λ)) p

j(p−1−rj)σ0(µ)−s(λ)+
∑f−1
j=0 p

jλj(rj) = 0 et

LHS = (−1)z
∑
t∈Fq

σ0(t)

∑
j∈δ(I(λ))

pj(p−1−rj)
·

[∑
µ∈Fq

σ0(1−µ)

∑
j /∈δ2(I(λ))

pj(p−1−rj)
σ0(µ)

−s(λ)+
f−1∑
j=0

pjλj(rj)]([t] 1

1 0

)(
0 1

p 0

)
w(λ).

Puis, en appliquant (la version modulo p) de [6, Thm. 2.5.1] avec

a =
∑

j /∈δ(I(λ))∪δ2(I(λ))

pjrj +
∑

j∈δ(I(λ))∪δ2(I(λ))

pj(p− 1), b =
∑

j /∈δ2(I(λ))

pj(p− 1− rj),

on trouve

∑
µ∈Fq

σ0(1− µ)

∑
j /∈δ2(I(λ))

pj(p−1−rj)
σ0(µ)

−s(λ)+
f−1∑
j=0

pjλj(rj)

= (−1)
1−

∑
j /∈δ(I(λ))∪δ2(I(λ))

pj(p−1−rj)
,

ce qui donne le résultat grâce au lemme 5.4(iii).
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Démonstration du théorème 5.6. — Remarquons d’abord que ν(λ) est aussi
l’unique scalaire solution de l’équation suivante :

(R ◦ Sdλ)(w(λ)) = ν(λ) ·R(w(λ)).

En appliquant le lemme 5.9 successivement, on obtient

(29) ν(λ) =

dλ−1∏
i=0

x(δi(λ))−1y(δi(λ)).

Le théorème 4.7 appliqué au cas Jρ = ∅ implique que

x(δi(λ)) = (−1)
f
√
ξ
|I(δi(λ))|

f
√
ξ
| S\I(δi(λ))|

∏
j∈I(δi(λ))(rj + 1)µf−j∏
j∈I(δi+1(λ))(rj + 1)µf−j

,

d’où l’on obtient, en notant que |I(δi(λ))| = |I(λ)|, que
dλ−1∏
i=0

x(δi(λ)) = (−1)dλ
1

f
√
ξ
dλ(f−2|I(λ)|) = (−1)dλξ−(f−2|I(λ)|) dλf .

D’autre part, le lemme 5.9 implique
∏dλ−1
i=0 y(δi(λ)) = (−1)Y avec

Y =

dλ−1∑
i=0

Y (δi(λ))

=

dλ−1∑
i=0

[
1 +

∑
j∈δi+1(I(λ))

pj(p− 2− rj)

+
∑

j∈δi+2(I(λ))

pj(rj + 1) + e(δi(λ))(r0, . . . , rf−1)
]

= dλ +

dλ−1∑
i=0

pj(p− 1) +

dλ−1∑
i=0

e(δi(λ))(r0, . . . , rf−1)

≡ dλ +

dλ−1∑
i=0

e(δi(λ))(r0, . . . , rf−1) mod 2.

On vérifie à partir de la définition [8, §2] que

e(λ)(r0, . . . , rf−1) =
∑
j∈I(λ)

pj(−1) +
∑

j∈δ(I(λ))

pj(rj + 1)

d’où
dλ−1∑
i=0

e(δi(λ))(r0, . . . , rf−1) =

dλ−1∑
i=0

∑
j∈I(δi(λ))

pjrj ≡
dλ|I(λ)|

f

(f−1∑
j=0

rj
)

mod 2.

Le résultat se déduit alors de (29).
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Remarque 5.10. — Le théorème 4.7 ne permet de calculer ν(λ) que lorsque
Jρ = ∅. Pour pouvoir l’appliquer, il faut en effet que tous les poids τ(δi(λ)),
avec λ ∈ PDss(x0, . . . , xf−1) et 0 ≤ i ≤ dλ − 1, apparaissent dans une même
composante Dτ (ρ) pour τ ∈ D(ρ). Cela nécessite, d’après la proposition 2.1,
que pour tout 0 ≤ i ≤ dλ − 1, on ait

Jτ = {j|(δi(λ))j(xj) = p− 3− xj},
et donne donc deux cas : soit Jτ = ∅ si λj(xj) 6= p−3−xj pour tout j, soit Jτ =

S sinon. Ce dernier cas n’est cependant pas intéressant car il correspond à
λ = (p− 3− x0, . . . , p− 3− xf−1) et dλ = 1.

Rappelons que D`(ρ) est le sous-quotient de D(ρ) défini dans la propo-
sition 5.2. Notons D` := (D`,0, D`,1, r`) le diagramme induit, c’est-à-dire,
on prend D`,0 := D`(ρ), D`,1 le sous-espace de (D`,0)I1( OL) défini dans la
remarque 5.3(iii), et le morphisme r` : D`,1 → D`,0 est l’inclusion natu-
relle. Si D`,1 6= 0, alors il est stable par l’opérateur S défini plus haut, et
si λ ∈ PDss(x0, . . . , xf−1) fournit un caractère apparaissant sur D`,1 (en fait
sur (socGL2( OF )D`,0)I1( OL)), alors le scalaire ν(λ) ∈ k×E associé à Sdλ est bien
défini.

On peut reformuler le théorème 5.6 sous la forme suivante.

Théorème 5.11. — Supposons que Jρ = ∅ et que pour tout λ appartenant
à PDss(x0, . . . , xf−1), les valeurs de x(λ) vérifient l’égalité (23) du théorème
4.7. Alors le diagramme D(ρ, r) est suite d’extensions successives de la forme
(dans la catégories des diagrammes, voir [8, §9])

D0 — D1 — · · · — Df .

De plus, le paramètre cyclique ν(λ) a la valeur prédite dans [4, Thm. 6.4(i)].

Remarque 5.12. — Supposons que Jρ = ∅. Bien que D`,0 est toujours
non nul, on a D`,1 = 0 pour ` ≥ bf/2c + 1. En effet, sinon, il existe
λ ∈ PDss(x0, . . . , xf−1) tel que |Jλ| ≥ bf/2c + 1, mais ce n’est pas possible,
car i ∈ Jλ entraîne i+ 1, i− 1 /∈ Jλ, ainsi |Jλ| ≤ bf/2c.

6. Nombre de paramètres

On détermine le nombre de paramètres permettant de classifier les dia-
grammes de Diamond associés à ρ.

On commence par choisir une base de D(ρ)I1( OL) de la façon relativement
naturelle (notons que l’on a pas a priori de choix canonique). Comme D(ρ) est
somme directe

⊕
J⊆Jρ Dτ(J)(ρ) avec chaque Dτ(J)(ρ) indécomposable (en tant

que GL2( OL)-représentation), fixer une base, disons w(J), de τ(J)I1( OL) va fixer
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la composante Dτ(J)(ρ). Plus précisément, on a socGL2(Fq)Dτ(J)(ρ) = τ(J),
d’où une injection Dτ(J)(ρ) ↪→ InjGL2(Fq)τ(J), et la définition 5.8 (avec un
changement de variables) donne un morphisme

RJ : Dτ(J)(ρ)I1( OL) → τ(J)I1( OL).

Si χ est un caractère apparaissant sur Dτ(J)(ρ)I1( OL) correspondant à λ ∈
PD(x0, . . . , xf−1), on note w(λ) l’unique vecteur tel que

(30) RJ(w(λ)) = w(J).

On obtient ainsi une base {w(λ)}λ de D(ρ)I1( OL) dépendant du choix de vec-
teurs w(J) avec J ⊆ Jρ.

Regardons maintenant la structure du diagramme D(ρ, r), où r : D(ρ)I1( OL) ↪→
D(ρ) est une injection I( OL)L×-équivariante. Soit {χ, χs} une paire de ca-
ractères apparaissant sur D(ρ)I1( OL) et correspondant à {λ, λ[s]} avec λ ∈
PD(x0, . . . , xf−1). On définit x(λ) ∈ k×E comme l’unique scalaire déterminé
par l’équation

(31)
(

0 1
p 0

)
w(λ[s]) = x(λ)w(λ).

Comme p agit trivialement sur D(ρ), on a x(λ)x(λ[s]) = 1. Tautologiquement,
avec une base de D(ρ)I1( OL) fixée, se donner un morphisme r est équivalent à
se donner les scalaires {x(λ)}λ∈PD(x0,...,xf−1).

Remarque 6.1. — Quand {χ, χs} apparaissent tous les deux sur Dτ(J)(ρ)I1( OL)

pour un J ⊆ Jρ, le scalaire x(λ) n’est autre que celui de la proposition 2.6
(avec λ correspondant à χ). De plus, x(λ) ne dépend que de D(ρ, r).

Proposition 6.2. — Supposons que ρ est non scindée avec d = |Jρ|.
(i) Fixons D(ρ, r) un diagramme de Diamond associé à ρ. On peut toujours

choisir une base de D(ρ)I1( OL) telle que x(λ) = x(λ[s]) = 1 pour les λ qui
correspondent aux poids τ(J) vérifiant ∅ 6= J ⊆ Jρ, et les autres x(λ) sont
alors uniquement déterminés par (31).

(ii) Les diagrammes D(ρ, r) sont paramétrés (à isomorphisme près) par les
paramètres {x(λ)}λ, à valeurs dans k×E , vérifiant x(λ)x(λ[s]) = 1 pour tout λ
et x(λ) = 1 pour les λ correspondant aux poids τ(J) vérifiant ∅ 6= J ⊆ Jρ. Le
nombre de paramètres libres parmi les x(λ) est 2f−1−d3d − (2d − 1).

Démonstration. — Fixons une base w(∅) de τ(∅)I1( OL). Si J ⊆ Jρ est un sous-
ensemble de cardinal ` ≥ 1, nous allons définir une base w(J) de τ(J)I1( OL)

à partir de w(∅). Soit 1 ≤ m ≤ f l’unique entier donné par le lemme 6.3 ci-
dessous. Alors τ(δi(J)) ∈ D(ρ) si 1 ≤ i ≤ m − 1 et τ(δm(J)) /∈ D(ρ). Notons
w(J) l’unique vecteur de base de τ(J)I1( OL) tel que(

R ◦
(

0 1
p 0

))m
(w(J)) = w(Jρ ∩ δm(J)),
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où R :=
⊕

J⊆Jρ RJ désigne le morphisme induit D(ρ)I1( OL) →
⊕

J⊆Jρ τ(J). Ce
vecteur est bien défini grâce au lemme 6.3(ii). Notons que le cardinal de Jρ ∩
δm(J) est strictement inférieur à `.

On obtient ainsi, par récurrence sur `, une base w(J) de τ(J)I1( OL) pour
tout J ⊆ Jρ à partir de w(∅), ainsi qu’une base {τ(λ)}λ de D(ρ)I1( OL) comme
construite au début de cette section. Par définition, on trouve que x(λ) = 1

pour tout λ correpondant à un poids τ(J) ∈ D(ρ) avec J 6= ∅. De plus, il
n’y a plus de liberté pour les autres paramètres x(λ) sauf que x(λ)x(λ[s]) = 1.
Comme dimD(ρ)I1( OL) = 2f−d3d et |D(ρ)| = 2d, le résultat s’en déduit en
utilisant le lemme 6.3(iii).

Lemme 6.3. — Supposons que ρ est non scindée et que |Jρ| = d ≥ 1. Soient
1 ≤ i ≤ d et J ⊆ Jρ un sous-ensemble de cardinal i.

(i) Il existe un unique entier 1 ≤ m ≤ f tel que δk(J) ⊆ Jρ pour 1 ≤ k ≤
m− 1 et δm(J) * Jρ.

(ii) Si 0 ≤ i ≤ m− 1, notons χi le caractère correspondant à τ(δi(J)). Alors
χsi apparaît sur Dτ(Jρ∩δi+1(J))(ρ).

(iii) Si τ ∈ D(ρ), alors τ [s] /∈ D(ρ).

Démonstration. — L’hypothèse entraîne que
⋃f
m=1 δ

m(J) = S d’où l’existence
de m comme dans (i) puisque Jρ ( S. Le (ii) est une conséquence de [8,
Lem. 15.2,15.3]. Pour prouver (iii), rappelons que D(ρ) s’identifie à l’ensemble
D(x0, . . . , xf−1) défini au §2. Si τ et τ [s] appartiennent tous les deux à D(ρ),
on aurait τi(xi) ∈ {xi + 1, p− 2− xi} pour tout i ∈ S, d’où Jτ = S\Jτ [s] . Cela
est impossible puisque Jτ , Jτ [s] ⊆ Jρ ( S.

Traitons maintenant le cas où ρ est semi-simple, qui contient notamment le
cas irréductible.

Proposition 6.4. — Supposons que ρ : Gal(Qp/L) → GL2(kE) soit une re-
présentation continue semi-simple et soit D(ρ, r) un diagramme de Diamond
associé à ρ dans [8]. Alors il y a s paramètres libres à valeurs dans k×E permet-
tant de déterminer la classe d’isomorphe de D(ρ, r), avec

s =

{
3f+1

2 − 2f + (f + 1) si ρ est réductible scindée
3f−1

2 − (2f − 1) si ρ est irréductible.

Démonstration. — Supposons que ρ est réductible scindée. Par [8, Thm. 15.4],
D(ρ) se décompose en somme directe D(ρ) =

⊕f
`=0D`(ρ) avec, pour tout 0 ≤

` ≤ f ,
socGL2(Fq)D`(ρ) =

⊕
J⊆ S,|J|=`

τ(J).
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En outre, le diagramme D(ρ, r) se décompose en somme directe de sous-
diagrammes indécomposables

D(ρ, r) =

f⊕
`=0

D`(ρ, r`).

L’indécomposabilité des D`(ρ, r`) assure, par le même argument que celui de
la proposition 6.2, que le nombre de paramètres libres pour classifier D`(ρ, r`)

est égal à :
1

2
dimD`(ρ)I1( OL) −

(
|{J : |J | = `}| − 1

)
.

En les sommant on obtient le nombre de paramètres libres, qui est égal à
(d’après [8, Prop.14.7])

1

2
(3f + 1)− 2f + (f + 1).

Le cas irréductible se démontre de manière analogue.

Remarque 6.5. — Il n’y a pas de choix canonique pour les paramètres de la
proposition 6.4, seul leur nombre est bien déterminé. Notons que ceux de la
proposition 6.2, cas réductible non scindé, sont définis de manière artificielle.
Dans [4], Breuil en a trouvé certains qui sont canoniquement définis, à savoir
les « paramètres cycliques ». On peut aussi voir [3, Ex.5.8] pour un exemple où
f = 2 et ρ est irréductible.

Donnons l’exemple du cas f = 3 pour illustrer les paramètres dont nous
avons discuté ci-dessus.

Exemple 6.6. — Supposons f = 3. Selon le cardinal de Jρ, on a les 4 cas
suivants.

(i) Le cas où Jρ = ∅, c’est le cas traité dans [6]. Tous les paramètres sont
déterminés.

(ii) Le cas où |Jρ| = 1. Sans perte de généralité, on peut prendre Jρ = {0}
de telle sorte que D(ρ) = {τ(∅), τ({0})}. D’après le corollaire 2.5 et la
proposition 6.2, il y a 5 paramètres libres pour déterminer le diagramme
D(ρ, r), et nous en avons calculé 4, à savoir les paires {λ, λ[s]} avec

λ = (x0, x1, x2), λ = (x0, p− 2− x1, x2 + 1),

λ = (x0 + 2, p− 2− x1, x2 + 1), λ = (x0 + 2, x1, x2).

(iii) Le cas où |Jρ| = 2. Sans perte de généralité, on peut prendre Jρ = {0, 1}.
D’après le corollaire 2.5 et la proposition 6.2, il y a 6 paramètres à dé-
terminer et nous en avons calculé 4.
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(iv) Le cas où |Jρ| = 3, i.e. ρ est scindée. D’après le corollaire 2.5 et la
proposition 6.4, il y a 10 paramètres à déterminer et nous en avons calculé
8. Notons qu’il reste exactement les 2 paramètres cycliques à déterminer,
voir [4] et aussi §5.
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