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VALEURS SPECIALES DE PARAMETRES
DE DIAGRAMMES DE DIAMOND

PAR YONGQUAN Hu

REsuME. — Soit L une extension finie non ramifiée de Qp et p : Gal(@p/L) —
GL2(F,) une représentation continue réductible et suffisamment générique. Suivant
la démarche de [6], on montre comment relier le type d’extension de p & certains
paramétres définissant les diagrammes de Diamond associés a p.

ABsTRACT (Special values of parameters in Diamond diagrams)

Let L be a finite unramified extension of Qp and p : Gal(@p/L) — GL2(F,) be a
reducible continuous generic representation. Following the strategy in [6], we show how
the extension type of p is related to certain parameters which appear in the Diamond
diagrams associated to p.

1. Introduction

Soient p un nombre premier et L une extension finie de Q, avec O
son anneau des entiers. La correspondance de Langlands locale modulo
p pour GLy(Q,) est maintenant bien comprise ([1], [2], [11]), mais celle
pour GLy(L) lorsque L # Q, reste encore largement mystérieuse. Dans ce
cas, I'un des principaux obstacles est ’existence de beaucoup plus de repré-
sentations (modulo p ou p-adiques) de GLo(L) que de représentations de
dimension 2 (modulo p ou p-adiques) de Gal(@p /L). Par exemple, lorsque L

Texte regu le 27 novembre 2012, révisé le 14 juin 2013, accepté le 6 juin 2014.
YoncqQuanN Hu
Classification mathématique par sujets (2000). — 22E50, 11F85, 11F70.

Mots clefs. — Correspondance de Langlands mod p, poids de Serre, diagrammes de Diamond.
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78 Y. HU

est non ramifiée sur QQ,,, inspirés par les travaux de Buzzard, Diamond et Jarvis
([9]), Breuil et Pagkunas ont construit des représentations lisses admissibles
sur F, de GLy(L) satisfaisant une certaine condition sur les GLa (0, )-socles
(voir [8]). Mais cela est loin de permettre d’isoler une unique représentation,
comme démontre 'auteur [13].

Pourtant, en fixant une représentation continue de Gal(Q,/L) de dimension
2 sur Fp, on espére pouvoir ajouter de « bonnes » conditions restrictives du
coté GLa(L) a celle portant sur le socle, pour améliorer la sélection. Jusqu’a
présent (4 la connaissance de lauteur), les conditions exhibées vivent toutes
dans les diagrammes de Diamond associés a la représentation galoisienne (donc
toujours pour L non ramifiée). La premiére condition de ce genre a été définie
dans [4], motivée par la compatibilité souhaitée avec un possible foncteur de
Colmez généralisé ([11],[16]).

Une deuxiéme condition est considérée dans [6], et fait aussi l'objet du
présent article. Pour expliquer plus clairement notre situation, nous rap-
pelons briévement la construction de diagrammes de Diamond d’aprés [8].
Supposons L non ramifiée sur Q, et fixons une représentation continue
p:Gal(Q,/L) — GLs (F,) que I'on suppose suffisamment générique (& préciser
dans le texte) A p sont associés un ensemble de poids de Serre noté Z(p) ainsi
qu'une GLg (@1 )-représentation D(p) de dimension finie sur F, dont le socle
est exactement ®‘r€ 2@ T et qui est maximale pour une certaine condition de
multiplicité 1. Notons I(8)) le sous-groupe d’Iwahori de GLo(0y) et I1(0)
le pro-p-sous-groupe de I(0)r). En tant que I(@)-représentation, I'espace des
I, (0 )-invariants de D(p) est une somme directe de caractéres qui apparaissent
par paires stables sous la conjugaison par (2 (1)) On peut donc y définir une
action de (p 0) mais elle n’est pas unique a priori. Un diagramme de Diamond
associé a 7 est alors simplement l'injection naturelle D(5)"(1) < D(5), pour
une action de (9 §) sur D(p Y1(PL) choisie.

On peut classifier les actions possibles de () sur D(p)"(92) (a isomor-
phisme prés) a I’aide de certains paramétres (voir §6). Mais dés que p est réduc-
tible non scindée, la donnée de Z(p), ou de D(p), contient moins d’informations
que la représentation p de départ. Nous voulons donc relier la classe d’isomor-
phisme de p aux paramétres définissant 1'action de () §) sur D(p)(0r),

Décrivons les paramétres qui nous intéressent dans cet article. Rappelons
que D(p) se décompose sous la forme €D, ;) Dr(p), ott D-(p) est I'unique
facteur direct de D(p) de socle . Soit x un caractére de I(f);) apparaissant
sur D, (p)11(92) et soit v € D.(p)"1(92) un vecteur propre de caractére x.
Sous l'action d’un élément dans GL2(8)) d’une forme particuliére mais expli-
cite (voir la proposition 2.6), v engendre un vecteur dans 7t < D, (p)"1(Pr),

que on note w; pour l'instant. Si le conjugué x° de x par (2 0) apparait
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aussi sur D, (7)"*(Y2) on obtient un autre vecteur non nul wy de 7* a par-
tir de (2 (1))1;. Comme 7!t est de dimension 1 sur E,, wy et wo différent par
un scalaire non nul z(x) € F: , dont on vérifie qu’il ne dépend pas du choix
de v. C’est par définition le paramétre associé a x. En général, il existe des dia-
grammes de Diamond avec z() prenant n’importe quelle valeur de F; . Dans
[6], lorsque x et x° apparaissent tous les deux sur la « premiére » composante
DT(g)(ﬁ)Il(OL) de D(p)"(P1), une valeur de z(x) d’intérét « particulier » est
isolée. Dans ’article présent, nous traitons le cas général en suivant la démarche
de [6]. On définit aussi des paramétres cycliques comme dans [4] et 'on montre
que si |2(p)| = 1, les valeurs spéciales que ’on trouve sont alors exactement
celles prédites dans [4, §6].

Les énoncés des résultats principaux de ’article nécessitant I’introduction de
trop nombreuses de notations, nous préférons de ne pas les rappeler dans cette
introduction mais renvoyer le lecteur aux théorémes 4.7 et 5.6 pour plus de
détails. Expliquons quand méme d’ou vient 1’idée. La représentation p admet
plusieurs déformations potentiellement Barsotti-Tate qui deviennent cristallines
sur une extension modérément ramifiée de L et de type d’inertie associé a Y,
donc correspondant par la correspondance de Langlands locale classique & des
séries principales modérément ramifiées de GLo (L) sur @p. Soit IT une telle série
principale. En admettant ’existence d’une compatibilité local-global modulo p
pour GL5(L), la donnée de p devrait correspondre a celle de la réduction d’un
certain réseau GLg(L)-invariant de II. En général, les réseaux GLq(L)-inva-
riants de II (lorsqu’ils existent) sont trés difficiles a décrire, mais nous n’avons
heureusement pas besoin ici de les décrire explicitement, et le paramétre qui
nous intéresse ne dépend pas du choix du réseau, sous réserve qu’il se trouve
dans la réduction modulo p dudit réseau.

Le plan de larticle est le suivant. Au §2, on fait quelques rappels et ’on
démontre la proposition 2.1, dans laquelle on détermine une condition exacte
sur x € D(ﬁ)ll(@L) pour que le paramétre associé soit bien défini. Au §3, on
calcule la représentation galoisienne résiduelle associée & un module fortement
divisible avec donnée de descente modérément ramifiée. Cette partie est essen-
tiellement une relecture des calculs effectués dans [5]. On démontre le résultat
principal de cet article au §4. Au §5, on définit et calcule des paramétres cy-
cliques analogues & ceux définis dans [4]. Enfin au §6, on détermine le nombre
de paramétres nécessaires a classifier les diagrammes de Diamond associés a p.

Introduisons les notations générales de ’article.

Dans tout le texte, L désigne une extension non ramifiée de @, de degré f,
d’anneau des entiers @), et E désigne une extension finie de Q, (qui sera le corps
des coefficients) d’anneau des entiers @) et de corps résiduel kg. On suppose
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80 Y. HU

que E est suffisamment grand afin d’avoir |[Homg, (L, E)| = f. On note q = p!
et ’on identifie le corps résiduel de L avec [F;. On note ¢ : F; — I, le Frobenius
z +— zP. On normalise la valuation p-adique val sur L ou F par val(p) = 1 et
onpose|‘|:ﬁ.

On fixe une fois pour toutes un plongement oy de F, dans kg, de sorte
que {0¢ o p'}o<i<f—1 sont les f plongements distincts de F, dans kg. On
normalise ’application de réciprocité de la théorie du corps de classes local en
envoyant les Frobenius géométriques sur les uniformisantes, via laquelle on voit
tout caractére de L* comme un caractére de Gal(Q,/L).

On a de plus un isomorphisme canonique :
Gal(L[ "' %/=p/L]) = F}

9(*"/=p)

»f ~/—p
via lequel on peut voir implicitement tout caractére de F; comme un carac-
tére du groupe Gal(L[»'</=p]/L) ou du groupe Gal(Q,/L). On note we, :

Gal(@p /L) — Fy Z kj le caractére induit, w le caractére cyclotomique mo-

gt

dulo p (via F, — kg) et nr(x) le caractére non ramifié¢ de L* envoyant p sur z
(pour z € kj; ou EX).

On rappelle qu’un poids de Serre, ou simplement un poids, est une re-
présentation absolument irréductible de GL2(#)), ou de maniére équivalente
de GLy(F,), sur kg. A isomorphisme prés, tout poids est de la forme

f-1 )
(®(Sym” k%)aoovl) ® det?,
1=0
avec r; € {0,...,p— 1}, a € {0,...,q — 2}, et ot GLo(F,) agit sur (Sym”k%)"o"“’i
via ogop’ : F, < kg et via Paction naturelle de GLy(kg) sur la base canonique
de k%. On désignera par (ro,...,7f_1) ® det® cette représentation.

On note  Pensemble {0,...,f — 1} et on définit une application bijective
§ de 'ensemble des parties J de J dans lui-méme en posant j € §(J) si et
seulement si j +1 € J.

On note B(L) C GLy(L) le sous-groupe des matrices triangulaires supé-
rieures et I(0) C GLa(0L) (resp. I1(0L) C GLa(0L)) le sous-groupe des
matrices triangulaires supérieures (resp. et unipotents) modulo p. Si x est un
caractére lisse de I(@)y) a valeurs dans kj, on note x° le caractére conjugué

de x par (94), i.e. XS((;CZ)) = X((;lbg)) si (;CZ)G I(OL). On note 7(x)

?(IEJQL()OL)X des fonctions f : GLy(0r) — kg telles

que f(g9") = x(9)f(g") (pour g € I(0r) et ¢’ € GL3(0r)) muni de Paction a

le kg-espace vectoriel Ind
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VALEURS SPECIALES DE PARAMETRES DE DIAGRAMMES DE DIAMOND 81

gauche de GLy(#)r) par translation a droite. Notons que cette action se fac-
torise par GLy(FF,), car x est toujours trivial sur I; (). On définit de méme

Pinduite Indg%zgmx pour un caractére lisse x de B(L) dans E*.

Remarquons enfin que méme si cet article est une continuation de [6], on
suivra plutot les notations de [5].

Remerciements : Je remercie Christophe Breuil pour avoir porté ce probléme
4 mon attention et pour ses nombreuses suggestions. Je remercie l'institut Max-
Planck de Mathématiques et le centre BICMR & Pékin pour leur accueil durant
la rédaction de l'article. Je remercie également le rapporteur anonyme pour sa
lecture minutieuse et ses remarques pertinentes.

2. Rappels sur les diagrammes de Diamond

dans cette section, on fait des rappels de [8] et [5] sur les diagrammes de
Diamond et I’on établit certains résultats combinatoires qui seront utilisés dans
la suite.

On fixe une représentation continue réductible p : Gal(Q,/L) — GLz(kg)
de la forme

(1) p=<nr(§)w§0gf~__3pj<rj+1) . )
0 mr(¢1))

avec £ € kg, r; € {0,...,p — 3} et (rj); ¢ {(0,...,0),(p — 3,...,p 3},
cette derniére condition étant la « généricité » introduite dans [8, §11]. A p est
associé dans [9] un ensemble Z(p) de poids de Serre. Il admet une description
explicite a l’aide d’un certain sous-ensemble de {0, ..., f — 1} dont on rappelle
maintenant la construction suivant la reformulation dans [5].

Grace a la condition de généricité, p est dans la catégorie de Fontaine-
Laffaille [12], donc s’écrit sous la forme

ﬁ = Hompn',w‘ (M7 Acris ®ZP IE‘;D)

ou M est un p-module filtré de Fontaine-Laffaille uniquement déterminé par p
tandis que A est 'anneau de périodes de Fontaine pour les représentations
cristallines entiéres et Hompy- , indique que ’on considére les morphismes qui
respectent les filtrations et qui commutent & ¢ (cf. [12] pour les détails). On
peut exprimer M sous la forme suivante [6, §2.1]

—(-1) — —j -
M = M x .. x M70°¥ , avec M7°°¢ ° = kge?®®? " @ kgfooc¥
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82 Y. HU

J J

muni de la filtration suivante, ot 'on pose M7 = M7°¢ °,
et fI = f"Oo‘f’_] pour alléger les notations et ou ’on convient que (f—1)+1=0:

el = eJoo¥”

Fil'MI =M/ sii<0

Fil'lM/ = kgfl sil<i<r; ;+1

Fil'M7 =0 sii>rp_j+2
{SO(ej) e a

Crpyir(f1) = € (I 4 pyert)

On a noté {/€ une racine f-iéme fixée de ¢ dans kg, dont on peut supposer
l’existence quitte & agrandir E' et u; € kg pour tout j. Les choix faits ci-dessus
pour M ne sont pas uniques, mais on vérifie que 1’ensemble J; défini par

(2) Jo={je{0,....f =1}, ps_; =0}
ne dépend que de p. (Cet ensemble est noté par Z(p) dans [6].) De plus, on
vérifie que J5 = J si et seulement si p est scindée.

On dispose de la description explicite suivante de l’ensemble 2(p).
Soit (xo,...,zf—1) f variables. On note Z(xo,...,z5—1) Pensemble des
f-uplets 7 = (19(x0),...,Tr—1(xs_1)) vérifiant les conditions suivantes :

(1) 7i(z:) € {zi,zi + L,p—2—25,p— 3 — 7}

(ii) si 7;(x;) € {zi,z; + 1}, alors 741 (ziv1) € {Tit1, 0 — 2 — Tiy1}

(iii) si7(x;) € {p—2—=z;,p—3—x;}, alors 7341 (2i41) € {P—3—Ziy1, 41+ 1}
(iv) 7i(x;) € {p — 3 — x;,2; + 1} implique ¢ € J5
ot 'on convient que x5 = x¢ et 7¢(xs) = 70(x0). Notons que les conditions
(i)—(iii) entrainent 79(zo) € {xo,p — 3 — xo} si f = 1. Avec ces notations, on a
la description suivante pour 2(p) (voir [5, Prop. A.3] ou [10]) :
3)

2() = {(ro(ro), ..., 7y—1(rs—1)) ® det* VT r e P(xg,.. 2 1)},

ou e(7)(xg,...,xy_1) est défini comme dans [5, §4] que lon ne précise
pas ici. On remarque que cela définit une bijection entre Z(zo,...,z5_1)
et 2(p) : en effet, si 7 # 7' sont tels que 7;(r;) = 7/(r;) pour tout i, on

aura e(7)(ro,...,rf—1) #Z e(7')(ro,...,rs—1) mod (¢ — 1) (cf. la preuve de
[8, Lem.12.8]). Dans la suite, on notera encore 7 le poids associé au f-uplet
7 = (7;(x;)); défini dans (3).

Notons p** la semi-simplification de 5 : on a alors Jz= = J et la construction
ci-dessus montre que Z(p*) consiste en les poids 7 vérifiant les conditions (i)-
(iii), la (iv) étant automatique. En particulier, on a Z(p) C Z(p*). Ceci nous
meéne & poser, pour tout 7 € Z(p*) :

(4) Jr = {l € {07"'af - 1}77-i(xi) € {xz +1,p-—3 _-771}} c da
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VALEURS SPECIALES DE PARAMETRES DE DIAGRAMMES DE DIAMOND 83

et permet d’identifier 2(p*°) (resp. Z(p)) a 'ensemble des parties de J (resp.
J5) via 7 — J;.

Soit D(p) la représentation maximale (pour I'inclusion) de GLy(F,) sur kg
vérifiant les deux conditions suivantes :

(i) le GL3(F4)-socle (i.e. la sous-représentation semi-simple maximale)
de D(p) est D, co ) 75
(ii) chaque poids 7 € Z(p) n’apparait qu’une seule fois dans D(p).
L’existence et I'unicité d’une telle représentation sont montrées dans [8, §13],
ou elle est notée Dy(p), et on peut naturellement la voir comme une repré-
sentation de GLy(0r)L™ en y faisant agir p trivialement. De plus, on sait
que D(p) se décompose sous la forme B ¢ 55 D-(p) oit D-(p) est I'unique fac-
teur direct de D(p) de socle égal a 7. Les caractéres de I(#)) qui apparaissent
sur D(p)"1(YL) sont en outre tous distincts [8, Thm. 13.8] et sont caractérisés
par un ensemble de f-uplets noté & Z(xo,...,zs_1) qui est défini comme suit.
L’ensemble & P(x, ..., xs_1) est constitué des f-uplets A = (A;(z;)); tels que :
(1) Ni(zs) e{ziyzi+ L,z +2,p—3 —zy,p—2—z;,p— 1 —a;}
(ii) si Ai(z;) € {xs, i + 1, z; + 2}, alors N\jrq(wiv1) € {ziv1,Tip1 + 2,0 — 2 —
Tiy1}
(iii) si Ai(z;) € {p—1—x5,p—2—2;,p— 3 —x;}, alors A1 (zi41) € {p—1—
Tit+1,P — 3 — Ti+1,Li4+1 + ].}
(iv) Xi(z:) € {p — 3 — z,x; + 2} implique i € J5.
On convient bien sir comme avant que £y = xg et Af(zf) = Ag(xo). On pose
alors, pour tout A € % (xg,...,x5_1),

(5) 7(A) = (Mo(ro), -, Ap—1(ry-1)) @ det"Mrors=2)

ou e(X)(xo,...,xf_1) est défini comme dans [5, §4]. On vérifie que 7(X) 2 7(X\')
pour tous f-uplets distincts A # X' de ZP(zo,...,x5—1). D’aprés [5, Prop. 4.2],
les caractéres de I(f)1) qui apparaissent sur D(5)*(Y2) sont exactement les ca-
ractéres 7(A\)11(PL) avec A € 2P (xy,. .. ,Zf—1). On remarque que si x corres-
pond & )\, alors son conjugué x* correspond a Al ot A¥l € 29(x, .. L Tfo1)
est défini par )\Es] (z;) = p— 1 — \i(x;). En particulier x # x* et D(p)" (Y1) est
stable par la transformation x +— x°.

Soit maintenant x : I(@);) — kj un caractére apparaissant sur D(p)11(Pr)
et soit A € PP (xg,...,x5-1) le f-uplet associé. Comme x°® apparait aussi

sur D(ﬁ)ll(@L) par ce qui précéde, il existe par réciprocité de Frobenius un

L GL2(01)
:= Ind 1(02)
de sorte que o(x°) admet au moins un élément de Z(p) comme sous-quotient.

D’ailleurs, les constituants de o(x®) sont naturellement indexés par un certain
sous-ensemble &, de I’ensemble des parties de J = {0, ..., f —1}. On renvoie

morphisme GL2 (8 )-équivariant non nul de 7(x*) x° vers D(p),
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le lecteur & [5, §2] pour la définition précise de &, en rappelant seulement
que &, contient toujours {&, J} et que le socle de T(x*®), & savoir 7(\), est
indexé par @ tandis que le cosocle est indexé par J. D’aprés [5, Prop. 4.3],
il existe un unique couple (J™*, JmaX) € P x P, vérifiant J™r C Jmax
et Jmax\ Jmin C §(.J;) tel que les facteurs de Jordan-Holder de &(x*) qui sont
des poids de Serre pour p soient exactement les poids indexés par les parties
de  contenant J™" et contenues dans J™2*. Explicitement, J™" et J™2% sont
définies comme suit [5, (19)] :

JO =5({j | Nj(zj) € {p—1—mj,2; + 2} ou (Nj(z;) =z + Let j & J5)});

TR = ({5 | Nj(xy) € {p =3 —xj, x5} et (j € Jpsi\j(a;) =p—2—1;)}).
On en déduit que si 7 € Z(p) est l'unique élément tel que x*® apparait
sur D, (p)1(P1), alors T est exactement le sous-quotient de 7(x*®) indexé
par J™2* (par construction de D(p)). Le résultat suivant détermine toutes les
paires {x, x°} qui apparaissent sur le méme facteur D, (ﬁ)ll(m).

PROPOSITION 2.1. — Conservons les notations précédentes. Pour que les ca-
ractéres x et x° apparaissent sur le méme facteur D, (p)1(9) avec T € 2(p),
il faut et il suffit que lon ait

(6) Jsn{i | Aj(zj) e{z; +L,p—2—x;}} = 2.

Dans ce cas, on a J. ={j | \j(z;) e {p —3 —z;,z; +2}}.

Démonstration. — Soient respectivement 7 et 7’ les poids de Z(p) tels que x*
apparaisse sur D (p)"(P2) et x sur D,/ (5)"*(Y2). Par ce qui précede, 7 et 7/ sont
tous deux des sous-quotients de 7 (x*) car 7(x) et (x*®) ont les mémes facteurs
de Jordan-Holder, et 7 y est indexé par J™2* tandis que 7’ I’est par J™. Par
conséquent, on a 7 = 7' si et seulement si J™® = J™2X ce qui est équivalent &
la condition (6) de 1’énoncé par examen des définitions de J™* et de J™in.

Supposons maintenant que la condition (6) soit satisfaite et déterminons J..
Par ce qui précede, 7 est le sous-quotient de & (x®) indexé par :

Jmin = Jmax 5 (65 Ai(z) € {p— 1 —zj,3; + 1,3, + 2}}).

Connaissant la structure de &(x®) décrite dans [8, §2], on peut trouver un unique
f-uplet p = (po(Yo), ..., y—1(ys—1)) vérifiant les trois conditions suivantes :

(a) pi(yi) €{yi,vi—L,p—2—yi,p—1—y;}
(b) wi(yi) € {yi,yi — 1} implique fei41(Yit1) € {Yisr1,2 — 2 — Yig1}
(c) pi(yi) € {p—2—yi,p—1—y;} implique pi1(Yit1) € {P—1—Yit1, Yir1—1}
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ainsi que

(1) (o(Xo(r0)), .-, mp—1(Ag—1(rs-1))) ® det? WM ror-rs=1)
= (10(r0), ..., Tp_1(r_1)) ® det®(Drormri=a)

ou (74(z;)); € Z(xo,...,xs_1) est le f-uplet correspondant au poids 7 et ou
o X := (ui(Ni(z;)))i- On en déduit que :

En outre, le fait que 7 soit indexé par J™®(= J™3) implique grace a [8, §2]
que 'on a

§({i | Mi(wi) e {p—1—ai, m+1,2+2}}) = {i | wi(ys) € {p—1—wi,p—2—wi}}.

D’aprés la condition (c) ci-dessus et la définition de &, ce qui équivaut a dire
que :

(8) )\Z(.'IZZ) c {p —1—z;,x;+1,z; + 2} < ui(yi) c {p —-1- Yi,Yi — 1}

Rappelons que J. = {i | 7;(z;) € {z; + 1,p — 3 — z;}} par définition. Sachant
que p;(A;(z;)) = 7:(x;), la condition 7;(x;) = z;+1 méne aux quatre possibilités
suivantes pour \;(x;) et w;(y;) :

Ai(gi) =z +1 et pi(ys) =wi
Ai(zi)) =p—2—m; et pi(y:) =p— 1_:'/1
i) = 2 + 2 et wi(yi) = yi —
Ai(zi) =p—3—m;et pi(y;) =p—2—yi.

Or, seuls les deux derniers cas sont compatibles avec la condition (8), et ’'on
a donc A;(z;) € {z; +2,p — 3 — z;}. De méme, on vérifie que la condition
7:(x;) = p— 3 —x; implique que \;(x;) € {z;+2,p—3 —x;}, et on obtient donc
que

Jr C{i | M) € {p — 3 — x4,z + 2}}.
Réciproquement, si A;(z;) = x; +2, on vérifie, de (8) et du fait que p;(A;(x;)) =
7:(x;), que seuls les deux cas suivants sont possibles pour 7;(z;) :

(i) =z + 1 (avec pi(yi) = yi — 1)
Ti(zi) =p — 3 — x; (avec pi(y:) =p — 1 —y;).
On en déduit que ¢ € J,. On vérifie de la méme fagon que \;(z;) =p — 3 — x;

implique aussi 7 € J,, d’oil le résultat. O

COROLLAIRE 2.2. — Soit A € PP (xo,...,x5-1) satisfaisant la condition (6)
de telle sorte que J™® = Jm* = §({j|\;(z;) € {p — 1 — zj,z; + 1L, z; +
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2}}). Soit T l'unique poids de P(p) tel que x et x° apparaissent tous les deux
sur D, (p V1 (OL) . On a alors les équivalences suivantes :

je (I N J, <= \(z;) = z;
jeSTHIMNT, < \i(z;) € {p—

j € JA\STHI™™) Aj(@j) =p—3—ux;
JgJrusT (Jmm)<:>)\ (z;) € {p 2—%‘71‘;‘}-
Démonstration. — Conséquence immeédiate de la proposition 2.1. O

Pour A € Z9P(xq,...,x5-1) et T comme dans le corollaire 2.2, on pose :

(9) I = 671 (NS, [T A\ (T™m).

Autrement dit, on a I(A) = {j | A\j(z;) € {z; +L,p—1—z;,p—3 —z;}}.
On obtient alors immédiatement ’énoncé suivant, conséquence des définitions
de P (xo,...,x5_1) et de I(N).

COROLLAIRE 2.3. — Soit A € PP (xo,...,x5-1) vérifiant la condition (6).
On a les équivalences suivantes :

Ni(zj)e{p—1—zj,p—2—z;,p—3—z;} < j+1eI(N)
)\j(.’]?j) € {a:j,xj+1,xj+2} —j+1 ¢I()\)

Le corollaire suivant est un cas particulier de la proposition 2.1.

COROLLAIRE 2.4. — Supposons que la représentation p soit scindée. Soit \ €
PP(xg,...,x5-1) et soit x := 7(N\)OL) le caractere de I(01) correspondant a
A. Les caractéres x et x° apparaissent sur le méme facteur D, (ﬁ)Il(OL) avecT €
D(p) si et seulement si l'une des conditions suivantes est vérifiée :

(i) ou bien A\j(x;) € {x;,x; + 2} pour tout j, auquel cas J- = {j | \j(z;) =
T +2}

(ii) ou bien \j(z;) € {p — 1 —=zj,p — 3 — x;} pour tout j, auquel cas J, =
{71 Aj(z) =p—3—z;}.

Démonstration. — Supposons que X et x° apparaissent tous les deux
sur D, (p)11(92), Comme 7 est scindée, on a J; =  d’aprés (2), et la
condition (6) se traduit alors par :

VO<ji<f-1, X\(zj)€{zjzj+2,p—1-mz,p—3—x;}.

On en déduit facilement ’énoncé voulu gréce & la définition de X Z(xo,...,z5-1)
et a la proposition 2.1. O
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COROLLAIRE 2.5. — Awec les notations précédentes, le nombre de paires (non
ordonnées) {x,x*°} telles que x et x° apparaissent tous les deux sur le méme
facteur D, (5)(90) qvec 7 € P(p) est 21 (resp. 27) si p est non scindée
(resp. scindée).

Démonstration. — C’est une conséquence de [5, Prop. 4.4]. En effet, loc. cit.
entraine que pour chaque sous-ensemble J™i* = Jmax C f il existe un unique
X si p est non scindée (resp. exactement deux x si p est scindée) tel(s) que x
et x° apparaissent tous les deux sur le facteur D, (p)(?2) ot 7 € 2(p) est le
poids sous-quotient de (x*) indexé par J™", Le nombre de tels x obtenus est
donc 2/ (resp. 2/*1) dans le cas non scindé (resp. scindé) et le résultat pour
les paires non ordonnées s’en déduit en divisant par 2.

Notons que dans tous les deux cas, on peut redémontrer [5, Prop. 4.4] en
utilisant respectivement le corollaire 2.2 et le corollaire 2.4. O

Une raison pour laquelle on ne considére que les A € PP (zo,...,T5-1)
vérifiant (6) est donnée par la proposition suivante.

PROPOSITION 2.6. — Soit A vérifiant (6) comme précédemment et x le carac-
tere correspondant a A. Soit T € P(p) comme dans le corollaire 2.2 et soit s; 1=
7:(r;) pour tout 0 < i < f—1, de sorte que T = (sq, - - -, sf_1)®dete(T)(T°""’Tf‘1).
Soit ™ une représentation lisse de GLa(L) sur kg vérifiant les propriétés sui-
vantes :

(i) p € L™ agit trivialement sur

(ii) 7 contient D(p)

(iii) D(p)"(92) est stable sous laction de (p0) surm.

Alors il existe (6 multiplication par un scalaire non nul prés) un unique vecteur
v(\) € D, (p)(Yr) ¢ x11(OL) non nul sur lequel I(OL) agit par x° et un unique
élément z(\) € kj, tel que l'on ait I’égalité suivante dans 7 :

@) Y ( II oo =) ([i] (1)) (0 1> o

tef, jg¢Jmin po

=2 Y (T oo’ ([i] 3) ().

teF, jeJjmin

Démonstration. — C’est une conséquence de [8, Lem. 2.7] et de la réciprocité
de Frobenius. D’abord, l’existence et 'unicité (& un scalaire prés) de v(\) dé-
coulent du fait que le sous-espace propre de caractére x° de D (ﬁ)I 1(01) est de
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dimension 1 sur kg. Comme le poids 7 est indexé par J™I* (= J™8%) dans 7 (x*),
on sait d’aprés [8, Lem. 2.7] que le vecteur :

S (I ooy @) ([i] ;) oY)

te]]?q j€ Jmin

est un générateur de 7/1(YL) dans D, (p). D’autre part, I’hypothése (iii) im-
plique que le vecteur ( gé)v(/\), sur lequel I(@)) agit par X, appartient a
D, (p)"*(P1), Le méme argument appliqué a 7(x) et a (9 6)v(A) montre que
le vecteur de gauche de (10) est aussi un générateur de 7/1(Y2) dans D, (), 7
étant cette fois indexé par J\J™" dans 7 (), ce qui prouve le corollaire puisque

dimy,, 711(92) = 1. O

REMARQUE 2.7. — Reprenons les notations de la proposition 2.1 et supposons
que x est le caractére « n(J) @ n'(J) » ou n(J) et n'(J) sont définis par [6,
(3)] pour une partie J de {0,...,f — 1}, ce dernier ensemble étant identifié a
{o:F, — kgp} via j— ggop .

(i) On retrouve [6, Lem.2.1.4] puisque J. = @ d’aprés [6, Lem.2.1.3].

(ii) Notre J™ correspondant a x est égal @ J\J, de sorte que la proposi-
tion 2.6 est compatible avec [6, Prop.2.6.1]. En effet, avec les notations de [6],
on a N\J = {jlcopops €{p—1—rj,p—2—1;}} d’aprés [6, Lem.2.1.3].

3. Modules fortement divisibles et leurs réductions

On calcule les modules de Fontaine-Laffaille de représentations réductibles
de Gal(Q,/L) sur kg provenant de certains modules fortement divisibles avec
donnée de descente modérément ramifiée.

On pose e := p/ — 1 et I'on définit S comme le complété p-adique de Penve-
loppe aux puissances divisées de Og[u] par rapport a I'idéal (u®+p)Og[u] com-
patibles avec les puissances divisées sur 'idéal p@g[u]. On note Fil’S le com-
plété p-adique de I’idéal engendré par (u'4p)® pour i > p. Soient 1,7’ : IF; — @E

!
deux caractéres distincts. Notons ¢ = Z{:_ol pic; € {1,...,q—2} 'unique entier
tel que nn'~! = [00]¢ (ot [] : kf — OF désigne le représentant multiplicatif)

et posons pour j € J ={0,...,f —1}
j—1 f—1
9= Zcf_(j_i)pl + Z ci—jp" €{1,...,q—2}.
1=0 =]

On renvoie a [5, §5] ou [6, §2] pour la définition d’un &g-module fortement
divisible de type n®7’ que 1’on utilisera. Dans cet article, nous n’aurons besoin
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de considérer que les modules qui ont la forme définie (a I’exception de (iv) ci-
aprés) au début de [6, §2.2]. Concrétement, les &) p-modules fortement divisibles
qui nous intéressent dans cet article ont la forme générale suivante :

. ~(-D) —i -3 —i
(i) A = M X - X MT¥ avec %% " = Segec? ) SeZ?W

(ii) pour tout j € J, Gal(L[/—p]/L) agit sur ego"‘ffj (resp. egf’wﬂ) par i
(vesp. 1)

(iii) pour tout j € ¢, lapplication ¢ : Fill. 700~ — go00¢™ " erifie
I'une des deux configurations suivantes (ot I’on remplace o o o7 par j pour
alléger 1’écriture) :

(11)

1

Fil'. 47 = (S(e{] + ajuc(j)ef;,) @ S(u® + p)ef‘f) + FilP’S - .47
4,01(6% 4 ajuc('a)e%/) — E%Jrl
e1((u® +ple),) = effl
ou
(12)
Fil'.#7 = (S(ue + p)ef7 &) S(e%, + ajue_c(])ef,)) + FilPS - .47
e1((u® +pef) = et

; e i+1
p1(ey, +au="el) = e,

avec a; = Gyg0,-i € Op et avec ael) et o’e), (o, o’ € 05) au lieu de elth et efjl
dans I'image de ¢; lorsque j = f — 1. On note I, (resp. I,;) le sous-ensemble
de f formé des j tels que .#7 soit comme en (11) (resp. comme en (12)) et I¢
(resp. 1%) le sous-ensemble de I, (resp. I})) formé des j tels que a; € . On
pose enfin Ig =L\, Ig/ = n/\I;,, et ’on ajoute la condition suivante

(iv) aa’ = 1.

REMARQUE 3.1. — Dans [5], un autre type noté « cas Il » est considéré. Il
n’apparitra pas dans notre étude parce que la condition (6) implique J™* =
Jmax - de sorte que l'on a ici I = J™aX\ J™i0 = &5 (cf. [5, (26)]).

Onnote S = S®¢, kg et M = M ®¢, kg pour .4 un Op-module fortement
divisible de type n ® ' comme ci-dessus. On pose aussi

(13) p//{ = HomFill,gol (%> A\cris ®Zp ]FP)V(l)

et on renvoie a [14, §3] pour plus de détails concernant le membre de droite.
D’aprés [5, Thm.8.1], p_, est toujours réductible et elle est scindée si et seule-
ment si I,f 111 nx, = @. De maniére équivalente, .# contient toujours un sous-
p1-module filtré (pour la filtration induite) de rang 1 qui est facteur direct
en tant que S-module, stable par Gal(@p /L), et ce sous-module est unique
si et seulement si p est non scindée. Par [5, Lem. 6.1], un tel sous-module
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= o i o G-1_j R
est de la forme H;:o Se’, chaque e’ étant égal a e + B;uP° ef], ou a

_j =Dy - J N s . ;

ef], —|—ﬁju”(e ¢ )eﬁl avec (3; € kg, ot €, (resp. efl,) désigne l'image de €] (resp.
] — . . . R

en,) dans .#. On peut en outre lui associer une suite de caractéres {n;},cs en
posant n; = n lorsque e; vérifie le premier cas, et n; = 7' sinon. D’aprés |5,
Lem.6.3(iii)], on a la récurrence suivante :

Nji+1 = Ny si ] S Ig ng/
(14) Ni+1=1n"sij €Ly
Nj+1 =7 sij €.
Sip_, est non scindée, la suite {7, },; est uniquement déterminée par .# puisque

Iy ]_[I:, # @. Si p, est scindée, alors .# est somme directe de deux sous-
¢1-modules filtrés de rang 1 respectivement associés aux suites constantes {n; =

n}j et {n; =n'};.

La proposition suivante est une généralisation de [6, Prop.2.2.4].

PROPOSITION 3.2. — Soient .4 un Og-module fortement divisible de type n®
n' et {n;}; une suite vérifiant la récurrence (14) ci-dessus. On rappelle que
les entiers c; sont définis par la relation nmy'~! = [ao]zaf;o1 P'% . On a alors
detp , =T w et

J_‘—l j ’ 1
e
p% = 1 ® [}
0 nr(A™1)
ot 0 est un caractére convenable uniquement déterminé, ot r; e {0,...,p—3}
vérifie
;= cjj—2 sijel) etn;=n
e j=p—1l—cpjsijel, etn;=n
.= cr_; sijel,yetn; =
(15) = AN
rh_j=p—3—cp_jsijeletn; =n
rh ;= c;j—1 sijelletn=n
rh i =p—2—cpjsijelyetn; =1,
et o
(16) A= { 7?11_[{1\?73'#77#1}6’; S? o = 77/
& Il g1, 00y B st 0 =10
Démonstration. — L’assertion sur detp , se vérifie par un calcul direct.
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Montrons maintenant (15) et (16). On explicite tout d’abord un sous-¢;-mo-
dule filtré de rang 1 qui soit facteur direct et stable par toutes les opérations.
On pose, pour j € {0,...

en remplacant E;l par 6;

mo = n'). Nous allons vérifier que le sous-module N = 8l x .-

af - 1} :
eltl = et
. it
et = eff
e+l — €%+1
i _j+1
eltl = et
J+1 _ i+l o1 ple—c¥)5j+1
e €, a; u e
. i1
et = eff
e]+1 — é‘Z]*Fl
G+l il =1 pcl) i+l
€ 67] aJ w en,

1

si j el
si j eI
sijel),
sijEIf;,
sij e Ix
sij e I
sijely
sijel

et n; =1
etn; =7
et n;=n
et n; =n'
et n;=n
etn; =7
et n; =n
etn; =7

(a2 (resp. 6;1162) sij=f—1letn = niresp.
x Sef~1

de .7, muni de la filtration induite, est stable par toutes les opérations et que

si h; € {0,...,e} est le plus petit entier tel que uhied € Fil' 4, alors :

<. <.
o

<.

0
e
e
0

—e— )

<.

=€

<.

=e
—

<.

S FSsSSSFS S
|

<.

et pi(e’)

et p1(ef)=e

et pi(e’) =¢

et pi(e) =e

et p1(e?) = —ajel !
et p1(e?) =

sijel)etn =n

sijel)etn =1

sijefg,etnj:n

sijEI?,

cetn; =n

sij€lfetn;=n

sijelyetn =n

sijelyetn =n

et p1(ef) = —a;eit! sije I et n; =1

en multipliant le terme /™! ou —a@;e/*! par @ (resp. @ ') sij=f—letn =7
(resp. o = 1)

Il est clair que ./~ est stable par l’action de Gal(L[¢/—p]/L). Vérifions main-
tenant que 'image de Fil' % par (1 est contenue dans .4/ et engendre .4 sur S,

ie. p(ulied) € S eitl pour tout j. Nous traitons le cas o n; =net j # f—1,
les autres cas étant laissés au lecteur. Supposons donc 7; = net j # f —1. Par
définition et d’aprés la récurrence (14), on dispose des possibilités suivantes
pour 7;_1 et e :

(18)

el = e’

el =¢ —a;!

n j—1

pc(‘ )
ji—1
u
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La vérification se fait au cas par cas comme suit. Rappelons que, d’aprés [5,
Lem. 6.3(ii)], on a toujours

(19)

<P1(uhj ej) = (uhféf'?),
(a) Supposons que j € I (et n; = 7). Puisque val(a;) > 0, on sait par (1)
que :
Fil' 7 = Se, @ §u55%,7 pi(e)) =&t wl(ueéf,f) = Effl.

Dans le premier cas de (18), on a clairement h; = 0, puis 'on déduit
de (19) que pi(e?) = ¢1(e)) = et =_ejJr1 comme annoncé. Dans le
deuxiéme cas de (18), en notant que pcU=1 > e puisque cy—; > 1 grace
4[5, Lem.6.3], on a e/ € Fil'.Z’ donc on a encore h; = 0 puis p1(e?) =
¢1(€)) = e/t par (19).

Supposons que j € I}, (et 7; = n). Comme val(a;) > 0, on déduit de (12)
que :

Fil'.7’ = Su‘e) ® Se),, ¢1(ue)) = et pi(e),) = ei]fl.
Dans le premier cas de (18), on a hj = e et ¢y (u®e’) = wl(ueéf}) = E{Z'H =
e/t Dans le deuxiéme cas de (18), on a encore h; = e et o1 (u‘e’)
¢1(ue)) = e/ par (19).

Supposons que j € ¢ (et n; = 7). On obtient alors de (11) que :

Fil'Z’ = 5(e) +a;u”el,) @ Suel,

; @ _j - j
. = 5]y 5itl ezl )y —
pi(e) +aue)) =&, ¢i1(ue,) =€

Dans le premier cas de (18), on a
@) _;
e—c') —j
€n

_o) s
u e =u

S i dD N elj 1
— €7 C J P N > 1
=u (e} +a;u’ 'e),) —au’e,, € Fil' .«

et on voit facilement que e — ¢\ est le plus petit entier vérifiant cette
condition, i.e. h; = e — ¢, On en déduit le résultat voulu dans ce cas :

D CeDY)iil o il = g4l 1 ple—e@)—it1
p1(u™ " el) = upleme et —aje) = —a;(e, —a; yPleme gt

e—cC

u

n

qui nous donne exactement —Ejej+1 par définition de e?*!. Dans le
deuxiéme cas de (18), on a
@) 5 W) i 4 G-1_j e i 1 e =D

j _ ,,e—c pc J _ ,,e—C ] e—c“’/+pc J
el =u ( U ey) =u e, —a;_qu €

. . I . _e) g . .
qui appartient a Fil'.Z’ puisque u¢=¢" e; y appartient par le calcul ci-
dessus, et que (e — c9)) + pci=1) = e(cy_; + 1) > e, de sorte que I'on
a encore h; = e — cV). Par (19) et le calcul du premier cas, on obtient
comme annonce :

or(ue™" el) = oy (u"8)) = —ael .
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(d) Supposons que j € I (et n; = n). On déduit alors de (12) que :

Fil'sZ’ = Suel @ (e, +a;u* " &),
- i i _ _ ()7A i
p1(ue)) =e)t, ¢1(e), +aju’ e’ e)) = effl.
Dans le premier cas de (18), on vérifie que h; = e et p1(ute?) =
¢1(ue)) = ett = e/*1. Dans le deuxiéme cas de (18), on vérifie de
méme que h; = e et pq(uel) = wl(ueé%) = ¢/t par (19).

Les énoncés de (17) sont donc vérifiés. Si 'on résume, on obtient d’aprés [15,
Ex. 3.7] que :

Hompy1 o, (', Acis ®2, Fp)¥ (1) = nr(A)mw?,,

ol h := éz;:g pfIh; et

a I (=) II (=) sim=n

A {iliely my=n} (i€l mi=n'}
) 51 — -\ o —
a I (=a) II  (-@)sin=17"
{liely mj=n} {lier), my=n'}

La formule annoncée pour A s’en déduit en notant que (par la récurrence (14))
(li e Lo =} [J46li € Loy = '} = {ilnj # nja}

et que |{j|n; # nj+1}| est toujours pair. En regardant enfin le déterminant
de p_,, on trouve que

_ o [nr(A)mowh, *
P = — —h

0 nr(A~)niw; w

AVFe(me -1, ,2h, ,—1 * gore)
nr(A)7o(n5) ~ wiiw Ly | @ @wgw),
0 nr(A™1)

ou l'on a posé n§ := ' (resp. n§ := n) si 7o = n (resp. no = n’). Un calcul
analogue & celui mené dans la preuve de [5, Lem.6.3] donne les valeurs de r;
listées dans (15) et achéve donc la preuve. (Notons que seul le cas ng = 7 est
traité dans [5, Lem.6.3], mais on trouve le méme résultat lorsque 79 = 7’.)
Enfin, I'appartenance de 77 & {0,...,p — 3} se déduit de (15) et de (17), en
utilisant [5, Lem.6.3]. O

REMARQUE 3.3. — Lorsquep , est réductible scindée, on a a priori deux choiz
possibles pour la suite {n;};. Chacun d’eux donnera une expression de p_, ana-
logue a celle de la proposition 3.2. Cela explique pourquoi nous aurons souvent
besoin de traiter séparément le cas scindé (voir le corollaire 4.2 ci-apres).
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La preuve de la proposition suivante est essentiellement celle de [7, Prop.
5.1.2].

PROPOSITION 3.4. — Soit .# un Og-module fortement divisible de type n@n'
et soit {n;}; une suite vérifiant la récurrence (14). Soient {r}}o<j<s—1, 0 et A
comme dans l’énoncé de la proposition 3.2. Le module de Fontaine-Laffaille
de py ® 071 est alors égal a :

—(f-1)
)

M = M% x M0°° " x ... x MO0

N L. 1 —d
ot l’on pose, en écrivant M7 = M°°°% ~ et a; = G5y0p-3,

M3 = kgv?! & kgw’
Fil' M7 M7 sii<0
Fil' M7 kpwl  sil1<i<ri_ +1
Fil'M7 = 0 sii>rl i +2
p(v7) = v’

{wwﬁﬂ = Av®

Prpr(wf ) = A0 — Ay 0

$i0<j<f-2

Aj=a; I (=a;%) sinj=mn
0<i<j—1
{ilni#ni+1}
Aj=a;t I1  (—a;%)sin #nin
0<i<j—1
{ilmi#ni+1}

et ot l’on doit multiplier le membre de droite par A lorsque j = f — 1.

Démonstration. — C’est la méme preuve que celle de [7, Prop. 5.1.2] (ou de [6,
Prop.2.3.1]), en notant que ’ensemble I* défini dans ladite preuve (ou F(J)
dans [6]) n’est autre que {j|n; # 1,41} O

4. Valeurs spéciales de parametres

Nous démontrons maintenant le résultat principal de D’article, & savoir le
théoréme 4.7, qui donne une valeur spéciale du parameétre z(\) (défini dans la
proposition 2.6) attachée a la représentation p de départ.

On fixe p : Gal(Q,/L) — GL3(kg) une représentation de la forme (1) et A €
PP (zo,...,xf_1) un f-uplet vérifiant la condition (6). Soit x : I(0r) — ki
le caractére qui lui correspond, i.e. tel que y & T()\)II(OL), que lon écrit (de
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maniére unique) sous la forme x = 7(\) @7 (\) avec 7j(A), 7 (\) : OF — k) des
caracteres lisses. On pose

n(A) =[] (resp. n'(A) := [7'(A)])
les relevements de () et 7' () & @2 Via le représentant multiplicatif [-] : k5 —
0. On vérifie que n(\) = ' (\) H [ o]P’¢ avec ¢j = \j(r}).
Si J est un sous—ensemble de ¢, on définit la « frontiére » F(J) de J comme
dans [6, (5)] :

F()={jedlielji+1¢}[[{iedli¢ i+1eJ}

COROLLAIRE 4.1. — Conservons les notations précédentes et supposons que p
est non scindée. Soit M un Og-module fortement divisible de type n(\) ®@n' ()
tel que p = p 4. Définissons {n;}; comme lunique suite & valeur dans n; €
{n(X),n"(\)} vérifiant la récurrence (14). Alors

(1) n; = n(A) (resp. nj = n'(N)) si et seulement si f +1— j ¢ I(X\) (resp.
f+1—35€1I(N), ou I(N) est défini par (9);

(ii) m; # nj+1 st et seulement si f — j € F(I(N));

(iii) j € Iy si et seulement si f —j € §~L(J™in) ;- en particulier, on a
Ly | = 1770 et Loy = [S\T™0.

Démonstration. — Puisque p est supposée non scindée, la condition p
implique que ry_; = r}_j pour tout j.

(i) Sachant que ¢; = A;(r;), le corollaire 2.3 et la proposition 3.2 assurent
que :

[a=3

P

nj =1\ < Aj—j(zs—5) € {gp—j, 255 + 1,255 +2}
= f-j+1¢1IN),
ce qui prouve (i). Dans le cas ot ry_; € { _1, p23, p2 }, une analyse plus
poussée sur le déterminant est nécessaire, voir la preuve de [8, Lem.12.8].
(ii) 11 se déduit du (i).
(iii) Par (15), j € I, si et seulement si cy_j € {ry_; +1,ry_;+2,p—1—
T¢—;}, siet seulement si f — j € §~1(J™") d’aprés le corollaire 2.2. O

COROLLAIRE 4.2. — Conservons les notations précédentes et supposons que p
est scindée. Soit M un Og-module fortement divisible de type n(A\) ® n'(N) tel
que 5 =5 4. Alors Iy = |J™], L] = [\T™] et

(i) @ = ¢ si Aj(z;) € {zj,z; + 2} pour tout j;

(i) a=¢""1 siN(zj) €{p—1—zj,p—3—x;} pour tout j.
Démonstration. — Reprenons les notations de la proposition 3.2. Puisque p ,
est réductible scindée, il y a deux possibilités pour la suite {n;}; : soit la suite

constante {n(A)};, soit la suite constante {n’(\)};. La proposition 3.2 nous
donne donc deux fagons d’écrire p .
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(a) Sin; =n(A) pour tout j, alors p_, s’écrit sous la forme
f—l J /_+1
o= (w@er 7 eua ) ) o0
avec 0’ caractére convenable uniquement déterminé et, sachant que I;( ")

et I ., sont tous deux vides,
n'(A)

_ )
{r}j =cp_;—2slj€ In(A)
_ s~ 70
r}_j =cs_j sije In’(A)'

(b) Sin; =n'(\) pour tout j, alors p_, s’écrit sous la forme

f—1_3 !

avec 0" caractére convenable uniquement déterminé et

_ <2 70
{r}’_j =p—1—cyjsijel,
_ <+~ 70
r’f'_j =p—3—cp_jsije In’(A)'

Montrons maintenant le corollaire. (i) Supposons que A;(z;) € {z;,z; + 2},
auquel cas on a ¢; = \;(r;) € {r;,r; +2}. Dans ce cas, la condition p = p ,
force que 1’on est dans le cas (a) ci-dessus, c¢’est-a-dire :

/ — !/
=1, a=¢§ r;=r;.

(ii) Supposons que A;(z;) € {p — 1 — z;,p — 3 — x;}, auquel cas ¢; = \;(r;) €
{p—1—-r;,p—3—r;}. Dans ce cas, la condition p = p , force que I’on est
dans le cas (b) ci-dessus, donc

" __ — __ -1 n__
0" =1, a=¢£ -, Ty =Tj.

Enfin, dans les deux cas, on a j € I,y si et seulement si r;_; € {c;_; —2,p—
1 —cy_j;}, si et seulement si f — j € §~1(J™") par définition de J™". On a
donc |I,(»)| = |J™™|, et par conséquent |L, | = [J\J™™]. O

THEOREME 4.3. — Conservons les notations du début de cette section et
considérons M un Og-module fortement divisible de type n(\) ®@n'(\) vérifiant
P = py. Soit G le groupe p-divisible avec donnée de descente correspon-
dant a A et D le module de Dieudonné contravariant associé a G. Alors
la valeur propre de ¢! sur la partie isotypique de D pour le caractére n'(\)

de Gal(L[/=p]/L) est égale a p!\/""la/ ot o/ € O a la réduction suivante
dans kj, :

113 .
o airaoy Ve " Tieroysagron B

(20) @ =(=1) NI ] .
V€ GligIN) +1e1(n)} Pf—

TOME 144 — 2016 — N° 1



VALEURS SPECIALES DE PARAMETRES DE DIAGRAMMES DE DIAMOND 97

Démonstration. — Remarquons que 1'élément de kj défini en (20) ne dépend
pas du choix de {/€. En effet, le changement de /¢ par u</€ avec u € kj
et u/ = 1 modifie les éléments {1ito<i<f—1 via la transformation suivante :

Hi = MQ(HUM,

de sorte que la formule (20) est multipliée par

.
: _ o 2lI)] igrongsterony #7

PTG grogererony #2077 Mgueronarigron #7
qui vaut 1 étant donné que |{j|j € I(\),j+1 ¢ I(N} =|{jli ¢ I(N),j+1¢€
I(A)} et que Z{j|j¢I(A),j+1EI(A)}j - Z{j|jeI(A),j+1¢I(A)}j = [NV

La définition de .# implique ensuite que la valeur propre de ¢f sur la partie
isotypique de D pour le caractére 7/()\) est égal & pllvla/, ou o est comme
décrit dans l'expression de .# au début du §3. Puisque les corollaires 4.1 et 4.2
assurent que |L/(y)| = |[\J™"], il reste a calculer la réduction dans kj, de o.

2(f—j+1
pN Tl eroygrgroy B9 7

Supposons d’abord que p = p , soit scindée. Il y a donc deux possibilités
pour A :
(i) si A; € {z;,x; + 2} pour tout j, on a alors @ = £~! par le corollaire 4.2,
puis I(\) = @ et F(I(\)) = @ par (9), d’ou la formule annoncée ;
(i) si Ai(z;) € {p —1—zj,p — 3 — x;} pour tout j, on a alors @ = £ par
le corollaire 4.2, puis I(A\) = J et F(I(\)) = @ par (9), d’ou la formule
annoncée.

Supposons maintenant que p soit non scindée et notons {n;}, 'unique suite
(avec n; € {n(A),n'(A)}) associée & .#. Comme 7 est non scindée, la condition

p = p_, nécessite que l'on ait (avec les notations de la proposition 3.2) :
0=1, A=¢ r=r;, VO<j< f—1

On obtient en particulier

a=al= { & H{j|m¢m+1} a; L sino = n(A)
E(TT iy ns 0y @) si70 =1 (N)

i raméne & calculer . a; r terminer la pr .
ce qui raméne & calcule H{Jln#njﬂ}aﬂ pour te er la preuve

En comparant le module de Fontaine-Laffaille de p , donné par la proposi-
tion 3.4 & celui de p normalisé au §2, on obtient comme dans la preuve de [6,
Thm.2.4.1] que

—2(j+1 _ .
— € Tocics—a(<a3) sing = njn
(21) a; = 2(j+1) S
=& i o<igi—1(=a; %) sin; # mypa.

NiFNi+1
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En utilisant (21) et en notant 0 < j; < jo < +++ < jor—1 < Jor < f — 1 les
éléments de {0,..., f — 1} pour lesquels 7; # n;4+1 (remarquons que |{j|n; #
n;+1}| est toujours pair), on montre comme dans la preuve de [6, Thm.2.4.1]
que :

t

@Ga, A, = ] @ = (—1)“7—2_-
{dIn;#n;+1} IT o, V€ i
i=1

2j2i
] Hjai_q {/Z

[e24

(Dans la preuve loc. cit., 3* correspond a notre (¥/€)?, F(J) a notre {jln; #
nj+1}, et x; & notre p;.)

Supposons tout d’abord que 79 = (). On a alors les égalités suivantes :
{2i—1,1 < i <t} = {jln; = n(A), njr1 = n'(\)}

{jQ’i’ I<i< t} = {j|77j = 77/()‘)777]'-5-1 = 77()‘)}

et
t

Z(jQi = Jai-1) = [{dln; = n' (M}

On déduit donc de tout ce qui précéde que (si g = n(N)) :

e _
a=¢ (H{jlnj7énj+1}aj)
L (=1)2lln#nid {/Z2l{j|nj:n’(/\)}| I1im=n 00 ms =0 03 Hd
{/E Ijim;=n' )imj 1 =n(ay Ha
T . .
(—1) 31l #njpay) YEVTT D) sin;=n 0 mjea=n' 00y P9
Y= O T 51— 3y 4 1 =m0} P

La formule voulue s’en déduit a 'aide du corollaire 4.1 qui nous dit que
{ilnj # nj+1 = [FE), {ing =00} = [N, [{dlng =2 ()} = [I()]

et que {jln; =n(A),njr1 =n'(N} ={f—jli € I(N),j+1 & I(N)} et {jln; =
n'(A),nj+1 =N} ={f—jlj ¢ I(X),j+1 € I(\)}. On laisse le lecteur traiter
le cas g = n(\) qui méne la méme formule. O

Soit 7 € Z(p) le poids de Serre pour lequel x et x® apparaissent tous les
deux sur D, (p)11(P2) avec x = 7(A\)11(P£). En notant s; = 7;(r;), on a donc
T=(80y-.-,8f-1)® det®(M(rosry—1)
Le prochain lemme permet d’écrire ¢; = \j(r;) (j € ) en fonction de s;.
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LEMME 4.4. — (i) On a les relations suivantes :
cj=p—2—sjsij€JNet j—1¢ Jmin
cj=p—1l—sjsijeJ™ret j—1e Jmin
cj= s;+1 sij¢Jmtet j—1e Jmn

¢ = 85 sij¢ JUinetj—1¢ Jmin,
(ii) On a
H [oo]?’ (= 1=5) H[Uo]pj% = H [oo]P (P=1=59).
jgjmin ]ed jeJmin
Démonstration. — Le (i) se déduit du fait que 7 apparailt dans (x°) =
In d?gg()m)x en « position » J™" (voir [8, Lem.2.7]) et le (ii) se déduit du
(i) =

THEOREME 4.5. — Soient .#, G et D comme dans le théoréme 4.8. Soit V
(resp. V') la valeur propre de p! sur la partie n(\)-isotypique (resp. n'(\)-iso-
typique) de D. Considérons la série principale modérément ramifiée :

(22) T(A) :=Indg 20’ (Ane (V)] - | @ n(A)mx(V)

ot n(A) et n'(N\) sont vus comme des caractéres de L™ envoyant p et 1 +
Oy, sur 1. Soit o(\) € I(A)1(U2) un vecteur non nul sur lequel 1(0)1) agit
par ' (A\) @ n(\). Si J™* ¢ {@, J}, il existe un unique élément &(\) € OF tel
que lon ait I’égalité suivante dans TI(A) :

- P (p—1—s;) [t] 1 01 N
2 (L= (1) Go) o
N I (p—1—s;) [t] 1\ .
N (T foo@®=0) {71 o).

te]Fq jeJmin

De plus, la réduction de :i'()\) dans kj est égale @

(1)1 L YA T giggmngaesmmy (55 + 1) Mgenogergron #1-
JENO e min jagminy (55 + D Igeroy sererony -5

Démonstration. — Notons tout d’abord que le vecteur 9(\) existe et est unique
a un scalaire prés. La preuve de [6, Thm. 2.5.2] et le lemme 4.4 montrent

(puisque J™® ¢ {&, J}) que l'on a

mmzvnﬁwm%%wx
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avec X' = Upl”™" + C € 0, val(C) > |J™| et

U = (—1) T g min 5 jgrmn j-1e7mny (35 +1)
{jeJmin)j_1¢Jmin}(sj + 1)

(mod p).

Nous rappelons que dans la preuve de [6, Thm 2.5.2|, 74,044 correspond & notre

sj,et Ja J\J™ Sachant que V' = plN\T" o’ d’apres le théoréme 4.3, on en
déduit que

E 83 min min
2(\) = (=1)7ermn pifp\J\J o/ (Upl™" + ©)
> Sj
= (=1)72/™" o'U (mod p)

_ () T g min s ming (5571

(mod p),

{jlj€gmin j_ ngmln}(SJJ’_l)
et l’on peut alors conclure en utilisant le théoréme 4.3. [
REMARQUE 4.6. — Regardons les cas J™® = @& ou J™® = (J. D’apres la
corollaire 2.2 et la définition de PP (xo,...,x¢_1), on doit alors avoir J. €

{2,J4}. Le cas J. = & est cowvert par |6, Rem.2.5.3]. Lorsque J, = J, p est
forcément scindée, et l’on dispose alors du résultat suitant : si J™® = &, alors

> (Moot &= (? ;) <2 ;) ()

teFy, jed
01\ .
S Z < ) )+ qo/ (1 0) B(N);
teF,

si J™ = f ) alors

(1) (o1 .
2 (1) (o)

= O’ ppls] [t]l ’ﬁ p() {)
=-a 3 ([l >)<10> <A>+q<01) ).

teF, jed

Tout ce qui précéde nous permet maintenant d’obtenir notre résultat prin-
cipal.

THEOREME 4.7. — Soient p et A € PP (xo,...,xr_1) vérifiant la condition
(6) et soit T € D(p) le poids de Serre associé. Ecrivons s; = 7;(r;) pour tout j.
Soient # un Og-module fortement divisible vérifiant les hypothéses du théo-
réme 4.8 et II(\) la représentation définie par (22). Soit m une représentation
lisse de GLo(L) sur kg vérifiant les propriétés suivantes :

(i) p € L agit trivialement sur
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(ii) 7 contient D(p)

(iii) D(p)"(9) est stable sous Uaction de (50) surm.

Définissons () € ki comme dans la proposition 2.6 et 9(\) comme dans
le théoréeme 4.5. Supposons de plus qu’il existe un Op-réseau stable TI°(\)
dans TI(X\) contenant ©(\) ainsi qu’un morphisme Og-linéaire GLo(L)-équi-
variant TI°(\) — = tel que limage de ©()\) par ce morphisme soit un élément
non nul de D(p). Alors on a :

min [T(N)]
(23) x(A):(—1)1+IF(J2 )y teaon /€

(2
{/EM\ e5]
(s; +1) I1 1f—j
{jligJmin,j—1€Jmin} {Jl7€I(N),j+1¢1(N\)}
(55 + 1) 0 e
{jligJmin,j—1¢ jmin} {3l5¢I(N),5+1€I(N)}
Démonstration. — Cela découle de la proposition 2.6 et du théoréme 4.5, car
nos hypothéses assurent que la réduction modulo p de ©()\) est forcément un
multiple (non nul) de v(}). O
REMARQUE 4.8. — (i) L’hypothese (iii) sur m est en particulier satisfaite si

Von a légalité D(p)"(91) = 71(0L) | Dans ce cas, I’image de ©()\) se trouve
automatiquement dans D(p).

(ii) Lorsque J, = @, on a J™® = J\J et [(\) = 61 (J\J), ce qui implique
que |F(J™)| = |F(I(\)] et que |F(‘]mn)|;‘F(I(/\))‘ est pair. On retrouve donc
[6, Thm.2.5.2] a partir du théoreme 4.7.

On donnera au §6 des exemples lorsque f = 3 pour expliciter les paramétres
que nous avons calculé.

5. Parametres cycliques

On définit et calcule des paramétres cycliques de diagrammes de Diamond,
toujours pour p réductible non scindée, qui sont analogues & ceux étudiés par
Breuil dans [4].

Fixons p réductible comme en (1). Notons p* la semi-simplification de p
et 7(p*) l'ensemble des poids de Serre qui lui sont associés. Soit D(5%) la
représentation de GLo(F,) associée a p** (§2). D’aprés [8, Thm. 15.4], D(p™)
se décompose en somme directe EB{ZO D,(p®) vérifiant

soCqL, (F,) De(p™) = @ 7(J)
JCd,|T|=¢
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ot 7(J) désigne I'unique poids de Z(p*) tel que J,(;y = J (cf. (4)). La pro-
position 5.2 ci-aprés est une conséquence de la construction de [8, §15] (mais
pas énoncée explicitement). Commencgons par un résultat préliminaire sur la
structure de D(p).

LEMME 5.1. — Soit J C et 7(J) € 2(p*) le poids associé. Notons W,
l'unique sous-représentation de D,(jny)(p) C D(p) de co-socle T(J). Alors
W-(s) ne contient aucun poids 7(J') € 2(p*) avec J' L J.

Démonstration. — En appliquant [8, Lem. 15.3] & 7 = 7(J), o/ = 7(J)
et 0™ = 7(J5), on déduit que le poids 7(J) apparait sur la composante
D (ns,)(p) de D(p). L'existence de W,y est donc assurée par [8, Cor. 3.12],
ot il est noté par I(7(J N Jp),7(J)). La structure de W, ;) est décrite par [8,
Cor. 4.11]. Plus précisément, si I’on définit J(7(J)) comme dans [8, Cor. 4.11] :

Jd(r(J)) = {z ed, 7(J)i(z;) =p—2—71(JNJ5)i(z;) —£1,7(JN Jp)i(mi):lzl},

alors les sous-quotients irréductibles de W,y correspondent a des sous-
ensembles de J(7(J)) (car une condition de compatibilité doit étre impo-
sée). Si i € J\Js, on a par définition 7(J);(z;) € {p — 3 — x5,z + 1}
et 7(J N Jp)i(x;) € {zi,p — 2 — x;}, d’ont linclusion J\J5 C J(7(J)). D’autre
part, sii € JUJg, on a A;(x;), 7(JNJ5)i(x;) € {zi,p—2—x;}, doui ¢ J(7(J)).
On en conclut donc

(24) I\ € J(r(J)) € TU I,

Soit maintenant 7(J') € 2(p*) un poids qui apparait comme sous-quotient
dans W (). On doit avoir JNJ; = J' N J5 car 7(J) et 7(J') apparaissent dans
la méme composante de D(p), et J(7(J')) C J(7(J)) d’apres [8, Cor. 4.11].
Cela force que par (24) :

I\J5 € Jr(I) € S () € TU Iy,
d’ou J' C J. O
PROPOSITION 5.2. — Il existe des sous-représentations uniques D;(p)

de Dy(p*®) pour 0 < £ < f, telles que D(p) soit une suite d’extensions
successives de la forme

Do(p) — D1(p) — --- — Dy(p),

avec

(25) soccL, () De(p) = P 7(J)

la somme étant prise pour les J C  tels que |J| = £. En particulier, Dy(p) est
non nul pour tout 0 < £ < f.
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Démonstration. — On définit Dy (p) comme la plus grande sous-représentation
de D(p) qui vérifie la condition (25), i.e. socar,(r,)Do(p) = 7(2), et qui ne
contient pas de poids 7(J) € 2(p*) tel que |J| > 1. D’aprés le lemme 5.1,
le socle du quotient D(p)/Do(p) contient la somme directe des poids 7(J) €
2(p*) avec |J| = 1 (tous ces poids apparaissent par la preuve du lemme 5.1),
ce qui permet de reprendre cette construction pour définir D, (p) et conclure
par récurrence. Enfin, 'inclusion de D;(p) dans D, (p**) se déduit facilement
de [8, Prop. 13.1]. En effet, par construction, Dy(p) est de multiplicité 1 et ne
contient aucun poids 7(J) € 2(p*) tel que |J| # £. O

REMARQUE 5.3. — (i) La représentation Dy(p) peut étre strictement plus pe-
tite que Dy(p*®).

(ii) En général, Dy(p)"(92) contient plus de caractéres que ceux provenant
de D(ﬁ)ll(@L), et n’est pas forcément stable par (2 6) Ce phénomeéne se pré-
sente déja dans le cas f =2 et |Z2(p)| = 1.

(i) Cependant, si l'on définit Dy 1 comme le sous-espace des vecteurs v €
De(p)1(91) qui se releve en un vecteur de D(p)"'(91), alors Dy, est stable

01
par (96).
Décrivons maintenant le sous-ensemble des poids de Z(p*) qui contribuent

a Pespace D(p)"(Y2). D’aprés les rappels au début du §2, ce sont exactement
les poids 7(X) avec A € ZP*(xo,...,x5_1), ou par définition

@@SS(.'IZ(), - ,mf_l)
= {)\ € PY(xo,...,x-1), Ni(z;) € {zy,zi+1,p—2—x;,p—3— acz}}
Remarquons que c’est aussi I’ensemble des f-uplets A vérifiant les conditions

(i)—(iii) de la définition de Z(zo,...,xs—1) (cf. §2) pour lesquels (iv) est rem-
placé par : A\;(z;) = p — 3 — x; implique 7 € J5. On en déduit que

@(l‘o,...,ﬂ?f,1> Q Qgss(xo,...,xf,l) Q g@(.’ﬂo,...,xf,l).

Dans la suite, on fize un diagramme de Diamond D(p,r) associé a p (cf.
[8]), ce qui revient & se donner une action de () §) sur D(p)! 1(UL) et a prendre
r: D(p)11(92) — D(p) linclusion naturelle. Rappelons que p agit trivialement
sur D(p).

Notons encore § I’application bijective de PP (zo,...,rf_1) sur lui-méme
définie par 6(A);(z;) = Xit1(z;). Pour A € 2 (xo,...,x5-1), on a (d’aprés
la définition (9))

Il est évident que P 2™ (xy, ...,z f_1) est stable par § et que I(6(X)) = 6(I(N)).
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LEMME 5.4. — Soit \ € PP>(xq,...,x5-1) et w(A) € D(p)+(Yr) (resp.
w(d(N) € D(B)92) ) un vecteur de base de T(N\)1(L) (resp. de T(5(N))1(Pr)).
(i) Il existe un unique entier s(A) € {0,...,q — 1} tel que

3" oo ()™ (? ;) (2 ;) w(\) € kXw(d(N)).
teF,
(ii) On a explicitement

s(A) = > pPlp—2-r)+ > P’ (rj +1).
{al7€8(I(X)),5+1¢8(I(A\)} {liga(I(N),i+1€8(1(M)}
(iii) Si J; =2, on a

sV = > plp-2-r)+ >, P+l

JES(I(N)) JES2(I(N))
et
f-1
S(A)_ Z p](p_l—’f'j)Eij)\j(Tj) mod (pf—l).
FEII(A)US(I(N) j=0

Démonstration. — (i) Rappelons (§2) que Al*! désigne le f-uplet (p—1—X;(2;))s
correspondant & (9 §)w(A). Par la preuve de [4, Prop. 5.1], il suffit de mon-
trer que la représentation (GL2(F,).(36)w(A)) admet 7(5(X)) comme sous-
quotient. Dans le cas ou p est scindée, 1’énoncé se déduit de [8, Lem. 15.2],
qui nous dit que le poids 7(A\[*]) apparait sur la composante D;(5(»))(p)- Le cas
général se déduit alors de la proposition 5.2. En effet, en notant £ = |J,|, le mor-
phisme naturel Ind?(IE)ZL()@ 2 X3 — De(p*) se factorise par l'inclusion Dy(p) —
Dy(p*), donc le méme entier s(\) sert comme dans le cas scindé.

(ii) Déterminons I’entier s(A\). On a les relations suivantes :

—si 6(A)i(z;) € {zi,p — 2 — x;}, alors \;(z;) € {zs,; + 1} et )\ES](mi) €
{p—1-2p—2-a};

= si 6(N)i(@i) € {zi +1,p— 3 — x;}, alors Ai(z;) € {p— 2 —z3,p — 3 — z;}
et )\Es] (@) € {z; + 1,2, + 2}.

Gréce a [8, Lem. 2.7], on en déduit que

s(A) = > P (p—1-68N);(ry)
{316(N); (z;)€{z;+1,p—2—2;}}
= > Plp—2-r)+ > pl(rj +1).
{517€8(I(N)),3+1¢8(I(N))} {F17¢8(I(N)),j+1€8(I(N))}

(iii) Pour la premiére égalité, il suffit de noter que lorsque J5 = @, I(\) n’est
autre que {i € J|\i(z;) = z; + 1} et que ¢ € I(\) implique automatiquement

TOME 144 — 2016 — ~N° 1



VALEURS SPECIALES DE PARAMETRES DE DIAGRAMMES DE DIAMOND 105

i—1,i4+1 ¢ I(\). Pour la deuxiéme, on note d’abord que j € §(I(A)) si et
seulement si A;(z;) = p — 2 — x;, donc il reste & prouver

Z p(rj+1) - Z Plp-1-r)= Z P Aj(r;) mod (p’ - 1),
J€G2(I(N)) FEI(I(N)Ud(I(X)) J¢6(I(N)
soit en notant que §(I(\)) N§2(I(N\)) = @ :

Yo P+ > p- > Pp-1)

Jgs(I(N) JESZ(I(N) FES(I(X))Us2(I(N))
= ) P () mod (pf 1)
JESI(N)
Par définition de P P™(zo,...,xy_1), on peut décomposer I’ensemble

J\d(I(N\)) comme réunion disjointe de sous-ensembles sous la forme suivante :
(26) NN = [THirdi + 1, i +ma}
i=1

avec, pour chaque 1 <i<m:
Jis ey Ji + (s = 1) ¢ 8(I(N) U S*(I(N)),
Ji +ni € 82(I(N)),
Ji—Lji+ni +1€6(I(N)),
ce qui implique que
Nji(@5) = x5, + 1, Nk (@j,4k) = T4k, 1< k<.

Par conséquent, on obtient

Yo P+ Y, p- > Plp-1)

J¢6(I(X)) JESZ(I(N) JES(I(N)Us2(I(N))
= Z prj + iji = Z P Aj(r;) mod (pf — 1),
JEII(N) i=1 J¢II(N)
ou la congruence vient du fait que ’on a identifié f avec 0 dans la décomposition
(26). Cela termine la preuve. O

Soit A € P (xo,...,x¢_1). On note dy la longueur de Porbite de ¢ conte-
nant ), i.e. le plus petit entier positif d tel que §4(\) = X et 6971(\) # \. Le
lemme 5.4 permet de définir un morphisme pour tout 0 < i < dy —1:

S r(6H(N) 1 (O8) — (51 (N))T(0n)
w(d*(N)) = > oo(t)* O (2 1) (5'(N)

teF,
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ainsi qu’un isomorphisme
de . T(}\)h(()[,) -~ T()\)Il(gl’).
L’espace 7(\)"1(Y2) étant de dimension 1 sur kg, S* est donné par la multi-

plication par un scalaire v(\) € k. Il est clair que v(\) ne dépend pas de w(\)
et que Pon a v(\) = v(§°(\)) pour tout 0 < i < dy — 1.

REMARQUE 5.5. — Le paramétre v(\) est un avatar de celui défini pour p*°
dans [4, §6] (voir aussi [5, Question 9.5(i)]), on le nomme donc le paramétre
cyclique associé a A. Notre résultat principal ci-aprés dit que l’on trouve ezac-
tement la valeur privilégice qui y est prédite dans le cas particulier J, = @.

Le résultat principal de cette section est le suivant, et la démonstration
occupera le reste de cette section.

THEOREME 5.6. — Supposons que J; = &. Soient A\ € P P*(xo,...,x5_1)
et dy,v(\) comme ci-dessus. Fizons un diagramme de Diamond D(p,r) et sup-
posons que les valeurs de x(6°()\)) pour tout 0 < i < dy — 1 vérifient I’égalité
(23) du théoréme 4.7. On a alors

V() = (=1) 2T S -2
ot lon rappelle que & est défini en (1).

REMARQUE 5.7. — Awec les notations de [4, §6], on voit que si c; est lorbite
de § = &r¢q contenant X\, Uensemble J; (C ) correspondant & X\ est juste
{7 € d\j(z;) =p—2—1;} =8I (N). Comme J;N6(J;) = &, on en déduit
que :

e 2 10BN N 80| = 1] = Y]

Ainsi le théoréme 5.6 donne exactement la valeur privilégiée de v(\) annoncée

dans [4, Thm. 6.4].

On suppose dans le reste de la section que J; = &, ce qui entraine que Z(p) =
{r(@) = (ro,...,rr-1)} et que D(p) s’injecte dans Injqy,, v,)7(&). La définition
suivante est analogue a celle de S issue du lemme 5.4.

DEFINITION 5.8. — On définit un morphisme
R+ D(@)" %) = (e, e, m(2))* ) = r(2)1(O)

de la fagon suivante : si w(\) € D(p)1(L) est un vecteur propre de I(0r) de
caractére x correspondant & A € PP (xg, ..., x5_1), on pose (cf. [8, Prop. 2.7])

R(w())) := Z( H O-O(t)pj(pflfT‘j)) <[i] (1)> w(\)
teF, jER(N)
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ot R(N) == {i € J|\i(z;) € {zi,x; + 1}}.

L’opérateur R permet de réécrire la proposition 2.6 sous la forme suivante

(en notant que le vecteur w(\) correspond & (§ § )v(A) et que p agit trivialement

sur m qui contient D(p)) :
(27) R((50)w) =20 R(w()).
Notons d’ailleurs que si A € PP*(xy,...,z5_1), alors R(A) = S\6(I(N))
et RO = 6(1(N)).
LEMME 5.9. — Soient A\ € PP (zo,...,x5_1) et w(\) un vecteur propre de
caractére x correspondant & A. On a la relation suivante :
(Ro S)(w(N) = z(N) " y(\)R(w(N))
ot y(\) = (=1)¥P) avec
Y =1+ > pp-2-r)+ >, P+ +eN)(ro,...,r-1).
JES(I(N) JES2(I(N)
Démonstration. — Par (27), il suffit de montrer que (R o S)(w(\)) =
y(NR((56)w(N)). Comme R(A) = H\6(I(N)) pour A € PT*(zo,...,x5-1),

p O
la derniére formule s’écrit explicitement sous la forme suivante :

(28)

Las == 3 (- [ oot @) (f] (1)) > oo™ (“1” ;) (0 1) wi)

1eF, g5 (1) = p0
I (p—1—r; t]1) (01
(T aere) () (2 ) uew
teF, jEd(I(N) p

Les deux termes donnant le méme caractére grace au lemme 5.4(iii), il suffit de
déterminer le scalaire non nul y(A). En utilisant la formule

{1 (1) _ (20 o
10/\10 01 K
(T ] 1 "
B 1 o/ \o —[u—l]) n# 0,

et en notant que

W] 1 01 _(o1) (- oy
(0 —[u‘1]> <p 0>w(>\)_ <p 0) ( p [u]) *)

=i (s (N (ro. ... 01
= (—0p(p))~ Zi=0 PR (i) (_1)eM)(roseenry—1) (p 0) w()),
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on voit que le terme LHS de (28) est égal a (car s(\) # 0) :

> pp-1-ry)
CD* X apyeiion
teEF,,u€Fy
f=1
sN= X PN ([t 4[] 1) (01
xoo(w) i+ L] w()
1 0 p0
> pp-1-ry)
=(-1)? Z oot — p)i#s2aon
tEF,, uEFY

f=1
—s+Y a0 (1) (01
x ao(p) e <[1] 0> <p 0) v

ou lon a noté z := e(A)(ro,...,r5-1) — Z;;gpj)\j(rj). Comme §(I(A)) N
§%2(I()\)) = @, le lemme 5.4(iii) implique que

f-1
Y, Pl-1-r)=sN+> PNr)= DY, Pl—-1-r) mod(p 1),
7=0

JE6*(I(N)) JeS(I(N)

dott 37, exx 00 (—p) Za#s2 100 P (P77 5 (1) SVFEZ P ) = e

> pp-1-r))
LHS = (—1)? Z oo (t)7€5a0ON )
teF,
; F=1
2 pp=lory) =N+ X P ([ 1) (01
[ co1-pyeciie w1 wih).
10 p0

uel,

Puis, en appliquant (la version modulo p) de [6, Thm. 2.5.1] avec

a= Yo P+ >, P, b= Y, Ph-1-1),

FESI(A)US(I(N)) FESI(A)US(I(N)) J¢82(I(N)
on trouve
> Pp-1-rj) —S(A)+f§puj(rj) 1- > P (p—1-7;)
Z oo(1 — p)7#s2ae o) i=0 = (=1) #UONUIN) ,
p€F,
ce qui donne le résultat grace au lemme 5.4(iii). O
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Démonstration du théoréeme 5.6. — Remarquons d’abord que v(\) est aussi
I'unique scalaire solution de I’équation suivante :

(RoS™)(w(N) = v(A) - R(w(N)).

En appliquant le lemme 5.9 successivement, on obtient
dy—1

(29) v = T 2@ ) ~y(6' ).

i=0
Le théoréme 4.7 appliqué au cas J; = @ implique que
{/glf(éi(’\))l [Liersio(rs + Dps—;
JENCEON T 50 () (17 + Ditg—5”
d’ott 'on obtient, en notant que |I(§*(\))| = [I(\)], que

2(5'(V) = (~1)

dx—1

; 1 dy
i _(_1\d — (—1)dre—(fF=2T(N)]) 5
Z1;([) .’13((5 (A)) _( 1) A {/de(f—2\1(>\)l) _( 1) /\g I
D’autre part, le lemme 5.9 implique H?;gl y(6°(\)) = (=1)Y avec
dx—1
v =3 vE0)
=0
dr—1
= [1+ > Pl-2-1)
im0 jestiu(n)
+ > pf(rj+1)+e(5i(A))(r0,...,rf,l)]
JEFH2(I(N))
dy—1 ) dy—1 )
=dx+ Y P-1+ Y e (N)(ro,...,rs-1)
i=0 i=0
dy—1

=dx+ Y e(8'(\)(ro,...,m7—1) mod 2.
=0

On vérifie a partir de la définition [8, §2] que

eM(ro,-..,rp1) = > P(-1)+ > prj+1)

FEI(N) J€S(I(N)
d’ou
dr—1 dy—1 f-1
A - dx|I(A
Z e(0*(A)(ro,...,rp—1) = Z Z plr; = w(z r;) mod 2.
=0 =0 jFEI(5*(N)) J=
Le résultat se déduit alors de (29). O
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REMARQUE 5.10. — Le théoréme 4.7 ne permet de calculer v(\) que lorsque
Jz = @. Pour pouvoir Uappliquer, il faut en effet que tous les poids T(6"(N)),
avec X € PP (xg,...,x5-1) et 0 < i < dy — 1, apparaissent dans une méme

composante D, (p) pour 7 € P(p). Cela nécessite, d’aprés la proposition 2.1,
que pour tout 0 < i < dy — 1, on ait

Jr = {4l(6*(N))j(x;) = p — 3 — =;},
et donne donc deux cas : soit J. = @ si A\j(x;) # p—3—x; pour tout j, soit J, =
J sinon. Ce dernier cas n'est cependant pas intéressant car il correspond &
A=(pP-3—2,...,p—3—xp_1) etdr=1.

Rappelons que Dy(p) est le sous-quotient de D(p) défini dans la propo-
sition 5.2. Notons Dy := (Do, Dg1,7¢) le diagramme induit, c’est-a-dire,
on prend Do := Dy(p), D¢1 le sous-espace de (DLO)Il(QL) défini dans la
remarque 5.3(iii), et le morphisme r, : Dy,1 — Dy est l'inclusion natu-
relle. Si Dyy # 0, alors il est stable par I'opérateur S défini plus haut, et
si\ € PPD*(xg,...,x5_1) fournit un caractére apparaissant sur Dy, (en fait
sur (socGL2(OF)DLO)Il(@L)), alors le scalaire v()\) € kj associé a S% est bien
défini.

On peut reformuler le théoréme 5.6 sous la forme suivante.

THEOREME 5.11. — Supposons que J; = @ et que pour tout A appartenant
o PD*(xg,...,xp-1), les valeurs de z(\) vérifient I’égalité (23) du théoréme
4.7. Alors le diagramme D(p,r) est suite d’extensions successives de la forme
(dans la catégories des diagrammes, voir [8, §9])

Dy — Dy — -+ — Dy.
De plus, le paramétre cyclique v(\) a la valeur prédite dans [4, Thm. 6.4(i)].

REMARQUE 5.12. — Supposons que J; = &. Bien que D;o est toujours
non nul, on a Dpy = 0 pour £ > |f/2] + 1. En effet, sinon, il existe
A€ PDP*(xo,...,xr-1) tel que || > | f/2] + 1, mais ce n'est pas possible,
car i € Jy entraine i +1,i — 1 ¢ Jy, ainsi |Jx| < | f/2].

6. Nombre de paramétres
On détermine le nombre de paramétres permettant de classifier les dia-
grammes de Diamond associés a p.

On commence par choisir une base de D(p)"+(Px) de la fagon relativement
naturelle (notons que ’on a pas a priori de choix canonique). Comme D(p) est
somme directe @ ;- I D (5)(p) avec chaque D, () (p) indécomposable (en tant

que GLo (@1 )-représentation), fixer une base, disons w(J), de 7(J)1 (VL) va fixer
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la composante D.(;)(p). Plus précisément, on a socgr,r,)D-)(P) = 7(J),
d’ott une injection D, (5 (p) — Injgr,r,)7(J), et la définition 5.8 (avec un
changement de variables) donne un morphisme

Ry : Do(gy(p)"(9%) — 7(7)1(90).
Si x est un caractére apparaissant sur D.(j (3)+(YL) correspondant a \ €
P PD(xo,...,x5-1), on note w(A) 'unique vecteur tel que
(30) Ry(w(}) = w(J).
On obtient ainsi une base {w(\)}x de D(p)"(Y2) dépendant du choix de vec-
teurs w(J) avec J C J5.

Regardons maintenant la structure du diagramme D(5,r), ou 7 : D(p)1(92) —
D(p) est une injection I(0r)L*-équivariante. Soit {x,x*} une paire de ca-
ractéres apparaissant sur D(5)"*(Y2) et correspondant a {\, A} avec A €

PP (xo,...,xf_1). On définit z(A\) € kj comme l'unique scalaire déterminé
par ’équation
(31) (95)wAl) = 2(Mw(r).

Comme p agit trivialement sur D(p), on a z(\)z(\[*]) = 1. Tautologiquement,
avec une base de D(p)"1(92) fixée, se donner un morphisme r est équivalent a

se donner les scalaires {Z(A)}xe 29(zo,....z;_1)-

REMARQUE 6.1. — Quand {x, x"} apparaissent tous les deuz sur D (p)1(Vr)
pour un J C Jg, le scalaire x()\) n'est autre que celui de la proposition 2.6
(avec \ correspondant a x). De plus, x(\) ne dépend que de D(p,r).

PROPOSITION 6.2. — Supposons que p est non scindée avec d = |J5|.

(i) Fizons D(p,r) un diagramme de Diamond associé a p. On peut toujours
choisir une base de D(p)"*(91) telle que x(\) = z(\*)) = 1 pour les \ qui
correspondent aux poids T(J) vérifiant @ # J C Jg, et les autres x(\) sont
alors uniquement déterminés par (31).

(ii) Les diagrammes D(p,r) sont paramétrés (& isomorphisme prés) par les
paramétres {x(\)}x, a valeurs dans ky, vérifiant x(N)z(A\E)) = 1 pour tout A
et £(X) = 1 pour les A correspondant auz poids T(J) vérifiant @ # J C J5. Le
nombre de paramétres libres parmi les x(\) est 2/ 717434 — (24 — 1),

Démonstration. — Fixons une base w(2) de 7(2)1(Y2). Si J C J; est un sous-
ensemble de cardinal £ > 1, nous allons définir une base w(J) de 7(J)1(9z)
a partir de w(@). Soit 1 < m < f l'unique entier donné par le lemme 6.3 ci-
dessous. Alors 7(6(J)) € Z(p) sil <i<m—1et 7(6™(J)) ¢ Z(p). Notons
w(J) Punique vecteur de base de 7(J)"(PL) tel que

(Ro (58))" (w() = w(Jzn o™ (),
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ou R := EBJCJ? R désigne le morphisme induit D(p)"(92) — @JCJFT(J). Ce
vecteur est bien défini grace au lemme 6.3(ii). Notons que le cardinal de JzN
0™ (J) est strictement inférieur a /.

On obtient ainsi, par récurrence sur ¢, une base w(J) de 7(J)"*(?2) pour
tout J C J5 & partir de w(@), ainsi qu'une base {7(\)}» de D(p)"(2) comme
construite au début de cette section. Par définition, on trouve que z(A) = 1
pour tout A correpondant & un poids 7(J) € 2(p) avec J # &. De plus, il
n’y a plus de liberté pour les autres paramétres z()\) sauf que z(\)z(Al¥) = 1.
Comme dim D(p)11(Pr) = 2/=434 et |9(p)| = 2%, le résultat s’en déduit en
utilisant le lemme 6.3(iii). O

LEMME 6.3. — Supposons que p est non scindée et que |J5| = d > 1. Soient
1<i<detJC J; un sous-ensemble de cardinal 4.

(i) Il existe un unique entier 1 < m < f tel que 6%(J) C Jgy pour 1 <k <
m—1 et §(J) < J5.
(i) Si 0 < i < m—1, notons x; le caractére correspondant a 7(6°(J)). Alors
apparait sur D.(j nsi+1 (1)) (P)-
(iii) Si T € 2(p), alors Tl*1 ¢ 2(p).

S

Xi

Démonstration. — L’hypothése entraine que Uf;:l 0™ (J) = J d’on l'existence
de m comme dans (i) puisque J; C . Le (ii) est une conséquence de [8,
Lem. 15.2,15.3]. Pour prouver (iii), rappelons que Z(p) s’identifie & ’ensemble
D(xo,...,xp_1) défini au §2. Si 7 et 71 appartiennent tous les deux a 2(p),
on aurait 7;(z;) € {z; +1,p — 2 — x;} pour tout i € J, d’ou J, = J\J 5. Cela
est impossible puisque J;, J 1 C J5 C . O

Traitons maintenant le cas ol p est semi-simple, qui contient notamment le
cas irréductible.

PROPOSITION 6.4. — Supposons que p : Gal(@p/L) — GLa(kg) soit une re-
présentation continue semi-simple et soit D(p,r) un diagramme de Diamond
associé a p dans [8]. Alors il y a s paramétres libres a valeurs dans kj, permet-
tant de déterminer la classe d’isomorphe de D(p,r), avec

. { 3fT+1 — 2 4 (f +1) sip est réductible scindée

LQ_I - (2f -1 si p est irréductible.

Démonstration. — Supposons que p est réductible scindée. Par [8, Thm. 15.4],
D(p) se décompose en somme directe D(p) = @5:0 D,(p) avec, pour tout 0 <
t<f,
socar,r)De(@) = B 7).
JCd,|T|=¢t
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En outre, le diagramme D(p,r) se décompose en somme directe de sous-
diagrammes indécomposables

f
D(ﬁ’ r) = @ Dl(pv TZ)'
£=0
L’indécomposabilité des Dy(p,r,) assure, par le méme argument que celui de
la proposition 6.2, que le nombre de paramétres libres pour classifier D (p, )
est égal & :

%dimDe(p)Il(QL) — (7= =a1-1).

En les sommant on obtient le nombre de paramétres libres, qui est égal a
(d’aprés [8, Prop.14.7])

1
5(3f +1) =2/ + (f +1).
Le cas irréductible se démontre de maniére analogue. O

REMARQUE 6.5. — Il n’y a pas de choix canonique pour les paramétres de la
proposition 6.4, seul leur nombre est bien déterminé. Notons que ceuz de la
proposition 6.2, cas réductible non scindé, sont définis de maniére artificielle.
Dans [4], Breuil en a trouvé certains qui sont canoniquement définis, 4 savoir
les « parametres cycliques ». On peut aussi voir |3, Ex.5.8] pour un exemple ot
f =2 et p est irréductible.

Donnons 'exemple du cas f = 3 pour illustrer les paramétres dont nous
avons discuté ci-dessus.

EXEMPLE 6.6. — Supposons f = 3. Selon le cardinal de J5, on a les 4 cas
sutvants.

(i) Le cas ot J; = @, c’est le cas traité dans [6]. Tous les paramétres sont
déterminés.

(ii) Le cas ou |J5| = 1. Sans perte de généralité, on peut prendre J5 = {0}
de telle sorte que 2(p) = {7(2),7({0})}. D’apres le corollaire 2.5 et la
proposition 6.2, il y a 5 paramétres libres pour déterminer le diagramme
D(p,r), et nous en avons calculé 4, & savoir les paires {\, \*1} avec

A= (.’130,1?1,272), A= (mOap —2—T1,%2 + 1)7
A= (zo+2,p—2—x1,22+1), A= (x0+2,21,22).
(iii) Le cas ou |J5| = 2. Sans perte de généralité, on peut prendre J; = {0,1}.

D’aprés le corollaire 2.5 et la proposition 6.2, il y a 6 parameétres o dé-
terminer et nous en avons calculé 4.
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(iv) Le cas ou |J5| = 3, i.e. p est scindée. D’apres le corollaire 2.5 et la

1
2]
3]

4]
[5]
[6]

[7]

18]

9]

[10]
11)
12]
13]

[14]

proposition 6.4, il y a 10 paramétres a déterminer et nous en avons calculé
8. Notons qu’il reste exactement les 2 parameétres cycliques a déterminer,
voir [4] et aussi §5.
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