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SUR LA COHOMOLOGIE NON RAMIFIEE
EN DEGRE TROIS D’UN PRODUIT

PAR ALENA PIRUTKA

REsuME. — Soit F un corps fini et soit C' une courbe projective et lisse sur F. On
établit la nullité du troisiéme groupe de cohomologie non ramifiée du produit X x C
pour certaines surfaces projectives et lisses X sur F. Cela s’applique en particulier aux
surfaces géométriquement rationnelles.

ABsTRACT (On the unramified cohomology in degree three of a product)

Let F be a finite field and let C be a smooth projective curve over F. We establish
that the third unramified cohomology of the product X x C vanishes for some smooth
projective surfaces X over F. This applies in particular to geometrically rational sur-
faces.

1. Introduction

Soit IF un corps fini. Soit V/FF une variété projective et lisse, géométriquement
intégre, de dimension 3, munie d’un morphisme f : V — C vers une courbe
projective et lisse sur F. Dans un article récent [9], Colliot-Théléne et Kahn ont
établi le résultat suivant qui relie la conjecture de Colliot-Théléne et Sansuc
sur les zéro-cycles de degré 1 sur la fibre générique V;, de f (cf. [8]) et le groupe
de cohomologie non ramifiée H3.(V,Q;/Z;(2)) :
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54 A. PIRUTKA

Supposons que la conjecture de Tate vaut pour les diviseurs sur V et que le
groupe H2 (V,Qu/Z,(2)) est divisible. S’il existe sur la surface V,, une famille
de zéro-cycles locauz de degré 1, orthogonale au groupe de Brauer de V; via
Vaccouplement de Brauer-Manin (cf. [22]), alors il existe sur V;, un zéro-cycle
de degré premier a l.

Par conséquent, on s’intéresse & savoir si le groupe H3 (V,Qi/Z;(2)) est
nul pour une telle variété V. Plus généralement, on conjecture ([9] Conjec-
ture 5.6), que le troisiéme groupe de cohomologie non ramifiée s’annule pour
une F-variété projective et lisse, de dimension 3, géométriquement uniréglée.
Pour une variété fibrée en coniques au-dessus d’une surface, c’est un théoréme
de Parimala et Suresh [26]. Pour V' comme ci-dessus, le premier cas 4 examiner
est celui d’une fibration triviale V= X x C' ot X est une surface géométri-
quement rationnelle sur F. Dans cette note on établit la conjecture pour de
telles variétés V. Cela donne en particulier un nouveau cas ou 'on arrive a
comprendre le groupe H3 (V,Q;/Z;(2)) pour une variété projective et lisse V
de dimension trois, définie sur F (cf. [9] Question 5.4).

Pour k un corps on note k une cloture séparable de k. Si X est une k-variété,
on écrit X = X xj k. Pour L un corps contenant k, on écrit Xy = X X L.
L’énoncé principal est le suivant.

THEOREME 1.1. — Soit F un corps fini de caractéristique p. Soient C' et X
des variétés projectives et lisses, géométriguement intégres, définies sur F, de
dimensions respectives 1 et 2. Soit K le corps des fonctions de C. Faisons les
hypotheses :

(H1) HY(X,0%) =0;
(H2) bo(X) — p(X) =0;
(H3) NS(X) est sans torsion;
(H4) Ao(Xg) =0.
Alors
Hy (X x C,Qu/Z4(2)) = 0

pour tout nombre premier l # p.

Les hypothéses du théoréme sont vérifiées si X est une surface rationnelle.
Elles sont aussi satisfaites pour les surfaces K3 supersinguliéres au sens de
Shioda (cf. [16], ces surfaces n’existent qu’en caractéristique positive).

Pour établir le théoréme 1.1, on procéde par diverses réductions. On montre
d’abord que le groupe de Chow des 0-cycles de degré zéro sur Xg est nul, au
moins & la p-torsion prés. On en déduit que tout élément £ du groupe

H2 (X x C,u$?) c H¥F(X x C), u?)
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SUR LA COHOMOLOGIE NON RAMIFIEE EN DEGRE TROIS D’UN PRODUIT 55

provient de HJ, (XK,,u?iQ). Ceci est fait dans la section 2. Dans la section 3,
on vérifie que pour les cas que l'on considére, les applications résidus sont
compatibles a des applications bord dans la suite spectrale de Leray. On se
rameéne ainsi & considérer le groupe H3 (X x C,Z/l), ce qui nous permet de
déduire le résultat dans la section 4.

1.1. Rappels et notations. — Si A est un groupe abélien et n est un entier, on
note A[n] le sous-groupe de A formé par les éléments annulés par n. Pour [ un
nombre premier on note A{l} le sous-groupe de A formé par les éléments de
torsion [-primaire.

Etant donnés un corps k et un entier n inversible sur k, on note u, le
k-schéma en groupes (étale) des racines n-iémes de l'unité. Pour j un entier
positif, on note u® = p, @ -+ ® u, (j fois). Lorsque k contient une racine
primitive n-iéme de I'unité, on a un isomorphisme p%? = Z/n pour tout j.

Pour X un schéma on note G,, le groupe multiplicatif sur X et le fais-
ceau étale ainsi défini. On écrit Br X = H, e?t(X , Gin) pour le groupe de Brauer
cohomologique de X.

Pour X une k-variété propre, on note Ag(X) le groupe de Chow des

O-cycles de degré zéro sur X : Ag(X) = ker[CHp(X) Log ] . On note

p(X) = rk(NS (X)) le rang du groupe de Néron-Severi de X (cf. [2] XIII 5.1)
et b;(X) = dimg, H(X,Qy), | # cark, les nombres de Betti.

1.1.0.1. Cohomologie non ramifiée.— Pour k un corps, F' un corps de fonctions
sur k, n un entier inversible sur k, ¢ > 1 un entier naturel et j € Z un entier
relatif on définit

i j i i\ Oa pri o
Hnr(F/kM/f%j) = ﬂKeI‘[H (F, M%J) _A) H 1(kAaH§] 1)]
A

Dans cette formule, A parcourt les anneaux de valuation discréte de rang
un, de corps des fractions F', contenant le corps k. Le corps résiduel d’un tel

anneau A est noté k4 et 'application 04 est ’application résidu.

Pour X une k-variété intégre, on note Hi (X,u®) ' Hi (k(X)/k, u®9),

ou k(X) est le corps des fonctions de X. On utilise aussi les groupes
H! (X,Q/Z(j)) (resp. H:.(X,Q;/Z;(j)) pour [ un nombre premier) obte-
nus par passage & la limite inductive.

1.1.0.2. Rappels de K-théorie.— Pour X un schéma noethérien et j un en-
tier positif on note K; le faisceau de Zariski associé au préfaisceau U —
K;(H°(U, Oy)), le groupe K;(A) étant celui associé¢ par Quillen a l'anneau
A. Lorsque X est une variété lisse sur un corps k, la conjecture de Gersten,
établie par Quillen, permet de calculer les groupes de cohomologie de Zariski
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56 A. PIRUTKA

H'(X,%;) comme les groupes de cohomologie du complexe de Gersten. Pour
j = 2 ce complexe s’écrit

(1) KEX) S P k)2 P z
zex @ zeX (2

ou l'application dy est donnée par le symbole modéré et I’application d; est
obtenue par la somme des fléches diviseurs aprés normalisation des variétés
considérées ; le groupe Kok(X) coincide avec le groupe de K-théorie de Milnor
KME(X), quotient de k(X)* ®z k(X)* par le sous-groupe engendré par les
éléments a ® b avec a + b = 1. On en déduit que pour X une variété lisse sur
un corps k on a une fléche naturelle Pic(X) ® k* — H'(X, X>).

1.1.0.3. Corps globauz.— Si K est un corps global, on note €2 I’ensemble des
places de K. On note K, le complété de K en une place v. Pour S un K-tore,
on dispose d'une application de restriction H*(K,S) — [],cq H (Ky,S). On
note

II*(K, S) = Ker[H'(K, S) — [ [ H (K., 9)].

vEN
1.2. Conséquences des hypotheéses. — Les propriétés suivantes sont utilisées
plusieurs fois dans la suite.
PROPOSITION 1.1. — Soit X une variété projective et lisse, définie sur un

corps séparablement clos k. Soit n > 0 un entier, (n,cark) = 1. Supposons que
X vérifie les hypothéses (H1) — (H3) du théoréeme 1.1. Alors

(i) le groupe Pic X est de type fini sans torsion ;

(ii) si k C K une extension de corps séparablement clos, la fleche naturelle
Pic X — Pic Xz est un isomorphisme ;

(iii) HL (X, un) =0; on a de plus H3 (X, pn) =0 si X est une surface;

(iv) Br X{l} = 0 pour tout | # cark ;

(v) on a un isomorphisme Pic X /n = HZ(X, pin) ;

(vi) le noyau et le conoyau de Uapplication naturelle Pic X @k* — HY(X, K),
sont des groupes uniquement divisibles par tout entier premier d car. k.

Démonstration. — L’hypothése (H1) implique qu’on a un isomorphisme
Pic X = NS(X) oil le groupe N.S(X) est un groupe de type fini, et il est sans
torsion d’aprés (H3), d’ou ’énoncé (i). Ce groupe est invariant par changement
des corps séparablement clos car c’est le groupe des composantes du schéma

de Picard de X, d’ou (ii). La suite exacte de Kummer
0= pin = G — Gy

permet d’identifier le groupe H}, (X, u,) avec le groupe Pic X[n| qui est nul

d’apreés (i). Si X est une surface, cela implique que H3, (X, f1,,) = 0 par dualité
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SUR LA COHOMOLOGIE NON RAMIFIEE EN DEGRE TROIS D’UN PRODUIT 57

de Poincaré ([24] VI.11.2). L’énoncé (iv) est une conséquence des hypothéses
(H2) et (H3) d’aprés [19] IT 3.1 et III. 8.3. On déduit alors (v) de la suite de
Kummer. L’énoncé (vi) est plus délicat, il est démontré par Colliot-Théléne
et Raskind [10], qui utilisent aussi les conjectures de Weil et les résultats de
Merkurjev et Suslin [23], [29]. Soient K le noyau et C' le conoyau de |’ application
PicX ® k* — H'(X,%3). Sous I'hypothése (H2), les énoncés 2.12 et 2.14
de [10] impliquent que K est un groupe uniquement divisible par tout entier
premier & p et que C est une somme directe d’un groupe uniquement divisible
par tout entier premier & p et du groupe @®;H3(X,Z;(1)){l}, groupe qui est
nul d’aprés ’hypothése (H3) ([19] II 3.1 et III 8.3). Notons que si X est une
surface géométriquement rationnelle, on peut établir (vi) plus facilement (cf.
[3] 1.4). O

2. Zéro-cycles sur X i et réduction a HS, (X, u?f)

PROPOSITION 2.1. — Soit F un corps fini de caractéristique p. Soient C' et X
des variétés projectives et lisses, géométriqguement intégres, définies sur F, de
dimensions respectives 1 et 2. Soit K le corps des fonctions de C. Supposons
que la surface X /F vérifie les hypothéses (H1) — (H4) du théoréeme 1.1. Alors
le groupe de Chow Ao(Xk) des zéro-cycles de degré zéro sur Xi est nul, au
moins & la p-torsion preés.

Démonstration. — Soit G = Gal(F/F) le groupe de Galois absolu de F. D’aprés

la proposition 1.1, le G-module Pic X est de type fini sans torsion. Soit S le
F-tore dual.

D’aprés les estimations de Lang-Weil [21], la surface géométriquement in-
tégre X posséde un zéro-cycle de degré 1. On dispose alors d’un torseur uni-
versel I sur X sous S ([13], 2.2.2 et 2.3.4). A un tel torseur on associe un
homomorphisme

o7
Ao(Xy) = H'(k, Sk)

défini pour toute extension (non nécessairement finie) k/F. Pour = un point
fermé de X}, de corps résiduel k(x) on pose ®f(z) = Cory) k([T k)]), ou
[T k(z)] est la classe du torseur & X x k(x) dans H'(k(z), Sk(s))- Le fait que
cette application passe au quotient par 1’équivalence rationnelle est démontré
dans [11] Prop. 12, p. 198. Cette construction est fonctorielle pour les extensions
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58 A. PIRUTKA

des corps, d’otl un diagramme commutatif

(2) Ao(Xk) 1, 40(Xk,)

l@} \ l/n %

HI(K,SK) %HU Hl(Kv,SKU).

L’image de I'application verticale de droite du diagramme est nulle. En effet,
soit L une extension finie de K, et soit i,, : Spec L — X xg K, l'inclusion du
point fermé z, de X, de corps résiduel L. Soit @)1, 'anneau des entiers de L et
soit & le corps résiduel de @)r,. Le morphisme i, se prolonge en un morphisme

Spec O, — X xp Spec Oy,.

D’apreés la construction, @7 (z,) provient alors de la classe du torseur & Xy
Spec O, dans H}, (0, S xr Spec O1,) = H'(k, Sx), le groupe qui est nul car
est un corps fini. Ainsi

(3) U(Ao(Xk)) = 0.

Comme la surface X vérifie encore les hypothéses (H1) — (H4), lapplica-
tion ®7 coincide avec l'application ®p : Ag(Xx) — H'(Xk, Sx, ) définie par
Bloch [3], au moins & la p-torsion prés. Pour les surfaces géométriquement ra-
tionnelles sur un corps parfait, c’est le Théoréme 3 de [12]. En utilisant les
résultats de [10], on montrera dans ’appendice de cette note que ce théoréme
reste vrai, au moins a la p-torsion prés, sous les conditions (H1) — (H4).

Pour la suite de la preuve, on raisonne & la p-torsion prés. Soit & =
Gal(K/K). On a une suite exacte ([3], [10] 3.6)

HY(®, KK (Xg)/HY(Xg, K2)) — Ao(Xk) 28 HY(K, Sx,c).

Sous ’hypothése que Xk posséde un zéro-cycle de degré 1, hypothése qui
est satisfaite ici, le théoréme Hilbert 90 pour K, implique que le groupe
HY(®,K;K(Xg)) est nul ([5], corollaire 1 et remarque 5.2 pour le cas de la
caractéristique positive). De plus, sous les hypothéses (H1) et (H3) de la pro-
position, le groupe H°(X gz, X2) est uniquement divisible d’aprés [10] 1.8. On
en déduit que le groupe H'(6, Ko K(Xz)/H°(X g, X2)) est nul. L’application
®p = P} est donc injective.

Dans le diagramme (2), le noyau III' (K, Sk ) de ’application horizontale du
bas est nul d’aprés le lemme ci-dessous. Ainsi 'application ¥ est injective. En
comparant avec (3), on obtient le résultat. O

LEMME 2.1. — Soit F un corps fini, soit C/F une courbe projective et lisse,
géométriqguement intégre et soit K son corps des fonctions. Soit S un F-tore.
Alors IT' (K, Sk ) = 0.
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SUR LA COHOMOLOGIE NON RAMIFIEE EN DEGRE TROIS D’UN PRODUIT 59

Démonstration. — D’aprés [11] p.199, on dispose d’une résolution flasque de
S
(4) 0-F—-P—->S5—-0

ot F' est un tore flasque et P est quasi-trivial (i.e. son module des carac-
téres est un module de permutation). Sur un corps dont le groupe de Galois
est cyclique, tout module flasque est un facteur direct d’'un module de per-
mutation ([15], [11]). Le tore F est donc un facteur direct d’un tore quasi-
trivial. La suite (4) donne alors une inclusion ITT* (K, Sx) — II*(K, F) car
HY(K,Fg) = 0 d’aprés le théoréme Hilbert 90. Il suffit donc de montrer que
II*(K, Ry, /kGy,) = 0 pour L/K une extension finie. En utilisant le lemme de
Shapiro, il suffit de montrer que I112 (L,G,,) = 0, ce qui résulte du principe de
Hasse pour les algébres centrales simples sur L (cf. par exemple [18] 6.5.4). [

REMARQUE 2.2. — L’énoncé de la proposition n’est plus vrai si K est un corps
de fonctions de deux variables sur F, méme si X/F est une surface géométri-
quement rationnelle. En effet, soit P € X (F), soit 7 le point générique de X
et soit 7" € Xp(x)(IF(X)) le point rationnel correspondant. On dispose d’un
accouplement Br Xg(x) X Ao(Xp(x)) — BrF(X), qui coincide avec I'inclusion
Br X — BrF(X) sur Br X x ([n'] = [P]). Si le groupe Br X n’est pas trivial,
on en déduit que [n'] — [P] est un élément non nul de Ag(Xp(x)).

COROLLAIRE 2.3. — Soit F un corps fini de caractéristique p. Soient C' et X

des variétés projectives et lisses, géométriquement intégres, définies sur IF, de

dimensions respectives 1 et 2. Soit K le corps des fonctions de C. Supposons

que la surface X /F vérifie les hypothéses (H1) — (H4) du théoréme 1.1. Soit |

un nombre premier, | # p et soit v > 1 un entier. L’application naturelle
Hgt(XKa M;@;Z) - ng(F(X X C)/K7 Ml%z)

est surjective.

Démonstration. — De la suite spectrale de Bloch-Ogus (cf. [4])
qu = Hp(XK7ﬂg(K (,U‘?;Q)) = H§t+q(XK7 “%‘2)
on déduit la suite exacte

(5)
HE (X5, 17°) = Hop(F(X x C)/K, p17?) — CH*(Xg) /I = Hey(Xxc, ui2?).-

La surface géométriquement intégre X posséde un zéro-cycle de degré 1
(cf. [21]), on a donc de méme pour Xg. D’aprés la proposition précédente,
Ao(X k) = 0 au moins a la p-torsion prés. On a alors que ’application composée

CH?*(Xk)/I" —» Hi (X, 1) — Hi (X, 1),

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



60 A. PIRUTKA

qui s’identifie au morphisme deg/I", est injective. On en déduit que ’application
¢ du diagramme (5) est injective, d’ou le resultat. O

3. Compatibilité des résidus et réduction a HZ, (X x C, u$?)

3.1. Notations et énoncés. — Soit F un corps fini de caractéristique p. Soient
C et X des variétés projectives et lisses, géométriquement intégres, définies sur
F, de dimensions respectives 1 et 2. Soit K = F(C). Supposons que la surface
X /I vérifie les hypothéses (H1) — (H4) du théoréme 1.1. D’aprés la section
précédente, tout élément de H2.(F(X x C)/K, u$?) provient d'un élément de
H} (XK, ,uf?z). Le but de cette section est d’établir que tout élément du sous-
groupe H3 (F(X x C)/F, u3?) de H2.(F(X x C)/K, u$?) provient d'un élément
de H3 (X x C,u2?).

Avec les notations ci-dessus, on a une suite spectrale
(6) EY = HP(K, HY, (X g, u3%)) = HE (X ke, p?).
D’aprés la proposition 1.1, on a Hélt(Xf(,uf?2) = Hgt(Xg,pl@zZ) =0et on a
des isomorphismes Pic X/I"(1) = Pic Xz /I"(1) = HZ(Xg,p?). On dispose
alors d’une fleche de bord
(7) d"? : B3, (X, 12?) — H' (K, Pic X /I (1)),

qui est un isomorphisme.

Soit A un anneau de valuation discréte de rang un, de corps des fractions
K, contenant le corps F; on note k4 le corps résiduel de A. On a un modéle
X xySpec A de Xk sur A dont on note X, = X xyky la fibre spéciale. Dans
cette section on établit le résultat suivant.

PROPOSITION 3.1. — Awec les notations ci-dessus, il existe une application
d: H*(Xp,, ) — H(ka,PicX/I")
telle que le diagramme suivant

Hgt(XK7/J'l®?i2) Hé2t(XkA7/J’lT)

e

HY(K, Pic X /1" (1)) —= H(k4, PicX/I")

ow les fleches horizontales sont des applications résidus, est commutatif.

REMARQUE 3.2. — (i) On rappelle la construction des résidus dans la sec-
tion 3.3.
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SUR LA COHOMOLOGIE NON RAMIFIEE EN DEGRE TROIS D’UN PRODUIT 61

(ii) Plus précisément, ’application d de la proposition est la composée de
I’application naturelle

HE (Xpos pur) — H°(ka, HE (X, pur))
et de Didentification HZ (X7, mr) = Pic (X)/I".

3.2. Une application de bord dans la suite spectrale de Leray. — Dans ce para-
graphe, on décrit la fleche (7) a P’aide des techniques de [28].

Soit S un schéma et soit V un S-schéma propre. Soit A = Z/I" ou [
est inversible sur V et soit DV (V,A) (resp. DT (S,A)) la catégorie dérivée
des complexes bornés inférieurement des faisceaux étales de A-modules sur
V (resp. sur S). Soit p : V — S le morphisme structural. Soit & un faisceau
de A-modules sur V et soit FF = Rp,Y. On a une suite spectrale de Leray
Egb = HZ (S, R*p.F) = HL™(V, ). Supposons

(9) Hgt(Sa RSP*g) =0.
Sous cette hypothése, on dispose d’une fleche de bord
(10) 9: Hg’t(V, g) — Hélt(Sa R2P*g)a

qui s’obtient comme suit.
On dispose d’un triangle exact

(11) T<oF — F — 1>3F.
On a
(12) H2(S, 753 F) = 0 et H*(S, 753 F) = 0.

La premiére égalité résulte du fait que le complexe 7>3F est concentré en
degrés strictement supérieurs a 2. La seconde résulte de I’hypothése (9) et
de V'identification H*(S, 7>3F) = HY, (S, H3(F)) provenant de la suite exacte
longue d’hypercohomologie associée au triangle 7<3(7>3F) — 7>3F — 754F
ott H3(S,754F) = 0 et 7<3(1>3F) = H3(F)[-3].

On obtient alors un isomorphisme

@ H3(S, 7<o F) = H3(S, F)

de la suite exacte longue d’hypercohomologie associée au triangle (11).

On a une application naturelle ¢ : H3(S, 7<oF') — HZ (S, H*(F')) provenant
du triangle 7<1 F — 7<oF — H?*(F)[-2].

On construit ainsi une application
(13) Yoot H3S,F) — H (S, H*(F))

on H3(S,F) = H3(V,¥) et HL(S,H?(F)) = H(S,R*p.F). D’aprés [28]
Appendix B, cette application coincide avec l’application de bord (10).
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3.3. Applications résidu. — Soit S un schéma. Soit V' un S-schéma, soit j :
U — V un ouvert de V et soit ¢ : Z — V le fermé complémentaire. Soit
A = Z/I" ou | est inversible sur V et soit FF € ObD*(V,A). On a une suite
exacte de faisceaux étales sur V

0—HA—>A—i,A—0,

qui donne un triangle exact dans D (V, A)

RHom(i. A, F) - RHom(A, F) — RHom(jiA, F).

En utilisant 'isomorphisme d’adjonction [1] XVIII 3.1.9.10, on obtient
RHom(i A, F) = Ri*RHom(A,Ri!F) = i Ri'F, car Rf, = Rf, pour f
propre et f, est exact pour f un morphisme fini;

RHom(A, F) = F,
RHom(jiA, F) = Rj,RHom(A, Rj'F) = Rj,j*F car j, = Rji et Rj' = j*

pour une immersion ouverte.
On obtient ainsi un triangle exact

(14) i«Ri'F — F — Rj,j*F.

Soit F' = ,uf?j ou, plus généralement, F' un faisceau de A-modules qui pro-
vient d’un faisceau localement constant sur S. Supposons que V et Z sont
lisses et que Z est purement de codimension 1 dans V. Dans ce cas, on dis-
pose d'un morphisme de Gysin F(—1)[-2] — Ri'F (cf. [17] 1.2) qui est un
quasi-isomorphisme par pureté (cf. [1] XVI.3.7). La fleche RT o Rj,.j*F —
RT oi,Ri'F[1] provenant du triangle (14) donne alors des applications résidus

H' (U, ) — H N Z,p07Y).

En particulier, cette construction donne les applications résidus du dia-
gramme (8) (voir aussi [7] et [24] II1.1.2).

3.4. Preuve de la proposition 3.1. — Avec les notations de la proposition 3.1,
soit S = Spec A. On note 7 son point générique et s le point spécial. On a un
diagramme commutatif

XkA;XX]FS-%jXK

S - S 7.
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Soit A = Z/I" et soit 7 = p*. On a un diagramme commutatif

0——p*jstA — A ——p*igs,A ——0

R

0 JiA A i A 0

obtenu en utilisant l’adjonction de p, et p* et les identifications p.jiA =
JsipnsA = js1A et pui A = igupo A = ig.A.

On a alors un diagramme commutatif dans D1 (S, A) :

RHom(5iA, &) RHom(i. A, )[1]

| |

RHom(p*jsiA, &) RHom(p*ig.A, F)[1]

(16) RHom(js1A, Rp, ) RHom(ig«A, Rp.F)[1]

] |

RHom(jsiA, <2 Rp. ) —— RHom(is« A, T<2 Rp.F)[1]

| |

RHom(js1A, R?p,F)[—2] — RHom(ig. A, R*p.F)[—1].

Dans ce diagramme, le premier carré est déduit du diagramme (15), le deuxiéme
carré est obtenu par adjonction et les deux derniers carrés proviennent de la
construction du paragraphe 3.2 par fonctorialité.

D’aprés la proposition 1.1, on a R?p,¥ = Pic X/I"(1) (voir aussi [24] VI
8.9). D’aprés la construction des résidus dans le paragraphe précédent, on a
alors que l'application

Hgt(XK’ N%Q) - Hé?t(Xk?A’ pr)

(resp. l'application H!(K,Pic X/I"(1)) — H°(ka,Pic X/I")) du diagramme
(8) provient de la ligne du haut (resp. du bas) du diagramme (16), si l’on
applique le foncteur RI' et si I’on prend ensuite I’hypercohomologie en degré
trois. Par le méme argument que dans le paragraphe 3.2, aprés cette opération
les morphismes ¢1 et 12 du diagramme (16) induisent des isomorphismes. En
effet, la proposition 1.1 implique que le faisceau R3p, & est nul; on dispose alors
d’un triangle exact T<oRp.Y — Rp.F — T>4Rp, Y ol le complexe 7>4Rp.F
est concentré en degrés strictement supérieurs a 3.
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Le diagramme (8) provient alors de la premiére et la derniére lignes du
diagramme (16). O

3.5. Réduction a H3, (X x C, u3?)

PROPOSITION 3.1. — Soit F un corps fini de caractéristique p. Soient C' et X
des variétés projectives et lisses, géométriguement intégres, définies sur F, de
dimensions respectives 1 et 2. Soit | un nombre premier, | # p. Si la surface
X /F wvérifie les hypotheéses (H1) — (H4) du théoréme 1.1, alors tout élément de
H2 (F(X x C)/F, u2?) provient d’un élément de H3, (X x C, u?).

Démonstration. — Soit K = F(C). Soit £ un élément de H2, (F(X xC)/F, u$?).
Comme ¢ est en particulier non ramifié par rapport & K, il provient d’un
éléement ¢’ de HJ (X, uf?iQ) d’aprés le corollaire 2.3.

On dispose d’un isomorphisme d'? : H3,(Xk,u%?) = H'(K,Pic X/I"(1))
(cf. (7)). La proposition 3.1 implique que £” = d*2(¢’) est non ramifié, i.e.

¢ € H: (K/F,Pic X/I"(1)).

Par un argument analogue a [7] 4.2.1, on en déduit que £’ provient du groupe
H} (C,Pic X/I"(1)). En effet, £ est dans 'image de HZ (Spec B¢, Pic X /I"(1))
pour tout point ¢ de C, ce que on peut voir de la suite (14). On en déduit
que ¢ provient de H},(C,Pic X/I"(1)) en utilisant la suite de Mayer-Vietoris
(ct. [7] 3.8.2).

Notons 7 : X x C — C le morphisme de projection. Soit F = ,uf?z, vu
comme faisceau étale sur X x C. En utilisant la proposition 1.1, on obtient
que les faisceaux R'm,F et R3m,F sont nuls car c’est le cas pour leurs fibres
géométriques. Le faisceau R%7,F s'identifie & Pic X /I"(1) (cf. [24] VL.8.9). Le
groupe Hé}t(C, N%Q) est nul, car c¢d; C' < 3 pour C une courbe sur un corps fini.
La suite spectrale de Leray EY? = HP(C, R, F) = HL (X x C, u?) donne
alors un morphisme de bord surjectif H3, (X x C,u$?) — HA(C,Pic X /I"(1)).
Par fonctorialité, on a le diagramme commutatif suivant

HE (X, i) — =5 H (K, Pie X /I7(1))

| |

H} (X x O, u$?) —= H}(C,Pic X /I"(1)).

Puisque ¢’ = dV2(¢’) provient de HZ, (C,Pic X/I"(1)), on en déduit que &
provient de H3, (X x C, uf?z). O
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4. Fin de la preuve du théoreme 1.1

Pour établir le théoréme 1.1, il suffit de montrer que le groupe H3 (X x
C, ,ui@Q) est nul. En effet, ce groupe s’identifie au sous-groupe de I-torsion du
groupe H3 (X x C,Q;/Z(2)), ce qui est une conséquence du théoréme de Mer-
kurjev et Suslin (cf. [23] p. 339). Puisque le degré de ’extension de F obtenue en
ajoutant les racines [-iémes de I'unité est premier a [, on peut de plus supposer
que F contient les racines [-iémes de I'unité par un argument de corestriction.
D’aprés la proposition 3.1, tout élément du groupe H3 (X x C,Z/l) provient
d’un élément de H3, (X x C,Z/1). Le théoréme 1.1 résulte donc de la proposition
suivante.

PRrROPOSITION 4.1. — Soit F un corps fini de caractéristique p. Soient C et
X des variétés projectives et lisses, géométriquement intégres, définies sur I,
de dimensions respectives 1 et 2. Supposons que la surface X /F wvérifie les
hypothéses (H1) — (H4) du théoréme 1.1. Soit | # p un nombre premier. Sup-
posons que F contient une racine primitive l-iéme de ['unité. Alors l'image de
H3 (X x C,Z/1) dans H3(F(X x C),Z/1) est nulle.

Démonstration. — Soit G = Gal(F/F). Pour établir la proposition, on va uti-
liser deux lemmes suivants.
LEMME 4.1. — Supposons les hypothéses de la proposition 4.1 vérifiées.

(i) On a alors une suite exacte ot toutes les fleches sont des fleches évi-
dentes :

(17) 0 — H (X, Qu/Zi(2)) — HE,(Xr(c), Qu/Zi(2)) —
— HE (Xe(oy, Q/Zi(2))¢ — 0.

(ii) L’application Pic X ® H}, (C,Z/l) — H3.(X x C,Z/1) induite par les cup-
produits est un isomorphisme.

Démonstration. — Soient K = F(C) C F(C) et & = Gal(K/F(C)) le
groupe de Galois absolu du corps F(C). La proposition 1.1, appliquée a X
et & Xg, implique que HA(X,Q;/Zi(2)) = HZ(X,Qi/Zi(2)) = 0 et que
H}(Xg,Qi/Z:(2)) = 0. On a également H3 (C,Q;/Z;(2)) =0 car cd;, C < 2.

En appliquant la suite spectrale de Leray pour Xgy — SpecF(C), on
obtient alors une suite exacte

0 — HY(G, HZ(Xr(cy, Q/Zi(2))) = HE (Xe(c), Qu/Zi(2))
- Hgt(XF(C),Qz/Zz(Q))G — 0.
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De méme, les suites spectrales de Leray pour X — SpecF et pour Xz ) —
Spec F(C') donnent

HY(G, H*(X, Qu/71(2))) = HE(X,Qu/74(2)),

HE (Xw0y Q/Z:(2)) = HE (X, Qu/Z4(2))°®.

Pour établir 1’énoncé (i) du lemme, il suffit donc de montrer qu’on a un iso-
morphisme HZ (X, Q;/Z(2)) = HZ(Xz,Qi/Zi(2))®. Or ces deux G-modules
s’identifient & Pic X ® Q;/Z;(1). En effet, d’aprés la propostion 1.1 appliquée a
X et a Xg, onaPic X/I"(1) = HZ(X, uP?) et Pic Xg/I"(1) = HZ(Xg, u?)
pour tout r > 0, et la fléche naturelle Pic X — Pic X; est un isomorphisme.

Montrons (ii). Comme les groupes de cohomologie H, (X, Z/1) et Hgt(C_', YA
sont des Z/l-espaces vectoriels, les groupes Tor%/l(Hét(X,Z/l),Hgt(C’, YAN)
sont nuls pour r > 0. La formule de Kiinneth fournit alors une décomposition

@ Hét(Xa Z/l) ®Z/l Hgt(é7 Z/l) = HQ(X X é’ Z/l)
i+j=m

ou les fleches sont induites par les cup-produits (cf. [1] XVIIL.5.4.3).

Pour m = 3 on obtient HZ(X,Z/l) ®, HL(C,Z/1) = H3 (X x C,Z/1),
puisque les groupes H}, (X, Z/l), H3.(X,Z/1) et H},(C,Z/1) sont nuls.

D’aprés la proposition 1.1, Pic X/l = HZ(X,Z/l), d’ou

H3 (X x C,Z/1) = Pic X/l ®z), Hi(C,Z/1) = Pic X ® H}(C,Z/1),

d’otl le deuxiéme énoncé du lemme. O

Soit ¢ 'application naturelle

v [Pic X @ HY (G, Z/D]C — [Pic X ® HY(C,Qu/Zi(1)))

— [PiCX ® F(C)* X Ql/Zl]G.

Le lemme suivant montre qu’on a une inclusion
(18) (Pic X ® H(C,Z/1))°] C [Pic X @ F(C)*]% ® Q/Z;.
LEMME 4.2. — Soit F un corps fini, soit G = Gal(F/F) et soit | un nombre
premier, | # carF. Soit C' une courbe projective et lisse, géométriquement
intégre, définie sur FF.

(i) Pour P un G-module de permutation, le groupe H' (G, P@F(C)*) est nul
et Dapplication naturelle

[P F(C)]°®Q/Z — [PRF(C) © Q/Z)°

est surjective.
(ii) Pour M un G-module de type fini sans torsion, on a

H1 (Ga M® Hgt(é7 Ql/Zl(l))) =0.
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(iii) Pour M un G-module de type fini sans torsion, limage de 'application
naturelle

[M ® Hi, (C,Qi/Z:(1))]° — [M @ F(C)* ® Qu/Z)

est contenue dans le sous-groupe [M @ F(C)*]¢ @ Q;/Z; de [M @ F(C)* ®
Q/Z4)%.

Démonstration. — Pour montrer 1’énoncé (i), il suffit de considérer le cas
ot P = Z[G/H] oan H = Gal(F/L) est un sous-groupe ouvert de G.
Pour tout G-module A et pour tout i > 0, on a H'(G,Z[G/H] ® A) >
Hi(H,A) (cf. [27] 1.2.5 ou [25] p.59). On a donc H(G,Z[G/H] ® F(C)*) =
H'(H,F(C)*). D’aprés le théoréme de Hilbert 90, on a H'(H,F(C)*) =
HY(Gal(F(C)/L(C)),F(C)*) = 0.

Le diagramme suivant

[P®F(C)]¢ [P @ F(C)*/F(C)"']¢

x1 J/xl

[P ®F(C)*]¢ — [P F(C)"/F(C)"""]¢

est commutatif. En passant & la limite, pour montrer la deuxiéme partie de
Pénoncé (i), il suffit de montrer que pour tout r > 0 application naturelle
[P @ F(C)*]¢ — [P @ F(C)*/F(C)*"|¢ est surjective.

On a une suite exacte

0 — wr — F(C)* — F(C)*/pyr — 0.
On déduit que le groupe H' (G, PQF(C)* /) est nul, car H (G, PRF(C)*) =
0 d’aprés ce qui précéde et H2(G, P ® ;) = 0 car cd;F < 1. La suite exacte
de G-modules
0— F(C)"/ur > F(C)" = F(C)*/F(C)" — 0

donne alors la surjection [P @ F(C)*]¢ — [P @ F(C)*/F(C)*'1°.

Montrons ’énoncé (ii). On a une suite exacte

0—-I—-P—M-—QO,

ou P est un G-module de permutation. Cette suite est Z-scindée et elle reste
donc exacte aprés tensorisation avec le groupe HZ(C,Q;/Z;(1)). Comme
ed; F < 1, le groupe H2(G,I ® HZ(C,Q;/Z;(1))) est nul, d’oit une application
surjective H'(G,P ® HL(C,Q/Z/(1))) — HYG,M ® HL(C,Q,/Z/(1))).
Il suffit donc de considérer le cas ou M est un module de permuta-
tion. Par le méme argument que ci-dessus, on se raméne & montrer que
HY(H,H}(C,Qi/Z(1))) = 0 pour H = Gal(F/L). Cela résulte du théoréme
de Lang [20] sur les groupes algébriques connexes sur un corps fini. En effet,
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on a H}(C,Q;/Z(1)) = J(F){l} ot J est la jacobienne de C et H'(H,J) =0
(loc. cit.).

L’énoncé (ii) appliqué & I donne H'(G,I® H} (C,Q;/Z(1))) = 0, d’ot une
application surjective [P ® HL (C,Q;/Z(1))]¢ — [M @ H (C,Q;/Z(1))]¢. On
déduit alors (iii) du diagramme commutatif suivant, dans lequel ’application
[PRF(C)*]¢ ®@ Q)7 — [PRF(C)* @ Q;/Z;]C est surjective d’aprés (i).

[P ® H(C,Qu/Zi(1))]¢ — [M ® Hg (C,Qi/Z:(1))]¢

| |

[PRF(O) @ Q/Z)|¢ — [M @ F(C)* ® Q/ 7%

T T

[P®F(C)*¢ ® Q/Z — [M @ F(C)*]¢ ® Qi/Z. O

On passe maintenant & la preuve de la proposition 4.1.
Soient

NHgt(X]F(C),Z/l) = ker[Hgt(XF(C)vz/l) - H3(]F(X x C), Z/1)],
NHE (Xrcy, Qu/Zi(2)) = ker[HE, (Xe(cy, Qu/Zu(2)) — H*(F(X x C), Qu/Z4(2))].

On a le diagramme commutatif suivant

H3 (X x C,Z/1) H3 (X x C,Z/1)¢

| |

(19) HE (Xr0), Z/1) H3 Xz (), Z/1)¢

| |

HE, (Xe(cy, Qu/24(2)) — HE (Xz(c) Qu/Z(2))¢

ou les applications horizontales sont surjectives car cd G < 1.

Soit d : H3 (X x C,Z/l) — H3(Xgcy, Q/Zi(2))¢ Vapplication diagonale
de ce diagramme. Soit a € H3 (X x C,Z/l). 1l suffit de montrer que l'image
de o dans Hg’t(XF(C),Z/Z) est incluse dans le groupe NHg’t(XF(C),Z/l). Le
théoréme de Merkurjev et Suslin [23] implique que I’application H3(F(X x
C),Z/Jl) — H3(F(X x C),Q;/Zi(2)) est injective (loc. cit. p.339). Il suffit alors
de montrer que I'image de a dans le groupe H3 (Xr(c), Q1/Z(2)) est incluse
dans NHgt (X]F(C)y Ql/Zl(2))

D’aprés le lemme 4.1, le noyau de l'application horizontale du bas du dia-
gramme (19) s’identifie au groupe H3 (X, Q;/Z;(2)). Ce groupe est inclus dans
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le groupe N H3 (Xw(c), Q1/Z;(2)) car pour X une surface projective et lisse, géo-
métriquement connexe, définie sur un corps fini, le groupe H2 (X, Q;/Z;(2))
est nul d’aprés [14], p.790. Pour établir la proposition 4.1, il suffit alors de
montrer que 'on peut relever d(c) en un élément 6 de N HZ, (Xw(cy, Qi/Zi(2)).
Pour construire cet élément on procéde comme suit.

D’apreés le lemme 4.1, on a un isomorphisme

(PicX ® HX(C,Z/1))¢ ~ H3.(X x C,Z/1)¢

induit par les cup-produits. L’image de « dans HZ, (X x C,Z/1)€ provient alors
d’un élément B € (Pic X ® HL(C,Z/1))¢. D’aprés (18), on a que +(8) est un
élément de (Pic X @ F(C)*)¢ ®Q;/Z;. Soit v son image dans Hl(XF(C), K2)¢®
Q1/7Z;. On a alors le diagramme commutatif suivant :
(20)

(B) € [Pic X @ F(C)*]¢ ® Q;/Z;—— [Pic X @ F(C)* ® Q;/7]¢

|

v € HY (Xz(c), K2)¢ @ Q)2 —— [H (Xz(c), K2) © Qu/Z4]°.

D’aprés les résultats de Colliot-Théléne et Raskind [10] 4.3, sous les
hypothéses de la proposition 4.1 lapplication naturelle H'(Xp), X2) —
Hl(X]p(C),jCQ)G est un isomorphisme & la car.F-torsion prés. On a donc
que 7 provient d'un élément 7' € H'(Xp(c), X2) ® Q;/Z;. On dispose d'une
application H!(Xp(cy, K2) ® Q1/Z; — NH3 (Xp(cy, Qi/Zi(2)) (voir [6] (3.11)).
Soit ¢ 'image de ' dans ce dernier groupe. On a un diagramme commutatif

v € H (Xp(c), K2) @ Q)21 — [H' (X5(c), K2) ® Q/7)¢
) |

§ € NHE (Xz(c), Qu/Z4(2)) H3, (Xr(c), Q/7(2))°.
Soit € X et soit [z] sa classe dans Pic X. L’image de [2] @ H'(C,Z/l)
par l'application composée PicX ® H}(C,Z/l) — H! (Xpeys K2)/l —
H?(Xg(c), Z/1) provient d’'un cup-produit avec la classe canonique de = dans

H2(X7(cy, Z/1) (cf. [6], [4]). Ainsi d(a) est 'image de § par l'application
composée

[Pic X ® HL(C,Z/1)]¢ 5 [Pic X @ F(C)* ® Q;/Z)¢ —
— [H'(X50y, K2) ® Qu/Zi)% — HZ(Xwoy Qu/Zi(2))C.

D’apreés les diagrammes (20) et (21), d(«) provient alors du fait que § appartient
a NHG, (Xr(c), Qu/Zu(2))- O
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Appendice
Comparaison des applications ®" et &

Soit k£ un corps de caractéristique p > 0. Soit X une k-variété projective et
lisse, telle que la variété X /k vérifie les hypothéses suivantes :

(H1) H'(X,05) = 0;

(H2) by —p=10;

(H3) NS(X) est sans torsion;

(H4) Ap(X) =0;

(H5) X posséde un zéro-cycle de degré 1.

Soit G = Gal(k/k). Soit S le k-tore dual du G-module Pic X (cf. proposi-
tion 1.1). Sous I’hypothése (H5), on dispose d’un torseur universel & sur X

sous S ([13]) et on construit une application Ag(X) z H'(k,S) ([11] p.198).

Dans le cas ou X est une surface, on dispose également d’une application

B 1 Ao(X)—H!(k,S) définie par Bloch [3]. Si de plus X est une surface
géométriquement rationnelle définie sur un corps parfait, Colliot-Théléne et
Sansuc ont établi que ces deux applications coincident ([12], Thm. 3). Dans
cet appendice, on rappelle leur preuve et on utilise les résultats de Colliot-
Théléne et Raskind [10] pour nous convaincre que les hypothéses (H1) — (H5)
suffisent, au moins a la p-torsion prés. Par un argument de transfert, cette
derniére restriction nous permet de ne considérer que des cycles £ = > n;z; de
Ao(X) ou z; sont des points fermés de X dont les corps résiduels k(z;) sont
des extensions séparables de k.

Application Pg.— On suppose que X est une surface. On a une application
naturelle Pic X®@k* — H'(X, X), dont le noyau et le conoyau sont des groupes
uniquement divisibles par tout entier premier & p ([10], cf. proposition 1.1 ci-
dessus). On en déduit que Papplication

(22) B:HY(G,PicX ® k*) - HY(G, H (X, %3))
est un isomorphisme & la p-torsion prés.

Soit Y C X un diviseur et soit U C X 'ouvert complémentaire. Soit x €
X® un point qui n’est pas dans Y, soit D, ladhérence de z dans X et soit
7 : Dy — D, la normalisation de D,. Soit k(x)y le groupe des fonctions
rationnelles sur D, qui sont inversibles en tout point de 7;(Y). On a un
complexe (cf. p. 56)

= d
D ier s @ 2
zeX ) zeX(2)
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d’ol une suite exacte

0
(23) 0—2Zy —» P k@) - (P 2)y -0,
zeU) zeX

ot le terme de gauche (resp. de droite) est défini comme le noyau (resp.
I'image) de la restriction de d; au groupe du milieu. En particulier, on a une
application Zy — H'(X,%). En passant & la cohomologie dans la suite

0
(23), on obtient une application 8 : H°(G,( D Z)y) — HYG,Zy). Par
zeX
composition avec l'inverse de I'application 3 on obtient alors une application

0 o
Ppy : H'(G,(® Z)y) — H'(G,Pic X ® k*) définie & la p-torsion prés.
z€X

0
D’aprés la construction, le groupe ( @ Z)y est inclus dans le groupe des
zeX
zéro-cycles de degré zéro sur U. D’apres [12] p. 426, I'hypothese Ag(X) = 0
implique que ’élément £ provient d’un zéro-cycle & sur X tel que le cycle &

_ 0
sur X appartient au groupe ( @ Z)y construit comme ci-dessus pour certain
zeX
Y C X. En effet, on peut écrire £ = div(>|_, fi|lp,) ot D; C X sont des
courbes intégres et f; € k(D;)*. Soit m; : D; — D; la normalisation de D;.
On peut alors prendre U un ouvert de X contenant m;(divp (f;)) et Y son
complémentaire. Notons que dans cette construction on peut de plus supposer

que PicU = 0. On pose alors
Pp(€) =Py (£).

Application ®.— Soit U C X un ouvert tel que PicU = 0. On a une suite
exacte des G-modules

(24) 0 — k[U]*/k* — Divy X — PicX — 0.
Soit
(25) 1-8S—-M—Ry—1

la suite duale.

D’aprés [13] 2.3.4, la projection k[U]* — k[U]*/k* admet une section o
(en général, cela est assuré par l’existence d’un torseur universel). La section
o donne une application ¢, : U — Ry. D’aprés [13] 2.3.4, la restriction de
T =97 a U se déduit via ¢, du torseur M défini par la suite (25). Soit z un
point fermé de U, tel que son corps résiduel k(z) est une extension séparable de
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k. Alors ®7(z) € H'(k,S) 5 Extj.(S, k*) est obtenu de la classe de 'extension
(24) via

Extp (S, k[U]*/k*) 2 Extk(S, k[U]*)
5 Exth (S, (k(z) @ k)7) 9 Exth (S, k)
(cf. [12] p. 425).

Comparaison.— Considérons un accouplement
@ k(z v % Divy -k
zeU M)

défini comme suit. Soit f € k(x)%, soit D 'adhérence de z dans X et soit
7 : D — D la normalisation. Soit A C X un diviseur irréductible & support

dans Y et soit 7 1(A) = Y n;(y;). On pose (f,A) = [] f(v:)". D’aprés [3]
A.8, le diagramme

est commutatif. En effet, soit g € k[U]*/k* et soit g’ son image dans k(x)*/k*.
11 s’agit donc de vérifier que f(divp(g’)) = ¢'(divp(f)), ce qui résulte de la loi
de réciprocité de Weil.

On obtient ainsi un diagramme commutatif

(26)
_ 0
0 Zy D k(@)y ( 7 0
zeUM
0 —— Hom(Pic X, k*) —— Hom(Divy X, k*) —— Hom (k[U]*/k*, k*) —— 0.

On a aussi un triangle commutatif

Zy HY(X, %) Pic X ® k*

0 ~.

Hom (Pic X, k*)
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ott I'application de droite est déduite du produit d’intersection sur Pic X ([3]
A.11). En effet, on dispose d’un accouplement H'(X,%X3) x Divg X — k*
compatible avec le produit d’intersection sur Pic X. Pour A € DivyX une
courbe irréductible dont on note A — X la normalisation, ’accouplement est
défini par H'(X,K,) — H' (A, K3) — k* ou l'application H'(A, K5) — k*
est induite par la norme (cf. loc. cit.).

On déduit de (26) et (27) le diagramme commutatif suivant (défini a la
p-torsion prés)

0 — —
H(G,(® Z)y) HY(G,Pic X ® k*)
zeX

Home (k[U]* /k*, k*) —— H'(G, Hom(Pic X, k*)).

0
D’aprés la construction, pour tout £ € HY(G, (@ Z)y) C Ag(X), on a alors
zeX

que Pp(£) = 27(§).
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