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CYCLES GEOMETRIQUES REGULIERS

PAR GUILLAUME BULTEAU

RESUME. — Soit 7 un groupe de présentation finie. Pour une classe d’homologie h non
nulle dans Hy, (7; Z), Gromov a énoncé (dans [10], §6) Pexistence de cycles géométriques
qui représentent h, de volume systolique relatif aussi proche que ’on veut de celui de
h, pour lesquels on dispose d’un controle sur le volume des boules dont le rayon est
plus petit qu’une fraction de la systole relative du cycle. L’objectif de cette note est
d’expliquer ce résultat et d’en présenter une démonstration compléte.

ABSTRACT (Regular geometric cycles). — Let m be a finitely presented group. If his a
non trivial homology class in Hy (7; Z), a theorem of Gromov (see [10], §6) asserts the
existence of regular geometric cycles which represent h, whose relative systolic volume
is as close as desired to the systolic volume of h, in which we can control the volume
of balls of radius less than half of the cycle’s relative systol. The aim of this note is to
explain and provide a complete proof of this result.
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728 G. BULTEAU

1. Introduction

1.1. Le cadre et le but. — Dans la suite m désignera un groupe de présenta-
tion finie et m > 2 est un entier. Considérons 1’espace d’Eilenberg-MacLane
K (m,1) et prenons une classe d’homologie h dans H, (7; Z) qui, par définition,
est le groupe d’homologie H,, (K (m,1);Z). Rappelons que K (m,1) est un CW-
complexe connexe tel que 71 (K (mw,1)) = 7 et m;(K(mw,1)) = 0 pour tout ¢ > 2
entier. Un tel espace est unique a type d’homotopie prés (voir [14]).

On appellera cycle géométrique représentant h un triplet (V, f, g) ou

— V est une pseudo-variété orientable de dimension n ;
- f:V — K(m,1) est un application continue telle que f.[V] = h,
[V] étant la classe fondamentale de V' et

fo : Ho(VZ) — Hy (7, Z)
étant I’application induite par f au niveau des groupes d’homolo-
gie;
— g une métrique riemannienne lisse par morceaux sur V.

Les définitions précises des objets qui interviennent ci-dessus sont rappelées
au paragraphe 1.3. Une représentation (V, f, g) de h sera dite normale lorsque
f induit au niveau des groupes fondamentaux un épimorphisme. On peut noter
que toute classe entiére est représentable par un cycle géométrique et cette
représentation peut étre normalisée (voir [3]).

Soient (V, f,g) un cycle géométrique représentant h et v € V. On note
syst,(V, f,g) la longueur du plus petit lacet ¢ de point initial v dans V' tel
que le lacet f o c soit non contractile dans K (7, 1). On définit encore la systole
relative de (V, f,g) par :

syst(V, f,9) = inf) syst, (V, f,9)

vol(V, g)
syst(V, f,g)"

Cela permet de définir le volume systolique de h notée o(h), qui est 'infimum
des o(V, f, g) lorsque (V, f,g) décrit la collection des cycles géométriques qui
représentent h.

Lorsque h # 0, selon Gromov (voir [10], §6), on a (k) > 0. Cependant on ne
sait pas si cet infimum est réalisé, ni quelle est la structure des pseudo-variétés
qui le réalisent éventuellement. Dans le cas ou la classe h est réalisable par
une variété, on sait qu’il coincide avec le volume systolique de n’importe quelle
représentation normale par une variété de h, voir [3], [4] et [6]. Rappelons que
le volume systolique d’une variété compacte M de dimension n est donné par :

o(M) = infM’
g syst(M,g)"

Le volume systolique relatif de (V, f, g) est alors : o(V, f, g) =

TOME 143 — 2015 — N° 4



CYCLES GEOMETRIQUES REGULIERS 729

ot Vinfimum est pris sur toutes les métriques riemanniennes sur M et syst(M, g)
désigne la longueur du plus petit lacet non contractile dans (M, g). On sait
aussi, d’aprés un résultat de Babenko et Balacheff (voir [5]), que toute classe
entiére h dans H,(m;Z) admet une représentation normale par une pseudo-
variété admissible V' (i.e. telle que tout élément de w1 (V') peut étre représenté
par un lacet qui ne rencontre pas le lieu singulier de V') et qu’alors le volume
systolique de h est donné par :

o(h) = infM’
g syst(V, f,g)"
ou l'infimum est pris sur toutes les métriques polyédrales sur V.
Pour un panorama de la géométrie systolique, on peut consulter [16].
Le but de ce texte est de proposer une démonstration détaillée du résul-

tat suivant, di & Gromov (voir [10] p. 71), dont la preuve existante est trés
lacunaire.

THEOREME A. — Soient w wun groupe de présentation finie et h une
classe d’homologie entiere non nulle dans Hp(m;Z). Pour tout & dans
10, %syst(V, fy9)[, il existe un cycle géométrique (V, f,g) représentant h tel
que :

1 o(V, f,9) <o(h) +e.
2. Pour R € [g, 3syst(V, f, g)], les boules B(R) de rayon R dans V vérifient :

(1) vol(B(R)) > A, R"

pour une certaine constante universelle A, , qui ne dépend que de la di-
mension de h.

Un tel cycle géométrique est dit e-régulier.

Pour illustrer de maniére élémentaire ce théoréme A, donnons une idée de
la maniére dont l'inégalité (1) sur le volume des boules permet de préciser la
topologie des cycles géométriques e-réguliers.

Soit (V, f,g) un cycle e-régulier qui représente une classe d’homologie non
triviale dans H,,(7; Z). Considérons un systéme maximal By, ..., By de boules
ouvertes disjointes de V' de rayon Ry = %syst(V, f5g). Les boules concentriques
2Bi,...,2ByN de rayon 2R recouvrent V. Appelons AV le nerf de ce recouvre-
ment. Il s’agit du complexe simplicial construit de la maniére suivante :

— Les sommets pq,...,py de I sont identifiés avec les boules du
recouvrement ;

— Deux sommets p; et p; sont reliés par une aréte lorsque 2B;N2B; #
a5
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730 G. BULTEAU

— Les sommets p;,,...,p;, forment un simplexe de dimension p de
N lorsque :

2B;, N---N2B;, # @.

On peut alors borner le nombre Nj de simplexes de dimension k& de 9/ en
fonction du volume systolique o(h) de la classe h. Par exemple, on a

No
vol(V, g) > ZVOI(B,») > NoA,R{,
i=1

ce qui permet de borner le nombre de sommets Ny de /" en fonction de o(h).

Gromov utilise le théoréme A afin de relier des propriétés topologiques de
h au volume systolique. Plus précisément, ces cycles réguliers permettent &
Gromov d’obtenir des inégalités entre le volume systolique et deux invariants
topologiques importants de la classe h, qui sont :

— La hauteur simpliciale hs(h) de h € H,,(7;Z), qui est le nombre minimal
de simplexes de toute dimension d’un cycle géométrique qui représente
h;

— Le volume simplicial |h|,, défini comme linfimum des sommes Z |74
sur toutes les représentations de h par des cycles singuliers réels Z Ti0;.

Gromov a notamment obtenu les résultats suivants (voir [10], théoréme
6.4.C” et théoréme 6.4.D’ et [11], paragraphe 3.C.3).

THEOREME 1.1 (Gromov). — Soit ® un groupe de présentation finie, h €
H,,(m;Z), une classe d’homologie non nulle de dimension m > 2.

1. Il existe deux constantes positives Cy, et C},, qui ne dépendent que de m,
telles que :

o(h) = Cp, hs(h) .

exp(Cy,\/Inhy(h))

2. Il existe une constante positive C)! qui ne dépend que de la dimension m

telle que : ]
" h A
70 = Con @+ Ih )™

Le théoréme A a notamment encore été utilisé dans [17], p. 168, afin de
déterminer une borne supérieure sur la H-entropie de ces cycles. Avant de
donner le résultat obtenu, précisons la définition de la H-entropie d’un cycle
géométrique (V, f,g) qui représente une classe d’homologie non triviale dans
H, (m;Z). L’application f induit un morphisme f, : 71 (V) — 7 au niveau des
groupes fondamentaux. On note H le noyau de f, et on considére le revétement
galoisien V — V associé au sous-groupe distingué H de 71 (V). Notons encore
g la métrique induite par celle de V' sur V et fixons vy dans V. Soit Ty un relevé

TOME 143 — 2015 — N° 4



CYCLES GEOMETRIQUES REGULIERS 731

de vy dans V. L’entropie volumique de (V, f,g) associée & H (ou H-entropie)
est alors :
1 ~
Entgy(V, f,g9) = REIEOOE log volg(B (7o, R)).

Sabourau a établi le résultat suivant.

THEOREME 1.2 (Sabourau). — Pour tout cycle géométriqgue (V,f,g) e&-
régulier qui représente une classe d’homologie non triviale dans H,(m;Z), on
a:

Ent(V,g) < oV, f, g)>

Bsyst(V, f,9) °g< A,an

otaze, 0>0,4da+8< % et la constante A,, est donnée par le théoréeme A.

1.2. Idée générale de la démonstration. — Pour démontrer le théoréme A, on
suivra la procédure donnée par Gromov dans [10], qui est la suivante. On
part d’un cycle géométrique (V, f, g) représentant la classe d’homologie h dans
H, (m;Z) tel que, pour €1 > 0, on ait :

o(V, f,9) <o(h)+e1.

Le but est alors de couper les « mauvaises boules » dans ce cycle. Mais il n’y a
pas de procédure constructive pour faire cela. On va, dans un premier temps,
plonger V' dans un espace K (V') (appelé extension du cycle V') qui posséde de
belles propriétés :

— On y controle la systole relative de certains cycles géométriques qui
représentent h ;

— Les cycles dans K (V) vérifient une bonne inégalité isopérimétrique
(voir théoréme 2.14), qui est une conséquence de 'inégalité de rem-
plissage de Gromov dans les espaces de Banach (voir [10], [19] ou

[13]).

La premiére partie de ce texte est consacrée & la construction de ’espace
K (V). Rappelons que si X est un espace métrique compact, 'application z —
dist(., z) est un plongement isométrique de X dans I’espace de Banach B(X,R)
des fonctions bornées sur X, muni de la norme de la convergence uniforme
(c’est le plongement de Kuratowsky). La construction de 'image V' de V dans
K (V) est une variante de ce plongement. Cependant ’extension K (V), qui est
compacte, permettra beaucoup plus de souplesse que de travailler dans B(V,R).

La suite de la démonstration consiste & montrer le résultat intermédiaire
suivant.
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732 G. BULTEAU

THEOREME B. — Soient h une classe d’homologie non nulle dans H,(m;Z),
e >0 et (V,f,g) un cycle géométrique de dimension n > 2 qui représente h
tel que o(V, f) < o(h) +¢. Soit a dans )0, 1 syst(V, f, g)[. Il existe une suite de
cycles géométriques (V;, fi, g;) dans K(V') qui représentent h tels que :

1. vol(V;) T vol[V'] (o V' est l’image de V dans K(V));

2. Pour R € [a, % syst(V, f,g)], les boules B(R) de rayon R dans chaque V;
vérifient :
vol(B(R)) > Ap(R—a)"

pour une certaine constante universelle A, qui ne dépend que de la di-
mension de h.

Pour démontrer ce résultat, on considére une suite minimisante, pour le
volume homologique de V', de pseudo-variétés dans K (V). De cette suite, par
un argument de compacité, on montre que ’on peut en extraire la suite de
cycles géométriques (V;, fi,g;) du théoréme B.

Pour terminer la démonstration du théoréme A, il ne reste plus qu’a rem-
placer, dans le second point du théoréme B, syst(V, f, g) par syst(V;, fi, g:)-

1.3. Pseudo-variétés et volumes des chaines. — Avant de commencer, rappelons
rapidement la signification de quelques notions utilisées dans ce texte. Pour plus
de précisions, on peut consulter [18].

Une pseudo-variété de dimension n est un complexe simplicial fini K tel
que :

- dimK =n;

— Chaque simplexe dans K est face d’un simplexe de dimension n (homo-
généité de la dimension) ;

— Chaque simplexe de dimension n—1 est face d’exactement deux simplexes
de dimension n (pas de bifurcation) ;

— Dés que o et 7 sont deux simplexes distincts de dimension n dans K, il
existe une suite oy = 0,...,0, = 7 de simplexes de dimension n dans K
tels que pour tout ¢ dans {1,p — 1} les simplexes o; et 0,41 aient une face
de dimension n — 1 commune (forte connexité).

Il est équivalent de dire qu’un complexe simplicial K est une pseudo-variété
de dimension n lorsque K est de dimension n et lorsqu’il existe un sous-
complexe ¥ C K vérifiant les trois propriétés suivantes :

- dimX <n—2;

— K\ X est une variété topologique de dimension n dense dans K ;

— L’espace K \ ¥ est connexe.
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CYCLES GEOMETRIQUES REGULIERS 733

Dans la suite, toutes les pseudo-variétés considérées sont supposées orientables.
Définissons maintenant la notion de métrique riemannienne sur un polyédre.
On suit pour cela [3] ou [2]. Soit P un polyédre (espace topologique muni
d’une triangulation) fini. Une métrique riemannienne sur P est une famille de
métrique (gy)oes, ot 2 est I’ensemble des simplexes de P, qui vérifie :

— Chaque g, est une métrique riemannienne lisse & 'intérieur de o ;
— Dés que o1 et o5 sont dans X, on a I’égalité

9o, |01002: 9o, |o’100'2 .

Un polyédre riemannien est alors un espace de longueur pour la distance in-
duite par cette famille de métriques. Pour simplifier les notations, on désignera
par une seule lettre g la famille (g, ),cx et on dira que g est une métrique rie-
mannienne lisse par morceaux sur P. Le volume vol(P, g) est alors correctement
défini de maniére évidente.

On aura besoin aussi de définir une notion de volume pour les cycles (lipschit-
ziens) dans un espace métrique (X, dist) (voir [10], p. 11). On note A? C R4*!
le g-simplexe standard de R9+!.

DEFINITION 1.3. — Soit 0 : A? — X un simplexe (lipschitzien) dans X. Le vo-
lume de o dans (X, dist) est I'infimum des volumes de A? muni d’une métrique
riemannienne & telle que o soit une contraction de (A%, disty) sur (X, dist), ou
disty est la distance induite par .

Lorsque ¢ = Z k;o; est une g-chaine singuliére (I est une partie finie de N,
i€l
les k; sont des éléments de Z), le volume de ¢ dans (X, dist) est alors :

vol(c) = ) _ |ki vol(cs).

iel

REMARQUE 1.4. — 1. Lorsque A C X, si ¢ est une chaine dans A alors
son volume dans (X, dist) et dans (A,dist4) coincident, ot dist4 est la
restriction a A? de dist.

2. Supposons que X soit un polyédre, dist étant la distance induite par une
métrique riemannienne g sur X. Pour un cycle lipschitzien o : A? — X,
le volume de o dans (X, dist) est alors vol(c) = vol(A,c*g) = vol(o, g),
oll 0*g est la métrique « tirée en arriére » sur A? (rappelons que o est
presque partout différentiable).

REMARQUE ESSENTIELLE 1.5. — La définition 1.3 permet de définir le volume
vol(c) d’une chaine ¢ dans (RY,] | ). Pour des sous-variétés de RY cette no-
tion de volume coincide avec le volume hyper-euclidien, appelé aussi volume
riemannien inscrit (voir [10] p. 32). Précisons cela.
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734 G. BULTEAU

Soit V une sous-variété de dimension ¢ de RY. Le volume hyper-euclidien
de V est défini par :
volpe (V) = infvol(V, g),
g

Pinfimum étant pris sur toutes les métriques riemanniennes g sur V telles que,
sur chaque espace tangent, on ait | [, > | |, (ot | |, est la norme euclidienne
induite par g). Il existe d’ailleurs une unique métrique g sur Vpour laquelle
cet infimum est atteint (voir par exemple [15]). Ainsi volp. (V) = vol(V, ghe)-
Si maintenant o : A9 — V est un simplexe différentiable dont le jacobien est

de rang maximum, alors son volume dans (RY, | | ) n’est autre que vol(o, ghe).
P

Puis la classe fondamentale de V' peut étre représentée par un cycle ¢y = Z o;
i=1
ot 01,...,0p sont les simplexes de dimension ¢ de V, et il vient :

P P
vol(cy) = Z vol(o;) = Z vol(c;, ghe) = vol(V, gre).
i=1 i=1
Cela est encore vrai lorsque V' est une pseudo-variété.

Dans la suite, on ne considérera que des cycles ¢ dans R, pour un certain
N fixé, et vol(c) désignera le volume de ¢ dans (RY,| |_.)-

2. Extension des cycles géométriques

2.1. Complexes cubiques. — On va d’abord définir la notion de complexe cu-
bique, que l'on utilisera pour la construction de ’extension K (V) du cycle
géométrique (V, f, g). On considére un ensemble non vide X, ainsi que l’espace
de Banach (B(X,R),| |.,) des fonctions bornées sur X.

DEFINITION 2.1. — On appellera cube standard sur X ’ensemble :
Cube(X) = {p € B(X,R) | (Vz € X) (0 < p(z) < 1)}
Pour z dans X les faces associées a = sont les parties suivantes de Cube(X) :

F? = {p € Cube(X) | p(x) =0} et F} = {p € Cube(X) | p(z)=1}.

Remarquons que si X est de cardinal 1 alors Cube(X) est isométrique a
[0,1] et si X est de cardinal N, Cube(X) est isométrique & [0,1]V. On peut
définir une notion plus générale de face pour cube(X) de la maniére suivante.
Par exemple, pour = dans X, il existe une isométrie 1, : Cube(Y) — F? ou
Y = X \ {z}. Les images par ¢, des faces de Cube(Y') seront encore appelées
faces de Cube(X). On peut d’ailleurs itérer cette définition tant que Y est de
cardinal supérieur & 1.
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CYCLES GEOMETRIQUES REGULIERS 735

DEFINITION 2.2. — Soit E un espace métrique. Lorsque X est un ensemble,
un cube sur X dans E est une partie K de E telle qu’il existe une isométrie
1 : Cube(X) — K ; les faces de K sont alors les images par ¢ des faces de
cube(X). On dira encore que F est un compleze cubique lorsque ’on peut écrire

E=|JK;

=
ot les K; (appelés brigues de E) sont des cubes sur un certain ensemble X; qui

vérifient la contrainte suivante : pour ¢ # j l'intersection K; N K; est soit une
face (au sens généralisé) commune & K; et K, soit le vide.

Un sous-complexe cubique d’un complexe cubique K est un complexe cubique
inclus dans K dont les briques sont des faces de K.

EXEMPLE 2.3. — 1. Soient m un entier relatif, X un ensemble et z € X.
L’ensemble K des ¢ € B(X,R) telles que 0 < p(z) < 1 et m < ¢(y) <
m+ 1 pour tout y dans X \ {z} est un cube sur X. En effet, c’est 'image
isométrique de Cube(X) via application @ : ¢ — ¥ ou ¥ (z) = ¢(x) et
¥(y) = ¢(y) + m pour tout y dans X \ {z}.

2. [0,1] x {0} est un cube sur Y = 0 dans R? et c’est une face du cube (sur
X = {+,0}) [0,1]%

3. Soit X un ensemble non vide. Pour z dans X, l'ensemble F' des ¢ €
B(X,R) telles que p(z) = 0 et m < p(y) < m + 1 pour tout y dans
X \ {z} est une face de Cube(X).

4. RY est un complexe cubique sur tout ensemble X de cardinal N...

5. Pour tout ensemble X, B(X,R) est un complexe cubique sur X : la fa-
mille d’hyperplans affines ({¢ € B(X,R) | ¢(z) = m}) découpe
B(X,R) en cubes sur X.

6. Lorsque X est un espace topologique, toutes les constructions précédentes
sont encore valables en remplagant 'espace de Banach (B(X,R),| |)
par le Banach (L>°(X),| |..,) des fonctions boréliennes bornées sur X.

z,m)eEX XZ

REMARQUE 2.4. — Dans la suite, quelque soit le complexe cubique inclus dans
un espace L°° considéré, on supposera qu’il est muni de la métrique de longueur
associée a la distance induite par | |, . En particulier, pour ¢ et ¢ dans un tel
complexe cubique, on a aura |¢ — Y|, < dist(p, ).

On aura besoin par la suite du résultat suivant.

THEOREME 2.5. — Soit € dans |0, %[ Pour tout compleze cubique K, il existe
une application affine par morceaur R. : K — K qui envoie le e-voisinage de
tout sous-complexe cubiqgue K’ de K sur K'.
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Démonstration. — Regardons ce qui se passe pour le complexe cubique [0, 1].
On prend lapplication r. : [0,1] — [0,1] dont le graphe est donné par la
figure 1.

Ficure 1. L’application r.

Si maintenant K est le cube [0,1]V, on prend R.(z) = (ro(x1),...,7(zN)).
De maniére plus générale, si X est un ensemble non vide et si K = Cube(X),
on prend

R.:p+— 1. 00.
Dans le cas le plus général ou K = U K;, on note ¢; : K; — cube(X;) une

il
isométrie. Dés que ¢ € K, on pose alors : R.(p) = r. 0 ¥;(¢). O

2.2. Des complexes cubiques particuliers. — On considére un cycle géométrique
(V, f,g) ainsi qu’une partie finie Vo = {v1,...,un} de V. Pour tout ¢ dans
{1,..., N} on considére l'application z; : V — [0, 1] définie par :

z;(v) = min(dist(v, v;), 1)
ainsi que lapplication Iy : V — RY définie par :

Iy(v) = (z1(v),...,zN (V)
REMARQUE 2.6. — Pour n > 0, on peut trouver Vj suffisamment dense dans
V tel que, pour tout (v,v') € V2 avec dist(v,v’) < 1, on ait :

dist(v,v") —n < | Io(v) — Iy(v')|,, < dist(v,v’).

oo
Lorsque V est une variété riemannienne, on peut conclure (voir [13]) que :
(1 = n)dist(v,v") < |Lo(v) — Ip(v')], < dist(v,v").
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Construisons maintenant un complexe cubique a partir de V' et d’une partie
finie Vo de V' de cardinal N. Pour tout v dans V notons K (v) la face de plus
petite dimension de [0,1]" qui contient R. o I5(v). Par exemple si N = 3, en
notant J = R. oIy on a:

- Si J(v) = (x,0,0) avec % € [g,1—¢] alors K (v) = [0,1] x {0} x {0}.
- Si J(v) = (*,%,0) avec x € [e,1 —¢] et ' € [e,1 — ] alors K (v) =
[0,1] x [0,1] x {0O}.

On prend maintenant 'union de toutes ces faces K(v), pour v décrivant V.

DEFINITION 2.7. — Le sous-complexe cubique de [0, 1]V constitué de 'union
de tous les cubes K (v) pour v décrivant V s’appelle une extension du cycle
géométrique (V, f,g). Ce complexe cubique sera noté K (V) :

K(WV)= ] K@).
veV
REMARQUE 2.8. — Ce complexe cubique K (V') dépend de V, mais aussi de V;
et e < % Il sera intéressant lorsque Vj est a-dense dans V pour « suffisamment
petit, oul a-dense signifie que tout point de V' se trouve a une distance inférieure
a4 a d’un point de Vj.

Lorsque Vo = {v1,...,un} est suffisamment dense dans V, K(v) est un
complexe (cellulaire) de dimension au plus N — 1.
Plus précisément, pour i dans {1, ..., N}, notons K; le cube défini par z; = 0

ie.:
K; = {(z1,...,2n5) € [0,1]V | z; = 0}.
Chaque K; contient J(v;). Si maintenant Vj est a-dense dans V avec a < ¢,
pour tout v dans V il existe alors j dans {1,..., N} tel que dist(v,v;) < e. I
en résulte que J(v) € K et ainsi :

N
K(V)c|JK.
i=1
L’espace K (V) est donc inclus dans une union de faces de dimension N — 1
de [0,1]". Mieux, sous les conditions précédentes, dés que m est un point de
K(V), m admet au moins une coordonnée nulle.

REMARQUE 2.9. — 1. Avec les notations ci-dessus, si v et v’ dans V sont
tels que J(v) et J(v') vivent dans un méme cube K, pour un cer-
tain ¢ dans {1,...,N}, alors on a dist(v,v’) < 2¢ et, en particulier,

dist(v,v") < 1.
En effet, puisque J(v) et J(v') sont dans K;, on a

re (min(1, dist(v, v;))) = 0 = 7. (min(1, dist(v', v;))),
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ce qui impose dist(v,v;) < e et dist(v',v;) < e; il vient alors
dist(v,v") < 2e < 1.

2. Lorsque Vj est une partie infinie de V, la méme construction s’adapte.
Pour v dans V', K(v) est alors la plus petite face de Cube(V}) qui contient
J(v). Dans ce cas K (V) est une union de faces de Cube(Vy) C B(Vo, R),
et, lorsque Vj est suffisamment dense dans V', chaque K (v) est contenu
dans une face FQ pour un certain w dans Vg (pour les notations, voir la
définition 2.1 p. 734).

REMARQUE 2.10. — Dans [10] §6.2, Gromov a introduit la notion de -
complexe cubique pour ¢ > 0 : dans la définition de Iy, on remplace z;(v) par
min(dist(v, v;),8). Le complexe cubique obtenu K;(V) C [0,4]" dépend alors
en plus du choix de 6.

2.3. Plongement d’un cycle géométrique dans son extension. — Considérons
maintenant ’application J : V — K (V') définie par
(2) J = Rs o Io.
On peut noter que J est lipschitzienne de rapport T2
— 2¢
EXEMPLE 2.11. — Prenons pour V un cercle de périmétre 1 et V = {i, %, %}

Ainsi Vj est a-dense dans V pour o = %. La figure 2 montre alors J(V') en gras

ainsi que K (V') qui est hachuré, pour € = i.

xr3

1 o

Vg =3
Us =73 1
1

FIGURE 2. Plongement du cercle V de périmétre 1 dans K (V).

En prenant pour V un cercle de périmétre 2 et Vj = {O, %, %} on obtient

alors la figure 3, ot I'image de V et K (V) sont confondues (avec € = ).

Ces exemples élémentaires suggérent que J : V — K(V') est un plongement,
lorsque Vj est suffisamment dense dans V.

THEOREME 2.12. — Pour € suffisamment petit et Vy suffisamment dense dans
V', DUapplication J est injective.
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J(3) T

Fi1GURE 3. Plongement du cercle V de périmétre 2 dans K (V).

Démonstration. — Soient v et v’ dans V. Remarquons que, si J(v) = J(v'),
alors, pour tout ¢ dans {1,...,N} tel que dist(v,v;) € [¢,1 — €], on a
dist(v;, v) = dist(v;, v’). Supposons que dist(v,v’) > 2¢. 1l existe v; dans Vj tel
que dist(v;,v) < . Si0 < @ < & < 1 on a immédiatement dist(v',v;) > € et
ainsi r.(x;(v)) = 0 # ro(x;(v")). Il en résulte que J(v) # J(v').

Supposons maintenant que V' soit un simplexe euclidien de dimension n et
qu'’il existe deux points distincts v et v’ dans V' qui vérifient J(v) = J(v'). Si
w est un point de V; tel que dist(v,w) € [¢,1 — €] on a dist(v, w) = dist(v', w),
donc tous les points de Vj situés a une distance comprise entre € et 1 — e de v
appartiennent alors a ’hyperplan médiateur de v et v’. C’est une contradiction
lorsque ¢ est suffisamment petit et V) suffisamment dense dans V.

o : points de Vp

FIGURE 4. Plongement d’un simplexe.

Supposons maintenant que V soit un polyédre euclidien. Soient v et v’ deux
points distincts dans V' qui vérifient dist(v,v’) < 2e. Appelons ¢ un simplexe
de dimension n contenant v. L’ensemble des points w de o tels que dist(v, w) =
dist(v’, w) est de dimension inférieure & n — 1. Ainsi, si on peut trouver w dans
o tel que dist(w,v) = 3¢ et B(w,2¢) N o soit non vide, pour V; suffisamment
dense dans V, il y aura dans cette boule un point de Vj qui distinguera v et v’.
Mais pour ¢ suffisamment petit, on peut toujours trouver une telle boule.
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Enfin, par exemple d’aprés [9], lorsque V' est quelconque on peut ’approcher
par des polyédres euclidiens tout en gardant systole relative et volume aussi
proche que 'on veut. O

REMARQUE ESSENTIELLE 2.13. — Désignons par 9 : V' — V I’homéomor-
phisme réciproque de J : V' — V' = J(V). On a alors, au niveau des groupes
d’homologie de dimension n :

fe O"/’*[V/] = h.

Ainsi, si g est la métrique sur V' fournie par la remarque 1.5, (V', f o %, go)
est un cycle géométrique qui représente h.

v/ v v
K(m1).
Notons, pour la suite, f/ = f o).
2.4. Une inégalité isopérimétrique dans K (V). — Les cycles des complexes cu-

biques satisfont & une inégalité isopérimétrique remarquable, qui jouera un
role essentiel dans la démonstration du résultat principal. Avant d’énoncer ce
résultat, il est nécessaire de préciser certaines notions.

Lorsque z est un cycle de dimension n dans un espace métrique, le volume
de remplissage de z dans X (comparer & [10] p. 12) est :

Vol Remp(z C X) = inf {vol(c) | ¢ chaine de dimension n + 1 dans X de bord z}.

THEOREME 2.14. — Soit K(V') une extension d’un cycle géométrique (V, f, g).
1l existe deux constantes o, et By, telles que tout cycle z dans K(V') de dimen-
sion n et de volume vol(z) < o, soit le bord d’une chaine ¢ dans K(V) de
dimension n + 1 qui vérifie :

n n+1

1. vol(c) < By, (vol z)% donc Vol Remp(z) < B, (volz) = .
2. c¢ est contenue dans le voisinage tubulaire de rayon €, = B, (volz)% de z.

Démonstration. — Soit z un cycle singulier de dimension n dans K (V) c RY.
Un résultat de Gromov (voir [10] 4.2 et 4.3), dont une preuve détaillée se trouve
dans [13], assure l’existence d’une constante C, (ne dépendant que de la di-
mension du cycle z) et d’une chaine c¢; dans RY telle que dc; = 2 qui vérifie :

n+1

1. vol(c1) < Cp, (vol 2) =
2. c¢1 est contenue dans le voisinage tubulaire Tube(z,¢,) de rayon
en = (n+1)C, (vol z) = de z dans RN,
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On peut aussi comparer ce résultat & ’énoncé donné dans [12] p. 266. Soit
ay, > 0 tel que la relation vol(z) < a,, implique que

e=¢e,=(n+1)C, (volz) <1

On peut prendre par exemple :

1
4n (n+1)"Cn’
On peut alors considérer la rétraction R. du théoréme 2.5, pour le complexe
cubique RY, qui fournit une chaine ¢y = R.(c;) de dimension n+1 dans K (V).
Mais on a OR.(c1) = Rc(Jc1) = Rc(%z), donc cette chaine ne convient pas tout
a fait.

Notons que, pour tout ¢ dans R, on a |re(t) — t| < e. Ainsi, pour tout z dans
R", |R.(z) — z| < . On considére, pour tout = dans z, le segment s, de RY
d’extrémités x et R.(x) : ce segment est de longueur inférieure a €. De plus,
si z est dans une face de K(v) alors R.(z) est dans cette méme face : il en va
donc de méme du segment s,. On considére alors le cylindre & constitué par z,
R.(2), ainsi que les segments s;, pour x décrivant z. Ce cylindre est une chaine
de dimension n 4+ 1 dans K (V') dont le bord est 06 = z — R.(z). Son volume
vérifie I'inégalité grossiére :

vol(%) < g(vol(z) + vol(R.(z))).

On pose maintenant ¢ = co + &. C’est une chaine de dimension n + 1 dans

K(V).Ona:

(3) oy =

Oc = 0cy + 06 = 2.
De plus, R, étant lipschitzienne de rapport
vol(c) < 2" tvol(cy) + vol(©6)
< Cp(vol 2) 4 + (n+1)Cy(vol z) (vol z + 2™vol z)
<Cp (27 + (n+ 1)(1+27) (vol 2) "

152 26 < 2, il vient :

Ainsi vol(c) < S, (vol z)nTH, oil
(4) Bn=Cyp (2" + (n+1)(1+2")).

Enfin, tout point de & est a distance inférieure & € de z. Si maintenant x est
dans ¢; alors :

dist(Re(z), 2) < dist(Rc(x), z) + dist(z, 2)
5

<

<ede=2 =2C,(vol2)™

< Bavol(2) ™.
II en résulte1 que c est contenu dans le voisinage tubulaire de rayon
€ = fp(volz)= de z dans K (V). O
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REMARQUE 2.15. — Le méme type de démonstration s’applique & un com-
plexe cubique quelconque.

3. Lien avec les systoles relatives

3.1. Une autre définition de la systole relative. — Avant de poursuivre, on a
besoin de quelques précisions sur les revétements. On considére toujours un
cycle géomeétrique (V, f, g) ainsi que le revétement galoisien p : V — V associé
au sous-groupe distingué ker f,, ou f. : m1(V) — 7 est lapplication induite
par f au niveau des groupes fondamentaux (pour plus de détails, voir [14]).
Notons ¢ : K(m,1) — K(m,1) le revétement universel de K (m, 1) ; Papplication

f:V — K(m, 1) est recouverte par une application continue f: 7 K(m,1)
telle que le diagramme suivant commute.

vV L K(r1)

| s
14 T) K(?T, 1)

On notera I' = G(V) le groupe des automorphismes de ce revétement, que
I’on peut considérer comme un sous-groupe de 7, puisqu’isomorphe & Imf,. Il
existe une unique distance dist sur V' pour laquelle I' agit par isométrie sur V'
et telle que f soit une isométrie locale (voir [7] p. 84). On a alors le résultat
suivant.

THEOREME 3.1. — Awvec les notations ci-dessus :

(5) syst(l/,f,g):inf{ai\s_,jc(ﬁ,v-'ﬁ) 15eV emer\{1p}}.

Démonstration. — Prenons ¥ € V et y dans T'\ {Ir}. On pose v = p(D).
Prenons ¢ un chemin minimisant entre ¥ et - v. On a donc :

dist(7, y - 7) = long() = long(c)

ol c est le lacet poc de point base v. Montrons alors que foc n’est pas homotope
a un point dans K (m,1). Le lacet f oc n’est autre que le lacet g o f o¢. Mais
¢(1) =~ -v donc, f étant équivariante :

fly-v) =7 f@.

Comme v # 1p, on a f(v) # - f(v) donc f oc n’est pas homotope & un point.
Soit maintenant ¢ un lacet dans V' tel que long(c) = syst(V, f, g). On pose
v = ¢(0) et on prend un relevé v de v dans V. Il existe alors un unique chemin
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¢:[0,1] — V tel que &0) = ¥ et po & = c. En notant  'élément de T tel que

v -y =¢(1), on obtient :

dist(7,y - ) < long(é) = syst(V, £, ),
ce qui achéve la preuve de (5) puisque 7y # 1r. O
REMARQUE 3.2. — Ce théoréme permet de définir la notion de systole re-

lative dans un cadre plus large. Soient V' une pseudo-variété et f' : V' —
K(m,1). Lorsque V' est munie d’une métrique de longueur d’, la systole rela-
tive syst(V’, f',d’) a alors un sens. Supposons maintenant que V' soit incluse
dans K (V). Notons d., la distance de longueur induite sur V' par la norme
| |- Notons encore d’ la métrique de longueur induite par la métrique rie-
mannienne lisse par morceaux sur V' fournie par la remarque 1.5. On a alors
deo < d et ainsi syst(V', f/,ds) < syst(V7, f/,d).

3.2. Systole relative des cycles géométriques dans K (V). — On suppose
construite une extension K (V) du cycle géométrique (V, f,g) pour laquelle
J : V. — K(V) est un plongement, & partir d’'une partie V; suffisamment
dense de V, et on note comme précédemment V' = J(V). On va montrer que
P'on peut contréler la systole relative de certains cycles géométriques inclus
dans K (V') et qui représentent h. On considére un cycle géométrique (V, f, g).
Quitte & multiplier la métrique initiale g par une constante, on peut supposer
que syst(V, f, g) = 2 (ce qui ne change pas o(V, f,g)), et on fait cette hypothese

dans toute la suite. On considére maintenant I’application f: VoK (m,1), ou

K(m,1) — K(m,1) est le revétement universel de K (7, 1). On note Vj le relevé
de Vp a V.

Regardons quelques conséquences de I’hypothése syst(V, f,g) = 2. Suppo-
sons que ¥ et w dans V vérifient dist(v,w) < 1. On a alors, pour tout v # 1r
dans I : - - -

2 < dist(v,y - ) < dist(v,y - w) + dist(y - @,y - V).
Mais I agit par isométries sur V : ai\s/t(')“ﬁ, v-v) = (Tisdt({vv, v). Il vient donc :
dist(3,~ - @) > 1.

Une conséquence est la suivante. Supposons que v, w darli V et a dans T
vérifient dist(v, a-w) < 1. Pour tout 8 # 1r dansT', on a donc dist(v, 8-(a-w)) >
1. Prenons maintenant v # o dans I'. Avec 8 = ya~! (qui est différent de 1r)
on obtient : -

dist(v,y - w) > 1.

Pour ¢ € L (V;) et v € T, on considére élément v - ¢ de L>(Vy) défini,

pour tout w € Vj, par :

v (@) =Py D).
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On définit ainsi une action de I' sur L>®(Vp).
Appelons maintenant D un domaine fondamental (connexe) de Paction de
I" sur V. Pour v € D, on considére I'application :

L) :Vp—R
in(1, dist(p(D), p(@))) si @ € D N T
définie par : Iy(v)(w) = {Ilmrsli;(;nls (p(®), p())) si w € DN Vy;

Lorsque v € '\ {1,}, on pose encore : Io(y - 8) = v - Ip(D), de sorte que
Iy:V — L‘X’(IN/O) est une application I'-équivariante.
EXEMPLE 3.3. — Illustrons cette construction avec un exemple élémentaire
(voir figure 5). On prend pour V le cercle [0, 2]/0 ~ 2- On note [z] la classe de
z dans V et on prend Vo = {[0],[2],[3]}. On aiciI' = Z, V=RetV,= 27.
On choisit D = [0, 2. L’application Io(0) est définie par :

0 six=0,
L(0)(z) =42 siz=2,
1 sinon.

A titre d’exemple, par définition, pour z réel, on a : Io(2)(z) = Ip(0)(z — 2).

(0] = [2]

FIGURE 5. Un exemple élémentaire

Revenons a la construction générale. Prenons v dans V et considérons le
cube K(v) C L*®(Vp) (voir §2.2). Pour ¢ dans K(v), on définit un élément
@ de L>*(Vy) (de la méme maniére que pour Iy ci-dessus) en posant, pour
weDNVyetydansT'\ {1,} :

o(w) = p(p(w)) et o(y-w)=1.
Lorsque ¥ est dans D et vérifie p(7) = v, on note K (v) 'ensemble des & dans

L°°(1~/0) ainsi construites a partir des éléments ¢ de K(v), et, pour v dans T,
on pose :

K(y-¥)=7-K(@).
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REMARQUE 3.4. — Soit 7 dans V. Pour @ dans K (?), il existe toujours deux
éléments @ et @' de Vj tels que G(@) = 0 et G(@') = 1. En effet, Papplication
@ est construite & partir d’'un élément ¢ d’un certain cube K (v) de K(V), et
on a vu (voir remarque 2.9) que 'une des coordonnées de ¢ est nulle.

Notons maintenant E la rétraction du complexe cubique L°°(I~/0) fournie
par le théoréme 2.5. On peut construire, de la méme maniére que pour V, une
extension K (V) = K(V,Vy,e) de V, a partir de Papplication J=R.olI.

Avec les notations ci-dessus, pour tout v dans V7 le cube minimal K (v) de
L>°(Vp) qui contient J(¥) n’est autre que le cube K (7).

LEMME 3.5. — Le groupe I' agit sans point fixe et totalement discontiniment
sur K(V), de sorte que :

pr: K(v) — K(V)/F =K(V)

est un revétement régulier.

Démonstration. — Soit ¢ dans K (‘7) On considére la boule ouverte

U={deK(V)|dist(z-) < 1}.

Prenons v dans I'\ {1r }. Raisonnons par ’absurde et supposons que v-UNU #
@. 1l existe alors ¥ € U telle que HCD’ —- 1ZH < 3 (voir remarque 2.4 p. 735).

Par inégalité triangulaire, on obtient :
(6) [7-~-9] <1
o0
La fonction zZ appartient & un certain cube K(v). Supposons que v € D. 1l
existe w dans Vo N D tel que v(w) = 0 (voir remarque 3.4). Or ¥(y~ 1 @) = 1,
de sorte que |1h(@) — 7 - 1;(1'17)’ =1, ce qui contredit (6). Si maintenant ¥ ¢ D,
on dispose de a € T', de ¥ dans D et de ¢ dans IN((E’) tels que ¥ = a - .
L’inégalité (6) implique alors, pour tout @w € Vj :
[Fo(@) — do(v " @)| < 1,
et on peut conclure & une absurdité de la méme fagon. Ainsi I’'action de T" sur

K (V) est sans point fixe et totalement discontinue.

Enfin, pour & dans K(V), la classe pr(y) est représentée par un élément @
d’un certain cube K (v) de K(V') ou v est dans D. Notons v = p(v) € V. Alors
pr($o) n’est autre que ’élément pg de K (v) défini, pour w € Vj, par :

po(w) = Go(w),
ot @ e DNp(w). On a ainsi K(‘F})/F:K(V). O
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On peut noter que I'application J : V — K (‘7) est encore lipschitzienne de
rapport ﬁ et que le diagramme suivant est commutatif :

vV — (V

< =
o]
3

K(V).

LEMME 3.6. — Soient U et ¥ des points dans V. On note Ky = K(7) et
Ky =K(@).

Si pour m > 1 entier on a dlst(v v') = m alors :

diSt(Kl,Kg) 2 m

Démonstration. — Rappelons que K; et K5 sont les cubes minimaux dans
K (V) qui contiennent respectivement J(%) et J(7').

On procede par récurrence sur m > 1. Montrons le résultat pour m = 1. On
suppose que dlSt(’U ?’) 2 1. On choisit un point w de Vo suffisamment proche
de ¥, de sorte que J(?)(@) = 0 et J(¥')(@) = 1. Par minimalité de K; et K,
pour tout $ dans K et tout w dans K>, on a ¢(w) = 0 et ¢(w) = 1, donc

1= H¢ wH < dist(¢), ).

Il en résulte que dist(K7, K2) > 1

Supposons maintenant le résultat vrai pour un certain entier naturel m.
Soient ¥ et 7 dans V tels que El—i\s/t(ﬁ, v') =2 (m + 1). On prend un plus court
chemin dans K (‘7) entre les cubes K; et K, et on prend un point Z sur ce
chemin pour lequel dist(Z, K;) = 1. Ce point Z, par construction de K (V),
appartient a un certain cube minimal K (@) pour un certain point w de V.
Comme 1 = dist(K;,Z) < dist(J(7),Z) on a :

(7 dist(K7, K2) = dist (K71, T) + dist(Z, K2) > 1 + dist(K(w), K2).
De plus dlst(w v) < 1 (puisque dist(K7, K(w)) < 1). Ainsi on a
dist(w, ') > dist(7,7") — dist(w,v) > dist(3,7') — 1 =m

Le résultat étant supposé vrai au rang m, on a dist(Kz, K (@)) > m. On peut
donc conclure, via (7), que le résultat est vrai pour m + 1. O

LEMME 3.7. — L’application ' : V' — K(m,1) (voir 2.13) se prolonge en une
application continue F' : K(V) — K(m,1).
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Démonstration. — Soit V' le relevé de V' a K (V). Notons f : V- K(m, 1)
lapplication équivariante qui releve f/ : V' — K(x,1) :

v L K(m1)

prml lq

|4 — K(m,1).

Soit A une partie de K (V') qui contient exactement un représentant de chaque
orbite de l'action de I' sur K(V'), et qui est d’intersection non vide avec V.

Puisque K (7, 1) est simplement connexe, la restriction de J?’ aAnNn ?7, se pro-

longe en une application continue ]7’ 1 AU V> K (m,1). On prolonge alors
cette application f’ en une application équivariante

F:K(V)— K(r,1),
en posant, F (v?') = ’y~j~”1 (v"). Cette application F induit alors une application
continue

F:K(V)— K(r,1)

telle que le diagramme suivant commute, ot ¢ : K(m,1) — K(m,1) est la
projection canonique.

K(V) — K(m,1).
Cette derniére application F' prolonge f’. O

Soit maintenant V" une pseudo-variété de dimension n plongée dans
m

K (V). Sa classe fondamentale est représentée par un cycle cyr» = Zai ol
i=1
{o1,...,0m} est Pensemble des simplexes de dimension n qui représentent V.

Ce cycle peut aussi bien se considérer comme une chaine singuliére de K (V),
qui est clairement un cycle. On confondra par la suite ¢y~ et V.

DEFINITION 3.8. — On dira que les pseudo-variétés V' = J(V) et V" sont
homologues dans K(V) lorsque les cycles cy/ et cy~ représentent la méme
classe dans H, (K (V);Z).

On munit V" de la métrique riemannienne g’ fournie par la remarque 1.5,
p. 733. On a vu que (V',f’,g¢’) est un cycle géométrique qui représente la
classe h dans H,(m;Z) et que application f’ : V' — K(m,1) se prolonge en
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une application continue F : K(V) — K(m,1). Notons f” la restriction de F
av’.

THEOREME 3.9. — Soit V" une pseudo-variété, homologue a V' dans K(V).
Le cycle géométriqgue (V", f",g") représente la classe h. Si de plus le cycle
(V, f,g) est normalisé, i.e. lorsque Imf, = 7, ot fi : 7 (V) — =, alors :

syst(V", f",4") = syst(V, f, g).

Démonstration. — Rappelons que I'on a supposé syst(V, f, g) = 2. Notons f] :
H,(V;Z) — H,(m;Z), fI! : H,(V";Z) — H,(m;Z) et F, : Hy(K(V);Z) —
H,(7;7Z) les morphismes induits au niveau des groupes d’homologie. On a
alors :

il[v//] = F*[CV”] = F*[CV’] = fi[v/] =h.

En effet, montrons que Fi[cy~] = f/[V"] (la seconde égalité résultant du fait
que V" est homologue & V' dans K(V')). Pour cela, regardons ce qui se passe au
niveau des complexes de chaines. Rappelons que le cycle cy, qui représente la
classe fondamentale [V"] dans H,(V";Z), peut étre considéré comme un cycle
de K (V). Nous mettrons f#§ en indice pour les applications induites au niveau
des complexes de chaines. Désignons par & une chaine (cycle) de dimension
n dans K(m,1) qui représente la classe " = f”[V"]. 1l existe &' chaine de
dimension n+1 dans K(m, 1) telle que f'(cy») = € +0%'. Comme F prolonge
f"a K(V), ona Fy(cyr) = fi'(cvr) et ainsi :

Fy(eyr) =6+ 06"
Il en résulte que Fy(cy-) est homologue & & donc Fi[cy~] = fI[V"].

Passons a l'inégalité concernant les systoles relatives. On se rappelle tout
d’abord que

syst(V") = inf {ai\s?c(ﬂ”,'y AT eV et ye GV \ {1G(‘77,)}} )

ott V/ — V" est le revétement associé au sous-groupe ker f/ de w1 (V") et
G(V") est le groupe des automorphismes de ce revétement. Soit v/ € V" C
K(V), cette derniére inclusion résultant du fait que (V, f, g) est un cycle nor-

malisé. Pour v dans G(ffv”) \ {1

G(W/)}7 on choisit un cube K; de K(V) qui

contient . Par construction de K (V'), il existe ¥ dans V tel que K; contienne
J(@). Le cube Ky =~ - K contient alors « - 7"/, ainsi que - J(¥) = J(y- ). Il
vient ainsi : .

dist(i?”, Y 5”) > diSt(Kl, KQ)
Comme syst(V, f,9) = 2 < ai\.;t(ﬁ,'y - ¥), on obtient, d’aprés le lemme 3.6
appliqué a m = 2, dist(K4, K3) > syst(V, f,g). Ainsi :

dist (3", - ") = syst(V, f, g)-
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Cette derniére inégalité étant valable pour tout 7" dans 177’, on obtient le
résultat souhaité, via le théoréme 3.1. O

REMARQUE 3.10. — On peut toujours supposer, et ce sera le cas dans la suite,
que le cycle géométrique initial (V, f, g) est normalisé : voir [3].

4. Preuve des théoréemes A et B

4.1. La preuve du théoreme B. — On part d’un cycle géométrique (V, f,g)
(normalisé, voir remarque ci-dessus et théoréme 3.9) qui représente h tel que
syst(V, f, g) = 2. On choisit une partie Vy de V, suffisamment dense dans V', ce
qui permet de construire, pour € > 0 suffisamment petit, le complexe cubique
K (V) ainsi que la pseudo-variété V' = J(V) de K (V) (voir la remarque 2.13).

Introduisons maintenant une notion particuliére de volume d’une classe d’ho-
mologie a dans H,(K(V);Z). Pour a dans H,(K(V);Z), on considére l’en-
semble C'(a) des pseudo-variétés de dimension n incluses dans K (V) qui repré-
sentent a. On pose :

vol(a) = inf {vol(c) | c € C(a)} .

Notons, par abus, [V'] la classe d’homologie de ¢y dans K (V). On appellera
suite minimisante (pour vol[V’]) une suite ¢; de pseudo-variétés dans K(V),
homologues a V’, telle que :

vol(¢;) — vol[V'].
+o0
Si une suite minimisante (¢;) converge au sens de Hausdorfl vers une partie
compacte W de K(V), on dira que W est minimale lorsqu’aucune partie propre

de W (i.e. aucune partie incluse dans W et distincte de W) n’est limite de
Hausdorff d’une autre suite minimisante ¢, dans K (V).

Rappelons aussi ce qu’est la distance de Hausdorff. Soit (X, dist) un espace
métrique. Notons K (X) I’ensemble de toutes les parties compactes de X . Pour
AC X et e >0, on pose :

tube(A,e) = {z € X | dist(z, A) < e} .
Pour A et B dans K(X), la distance de Hausdorff entre A et B est :
disty (A, B) =inf{e > 0| A C tube(B,e) et B C tube(4,¢)}.

On sait alors que (K (X), disty ) est un espace métrique, qui de plus est com-
pact lorsque X Dest. On utilisera dans la suite les résultats suivants (voir [7]).
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R1. Si (Ap) est une suite dans K(X) telle que A, . A€ K(X), pour

disty, alors A est exactement ’ensemble des limites des suites conver-
gentes (z,) dans X telles que x, € A, pour tout p € N.
R2. Si (Ap) est une suite décroissante (pour l'inclusion) dans K(X), alors
elle converge pour disty vers ﬂ A, dans K(X).

peEN

LEMME 4.1. — On peut choisir une suite minimisante (V;) de pseudo-variétés
dans K (V') qui converge pour la distance de Hausdorff vers une partie compacte
minimale, notée Wy, de K(V).

Démonstration. — Soit W ’ensemble des parties compactes de K (V') qui sont
limites de Hausdorff de suites minimisantes, muni de la relation d’ordre par-
tielle C. On montre que c’est un ensemble inductif au sens suivant : toute
partie totalement ordonnée de W admet un minorant dans W. Le lemme de
Zorn fournira alors un élément minimal W, de W.

Soit Wy une partie totalement ordonnée de W. On écrit Wy = (Wy)aca-
On considére :

Koo =[] Wa.
a€cA

C’est une partie compacte de K (V). On montre alors qu’il existe une suite

(W;)ien dans Wy, décroissante pour I'inclusion, telle que :

Koo = (Wi
ieN
En effet, pour 7 dans N, notons U; le voisinage tubulaire ouvert de K, de
rayon 2~ ¢ dans K (V). Fixons i dans N. Le complémentaire F; de U; dans K (V)
est un fermé de K (V) : c’est donc un compact. De plus, comme K, C F;, on
a:
F; C U Oa,
a€cA
ot O, est le complémentaire de W, dans K (V). Par compacité, il existe une
partie finie B; de A telle que :

F; C U Oﬁ.
BEB;
Ainsi, ﬂ Ws C U;.
BEB;
Comme B; est une partie finie de A, 'ensemble {Wjs};_p admet un plus
petit élément, que ’on note W;. On a alors W; € Wy et Koo C W; C Uj.
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Il en résulte que : Koo = ﬂ W;. Comme on peut de plus imposer B; C B, 1
ieN
pour tout ¢ € N, la suite (W;);en est décroissante.
Montrons maintenant que Ko, € W. Pour j € N, chaque W} est dans W : il

existe donc une suite minimisante (¢! );en telle que :

d Low;

1— 400

Pour tout j dans N, il existe k; € N tel que pour tout ¢ > k; on ait :

vol(¢}) — vol[V']| < 277.

Puis, comme c{ A, W;, il existe £; € N tel que, pour tout 7 > £;, on ait :
(8) dist (¢, W;) < 277

On construit alors une suite minimisante (c;) en posant, pour tout j dans
Zj ot i; = max(k;,¢;). Il s’agit bien d’une suite minimisante puisque
pour tout j entier naturel on a :

|vol(c)) — vol[V']| < 277.

N:c;»:c

Puis, on sait que W; A, K (c’est la propriété R2). Ainsi, pour tout € > 0,
il existe jo entier tel que, pour tout j > jg, on ait :

disty (W;, Koo) < €.
D’aprés (8) on a : disty(c;, Wj) < 277, Pour j > j; convenable, on a donc :
dist (¢}, Koo) < €.
Ainsi, pour j > max(jo, j1), il vient, par inégalité triangulaire :
dist (¢}, Koo) < disty (¢}, Koo) + disty (Koo, Wj) < 2¢

ce qui prouve que la suite (c;) converge au sens de Hausdorff vers K. Il en

résulte que Ko, est un minorant dans W de Wj. O

On peut noter qu’il n’y a pas forcément unicité de la partie minimale com-
pacte W, de K(V). On aura besoin, pour la suite, des deux résultats suivants.

LEMME 4.2. — Soient 0 < a < 8 et ¢ > 0 des réels, ainsi que a : [o, ] — R
et v: [a,B] — RT des fonctions. On suppose que :

H1. Pour tout R € [, 8] on a v(R) > ff a(t) dt ;

H2. Pour tout R € [, 8] on a v(R) < cla(R)]7-T.

Alors, pour tout R dans [, 8], on a : v(R) > R—a)".

cn—lnn (
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Démonstration. — Pour tout R dans [«, 5], on pose A(R) = ff’ a(t) dt. Pour

tout ¢ dans [o, (], selon HI et H2, on a : A(t) < c[A’(t)]7"1, ce qui améne :

e oM

En intégrant, pour R dans [«, 3], on obtient :

c
1
Comme A(a) > 0, il vient, pour tout R € [, 5] : A(R) > ——(R—a)".
nmtch—
On utilise alors HI pour conclure. O
THEOREME 4.3 (Inégalité d’Eilenberg). — Soient X un espace métrique et z

un cycle de dimension n dans X . Il existe une constante E,,, qui ne dépend que
de la dimension n, telle que pour toute application 1-lipschitzienne f: X — R
on ait :

volzN{f <r}) > /OT vol(z N {f = t})dt,

pour presque tout v dans R. De plus, z N {f =r} est un cycle de dimension
n — 1 pour presque tout r € R.

Pour ce résultat, je renvoie a [10] p. 21 et [8] p. 101. On va utiliser ce
résultat avec X = K(V) et la fonction f = dist(x,.) ol * est une partie de
K (V). L’hypothése HI du lemme 4.2 est en fait 'inégalité d’Eilenberg.

Le lemme 4.1 nous autorise & prendre une suite minimisante (V;) (pour
vol[V’]) de pseudo-variétés dans K (V'), qui converge pour la distance de Haus-
dorff vers une partie compacte minimale W, de K (V).

Fixons maintenant a €]0,1] et p > 0. On va alors démontrer le résultat
suivant.

LEMME 4.4. — Il existe une constante réelle A, > 0 (indépendante de a et p),
et une extraction ¢ : N — N telle que, pour tout ¢ dans N, pour tout v dans
V(i) et tout R dans [a, 1] on ait :

VOl(Ccp(i)(R)) = An (R - a)"

ot ¢;(R) = V; N Tube(B;(v, R), p), Tube(B;(v, R), p) désignant le voisinage
tubulaire de rayon p de la boule B;(v, R) de V; dans K(V).

On raisonne par I’absurde. On suppose donc que :
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(P) Pour tout réel A > 0, il existe ig € N tel que, pour tout i > ig, on ait
Uexistence de v; dans V; et de R; € [a,1] pour lesquels :

vol(¢;(R;)) < A(R; — a)"
ot ¢;(R;) = V; N Tube(B;(v, R;), p)-
Pour aboutir & une contradiction, on va construire une suite minimisante de

cycles pour le volume de la classe d’homologie [V'] qui va converger vers une
partie propre de W, ce qui contredira le caractére minimal de W.

Pour simplifier la lecture de ce qui suit, notons, pour tout ¢t > 0 et i > ig
dans N :
ci(t) = V; N Tube(B;(vi, 1), p) et z(t) = Oci(t).
Fixons provisoirement A > 0. Comme la propriété (%) est supposée vraie, il
existe une suite (r;) dans [a, R;] telle que :

(9) vol(ci(ri)) > (Ain> wT vol(zi(r;)) 7T

ot z;(r;) = 9c¢;(r;). En effet, cela résulte du lemme 4.2, appliqué aux réels
a = a, B = R; et aux fonctions a(t) = vol(z;(t)) et v(t) = vol(c;(t)).
Il vient alors :

n—1

n

vol(z;(ry)) < ((An”)nll vol(ci(ri))>

—1

1 n
< Annvol(e;(R;)) =

n—1

1
< Annvol(c(ry)) =

n—1
n

1 n—1
< AnnA ™+ R < An.

i
Supposons maintenant que :

(10) An < ap-1,

ol o, —1 est une des deux constantes définies par le théoréme 2.14 (voir p. 740).
En vertu de ce théoréme, il existe, pour tout ¢ > iy, une chaine C; de dimen-

sion n dans K(V), dont le bord est z;(r;), qui est contenue dans le voisinage

1

tubulaire de rayon g; = 8,_1 vol(z;(r;)) ™1 et qui vérifie :

(11) vol(C;) < Bn_1vol(z;(r;)) 7.
On considére maintenant la suite de cycles :

V! =Vi—ci(ri) +C; (i =1p).

On va démontrer qu’il s’agit d’une suite minimisante pour le volume de la
classe d’homologie [V’] qui (& une extraction prés) converge (pour la distance
de Hausdorff) vers une partie propre de W.
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Tout d’abord, pour i > g et pour A petit, les V/ sont homologues & V'. En
effet, pour tout @ > ig, O¢;(r;) = 0C; = z;(r;) donc C; — ¢;(r;) est un cycle de
dimension n dans K (V). Puis on a pour i > ig, en vertu de la propriété (&)
p. 753, vol(c;(r;)) < A. Ainsi, pour ¢ > i :

vol(C; — ¢i(r3)) < vol(ei(ri)) + vol(Cy) < A+ Br—1vol(zi(r;)) =T
<A+ Bna (An")ﬁ vol(ci(rs)) < A+ Bn_1(An)w-1.
Pour
(12) A+ Bro1(An) 7T < ap,

C; — ¢;(r;) est un bord selon le théoréme 2.14.

LEMME 4.5. — Pour un choix convenable de la constante A, on a :
_ ligl vol(V/) = vol[V'].
Démonstration. — Montrons tout d’abord que :
vol(c;(r;)) — Vol Remp(2;(r;) C K(V)) T 0.

On raisonne par ’absurde. Supposons que, quitte & extraire, on ait, pour tout
i > ig, vol(c;) — Vol Remp(z;(r;) C K(V)) > v > 0. On considére la suite
de cycles V! = V; — ¢;(r;) + W;, ou W, est une chaine de K (V) telle que
vol(W;) < VolRemp(z(r;) C K(V)) + 1 et OW; = 2. On peut d’ailleurs
supposer que vol(W;) < vol(¢;(r;))

Pour i > iy, chaque V" est encore homologue & V', & condition que A soit
suffisamment petit. En effet, pour i > i, W; — ¢;(r;) est un cycle de dimension
n dans K(V), et on a (grace a la propriété (P)) :

vol(W; — ¢;(r;)) < vol(e;(r;)) + vol(W;) < 2A.

Ainsi, toujours par le théoréme 2.14, le cycle W; — ¢;(r;) est un bord dés que :

an
< —.
(13) A<
Or
vol(V/") < vol(V; — ¢i(ri)) + vol(W;)

R

< v
< vol(V;) — vol(c;(r;)) + Vol Remp(z;(r;) € K(V)) +
< vol(Vi) = 7+ F < vol(Vi) - 3.

Il en résulte que, pour 4 grand, vol(V;’) < vol[V'], ce qui contredit la définition
de vol[V’]. On a donc :

(14) vol(c;(r;)) — Vol Remp(z;(r;) C K(V)) — 0

1—~+00
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Puis, pour tout ¢ > ig, on a :
vol(c;(r;)) — Vol Remp(2;(r;) C K(V)) >
T vol(z;(ri)) 7T — Bp_1vol(zi(r;)) =T

1

1 \nr-t n
<An”> — Bn—1 | vol(z;(r;))=T.

On se demande alors s’il est loisible de choisir A de sorte que (10), (12) et
(13) soient vraies avec la contrainte :

1
1 \n-1
<An") - /371—1 > 0.

Mais on a :
1

b m—,@’ >O@L>ﬂ”‘1©#>A
Ann nt Ann mTET g Tinn '

1 n—1
An") — Bn—1 > 0 de sorte que (10),
(12) et (13) soient vraies. Or, pour tout i > ig, on a :

vol(¢;(r;)) — Vol Remp (z;(r;) € K(V))) >

Ainsi, on peut choisir A tel que <

1 \n1 n
— (r:))»—1 > (.
<An") Bn-1 | vol(zi(r;)) =0

Par sandwich, avec (14), on obtient vol(z;(r;)) . 0.

Selon (11), on obtient vol(C;) . 0 et Vol Remp(z;(r;) C K(V)) — 0.

+oo
Selon (14), on peut conclure que vol(c;(r;)) . 0. O

LEMME 4.6 (Ou pourquoi il n’y a pas de doigt). — Quitte o extraire, la suite
(V) converge pour la distance de Hausdor[f vers une partie compacte propre
Wy de W .

Démonstration du lemme 4.6. — Quitte & extraire, la suite (V) converge pour
la distance de Hausdorff vers une partie compacte Wi de K (V). On exhibe alors
un point w € Wy, qui n’est limite d’aucune suite (w;) telle que w; € V; pour
tout ¢ > 9. Rappelons que ¢;(r;) = V; N Tube(B(vi,n-),p), de sorte que, pour
tout @ > 49, on a dist(v;, z;(r;)) = p, ot « dist » désigne la distance dans K (V).
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v; v; w

Cette partie
ci(ri) _ _ de Wy n’est pas
dans W,

2i(r:) zi(ri)

Ficure 6. Couper les doigts

Quitte & négliger une nouvelle extraction, on peut supposer que l'on a :
v; — w € Wg.
+oo

Considérons une suite (w;) telle que, pour tout i > ig, on ait w; € C;.
Rappelons nous aussi que C; est contenue dans le voisinage tubulaire de rayon
1
€; = PBn-1vol(z;(r;)) =1 de z;(r;) et que 'on a &; . 0.
o0

A partir d’'un certain rang, on aura donc dist(w;,w) > g, puisque
dist(z;(r;),v;) = p. En effet :

dist(z;(r;), vi) < dist(z;(rs), w;) + dist(w;, w) + dist(w, v;)
et dist(z;(r;), w;) o 0, dist(w, v;) . 0.

Le point w ne peut étre limite d’une suite (w;) telle que w; € C; pour tout
i > 1p. Mais, pour tout w; € V/\ C;, on a dist(v;, w]) > p : ainsi w ne peut
étre limite d’une suite (w;) telle que w; € V; & partir d’un certain rang. Selon
le résultat R1 (p. 750), w ¢ Wj.

Montrons enfin que W7 C W. Soit wy; € Wj. Il existe alors une suite
(v]) dans K(V) telle que v] W et v; € V/ a partir d’un certain rang.
oo

Supposons, qu’a partir d’un certain rang, on ait v, ¢ C;. Le point w; est donc

dans W, d’aprés le résultat R1. Sinon, quitte & extraire, on peut supposer que

v; € C; a partir d’un certain rang. Dans ce cas, dist(z;(r;),v}) . 0. 11 existe
(o)

donc une suite (z;) dans K (V) telle que z; € z;(r;) et dist(z;,v}) . 0. Par
o0
compacité, quitte a extraire, on peut supposer que x; g~ x. D’aprés le résultat
[e.e]
R1, z € W,,. Mais, par inégalité triangulaire, on obtient v} = Par unicité
o0

de la limite, il vient w; € W.
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En conclusion, W7 est une partie compacte propre de W, qui est limite d’une
suite minimisante de pseudo-variétés, ce qui contredit le caractére minimal
de Wy O

Le lemme 4.4 est alors prouvé. Ce lemme étant vrai pour p arbitrairement
petit, le théoréme B est alors démontré, la métrique riemannienne lisse par
morceaux sur les pseudo-variétés V; étant celle fournie par la remarque 1.5
p. 733. L’application f; étant égale a la restriction de F' a chaque V; (voir, pour
les notations, le lemme 3.7 et la p. 747).

4.2. La démonstration du théoreme A. — Fixons € > 0. On prend un cycle

géométrique normalisé (V7, f1,91) tel que syst(Vy, f1,91) =2 et a(Vi, f1,91) <

o(h)+e1 ot g1 > 0 est petit. Pour €5 > 0, suffisamment petit, et V une partie

suffisamment dense de Vj, on peut construire le complexe K (V7), ainsi que le

plongement V' = R., o Iy(V1) de Vi dans K (V7). L’application R, o Iy étant
1

lipschitzienne de rapport ——
1-— 262

,on a:

vol(V') < <1 — 2€2> vol(V1, g1).

Puis, le théoréme B nous donne, pour tout a fixé dans ]0,1], une suite
(Vi, fi,gi) de cycles géométriques, qui représentent la classe d’homologie h,
telle que :

1. vol(V;) . vol[V'];
2. Pour R € [a,1], les boules B(R) de rayon R dans chaque V; véri-
fient :

(15) vol(B(R)) = An(R — a)"

Comme vol[V’] < vol(V’, go), il vient vol[V'] < (1 5% ) vol(V1, g1).
—2¢e2

Soit €3 > 0. Pour ¢ suffisamment grand, puisque vol(V;) . vol[V’], on a :
oo

(16) vol(V;) < (1 +¢€3) ( )" vol(V1,¢91)

Or vol(V;, g;) = vol(V;), et, d’aprés le théoréme 3.9, on a :
2= SySt(‘/la fl’ fl)) < SySt(‘/i’ flagl)

1—262

Il en résulte que :

0(‘/17f1ﬂgl) < (]' +E3) ( > U(‘/laflygl)

1—262

< (1+e3) ( )n(a(h)+£1).

1—262
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Un choix judicieux de €1, €2 et €3 permet d’obtenir, pour ¢ suffisamment grand :
U(V:ia fi)gi) < U(h) +e.

1 iy 91
Puis on a o(h) < M,
sySt(VHfzagl)n
o(h) + €1, on obtient :

U(Vhflagl) — €1 g O'(h) < o-(‘/iafiagi)'

donc, en utilisant U'inégalité o(V7, f1,91) <

Cela améne :

on
VOI(Vvlvflagl) _Qnsl g nVOI(‘/iagi)'

SySt(‘/th fi7 gz)
A partir d’un certain rang, on obtient finalement, en utilisant I'inégalité (16),
VOI(‘/’iv g’L)

syst(Vi, fi, ga)" < 2"
yst(Vi, £is 91) vol(V1, f1,91) — 27y

< 2"(1 + 84),

pour tout €4 > 0 fixé & ’avance.
Techniquement, on a donc prouvé que, pour tout € > 0, a > 0 et b > 0
petits, il existe un cycle géométrique (V, f, g) représentant h tel que

o(V,f,9) <o(h)+e et vol(B(R)) > Ap(R—a)"

pour tout R € [a, %syst(V, fyg) — b], ce qui achéve la preuve du théoréme A.

5. Autour du théoréeme A et de sa démonstration

Je vais, dans ce paragraphe, donner quelques conséquences immédiates du
théoréme A et commenter quelques notions rencontrées, notamment donner
une définition alternative des cycles réguliers.

5.1. Quelques conséquences du théoreme A. — La premiére conséquence
concerne le volume systolique d’une classe d’homologie non nulle dans
H,(m;Z), lorsque 7 est un groupe de présentation finie.

THEOREME 5.1. — Soient w un groupe de présentation finie et n > 1. Il existe
une constante C, > 0, qui ne dépend que de n, telle que pour toute classe
d’homologie non nulle h dans H,(7;Z) on ait :

a(h) = C,.

Démonstration. — Soit h € H,(w;Z). Fixons provisoirement £ > 0. Il existe
alors, selon le théoréme A, un cycle géométrique e-régulier (V, f, g) qui repré-
sente la classe h. Soit v € V. On a alors :

vol(V,g) > vol(B(v, 3syst(V: £,0)) > 52 syst(V, £,9)"
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Ay,
11 en résulte que o(V, f,g) > o Ainsi :

An
. : ) - An
En faisant tendre € vers 0, on obtient le résultat souhaité, avec C,, = on [

On peut alors en déduire une preuve de l'inégalité systolique de Gromov.

INEGALITE SYSTOLIQUE DE GROMOV 5.2. — Il existe une constante C,, > 0
telle que pour toute variété essentielle et orientable M de dimension n on ait :

o(M) > C,.

Démonstration. — Soit M une variété essentielle orientable de dimension n,
de groupe fondamental 7. Il existe une application f : M — K(m,1), unique a
homotopie prés, telle que la classe h = f.[M] soit non nulle, ou

fe : H(M;Z) - H,(7;Z)

est le morphisme induit en homologie. D’aprés le théoréme 5.1, on a o(h) > Cp,
pour une constante universelle C,, > 0 qui ne dépend que de n. Mais (M, f) est
une représentation normalisée admissible de k : selon [5], ona o(M) = o(h). O

On peut trouver une démonstration de l'inégalité systolique de Gromov
dans [1], méme pour des variétés non orientables, qui utilise les courants dans
les espaces métriques.

5.2. Cycles réguliers et remplissage. — Considérons un complexe L, muni d’une
métrique riemannienne lisse par morceaux, dans lequel les cycles vérifient une
inégalité isopérimétrique semblable & celle du théoréme 2.14. Plus précisément
on suppose que la propriété suivante est vérifiée dans L.

Inégalité isopérimétrique dans L. — Pour tout cycle z de dimension n dans
L, il existe une constante c,, telle que :

(17) Vol Remp(z C L) < cn[vol(z)]nTH.

DEFINITION 5.3. — Soit (V, f,g) un cycle géométrique inclus L, g étant la
métrique induite par celle de L. Soit € €]0, %syst(V, fs9)[- On dira que (V, f, g)
est & remplissage e-régulier lorsque pour tout R dans [e, %syst(V, fy9)[, les
boules By (R) de rayon R dans V vérifient :

(18) vol(By(R)) < (1 + ¢)Vol Remp(dBy (R) C L)
REMARQUE 5.4. — Comparer avec la définition donnée en [10], 6.4 p. 70.
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THEOREME 5.5. — Soit (V, f, g) un cycle géométrique a remplissage e-réqulier
dans L. Pour tout R dans [e, %syst(V, fs9)[, Les boules By (R) de rayon R dans
V' vérifient :

vol(By (R)) = C,(R — )",

pour une certaine constante C,, qui ne dépend que de n.

Démonstration. — Soit R € [g, syst(V, f,g)[. On pose z(R) = dBy(R), qui
est un cycle de dimension n — 1 dans L. Avec les inégalités (17) et (18), on
obtient :

n+1

vol(By (R)) < (1 + €)Cw[vol(8By (R))] .

Le lemme 4.2 assure alors que :

1
(1+e)n=1Cn~ (n)
1

ce qui est le résultat souhaité avec C), = m O
Cn n

vol(By (R)) > - (R—e),

REMARQUE 5.6. — Assurer 'existence de cycles a remplissage e-régulier dans
le complexe K (V') pourrait permettre de démontrer le théoréme A. Mais une
telle existence n’est pas plus facile & établir que la démarche proposée ici dans
la preuve du théoréme A.
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