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Résumé. — Let µ denotes the Möbius function and t = (t(n))n∈N be the Thue-Morse
sequence, defined by t(n) = +1 if the number of 1 in the dyadic representation of n is
even and t(n) = −1 otherwise. The aim of this work is to give an asymptotic formula
for S(N) =

∑
n<N µ2(n)t(n) and to prove that S(N) < 0 for N big enough. This

shows that square-free integers provide a first example of non-linear Moser-Newman
phenomenon. Our method gives a similar result for z-th power free integers.
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600 C. MAUDUIT & C. G. MOREIRA

1. Introduction

Dans tout cet article, on désigne, pour tout nombre entier positif n, par s(n)

le nombre de 1 dans la représentation binaire de n (c’est-à-dire la somme
des chiffres de n écrit en base 2) et par µ la fonction de Möbius définie
par µ(1) = 1, µ(p1 · · · pk) = (−1)k si p1, . . . , pk sont des nombres premiers
distincts et µ(n) = 0 si n est divisible par le carré d’un nombre premier. On
pose α = log 3

log 4 et, pour tout nombre réel x, e(x) = exp(2iπx).

1.1. Phénomène de Moser-Newman. — La suite de Thue-Morse t = (t(n))n∈N
= ((−1)s(n))n∈N, dont on peut faire remonter l’origine à la note [26] publiée par
Prouhet en 1851, a été étudiée par de nombreux auteurs dans des contextes
variés : algèbre, analyse harmonique, arithmétique, combinatoire, géométrie,
systèmes dynamiques, ... (voir [1, 18]).

Gelfond a étudié dans [11] de manière précise la répartition des progressions
arithmétiques dans la suite t, montrant en particulier que pour tout (a, b) ∈ N2,
a 6= 0, on a

(1)
∑
n<N

t(an+ b) = O(Nα).

Il résulte de (1) que la fréquence d’apparition de +1 est égale à la fréquence
d’apparition de −1 dans la suite (t(3n))n∈N. Mais Moser a conjecturé vers la
fin des années 60 le phénomène surprenant suivant : à tout moment, le nombre
d’apparitions de +1 est strictement supérieur à celui de −1, c’est-à-dire que
pour tout nombre entier N ≥ 1, on a

∑
n<N t(3n) > 0. Newman a donné

une première preuve de cette conjecture dans [23] et Coquet a donné dans [4]
une formule précise permettant d’exprimer la somme

∑
n<N t(3n) : pour tout

nombre entier N ≥ 1, on a

(2)
∑
n<N

t(3n) = h(N) +NαF (log4N),

avec

h(N) =

{
0 si N pair
(−1)s(3N−1)

3 si N impair

et F une fonction continue nulle part dérivable de période 1 vérifiant

(3) inf F =
2
√

3

3
, supF =

55

3
(

3

65
)α

et qu’il a étudié de manière détaillée. En particulier il montre que si l’on pose
x(N) = 3N

4blog4 3Nc ∈ [1, 4[, on a alors

(4) F (log4N) = 2 · 3α−1x−1φ(x),
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avec φ(x) =
∑
a≥0

d(a)
3a , où les coefficients d(a), à valeurs dans l’ensemble

{0,± 1
2 ,±1,± 3

2 ,±2}, sont déterminés explicitement en fonctions du développe-
ment 4-adique du nombre réel x ∈ [1, 4[ et en déduit que si les nombres réels x
et y vérifient 1 ≤ x < y < x+ 1

4u ≤ 4, alors

(5) |φ(x)− φ(y)| ≤ 2

3u
.

Drmota et Stoll ont montré dans [7] que, pour tout nombre entier N ≥ 1, on
a
∑
n<N

t(3n + 1) < 0 et
∑
n<N

t(3n + 2) ≤ 0 (voir également [8]). Le cas général

des sommes associées à des progressions arithmétiques quelconques

(6)
∑
n<N

t(an+ b), (a, b) ∈ N2, a 6= 0

est techniquement plus délicat. Drmota et Skałba ont donné dans [6] des for-
mules analogues à celle de Coquet ([2]) pour la somme (6) (voir également [12]
pour le cas où a est un nombre premier, [13] pour le cas où a = 3r5s ((r, s) ∈ N2)

et [7] pour une généralisation aux sommes
∑
n<N

e(sq(an+ b)/m), où sq désigne

la fonction somme des chiffres en base q et m ∈ N\{0}) dont ils ont pu déduire
en particulier les résultats remarquables suivants (voir également [2] pour le
cas où m divise q ou q − 1) :

– si 3 | a ou si a− 1 est une puissance de 4, alors
∑
n<N

t(an) > 0 pour tout

nombre entier N assez grand ;
– le nombre de nombres premiers p ≤ x tels que

∑
n<N

t(pn) > 0 pour tout

nombre entier N assez grand est négligeable par rapport à x
log x .

Pour tous nombres entiers positifs a et b les suites (t(an+ b))n∈N sont 2-au-
tomatiques (voir [9, Chapter 5] pour cette notion) et les résultats précédents
reposent sur des estimations fines des valeurs propres des matrices associées
à ces automates. Mais lorsque (un)n∈N n’est pas une progression arithmétique
(ou une suite ad hoc), les méthodes issues de l’algèbre linéaire ne sont plus
directement utilisables et on ne connaît aucun résultat concernant le signe
de

∑
n<N

t(un). Citons par exemple les deux conjectures suivantes, dues à Dr-

mota, Mauduit, Rivat, Shevelev et Skałba :

Conjecture 1.1. — Pour tout nombre entier N ≥ 5, on a(1)
∑
n<N

t(n2) < 0.

(1) On sait, d’après [20], que
∑

n<N
t(n2) = o(N).
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602 C. MAUDUIT & C. G. MOREIRA

Conjecture 1.2 (voir [28, 29]). — Pour tout nombre entier N ≥ 11, on a
N∑
n=1

t(pn) < 0 (pn désigne le n-ième nombre premier)(2).

1.2. Présentation du théorème principal. — Il résulte de [17] et [14] que∑
n<N µ(n)t(n) = o(N), c’est-à-dire que la fonction de Möbius est, en ce

sens, orthogonale à la suite de Thue-Morse t. Ceci illustre sur cet exemple
le principe d’aléa de Möbius (voir [15, page 338]), principe dont Sarnak a
donné dans [27] une version plus précise en l’énonçant dans le cadre plus
formel de la théorie des systèmes dynamiques. Remarquons que Dartyge et
Tenenbaum ont démontré dans [5] que

∑
n<N µ(n)t(n) = O(N/ log logN) et

que Mauduit et Rivat ont obtenu dans [21] un théorème des nombres premiers
pour la suite t, la méthode introduite dans [21] permettant de démontrer
que

∑
n<N µ(n)t(n) = O(Nλ), avec λ < 1.

Il serait naturel d’énoncer, en vertu de ce principe, la conjecture suivante :

Conjecture 1.3. — La somme
∑
n<N µ(n)t(n) change infiniment souvent de

signe.

L’objectif de cet article est d’étudier le comportement de la somme∑
n<N µ

2(n)t(n). Les fonctions µ et µ2 ont une grande complexité symbolique
au sens suivant : Peckner a montré dans [25] (voir également [27]) que l’entropie
topologique du système dynamique symbolique des nombres sans facteur carré
(X(µ2), T )(3) (où T est le décalage sur l’espace {0, 1}N et X(µ2) l’adhérence
pour la topologie produit de {0, 1}N de l’orbite de µ2 sous l’action de T )
est strictement positive, égale à 6

π2 log 2. Le système dynamique symbolique
(X(µ2), T ) étant un facteur du système dynamique de Möbius (X(µ), T ),
cela montre que l’entropie topologique de (X(µ), T ) est également strictement
positive, comprise entre(3) 6

π2 log 2 et 6
π2 log 3.

Notons Q l’ensemble des nombres entiers qui ne sont divisibles par le carré
d’aucun nombre premier et posons, pour tout nombre entier N ≥ 1

(7) S(N) =
∑
n<N
n∈Q

t(n) =
∑
n<N

µ2(n)t(n).

L’approche directe développée par Gelfond dans [11] permet de montrer
que S(N) = O

(
N

1+α
2

)
(et [16] annonce, sans démonstration, la majoration

S(N) = O (Nα)), mais aucune de ces méthodes ne permet d’étudier le signe
de S(N). L’objet de ce travail est de présenter une méthode permettant de

(2) On sait, d’après [21], que
∑

n<N
t(pn) = o(N).

(3) Cellarosi et Sinai ont étudié dans [3] le facteur de Pinsker de (X(µ2), T ).
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déterminer le comportement de la somme S(N) et de démontrer le théorème
suivant :

Théorème 1.1. — On a

S(N) = − 2

π2
(1 + o(1))

∑
n<N
3|n

t(n)

= − 2

π2
(1 + o(1))

(
N

3

)α
F

(
log4

N

3

)
,

où F est la fonction de Coquet.

Corollaire 1.2. — Il existe N0 ∈ N tel que, pour tout nombre entier N ≥ N0

on a S(N) < 0.

Pour démontrer ce théorème, nous allons montrer que pour tout d0 ∈ 2N+1,
il existe β(d0) < α et ε(d0) vérifiant lim

d0→+∞
ε(d0) = 0 tels que

S(N) = − 2

π2

(
N

3

)α
F

(
log4

N

3

)
+R(N),

avec
|R(N)| ≤ ε(d0)N

α +Od0(N
β(d0))

et où F est la fonction de Coquet définie par (2).

2. Lemme technique

L’étude du comportement du produit trigonométrique
∏
j<k

∣∣∣sinπ 2j`
d

∣∣∣
pour (d, k, `) ∈ N3, d 6= 0, joue un rôle crucial dans plusieurs travaux
consacrés à la suite de Thue-Morse ou à l’étude de la fonction somme des
chiffres. Par exemple, les résultats principaux de [11] et [24] reposent sur
le fait que ce produit trigonométrique est majoré uniformément en ` et d

par
(√

3
2

)k−1

et les résultats de [22] et [19] sur une majoration uniforme en `

de la forme e−ck/ log d, avec c > 0.
Mais ces majorations uniformes en ` sont trop grossières pour permettre

d’étudier le signe de S(N). Pour ce faire, nous allons démontrer une majoration
en moyenne sur ` de ces produits trigonométriques, qui est l’objet du lemme
suivant.

Lemme 2.1. — Si d ∈ 2N + 1 et si k ≥ 2blog2 dc, alors

1

d

∑
`<d

∏
j<k

∣∣∣∣sinπ 2j`

d

∣∣∣∣ ≤
(√

3

2

)k √
3

dlog2(3/2)
.
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604 C. MAUDUIT & C. G. MOREIRA

Démonstration. — Posons r = blog2 dc (c’est-à-dire 2r ≤ d < 2r+1).

Comme k ≥ 2r, on écrit∏
j<k

∣∣∣∣sinπ 2j`

d

∣∣∣∣ = ∏
j<2r

∣∣∣∣sinπ 2j`

d

∣∣∣∣ ∏
2`≤j<k

∣∣∣∣sin 2jπ`

d

∣∣∣∣
et on commence par majorer le dernier terme par

(√
3

2

)k−2`−1

(voir par exemple
[11, Lemme II], [24, Lemma pp. 72-73] ou [10, formule (2.10)]).

Pour majorer
∑̀
<d

∏
j<2r

∣∣∣sinπ 2j`
d

∣∣∣, on remarque que d étant impair, la multi-

plication par 2r est une bijection de Z/dZ, et donc∑
`<d

∏
j<2r

∣∣∣∣sinπ 2j`

d

∣∣∣∣ =∑
`<d

∏
j<r

∣∣∣∣sinπ 2j`

d

∣∣∣∣∏
j<r

∣∣∣∣sinπ 2j(2r`)

d

∣∣∣∣
≤
∑
`<d

∏
j<r

sin2 π
2j`

d

en appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Or

∑
`<d

∏
j<r

sin2 π
2j`

d
=

1

4r

∑
`<d

∏
j<r

∣∣∣∣1− e(2j`

d

)∣∣∣∣2 =
1

4r

∑
`<d

∣∣∣∣∣∑
n<2r

(−1)s(n)e

(
n`

d

)∣∣∣∣∣
2

=
1

4r

∑
`<d

∑
n,m<2r

(−1)s(n)+s(m)e

(
(n−m)`

d

)
=

d

4r

∑
n,m<2r

d|(n−m)

(−1)s(n)+s(m) =
d

2r
.

On obtient donc finalement :

1

d

∑
`<d

∏
j<k

∣∣∣∣sinπ 2j`

d

∣∣∣∣
≤

(√
3

2

)k−2r−1
1

d

∑
`<d

∏
j<2r

∣∣∣∣sinπ 2j`

d

∣∣∣∣
≤

(√
3

2

)k−2r−1
1

2r
=

√
3
k

√
32k−1(3/2)r

=

√
3
k

√
32k−12r log2(3/2)

,

ce qui termine la preuve puisque 2r > d
2 .
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3. Démonstration du théorème principal

Posons, pour tout nombre entier d ≥ 1 et pour tout a ∈ Z

S
(a)
d (N) =

∑
n<N
n≡a(d)

(−1)s(n).

On a grâce à un argument classique d’inclusion-exclusion

S(N) =
∑
d<
√
N

µ(d)S
(0)
d2 (N)

et, en distinguant le cas d pair du cas d impair

S(N) =
∑
d<
√
N

d≡1(2)

µ(d)

(
S

(0)
d2 (N)− S(0)

d2 (
N

4
)

)
.

Effectuons le découpage suivant de S :

S = S0 + S1 + S2,

avec
S0(N) =

∑
d≤d0
d≡1(2)

µ(d)(S
(0)
d2 (N)− S(0)

d2 (N)),

S1(N) =
∑

d0<d≤N1/4

d≡1(2)

µ(d)(S
(0)
d2 (N)− S(0)

d2 (
N

4
))

et
S2(N) =

∑
N1/4<d<

√
N

d≡1(2)

µ(d)(S
(0)
d2 (N)− S(0)

d2 (
N

4
)).

3.1. Majoration de S2

|S2(N)| ≤
∑

N1/4<d<N1/2

d≡1 (2)

∑
N/4≤n<N
n≡0 (d2)

1 ≤
∑

N1/4<d<N1/2

d≡1 (2)

(
3N

4d2
+ 1

)

≤ 3

4
N

∫ +∞

bN1/4c

dx

x2
+
N1/2 −N1/4 + 1

2

≤ 3N

4bN1/4c
+
N1/2 + 1

2
≤ N3/4

pour N ≥ N0.
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606 C. MAUDUIT & C. G. MOREIRA

3.2. Majoration de S1

Nous avons

(8) |S1(N)| ≤
∑

d0<d≤N1/4

d≡1(2)

(∣∣∣S(0)
d2 (N)

∣∣∣+ ∣∣∣∣S(0)
d2 (

N

4
)

∣∣∣∣)

et nous allons donc maintenant majorer S(0)
d (N) pour tout nombre entier im-

pair d.

Pour tout nombre entier k ≥ 1, on a

S
(a)
d (2k) =

∑
n<2k

n≡a(d)

(−1)s(n) =
∑
n<2k

(−1)s(n) 1

d

∑
`<d

e

(
(n− a)`

d

)

=
1

d

∑
`<d

e

(
−a`
d

) ∑
n<2k

(−1)s(n)e

(
n`

d

)

=
1

d

∑
`<d

e

(
−a`
d

)∏
j<k

(
1− e

(
2j`

d

))
.(9)

Si N = 2k +N ′ avec N ′ < 2k, on a

S
(a)
d (N) =

∑
n<2k

n≡a(d)

(−1)s(n) +
∑
n<N ′

n≡a−2k(d)

(−1)s(2
k+n)

= S
(a)
d (2k) + S

(a−2k)
d (N ′).

On en déduit que si N = 2k1 + · · · + 2kν , avec k1 > · · · > kν ≥ 0 est la
représentation 2-adique du nombre entier N , alors

S
(0)
d (N) =

ν∑
i=1

(−1)i+1S
(ai)
d (2ki),

où l’on a posé a1 = 0 et ai = −
∑
j<i

2kj pour i ∈ {2, . . . , ν}.

Posons r = blog2 dc.

– Si ki < 2r, on majore les sommes S(ai)
d (2ki) trivialement par∣∣∣S(ai)

d (2ki)
∣∣∣ ≤ ∑

n<2ki
n≡ai(d)

1 ≤ 2ki

d
+ 1.
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– Si ki ≥ 2r, on majore les sommes S(ai)
d (2ki) grâce au lemme 2.1 par∣∣∣S(ai)

d (2ki)
∣∣∣ ≤ 1

d

∑
`<d

∏
j<ki

∣∣∣∣1− e(2j`

d

)∣∣∣∣
≤
√

3
ki+1

dlog2 3/2
.

Il en résulte que si l’on pose ` = max{i, ki ≥ 2r}, on a

S
(0)
d (N) =

∣∣∣∣∣∑̀
i=1

(−1)i+1S
(ai)
d (2ki) +

ν∑
i=`+1

(−1)i+1S
(ai)
d (2ki)

∣∣∣∣∣
≤

√
3

dlog2 3/2

∑̀
i=1

√
3
ki

+

ν∑
i=`+1

(
2ki

d
+ 1

)

≤
√

3

dlog2 3/2

√
3
ki+1 − 1√
3− 1

+
22r − 1

d
+ 2r

≤ 3

2
(1 +

√
3)

Nα

dlog2 3/2
+ d+ 2blog2 dc,

et donc en reportant dans (8) :

|S1(N)| ≤ 2(1 +
√

3)Nα
∑
d>d0

1

dlog2 9/4
+ 2

∑
1≤d≤N1/4

d2 + 4
∑

1≤d≤N1/4

b2 log2 dc

≤ 2(1 +
√

3)

log2 9/8

Nα

d
log2 9/8
0

+
2

3
(b(N1/4c+ 1)3 + 8bN1/4c log2bN1/4c

≤ 2(1 +
√

3)

log2 9/8

Nα

d
log2 9/8
0

+N3/4

pour N ≥ N1.

3.3. Estimation de S0. — Nous allons procéder d’une manière légèrement dif-
férente selon que d est un multiple de 3 ou non.

Écrivons

S0(N) = S0
+(N) + S0

−(N)

avec

S0
+(N) =

∑
d≤d0
d≡1(2)
d≡0(3)

µ(d)

(
S

(0)
d2 (N)− S(0)

d2

(
N

4

))
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et

S0
−(N) =

∑
d≤d0
d≡1(2)
d6≡0(3)

µ(d)

(
S

(0)
d2 (N)− S(0)

d2

(
N

4

))

et commençons par majorer S0
−(N).

Notons s l’ordre multiplicatif de 2 modulo d, q = 2s et λd = sup
`=1,...,d−1

|λd(`)|

avec, pour tont ` ∈ {1, . . . , d−1}, λd(`) =
∏
j<s

(
1− e

(
2j`
d

))
. (Remarquons que

si d = 1 on a s = 1 et λ1 = 0.)

Lemme 3.1. — Pour tout nombre entier impair d ≥ 1 on a λd ≤ 3s/2 et λd =

3s/2 si et seulement si d ≡ 0(3).

Démonstration. — Voir [6, lemme 4].

Pour tout nombre entier k ≥ 1, on a d’après (9)

S
(a)
d (qk) = S

(a)
d (2ks)

=
1

d

∑
`<d

e

(
−a`
d

) ∏
j<ks

(
1− e

(
2j`

d

))

=
1

d

∑
`<d

e

(
−a`
d

)
λkd(`),

et donc

(10)
∣∣∣S(a)
d (qk)

∣∣∣ ≤ λkd
(et si k = 0, S

(a)
d (1) ≤ 1).

Si N = δqk +N ′ avec N ′ < qk, on a

S
(a)
d (N) =

∑
j<δ

(−1)s(j)S
(a−j)
d (qk) + (−1)s(δ)S

(a−δ)
d (N ′).

On en déduit que si

(11)
N = δ1q

k1 + · · ·+ δνq
kν , avec k1 > · · · > kν ≥ 0,

δi ∈ {0, . . . , q − 1} pour tout i ∈ {1, . . . , ν} et δ1 ≥ 1

est la représentation q-adique du nombre entier N , alors

S
(0)
d (N) =

ν∑
i=1

(−1)si
∑
δ<δi

(−1)s(δ)S
(ai−δ)
d (qki),
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où l’on a posé

s1 = 0 et si =
∑
j<i

s(δj) pour i ∈ {2, . . . , ν},

a1 = 0 et ai =
∑
j<i

δj pour i ∈ {2, . . . , ν}.

Il en résulte d’après (10) que∣∣∣S(0)
d (N)

∣∣∣ ≤ ν∑
i=1

∑
δ<δi

∣∣∣S(ai−δ)
d (qki)

∣∣∣ ≤ ν∑
i=1

δiλ
ki
d

≤ (q − 1)
λki+1
d − 1

λd − 1
≤ C(d)Nα(d),

où l’on a posé C(1) = 1, α(1) = 0 et si d ≥ 3, C(d) = (q−1)λd
λd−1

et

α(d) =
log λd
log q

=
1

s
log2 λd.

On en déduit

|S0
−(N)| ≤

∑
d≤d0

d≡1,5(6)

(∣∣∣S(0)
d2 (N)

∣∣∣+ ∣∣∣∣S(0)
d2

(
N

4

)∣∣∣∣)

≤
∑
d≤d0

d≡1,5(6)

4α(d2) + 1

4α(d2)
C(d2)Nα(d2) ≤ C(d0)N

α(d0)

avec

C(d0) =
∑
d≤d0

d≡1,5(6)

4α(d2) + 1

4α(d2)
C(d2)

et
α(d0) = max

d≤d0
d≡1,5(6)

α(d2) < α

d’après le lemme 3.1.
Lorsque d est un multiple de 3, nous allons extraire de (9) les deux termes

correspondant à ` = d
3 et ` = 2d

3 et traiter la somme restante de manière
analogue au cas précédent. Pour tout nombre entier k ≥ 1, on a d’après (9) :

S
(a)
d (qk) = S

(a)
d (2ks)

=
1

d
w−a

∏
j<ks

(1− w2j ) +
1

d
wa

∏
j<ks

(1− w−2j )
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+
1

d

d−1∑
`=1
` 6=d/3
6̀=2d/3

e

(
−al
d

) ∏
j<ks

(
1− e

(
2j`

d

))
,

où l’on a posé w = e( 1
3 ).

Il en résulte que

S
(a)
d (qk) =

3

d
S

(a)
3 (qk) +

1

d

d−1∑
`=1
6̀=d/3

` 6=2d/3

e

(
−al
d

)
λkid (`).

On a donc, si (8) désigne la représentation q-adique du nombre entier N ,

S
(0)
d (N) =

3

d
S

(0)
3 (N) +Rd(N),

avec

Rd(N) =
1

d

ν∑
i=1

(−1)si
∑
δ<δi

(−1)s(δ)
d−1∑
`=1
` 6=d/3
6̀=2d/3

e

(
− (ai − δ)

d
`

)
λkid (`).

Posons
λ∗d = sup

`=1,...,d−1
` 6=d/3
6̀=2d/3

|λd(`)| < 3s/2

(d’après le lemme 3.1).
Nous allons maintenant exprimer S(0)

3 (N) et S(0)
3

(
N
4

)
en fonction de la fonc-

tion F de Coquet définie par (2). C’est l’objet des deux lemmes élémentaires
suivants.

Lemme 3.2. — Pour tout nombre entier N ≥ 1, on a

S
(0)
3 (N) =

(
N

3

)α
F

(
log4

N

3

)
+ b(N),

avec |b(N)| ≤ 23.

Démonstration. — En remplaçant N par
⌈
N
3

⌉
dans (2) et en reprenant les

estimations dues à Coquet dans [4] (voir (2), (3) et (4)) on obtient

S
(0)
3 (N) = h

(⌈
N

3

⌉)
+

(
N

3

)α
F

(
log4

N

3

)
+R(N)

où

R(N) ≤
(⌈

N

3

⌉α
−
(
N

3

)α)
supF +

(
N

3

)α(
F

(
log4

N

3

)
− F

(
log4

⌈
N

3

⌉))
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≤ 110

3.65α
1

N1−α +
2

3
Nα

∣∣∣∣∣x
(
N

3

)−α
φ

(
x

(
N

3

))
− x

(⌈
N

3

⌉)−α
φ

(
x

⌈
N

3

⌉)∣∣∣∣∣ ,
avec φ définie par (4). Pour tout nombre entier N ≥ 3, on a

⌊
log4 3

⌈
N
3

⌉⌋
=

blog4Nc (car pour des raisons de congruence le nombre entier 3
⌈
N
3

⌉
n’est

jamais de la forme 4k ou 4k + 1). On en déduit que

x

(
N

3

)
=

N

4blog4Nc

et

x

(⌈
N

3

⌉)
=

3dN/3e
4blog4Nc

,

ce qui implique d’après (5)∣∣∣∣φ(x(N3
))
− φ

(
x

⌈
N

3

⌉)∣∣∣∣ ≤ 4

3blog4Nc
≤ 12

Nα

et donc d’après (3) et (4)

R(N) ≤ 110

3.65α
1

N1−α + 8 +
2

3
Nα

∣∣∣∣∣x
(
N

3

)−α
− x

(⌈
N

3

⌉−α)∣∣∣∣∣ sup
x∈[1,4]

φ(x)

≤ 8 +

(
110

3.65α
+ 16α

)
1

N1−α ≤ 22.03.

Lemme 3.3. — Pour tout nombre entier N ≥ 1, on a

S
(0)
3

(
N

4

)
=

1

3
S

(0)
3 (N) +B(N),

avec |B(N)| ≤ 33.

Démonstration. — En effet, si N = 4M alors

S
(0)
3

(
N

4

)
= S

(0)
3 (M) =

(
M

3

)α
F

(
log4

M

3

)
+ b(M)

=
1

3
S

(0)
3 (4M) + b(M)− 1

3
b(4M)

en appliquant le lemme 3.2 pour N = M puis N = 4M .
Si N = 4M + r avec r ∈ {1, 2, 3} alors

S
(0)
3

(
N

4

)
= S

(0)
3 (M + 1) = S

(0)
3 (M) + b0(M) avec |b0(M)| ≤ 1,

ce qui entraine de la même manière

S
(0)
3

(
N

4

)
=

1

3
S

(0)
3 (4M) + b(M)− 1

3
b(4M) + b0(M)
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=
1

3
S

(0)
3 (4M + r)− 1

3
br(M) + b(M)− 1

3
b(4M) + b0(M),

avec |br(M)| ≤ r.

On a donc

S
(0)
d (N)− S(0)

d

(
N

4

)
=

3

d

(
S

(0)
3 (N)− S(0)

3

(
N

4

))
+Rd(N)−Rd

(
N

4

)
=

2

d
S

(0)
3 (N)− 3

d
B(N) +Rd(N)−Rd

(
N

4

)
d’après le lemme 3.3, et donc

S0
+(N) = 2

∑
d≤d0
d≡1(2)
d≡0(3)

µ(d)

d2
S

(0)
3 (N) +R0(N),

où

R0(N) =
∑
d≤d0
d≡1(2)
d≡0(3)

(
− 3

d2
B(N) +Rd2(N)−Rd2

(
N

4

))

vérifie
|R0(N)| ≤ C0(d0) + C1(d0)N

α∗(d0),

avec

C0(d0) = 90
∑
d≤d0
d≡3(6)

1

d2
, C1(d0) =

∑
d≤d0
d≡3(6)

4α
∗(d2) + 1

4α∗(d2)
(q − 1)λ∗d2

λ∗d2 − 1

et

α∗(d0) = max
d≤d0
d≡3(6)

log λ∗d2

log q
< α.

D’après le lemme 3.2, on a

2
∑
d≤d0
d≡1(2)
d≡0(3)

µ(d)

d2
S0

3(N) = 2
∑
d≤d0
d≡1(2)
d≡0(3)

µ(d)

d2

((
N

3

)α
F

(
log4

N

3

)
+ b(N)

)
.

Pour calculer le terme principal, nous allons utiliser le lemme suivant :

Lemme 3.4. — ∑
d≡1(2)
d≡0(3)

µ(d)

d2
= − 1

π2
.
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Démonstration. — On a
6

π2
=
∑
d≥1

µ(d)

d2
=
∑
d≡1(2)

µ(d)

d2
+
∑
d≡1(2)

µ(2d)

4d2
=

3

4

∑
d≡1(2)

µ(d)

d2
.

On en déduit
8

π2
=
∑
d≡1(2)

µ(d)

d2
=
∑
d≡1(2)
d≡0(3)

µ(d)

d2
+

∑
d≡1(2)
d≡1,2(3)

µ(d)

d2

=
∑
d≡1(2)
d≡1,2(3)

µ(3d)

9d2
+

∑
d≡1(2)
d≡1,2(3)

µ(d)

d2
=

8

9

∑
d≡1(2)
d≡1,2(3)

µ(d)

d2

et donc que ∑
d≡1(2)
d≡0(3)

µ(d)

d2
= − 1

π2
.

Il résulte du lemme 3.4 que

2
∑
d≤d0
d≡1(2)
d≡0(3)

µ(d)

d2
S

(0)
3 (N) = 2

(
− 1

π2
+K(d0)

)(
N

3

)α
F

(
log4

N

3

)
+B0(N),

avec
|B0(N)| ≤ B0 = 2

∑
d≡3(6)

1

d2

et
|K(d0)| ≤

1

d0
.

Puisque

2|K(d0)|
(
N

3

)α
F

(
log4

N

3

)
≤ 110

3.(65)α
Nα

d0
,

on en déduit

S0
+(N) = − 2

π2

(
N

3

)α
F

(
log4

N

3

)
+R0

+(N)

avec
|R0

+(N)| ≤ B0 + C0(d0) + C1(d0)N
α∗(d0) +

110

3(65)α
Nα

d0
.

En rassemblant tous ces résultats, on obtient

S(N) = − 2

π2

(
N

3

)α
F

(
log4

N

3

)
+R(N),

où
R(N) = R0

+(N) + S0
−(N) + S1(N) + S2(N)
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vérifie

|R(N)| ≤ B0 + C0(d0) + C1(d0)N
α∗(d0)

+ C(d0)N
α(d0) + 2N3/4

+
2(1 +

√
3)

log2 9/8

Nα

d
log2 9/8
0

+
110

3.(65)α
Nα

d0
,

ce qui achève la démonstration du théorème 1.1.

4. Conclusion, généralisation

Il résulte des calculs précédents que, puisque

2

π2

(
N

3

)α
F

(
log4

N

3

)
≥ 4Nα

π23α+ 1
2

,

il suffit de choisir d0 tel que

2(1 +
√

3)

log2 9/8

1

d0
log2 9/8

+
110

3.(65)α
1

d0
<

4

π2.3α+ 1
2

pour en déduire que la somme S(N) est strictement négative pour N assez
grand.

Ces résultats se généralisent facilement lorsque l’on remplace, pour tout
nombre entier z ≥ 2, l’ensemble Q par l’ensemble Qz des nombres entiers qui
ne sont divisible par la puissance z-ième d’aucun nombre premier.

En effet, en suivant la même méthode, on montre que pour tout d0 ∈ 2N+1,
il existe β(d0) < α et ε(d0) vérifiant lim

d0→+∞
ε(d0) = 0 tels que

∑
n<N
n∈Qz

t(n) =
−3.2z

(2z − 1)(3z − 1)ζ(z)

(
N

3

)α
Gz

(
log4

N

3

)
+R(N),

avec ζ la fonction zêta de Riemann,

|R(N)| ≤ ε(d0)N
d +Od0(N

β(d0))

et

Gz(x) = F (x)− 1

3z/2
F
(
x−

⌊z
2

⌋)
,

où F est la fonction de Coquet.
La fonction Gz est strictement positive, minorée par

2
3z/2 − 1

3(z+1)/2
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lorsque z est pair et, d’après (3), par

2
√

3

3
− 1

3z/2
55

3

(
3

65

)α
≥ 2
√

3

3
−
√

3
55

27

(
3

65

)α
> 0

lorsque z est impair.
Un calcul analogue à celui effectué pour le lemme 3.4 montre que pour tout

nombre entier z ≥ 2, on a∑
d≡1(2)
d≡0(3)

µ(d)

dz
= − 2z

(2z − 1)(3z − 1)ζ(z)
.

et on en déduit le théorème suivant :

Théorème 4.1. — Pour tout nombre entier z ≥ 2 on a∑
n<N
n∈Qz

t(n) = − 3.2z

(2z − 1)(3z − 1)ζ(z)
(1 + o(1))

(
N

3

)α
Gz

(
log4

N

3

)
avec

Gz(x) = F (x)− 1

3z/2
F
(
x−

⌊z
2

⌋)
> 0,

où F est la fonction de Coquet.
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