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NOMBRE DE CLASSES DES TORES DE MULTIPLICATION
COMPLEXE ET BORNES INFERIEURES POUR LES ORBITES
GALOISIENNES DE POINTS SPECIAUX

PAR EMMANUEL ULLMO & ANDREI YAFAEV

REsuME. — Dans cet article nous donnons des bornes inférieures pour les nombres de
classe de tores algébriques & multiplication complexe. Nous en déduisons des bornes in-
férieures pour la taille des orbites galoisiennes de points spéciaux (inconditionellement
et sous ’hypothése de Riemann généralisée).

ABSTRACT (Complex multiplication tori class number and inferior boundary of special
point Galois orbits)

In this paper we give lower bounds for class numbers of CM algebraic tori. We
deduce lower bounds for the size of the Galois orbits of special points in Shimura
varieties (unconditionally and under the Generalised Riemann Hypothesis).

1. Introduction
Ce papier est motivé par la conjecture d’André-Oort dont voici 1’énoncé.

CONJECTURE 1.1 (André-Oort). — Soit S une varieté de Shimura et soit
> C S un ensemble de points spéciaux. Alors les composantes irréductibles de
l’adhérence de Zariski de 3 sont des sous-variétés spéciales de S.
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198 E. ULLMO & A. YAFAEV

Cette conjecture a été récemment démontrée par Klingler et les deux au-
teurs [27], [14] en admettant 'hypothése de Riemann généralisée. La strategie
consistait & combiner des méthodes galoisiennes et géométriques d’Edixhoven
avec des techniques ergodiques de Clozel-Ullmo. Trés récemment, Jonathan
Pila a mis en place une stratégie faisant intervenir des idées issues de la logique
pour attaquer la conjecture d’André-Oort [19], [21]. Cette nouvelle approche
a déja permi [20] de démontrer la conjecture d’André-Oort pour des produits
de courbes modulaires de maniére inconditionnelle. Qu’on adopte la straté-
gie d’Edixhoven ou celle de Pila, un des ingrédients majeurs est une borne
inférieure suffisamment forte pour la taille des orbites sous Galois des points
spéciaux des variétés de Shimura.

Il est & noter que la stratégie de Pila nécessite des meilleures bornes que celles
requises par la méthode d’Edixhoven. La minoration de la taille des orbites
sous Galois des points spéciaux obtenue dans [27] dépend de la validité de
I’hypothése de Riemann généralisée et est insuffisante pour les applications a
la méthode de Pila. Notons que 1’on ne sait pas a ce jour que sur ’espace de
module A, des variétés abéliennes principalement polarisées de dimension g > 4
il n’y a qu'un nombre fini de points correspondants a des variétés abéliennes &
multiplication complexe définies sur des extensions de Q de degré borné.

Le but principal de cet article est d’obtenir des minorations pour la taille
des orbites sous Galois de point spéciaux utilisables dans la stratégie de Pila.
Nous obtenons en toute généralité ces bornes sous ’hypothése de Riemann gé-
néralisée et dans certains cas de maniére inconditionnelle. Notons aussi qu’il
n’est pas évident de prévoir exactement le type de bornes nécessaire pour la
méthode de Pila mais nous pensons que celles que nous obtenons sont difficile-
ment améliorables qualitativement et probablement adaptées aux applications
en vue.

Un point spécial x d’une variété de Shimura définit un tore algébrique 7' sur
Q et un corps de nombres CM E = E(z,T), le corps reflex. On dispose alors
d’un morphisme de tores algébriques sur Q dit de réciprocité

r=ryr: REp:=Resg/qGm,g — T.

Soit M un tore algébrique sur Q. Soit K7} le sous-groupe compact ouvert
maximal de M (Ay). Le groupe de classes hys de M est par définition le groupe
fini

hy = M(Q\M (Ay)/ Ky
Le morphisme de réciprocité r induit au niveau des groupes de classes une
application 7 : hg, — hr et I'orbite sous Galois du point spécial x est minorée

par le cardinal de 'image de 7. Minorer la taille de 1’orbite sous Galois de x
revient donc & minorer le cardinal de 'image de 7.

TOME 143 — 2015 — ~N° 1



NOMBRE DE CLASSES DES TORES DE MULTIPLICATION COMPLEXE 199

La stratégie suivie dans ce papier est d’abord de minorer la taille du groupe
de classes de T puis de borner la taille du conoyau de 7. Les bornes obtenues
pour la taille de hr sont inconditionnelles et ont la forme voulue. Nous pouvons
minorer le conoyau de ¥ quand le noyau de r est connexe de maniére incon-
ditionelle et obtenir les bornes voulues pour 'orbite de Galois de = dans ce
cas. Nous donnons des critéres assurant la connexité du noyau de r dans la
section 4. Par exemple ce noyau est toujours connexe si z est un point spécial
de A, pour g < 3 ou si z est “Galois générique ” pour g arbitraire.

Quand le noyau de r n’est pas connexe, l’estimation du conoyau de 7 semble
étre un probléme sérieux de géométrie algébrique et de cohomologie galoisienne
que nous n’avons pas su résoudre sans I’hypothése de Riemann généralisée.

Précisons un peu la nature des résultats obtenus. Soit M un tore algébrique
sur Q de dimension d. Soit L le corps de décomposition de M et Dy, la valeur
absolue de son discriminant. Notre but est de donner une borne inférieure pour
har en fonction de Dp. Soit X*(M) le groupe de caractéres de M et xas le
caractére de la représentation d’Artin correspondante de G = Gal(L/Q). On
considére la fonction L d’Artin associée que lon dénote L(s, M) et pps son
quasi-résidu dont la définition est donnée & la section 2.1.2.

On définit ensuite le quasi-discriminant Dpy; de M. Il est défini comme le
rapport entre deux mesures de Haar sur M (A). La proposition 3.1 donne une
formule fermée qui relie Djs au conducteur d’Artin a(M) du module galoisien
X*(M)® Q et au cardinal du groupe des composantes du modéle de Néron de
type fini de M sur Z. Shyr [25] montre la formule :

(1) hy By = wz\ﬂ'MPMDzlvé2

ol wyy est la taille du ‘groupe des unités de M’, Ry le régulateur de M et )4 le
nombre de Tamagawa. Il est & noter que dans le cas du tore M = Resr/oGmr
ou F' est un corps de nombres, on retrouve la formule classique pour le nombre
de classes de 'anneau des entiers de F'.

En explicitant et en évaluant les invariants arithmétiques de M intervenant
dans la formule de Shyr (1) on montre que

(2) hyr R >>Dg

ou les constantes ne dépendent que de d et sont explicites en fonction de d.
La forme précise du résultat est donnée dans le théoréme 2.3. Une fois la for-
mule fermée pour Dj; obtenue les résultats principaux sont une minoration
de la forme voulue pour le conducteur d’Artin a(M) (proposition 3.2) et une
estimation de type Brauer-Siegel pour le quasi-résidu pys (proposition 2.1). Il
est & noter que dans le cas ou M est un tore de multiplication complexe T le
régulateur Rp est trivial et nous obtenons une minoration de hrp.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



200 E. ULLMO & A. YAFAEV

On applique ensuite notre formule pour A7 au probléme de minoration des
orbites galoisiennes des points spéciaux dans les variétés de Shimura.

Soit (G, X) une donnée de Shimura, K un sous-groupe compact ouvert de
G(Ay) et Shi(G,X) := G(Q)\(X x G(Ay)/K) la variété de Shimura asso-
ciée. On peut sans perte de généralités supposer que G est semisimple de type
adjoint.

Soit £ = (h,1) un point spécial. Alors le groupe de Mumford-Tate T de h
est un tore de multiplication complexe. Soit K le sous-groupe compact ouvert
T(Ay)N K de T(Ay). On dispose donc d’un morphisme de réciprocité

T ReSE/@Gm,E — T

ot comme précédemment F désigne le corps reflex de (T, {z}). L’orbite galoi-

sienne O(z) de = (h,1) a pour taille le cardinal de 'image de r((E ® Af)*)
dans T(Q)\T'(Ay)/Kr. On démontre alors dans la section 5.1 que

0()| > B"D|K} / Kr||Im(7)|

ot Im(7) désigne I'image de 7((E ® Af)*) dans T(Q)\T(A;)/KZF, B est une
constante ne dépendant que de la variété de Shimura Shg (G, X) et i(T) est
le cardinal de I’ensemble des nombres premiers p tels que la projection de Kr
dans T'(Qp) n’est pas égale & K.

Quand le point spécial = varie dans Shi (G, X) parmi les points tels que 7,
est & noyau connexe, un résultat de Clozel et du premier auteur [6] assure que
le conoyau de 7 est uniformément borné. On obtient dans ce cas en utilisant
léquation (2) une minoration satisfaisante de |O(z)| sous la forme

3) 0(2)| > B*")| K} /Kr| DY}

pour un u explicite. C’est par exemple le cas pour un point du module des varié-
tés abéliennes principalement polarisées correspondant & une variété abélienne
simple de dimension g pour g < 3 ou pour un point & multiplication complexe
“général du point de vue galoisien” pour g arbitraire. Les résultats principaux
que nous obtenons dans cette direction sont donnés dans la section 5.2.

Un argument simple montre que le nombre de composantes connexes du
noyau de 7, est uniformément borné quand x varie parmi les points spéciaux
de Shi (G, X). On en déduit que 'image de 7 contient I'image de ’élevation a
la puissance n de hy dans hy pour n uniformément borné.

En utilisant I’hypothése de Riemann généralisée on montre dans la section 6
une minoration de l'orbite sous Galois de x de la forme voulue

(4) 0(x)| > BD|Kf | Kr| DY

Ce résultat est indépendant des parties précédentes.
Finalement, il est & noter que Tsimerman (voir [26]) a obtenu des résultats
comparables aux notres simultanément.
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2. Préliminaires

2.1. Formule de classes généralisée. — Nous rappelons dans cette partie une
formule due & Ono [17] et [18] et Shyr [25] donnant le nombre de classes d’un
tore algébrique T sur Q qui généralise la formule classique de Dedekind pour le
nombre de classes de anneau des entiers d’un corps de nombres. On définit et
on estime le quasi-résidu pr de T qui intervient dans cette formule. On énonce
un des résultats principaux que nous avons en vue qui donne une minoration
du produit du nombre de classes de hr de T par le régulateur Ry (théoréme
2.3). Dans les applications a la multiplication complexe que nous avons en vue
le régulateur R sera toujours égal & 1 de sorte que I’on aura dans ce cas une
minoration du nombre de classes hr.

2.1.1. Nombre de classes des tores. — On note A (resp. Ay) I’anneau des adéles
(resp. des adéles finis) de Q. Soit G un groupe algébrique sur Q. Soit K un sous-
groupe compact ouvert de G(Ay), le nombre de classe hg(K) de G relativement
a K est défini comme le cardinal de I’ensemble fini G(Q)\G(Af)/K ([22] thm.
5.1).

Si T est un tore sur Q, et p est premier on note K7', I'unique sous-groupe
compact ouvert maximal de T(Q)). Alors K} := Hp K7, est 'unique sous-
groupe compact ouvert maximal de T'(Ay). Le nombre de classe hy de T est
défini comme

On note K7 le sous-groupe compact maximal de T'(R). Le groupe 7'(Q) N
K7 K7 est alors fini et on note

(6) wr = |T(Q) N K7 K7'|.

2.1.2. Fonction L d’Artin de T et estimations de pp. — Soit T un tore algé-
brique sur Q, on note X*(7') le Z-module libre Hom (T, G,, 5) des caractéres
de T. Pour toute extension E de Q on note X*(T") g le sous-module de X*(7T)
formé des caractéres qui sont rationnels sur E. Soit L un corps de décomposi-
tion de T et G = Gal(L/Q) le groupe de Galois de L sur Q. Le groupe G agit
sur X*(T') et on note xr le caractére de cette représentation.

On note L(s,T) = L(s,xr) la fonction L d’Artin défini par le G-module
X*(T)®C. On dispose d’un produit Eulérien L(s,T) = [, L, (s, T'), avec pour
tout nombre premier p

Ly(s,T) = det(1 — p~*Froby| X*(T)") ™.

Dans cette somme portant sur les nombres premiers p, p désigne une place

arbitraire de L au dessus de p, I, C G, désigne le sous-groupe d’inertie du

groupe de décomposition G, = Gal(L,/Q,) et Frob, € G, /I, est le Frobenius
en p.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



202 E. ULLMO & A. YAFAEV

Soit h le nombre de classes de conjugaison de G et x1, ..., xn les caractéres
des représentations irréductibles de G. On suppose que x; est le caractére de
la représentation triviale. Par la théorie des fonctions L d’Artin [2] [3], si on a
la décomposition xyr = 2?21 m;x; alors

L(s,T) = mlHLSXJ

avec ((s) la fonction zeta de Riemann et L(s, x;) la fonction L d’Artin de x;.
Dans cette situation
h
(7) pr = lim(s — 1)™ L(s, T) = [ L(L, ;)™
s—1 pairs
est fini et non nul.
Soit H un sous-groupe de G et xy le caractére d’une représentation de H.
On note xj; le caractére de G induit de xp. Par définition, on a donc

|H| > Xulgag™)
geaG

X' désignant I'extension de xm & G nulle en dehors de H.

Soit Hy, ..., H,, un systéme de représentants des sous-groupes cycliques de
G a conjugaison prés. On note 1g, le caractére de la représentation triviale de
H;. Par la théorie d’Artin, ([17] 1.5.3) il existe des entiers naturels (m, \;, ;)
premiers entre eux dans leur ensemble qui sont déterminés par le G-module
X*(T) tels que

T s
(8) mxr + 3 Aily, =Y vy
=1 =1

Soit F; les sous-corps de L correspondants & H; par la théorie de Galois on
en déduit une isogénie ([17] thm. 1.5.1)

(9) X H (Resp, jgGm)™ = H(ResF 1Gm)"".

=1 =1

On on aura besoin de ’énoncé suivant de type Brauer-Siegel concernant la
taille de pr.

PROPOSITION 2.1. — Soit d un entier et € un réel positif. Soit T un tore al-
gébrique sur Q de dimension d. Soit L le corps de décomposition de T et Dy,
la valeur absolue du discriminant de L. Il existe des constantes ¢; = c1(d,€) et
co = ca(d, €) (dépendants uniquement de d et €) telles que

(10) 1Dy < pr < oDy

TOME 143 — 2015 — ~N° 1



NOMBRE DE CLASSES DES TORES DE MULTIPLICATION COMPLEXE 203

Preuve. On déduit de I’équation (9) 1’ égalité de fonctions L
L(S?T)m H Cr (S)Ai = H CFz‘(s)w
i=1 i=1

ou l'on note (g(s) la fonction zéta d’un corps de nombres E. Pour tout ¢ €
{1,...,7}, ¢r,;(s) a un pole simple de résidu noté pr,. Soit my l'ordre du pole
en s =1de L(s,T). On trouve que

T

mm; = Z(VZ — )\7,)

i=1

et

T
m __ Vi—A;
ot =T o™
i=1

Quand T varie parmi les tores de dimension d, il n’y a qu’un nombre fini
de possibilités pour le groupe de Galois G comme groupe abstrait. Quand G

N

est fixé, il n’y a qu'un nombre fini de possibilités & isomorphismes prés pour
X*(T)®Q comme G-module. Comme les entiers m, A;, v; ne dépendent que du
G-module X*(T) ® Q, ils sont bornés quand T' parcourt ’ensemble des tores
algébriques sur Q de dimension d.

On est donc ramené au lemme suivant.

LEMME 2.2. — Soit d un entier et € un réel positif. Soit L une extension ga-
loisiennne de Q de degré d et soit E une sous-extension de L. Il existe des
constantes ¢j = ¢ (d,e) et ch = ch(d,€) (ne dépendants que de d et €) telles que

4 D7¢ < pp < c4D5.
D’aprés ([16] XVI-1) lemme 1, on sait que pg < D%. On a par ailleurs la

relation Dy, = D%:E] Ngo(Dr/g) ot Dy i désigne le discriminant relatif et
Ng /g la norme de E & Q. Ceci démontre la majoration du lemme.

Pour la minoration, on utilise ([16] XVI-2) théoréme 2 qui assure que
PE > PLng
et ([16] XVI-2) théoréme 1 qui assure que
prL > D;%.
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204 E. ULLMO & A. YAFAEV

2.1.3. Mesures de Haar sur T(A) et le quasi-discriminant Dp. — Soit T un
tore algébrique sur Q de rang r. Soit v une place de Q et r,, le rang de X*(T)q, -
Soit X415 - Xv,r, une Z-base de X*(T')q, et

T(Qy) — RY)™
z = my(2) = (X0, (@) )1<i<r, -

Pour v = 00, T induit un isomorphisme 7 : T(R)/K7 ~ (RY)">. On
note

dtoo := Trog ™ (AT, —)

et Voo la mesure de Haar sur T(R) amalgamant dt., et la mesure de Haar
normalisée sur K7’ .

Pour v = p fini, 7, induit un isomorphisme 7, : T(Q,)/K7, ~ Z™. On
note dt, le pull-back par 7, de la mesure discréte sur Z'» et v, la mesure de
Haar sur 7'(Q,) amalgamant dt, et la mesure de Haar normalisée sur K7°,,. On
obtient ainsi une mesure de Haar
(11) vr = H Vy

vEXQ
sur T'(A).

Soit w une forme différentielle Q-rationnelle non nulle de degré maximal sur
T. Pour tout v € Xg, w induit une mesure de Haar |w,| sur T(Q,). On sait
alors que

(12) jwrl = lwoo| [ LZp(1,T)lwp|
PEXQ, s

définit une mesure de Haar dite de Tamagawa sur T'(A) indépendante du choix
de w.

Il existe alors une constante positive cr telle que |wr| = ervy. On appelle
alors quasi-discriminant de 7" le nombre

(13) DT = 5

2.1.4. Formule de classes d’un tore algébrique. — Soit T un tore sur QQ, Shyr
[25] montre la formule de classes suivante :

1
(14) hTRT = wTTTpTD%.

Dans cette formule Ry est le régulateur de T défini comme le covolume de
l'image du réseau des unités T'(Q) N K7 dans R™~" ([17], p. 131) et 7p est le
nombre de Tamagawa de T' ( [17], 3.5).

Quand T' = Resp/qG,,r pour un corps de nombres F', on vérifie que hr =
hr est le nombre de classes de F'; Ry = Rp est le régulateur de F, wr = wp
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NOMBRE DE CLASSES DES TORES DE MULTIPLICATION COMPLEXE 205

le nombre de racines de 'unité de F', pr = pp est le résidu en 1 de la fonction
zéta du corps F. Soit r (resp. s) le nombre de places réelles (resp. complexes a
conjugaison complexe prés) de F' et Dp la valeur absolue du discriminant de
F. Alors Dr = 2%?271;)23. Comme dans cette situation 7 = 1, on retrouve la
formule classique de la théorie des nombres :

1
hrRp =27"(27) *wrprDE.

2.1.5. Minoration du nombre de classes d’un tore algébrigue. — Nous pouvons
maintenant énoncer un des résultats principaux que nous avons en vue.

THEOREME 2.3. — Soit d un entier positif. Il existe des constantes positives
A(d) et B(d) telles que pour tout tore algébrique T sur Q de dimension d et
tout € > 0, il existe une constante positive c(d, €) telle que

, A@)
(15) hrRr > ¢(d,e)B(d)*Y) D, ?

Dans cette équation L désigne le corps de décomposition de T, Dy désigne
la valeur absolue du discriminant de L et i(L) désigne le nombre de nombres
premiers divisant Dy,.

Si le régulateur Rt est trivial on obtient une minoration de hr. On verra que
c’est le cas pour les tores associés a la multiplication complexe. La constante
A(d) est explicitée dans la définition 3.4. Elle est facilement calculable pour
d fixé et on pourrait ’étudier quand d varie. Un calcul & la main donne par
exemple A(1) =1, A(2) = A(3) = 2, A(4) = A(5) = 5 et A(6) = A(7) = . Un
test de parité simple dans la définition de A(n) montre que pour tout n € N,
A2n) = A(2n +1).

La preuve du théoréme sera donnée dans la section 3.4 et sera une consé-
quence simple d’estimations sur les invariants wrp, 77, pr et Dr intervenant
dans la formule de Shyr (14).

2.2. Modeles entiers des tores

2.2.1. Conducteurs d’Artin. — Soit p un nombre premier et K une extension
finie de @,. On note Ok son anneau d’entiers, mg 1'idéal maximal de Ok et
kx = Fq son corps résiduel. On note O’}(S le hensélisé stricte de Ox et K" le
corps des fractions de O%. Soit 7 une uniformisante de Ok, on normalise la
valuation v de K de sorte que v(mw) = 1. La valeur absolue associée est alors
jaf = g7

Soit L une extension finie galoisienne de K. On note G = Gal(L/K) le
groupe de Galois de L sur K. Soit

A1 =GDAgDA;1D---
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206 E. ULLMO & A. YAFAEV

la filtration décroissante de ramification avec Ay = I le sous-groupe d’inertie
et A; le sous-groupe d’inertie sauvage. On note g; = |4A;].

Soit V' une représentation linéaire complexe de dimension finie de G, le
conducteur d’Artin a(V') de V est défini ([24] VI-2) par

(16) a(V) =Y L dim(v/va).

i>0 90
Quand V est modérément ramifié a(V') = dim(V/V') et a(V) = 0 quand V est
non ramifié.

2.2.2. Modéles entiers des tores. — On fixe encore un nombre premier p et
une extension finie K de Q. Soit T un tore sur K de dimension d. Il existe
un modéle T de T sur Ok de type fini et lisse sur Ok tel que I(O’}(S) est le
sous-groupe maximal borné de T(K"*). On dira que T est le modéle de Néron-
Raynaud de type fini de T'. Dans cette situation T'(Of ) est le compact maximal
de T(K).

Le modéle de Néron-Raynaud TV7 défini dans [4] est un modéle lisse de T
sur Ok tel que TVR(O%) = T(K"*). Ce modéle est localement de type fini
sur Og.

Les composantes de 1’élément neutre de T et IN B coincident. On note ZO
la composante de 1’élément neutre de T et ¢(T) := Z/ZO le groupe des com-
posantes connexes de T. Alors ¢(T") est un schéma en groupe fini étale et est
déterminé par le G-module ¢(T)(Q,).

Soit L le corps de décomposition de T'. Soit
R = ReSL/KTL = ResL/KGme

alors

E = ReSOL/OK GiL,OL .

Le tore T se plonge canoniquement dans R.

Soit Tp,, la fermeture schématique de T' dans R, alors T s’obtient & partir
de Tp, par un procédé de lissage décrit dans [4], voir aussi ([5] section 3). Si
Pextension L de K est modérément ramifié¢ par le théoréme 4.2 de [8], To, est
lisse et coincide donc avec T.

On aura besoin du résultat suivant dans la suite.

PROPOSITION 2.4. — Il existe une constante & = ®(d) (ne dépendant que de
d) telle que pour tout tore T de dimension au plus d sur K
(17) [¢(T)| < @(d).
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Comme le modéle de Néron-Raynaud (de type fini ou non) commute au
changement de base non ramifié, on peut pour calculer |¢(T)| supposer que
K = K", Si L est le corps de décomposition de T, alors G = Gal(L/K) = I
est le groupe d’inertie.

Soit T le sous-tore déployé maximal de T et T, le tore quotient anisotrope
T/Ts. D’apreés [5] lemme 11.2; en passant aux modéles de Néron-Raynaud de
type fini sur O, on obtient une suite exacte courte

1— 5 - T — E — 0.
LEMME 2.5. — On a Uégalité ¢(T') = ¢o(T,)-

4 .
Preuyve. Comme T', = an o, Pbour un certain d' < d, T, est connexe et la
,
suite exacte précédente induit une suite exacte courte

1—>50—>IO—>£0—>0,

Le lemme s’obtient alors par une application du lemme du serpent.

On peut donc supposer que T est anisotrope sur K. Alors X*(T)! = 0 et
par [29] cor. 2.19 on en déduit que |¢(T)| = |H*(I, X*(T))|. Comme T est de
dimension d; < d, et L est le corps de décomposition de K, I = Gal(L/K)
agit fidélement sur X*(T) = Z%. Le nombre de sous-groupes finis de GLg, 7 &
conjugaison preés est fini. Il existe donc qu’un nombre fini de possibilités pour
|H (I, X*(T))|. Ceci termine la preuve de la proposition 2.4.

2.2.3. Mesure de Haar et conducteur d’Artin. — On garde les notations de la
section précédente. On note w(T') la puissance extérieure maximale de l’espace
des 1-formes différentielles sur 7. C’est un Ox-module libre de rang 1 et on
choisit un générateur w de w(T). La mesure de Haar |w| associée sur T(K) est
indépendante du choix de w.

Fixons un isomorphisme ¢ : T, — Gflm .- Le modéle de Néron-Raynaud de
type fini de GZ, | est G¥, , . Soit wy un générateur de ¢*(w(GZ, ) )) et |wol
la mesure de Haar sur T'(L) associée.

Soit a(T") le conducteur d’Artin de la représentation X *(T)®Q de Gal(L/K).
Gross et Gan ([13] sections 4-5 ) montrent qu’il existe une classe © € O /Ox>
telle que

v(©) = a(T)
et telle que % soit rationnelle sur K. Par le théoréme 7.3 de [13] on a

o] = 2
Vel

La proposition 4.7 de [12] montre alors que

(19) [, namk=1
T°(Or)

(18)
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Le résultat de Gross est en fait beaucoup plus général. Il s’applique & un groupe
réductif arbitraire sur K et aux modéles entiers sur Ok donnés par la théorie de
Bruhat-Tits. Dans le cas d’un tore, ces modéles coincident avec les modéles de
Néron-Raynaud de type fini. Dans les notations de [12] le motif M qui apparait
est juste X*(T) pour un tore de sorte que I’on a la relation det(1—F|M " (1)!) =
det(1 — £1X*(T)") = Ly(1,T)~".

3. Le quasi-discriminant D

Soit T un tore sur Q de dimension d. Soit L le corps de décomposition de
T. Le but de cette partie est de donner une formule fermée pour le quasi-
discriminant D7 de T et de comparer D7 & la valeur absolue du discriminant
DL de L.

Soit T le modéle de Néron-Raynaud de type fini de T sur Z. Pour tout
nombre premier p, T', := IZp est le modéle de Néron-Raynaud de type fini
de T, sur Z, décrit dans la section 2.2.2. Soit ¢r, := ¢(T,) le groupe des
composantes de T',,. On note a(7') le conducteur d’Artin de X*(T") ® Q. Donc
a(T) =11, p»(T) ot a,(T) est le conducteur d’Artin de X*(Tp,) ® Q.

Soit S := Resc/rGm,c le tore de Deligne. On a une décomposition en produit
direct sous la forme

(20) Tr = Go 5 x S” x SO(2)§
avec dim(7T") = a + 2b + ¢ ([28], p. 106).

3.1. Une formule fermée pour Dy. — Le but de cette section est de montrer la
formule fermée suivante pour le quasi-discriminant D7 de T

PropPOSITION 3.1. — On a
a(T)

(21) Dr = 2% (2m) 242 [ T (Fp )2

Preuve. Soit w(T') la puissance extérieure maximale de l’espace des 1-formes
différentielles invariantes sur T. Alors w(T') est un Z-module libre de rang 1
dont on fixe un générateur w.

Soit L le corps de décomposition de T'. Fixons un isomorphisme ¢ : Tp, —
an,L. Soit ap un générateur du Z-module libre de rang 1 W(G%z) et wo :=
¢*ag. D’aprés [13] cor. 3.7, il existe D € Q*/Q*? tel que % est rationnel
sur Q.

On peut fixer un représentant D dans Q* de la maniére suivante. Pour
tout nombre premier p, on note wy, et wg, les différentielles invariantes sur

TOME 143 — 2015 — ~N° 1



NOMBRE DE CLASSES DES TORES DE MULTIPLICATION COMPLEXE 209

Ty, induites par w et wg. D’aprés les résultats de la section 2.2.3, il existe
0, € Q,/Qy?, vérifant v,(0,) = a(X*(Ty,)), tel que

wo,p

/o,

(22)

soit rationnel sur @, et tel que

|wo,p]

lwp| = .
VN

w w . " . . . .
Comme \/Oi’ et \/Ol sont deux formes différentielles invariantes rationnelles

sur T, on voit que v, (D) —v,(0,) est pair. En changeant D en Dp?* pour un
k convenable, on peut supposer que

vp(D) = vp(0y) = a(X™ (T, ))-

On peut donc en notant a, = a(X*(Tg,)) choisir D au signe prés sous la forme
) [Ip™ = e@)a(D)
P

avec €(T) = 1.

On suppose dans la suite que D est ainsi normalisé. Le signe €¢(T') dépend de
Ti. Un calcul direct utilisant la décomposition (20) de Tk montre que i°+ wq oo

@wo,00

est rationnelle sur Tr. Comme la forme différentielle —2== est aussi rationnelle
Ve(T)

sur Tk, on en déduit que ¢(T) = (—1)b+e.

Un choix normalisé de D est donc

D = (1) ¢a(T).

Soit vr = v [ [, vp la mesure de Haar sur T'(A¢) définie dans la section 2.1.3.

En utilisant la forme invariante Q-rationnelle % dans la définition de |wr| et

Péquation (22), on trouve

wo,00
forl = L= ] oy 1, 1,7)

v L

et par définition
v = 4/ DT|(.UT|.

Un calcul simple aux places réelles utilisant la décomposition (20) de Tg
montre que

lwo 00| = 2“(27r)°+b1/T,oo.
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Fixons un compact Uy, de T(R) d’intérieur non vide et suffisamment régulier.
Alors

1
|wr| = —/ |wo,00|
/Uoox]—[p Kz, 2¢(2m)b+ey/Drp

Par définition du modeéle de Néron-Raynaud de type fini de 7', T,(Z,) =
K7', pour tout premier p.

On en déduit que
/ |wr p|Ly(T, 1) = |¢T,p(Fp)|/ lwr p|Lp(T, 1) = |pr,(Fp)|
Tp T9(Zyp)

en utilisant 'équation (19). Ceci termine la preuve de la proposition 3.1

3.2. Minoration de a(T) et de Dr. — On conserve les notations de la section 3.
Le but de cette partie est de montrer les minorations suivantes du conducteur
d’Artin a(T') et du quasi-discriminant Dy de T.

PROPOSITION 3.2. — Soit d un entier positif. Il existe de constantes c(d),
c(d), A(d) et A(d) strictement positives telles que pour tout tore T sur Q de
dimension d dont le corps de décomposition est L, on a

(23) o(T) 2 e(d) D}
et
(24) Dy > ¢ (d)A(d)' W D}D.

Dans cette derniére équation i(L) désigne le nombre de nombres premiers divi-
sant Dy,.

La minoration de Dy est une conséquence de la minoration de a(T), de la
formule fermée pour D donnée & la proposition 3.1 et de la majoration du
cardinal du groupe des composantes du modéle de Néron T de T obtenue & la

proposition 2.4. On peut prendre A(d) = @(;)2 (avec les notations de 2.4) et

d(d) = 29

(2m)2e:

Les constantes A\(d) et ¢(d) sont explicitées dans les définitions 3.4 et 3.6.

On utilisera essentiellement le lemme élémentaire suivant.
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LEMME 3.3. — Soit X un Q-vectoriel de dimension d muni d’une action fi-
dele p d’un groupe cyclique I = Z/nZ pour un entier n = [[p™. Soit ¢(x)
la fonction indicatrice d’Euler. Le nombre n, de caractére non triviaur de I
intervenant dans X ® C vérifie

n, > 3 ¢(p") — e(n)

pln

avec €(n) = 0 sing # 1 oun = 2 et e(n) = 1 sinon. En particulier

S (") — e(n) < d.

Preuve. Soit o un générateur de I. Alors p(o) est diagonalisable dans X @ C.
Les valeurs propres de o sont des racines n-iémes de 'unité. Soit dq,d», ..., d,
les ordres des valeurs propres de o. Comme 'action est fidéle les d; ne sont pas
égaux a 1. Si (x1,...,x5) est un s-tuple d’entiers on note p(z1,...,z;) le plus
petit commun multiple des z;. Comme o est d’ordre n, on a p(dy,...,d,) =
n. Si 0 admet une valeur propre d’ordre d;, 'irréductibilité des polynémes
cyclotomiques sur Q montre que o admet toutes les racines primitives d;-iéme
de 'unité comme valeurs propres. Comme les valeurs propres de o déterminent
des caractéres de I intervenant dans X ® C, on en déduit que

np >y b(ds).
i=1

Il suffit donc de minorer le second membre de cette inégalité par

> o(p™) —e(n)

pln
quand (dy,...,d,) varie parmi les diviseurs de n tels que p(dy,...,d,) = n.

On note v, la valuation p-adique normalisée sur Q. Pour tout nombre premier

p divisant n, il existe un entier ¢ € {1,...,7} tel que v,(d;) = vp(n). En divisant
les entiers d; convenablement, on peut supposer que pour tout p divisant n et
pour tout ¢ € {1,...,7}, vp(d;) = vp(n) ou vy(d;) = 0 et qu’il existe un indice
i tel que vp(d;) = vp(n). On obtient alors le résultat en remarquant que si a et
b sont des entiers premiers entre eux ¢(ab) = ¢(a)p(b) > ¢(a) + ¢(b) dés que
min(a,b) > 3 et que si a est impair ¢(2a) = ¢(a) = ¢(a) + ¢(2) — 1.

DEFINITION 3.4. — On définit les fonctions sur N*,
¥(s) := max{n = l_Ip"p e NJ Z p(p"*) — €(n) < s}
pin
et

1 607 — e(n)

min
n=TTp"» <(s) n—1

(25) As) =
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LEMME 3.5. — Soit T un tore sur Q de dimension d, L son corps de décom-
position et Ry := Resr oGm,r. Soit p une place de L divisant un premier
p. On suppose Uextension locale L,/Q, modérément ramifiée. On note D, et
I, le groupe de décomposition et le groupe d’inertie en p. Soit ap(T) et ap(Rr)
les conducteurs d’Artin des Dy-modules X*(Tqp,) et X*(RL,g,) respectivement.
Alors

(26) ap(T) > Md)ay(RL).

Preuve. Soit xr le caractére du I,-modules X*(Tp,) ® C et xr celui de
X*(Rr,0,) ® C. Soit ay, le caractére de la représentation d’Artin de I,,. Si on
note <, >y, le produit scalaire hermitien canonique sur I’espace des fonctions
centrales sur I, alors d’aprés Serre ([24], VI-2),

ap(T) =< XT1,01, >1I,, et ap(RL) =< XR,0r, >Ip .

Comme l’extension Ly /Q), est modérément ramifiée le groupe d’inertie I, est
cyclique d’ordre e,. Comme L est le corps de décomposition de T', Gal(L/Q)
agit fidelement sur X*(T). Comme I, est un sous-groupe de Gal(L/Q), il agit
aussi fidélement sur X*(7'). Dans cette situation ay, est le caractére de la
représentation d’augmentation de I, ([24], prop. 2, p. 108). Par définition ay,
est donc la somme des caractéres non triviaux de I, = Z/e,Z.

On en déduit que a,(T) est minoré par le nombre de caractéres distincts

non triviaux de I, apparaissant dans X*(T) ® C. Le résultat est alors une
application du lemme 3.3 et du fait que a,(Rz) = e, — 1.

DEFINITION 3.6. — Soit s un entier, on note a(s) Uordre mazimal d’un sous-
groupe fini de GLs(Q).
On définit alors

1
(27) cs)= ] o
p<s+1

Des bornes trés précises sur a(s) sont données dans [11] et [10].

On peut maintenant démontrer la proposition 3.2 avec les constantes A(d)
et c(d) de 3.4 et 3.6. D’aprés [24] VI-3, on a

a,(T) = HpaP(T) et G(RL) = HpaP(RL)'
p p

Sip > d+ 1, soit p une place de L au dessus de p. Le groupe d’inertie I, agit
fideélement dans X*(T') car L est le corps de décomposition de T'. Le lemme 3.3
assure qu’il n’y a pas de sous-groupes cycliques d’ordre p dans I,. La ramifica-
tion en p est donc modérée et par le lemme 3.5

p() > (por (R,
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Soit p un nombre premier plus petit que d + 1. Comme L est le corps de
décomposition de T, le groupe de Galois G agit fidélement dans X*(T'). En
particulier dim(X*(Rr)) = [L : Q] = |G| < a(d) et une majoration simple du
conducteur d’Artin utilisant la définition donne a,(Ry) < a(d)?.

Comme a,(T) > 0 et A(d) < 1 on obtient

(@) > (pr(RE))A)

pa(d

Comme Dy, = a(RyL), on finit la preuve de la proposition 3.2 en combinant les
résultats obtenus pour les différents nombres premiers p.

3.3. Les invariants cohomologiques de 7. — On garde les notations précé-
dentes, en particulier T' est un tore sur Q de dimension fixée r. Le but de
cette partie est de donner des bornes uniformes pour la taille du nombre de
Tamagawa 7 de T'. Les bornes que nous avons en vue seront des conséquences
immédiates de l'interprétation cohomologique de cette quantité.

On utilise les notations de appendice de Kottwitz et Shelstad [15] concer-
nant la dualité de Tate-Nakayama. On note donc pour tout tore S sur Q

H'(A,S) = H(Q, S(A))
H'(A/Q,S) := H'(Q,S(A)/S(Q))

et ker’(Q, S) le noyau de 'application naturelle H*(Q, S) — H(A, S). On note
H'(.,.) les groupe de cohomologie modifiés & la Tate correspondants.

3.3.1. Estimation de 7p. — Le but de cette partie est de montrer I’estimation
de 71 suivante.

PROPOSITION 3.7. — Il existe des constantes positives c1(r), et ca(r) ne dé-
pendant que de r telles que pour tout tore T sur Q de dimension r :
(28) c1(r) < mp < ea(r).

D’apreés le résultat principal de Ono [18] on a
_IE@x @)l
[ker' (Q, T)|

On a HY(Q,X*(T)) = HY(Q,Z") et Gal(Q/Q) opére via un sous-groupe
fini G de GL,(Z). En utilisant la suite d’inflation-restriction ([24] VII-6), on
vérifie que H'(Q,Z") = H'(G,Z"). A r fixé, il n’y a, & isomophisme prés,
qu’un nombre fini de choix pour G. On en déduit une borne uniforme pour
|H'(Q, X*(T))| en fonction de r.

Par ailleurs, un calcul de cohomologie galoisienne utilisant la dualité
de Nakayama-Tate ([18] 2.2-2.3) montre que ker'(Q,T) est un quotient
de H?(Q,X*(T)). Comme précédemment on vérifie que H2(Q,X*(T)) =

(29) TT
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H?(G,Z") pour un sous-goupe G de GL,(Z). On en déduit que |ker(1(Q,T)|
est aussi uniformément borné en fonction de r. Ceci termine la preuve de la
proposition au vu de l’expression de 77 dans ’équation (29).

3.4. Preuve du théoréme 2.3. — Il s’agit juste de collecter les résultats des
parties précédentes en partant de la formule de classe de Shyr pour 7" donnée
a l’équation (14) :
1
hTRT = wTTTpTD%.
On remarque que w(T) > 1 car c’est un entier. On pourrait borner w(T)
en fonction de d mais nous n’en n’auront pas d’usages. Les minorations de
p(T) (prop. 2.1), de Dy (prop. 3.2) et de 71 (prop. 3.7) permettent de finir la
minoration de hr Ry recherchée au théoréme 2.3.

4. Connexité du noyau des morphismes de réciprocités

4.1. Corps de multiplication complexe et types CM. — Soit £ un corps CM
de degré 2g sur Q. Soit F' son sous-corps totalement réel maximal. On note
E° (resp. F¢ ) la cloture galoisienne de E (resp. F) et p € Aut(E°/Q) la
conjugaison complexe. On pose

J = Hom(E, Q) = Gal(E°/E)\Gal(E®/Q)
et on fixe un type CM X C J de sorte que
J=XUXPet XNX =2.

On notera contrairement aux parties précédentes g := Gal(E°/Q) réservant
la lettre G pour les groupes réductifs intervenants dans la suite. Le groupe
de Galois g opére a droite transitivement et fidélement sur J. On indexe
les éléments de ¥ par les indices {1,...,g} et ceux de ¥* par les indices
{-1,...,—g} avec la convention que k.p = —k pour tout k € {1,...,g}. Soit
Cy :=(Z/27)9 x S, le centralisateur de p dans S; = Sa4. Par convention Cj et
S, opérent a droite sur J par permutation. Pour o € S, et tout k € {1,...,¢9}
on a k.o =oc (k) et (—k).0c = —o~1(k).

On dispose du résultat suivant de Dodson ([7] 1.1).

PROPOSITION 4.1. — (a) On a une suite ezacte

1—(Z/22)° — g— go — 1.
Dans cette suite (Z/27)" est identifié au sous-groupe Gal(E€/F€) de g et go :=
Gal(F°/Q). On a toujours v > 1 car le groupe engendré par p est un sous-
groupe de (Z/27)".

(b) Le groupe g muni de son action sur J s’identifie & un sous-groupe de
Cy. Le groupe go s’identifie & un sous-groupe de Sy, il agit transitivement sur
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{1,...,9} et il agit sur le sous-groupe (Z/2Z)" C (Z/2Z)9 de Cy par permuta-
tion des coordonnées.

(¢) On peut écrire
(30) 9 = Useq, (Z/22)"(s(0),0) C Cy
ot (s(0),0) est un relévement arbitraire de o.

Soit §j : (Z)22)% — (Z)27)9/(Z/2Z)" la surjection canonique. Alors
js:go— (Z/27)9/(Z/27)" est un 1-cocycle.

On note h = Gal(E°/E) et on pose

Y:={acgbhacT} =19 ha.

On rappelle que le type CM X est dit primitif si il ne provient pas d’un type
CM sur un sous-corps CM stricte de E. Si X est primitif alors

h={acgal="3}
Soit
b :={aecg,Xa=3%}:={acgaX =%}
avec Y := 71 = {271, z € X}. Soit E’ le sous-corps de E€ attaché a b’ par la
correspondance de Galois. Alors E” est le corps reflex de (£, X), c’est un corps
CM. On pose [E’ : Q] := 2¢’. Soit ¥’ 'image de ¥/ dans
Hom(E',Q) = b'\g.
Alors ¥’ est un type CM primitif sur E’. On dit que (E’,Y’) est le dual de
(E,X). Si (E,X) est primitif, alors (E, X) est le dual de (E',¥).
Dans la description (30) de g comme sous-groupe de Cy, le fixateur de ¥ est
le sous-groupe des éléments de la forme (1,0) de g. Soit

gx == {0 € 9o, s(0) € (Z/2Z)"}.
Alors ' = {(1,0), o € gs} En particulier on a
[E": Q] =2¢" =2"[go : 9]
REMARQUE 4.2. — Si on change le type CM ¥ en X.b pour b € (Z/27)9 cela
revient & conjuguer g dans Sag par b. On change alors la section s(o) par

multiplication par le cobord bo (b)(Z/27)" dans la description de g comme sous-
groupe de Cy de la proposition 4.1—c.

On utilisera le résultat suivant de Dodson ([7] 2.1.2).

PROPOSITION 4.3. — Soit E un corps CM de degré 2g sur Q. Le cocycle js :
go — (Z/27)9/(Z]2Z)" de 4.1—c est trivial si et seulement si il existe un type
CM, X1 sur E dont le corps reflex E, est de degré 2V sur Q.
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Remarquer que la nullité du cocycle js est indépendante du choix d’un type
CM ¥ au vu de la remarque précédente. Noter que dans ce cas I'image de
js dans H?(go, (Z/27)%) = Ext'(go,(Z/2Z)") est nul. La suite exacte de la
proposition 4.1-a est alors scindée. Nous utiliserons la proposition précédente
dans le cas suivant

LEMME 4.4. — Soit E un corps CM de degré 2g contenant un corps quadra-
tique imaginaire E'. Alors v =1 et le cocycle js est trivial.

Dans cette situation E = FE' et E¢ = F°E’ donc [E° : F°] = 2 et v = 1. Soit
E un type CM sur E’ et X son extension & E. Avec les notations précédentes

=h = X'. On en déduit que E’ est le corps reflex de (E,X) et que le cocycle
js est trivial, d’apreés la proposition 4.3.

4.2. Tores de multiplication complexe, le cas du groupe symplectique. — Fixons
la forme bilinéaire alternée 1), de matrice

Jy = (0 —1,.1, 0)

sur Q%9 et notons G = GSp,, le groupe de similitudes symplectiques associé.
On garde les notations de la section précédente concernant le corps de multi-
plication complexe E. On peut trouver un élément ¢ € F tel que ¢ = —.. Ainsi
E est muni de la forme Q-linéaire alternée

<z,y >=Trg/,(z"1y).

On peut alors fixer un isomorphisme symplectique (E, < , >) ~ (Q2,,).
Soit R := Resg/qGm, . L’espace des caractéres X*(Rp) s’écrit alors
X" (RE) = ®petom(r,0)LP = Bacp\gLhor.
Il sera utile de ’écrire de la maniére suivante qui fait intervenir le type CM X :
X*(Rp) = ®]_ Zlow] ® &7 Z[as] = &_, Z[oi] & &7, Z[o—]

ot I'on a noté [a;] 1’élément ha; du type CM ¥ C Hom(E, Q) et [a_;] = [ay]
lélément hayp de 3P. On a une description identique pour le réseau X, (REg)
des cocaractéres de Rg.

Soit Ug le sous-tore de Rg défini par
Ug :={z € Rg,zz” = 1}.

Soit GUE le sous-tore de Rg en gendré par Ug et G,,, 9 C Rg. Le tore GUg
s’identifie & un tore maximal de G.

La théorie de Deligne construit un paramétre de Hodge h: S — R Q@ R se
factorisant par GUg ® R C Gg.
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Le module des cocaractéres X, (GUg) de GUg est le sous-module de X.(Rg)
qui se décrit par

«(GUER) = {Zn, [a;] + n_s[a_;], n; +n_; =n; +n_; pour tout 1, j}.

Le cocaractére u = up de GUg associé au paramétre de Hodge est dans cette
description g = 7, [;]. Si on note e; = [a;] — [a—;] on a

X.(GUg) = Zp & ®]_, Ze;.

On rappelle que E’ désigne le corps reflex de (E,X) et que b’ est le sous-
groupe de g associé¢ a E’ par la correspondance de Galois. Le morphisme de
réciprocité
(31) r:Rg — Rg

se factorise par GUg. Il se décrit au niveau des cocaractéres de la maniére
suivante.

Xi(r) : Xu(Re') = ®pep\gh'B — Xu(RE)

b'8 — Zbazﬁ Zham—Zai.ﬂl
i=1

ou B agit sur {£+1,+2,..., :l:g} via la descrlptlon de g donné & la proposition 4.1.

On définit le sous-module L, := X, (r)(X.(Ry)) de X.(GUg). Soit L), :=
(L, ® Q) N X.(GUg). Alors Lj, est un sous-Z-module galoisien saturé de
X.(GUEg). Le sous-tore M = MT(u) de GUg associé a L, est le groupe de
Mumford-Tate de p (ou de h). Par définition M est le plus petit Q-sous-tore
de GUg tel que uc se factorise par Mc. Le lemme suivant est alors une consé-
quence de ’équivalence de catégories entre la catégorie des tores algébriques et
celle des Z-modules galoisiens libres de rang fini :

LEMME 4.5. — Le morphisme de réciprocité r est 4 noyau conneze si et seule-
. _ /
ment si L, = Lj,.

Voici un critére simple qui assure la connexité de r.

PROPOSITION 4.6. — Si dans la suite exacte
1= (Z/2Z)" —g— 80— 1
de la proposition 4.1 on av = g, alors L, = X,(GUg) etr est 4 noyau conneze.
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Preuve. Dans cette situation le groupe g contient les transpositions 7, =
(k,—k) pour k € {1,...,¢}. On en déduit que L, contient s — p.7; = ex. Donc
L, =L, = X.(GUg) et r est & noyau connexe.

Ce résultat précise un énoncé de Clozel et du premier auteur ( [6], sec. 3.2) ou
le cas ot g = Cj est obtenu. Noter que ce dernier cas, appelé “Galois générique”
dans [6] est le cas générique comme expliqué dans ([6], sec. 2).

PROPOSITION 4.7. — Si g < 3 le morphisme de réciprocité r est 4 moyau
conneze.

Preuve. Le cas g = 1 est bien connu. On a alors E = E’ et r est un isomor-
phisme.

Dans le cas g = 2, si v = 2, on peut appliquer la proposition 4.6. On peut
donc supposer que v = 1. Le groupe gg = S2 est engendré par la transposition
o = (1,2). Le choix de s n’étant bien défini qu’a multiplication par p prés, on
peut supposer que s(o) = Id ot que s(o) est la transposition (1,—1). Dans le
premier cas L, = Zu ® Z(e1 + ez) = L), et dans le second L, = X,(GUE).
Noter que si le type CM X est primitif, le résultat de Ribet ([23], 3.5) nous
assure que le rang de L, est 3 donc que le premier cas n’intervient pas.

Pour g = 3 on peut comme précédemment supposer que 1 < v < 3. Le cas
v = 2 est en fait exclu. En effet gg est soit S3 soit le groupe alternée Az. Dans
tout les cas il contient le trois-cycle o9 = (1,2,3). Les seuls points fixes de
oo dans son action sur (Z/2Z)? sont Id et p. Comme o préserve (Z/27)° on
trouve que v = 2 est impossible. Pour g = p un nombre premier arbitraire cet
argument montre que p divise 2V — 2.

Quand v = 1, (Z/2Z)" = {Id, p} est central dans g. dans cette situation la
suite exacte

1—{ld,p} »g—g0—1
est scindé car p est de signature —1 donc g N Ay, fournit un scindage. La
sous-extension de E° associée a g N Ay, est un corps quadratique imaginaire
Q[v/—¢] et intervient comme un corps reflex de E pour un type CM de E. Par
le corollaire 2.1.2 de [7] on en déduit que le cocycle js : go — (Z/27)9/{14, p}
de la proposition 4.1 est trivial. Il existe donc b € (Z/2Z)9 tel que js(o) =
bo(b){1d, p} pour tout o € gg. On peut alors choisir s(c) = bo(b).

Si b € {Id,p}, s(o) = Id pour tout o € gy alors L, est engendré par p et
p?. On en déduit que L, = Zu @ Z(e1 + ez + e3) = L),. Dans cette situation le
corps reflex est Q[v/—d] et le type CM ¥ n’est pas primitif par le résultat de
Ribet ([23], 3.5).

Si b ¢ {Id,p}, (s(c),0) agit sur u via laction de b.c~!(b). On remarque
boy 1(b) est une permutation paire non triviale. C’est donc un produit de 2
transpositions. Donc pbay *(b) = (i, —i) pour un i € {1,2,3} et pboy (b)) =
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pboo(b) = (j,—j) avec j # i. On en déduit que L, contient e; = p — p.(¢, —1)
et e;. Comme il contient y1 — p.p = e1 + ez + e3, on trouve que L, = X, (GUg).

REMARQUE 4.8. — Le lecteur intéréssé par la complexité combinatoire peut
regarder la table des cas possibles donné par Dodson ([7] p.28) dans le cas
g = 4. On peut construire des exemples de corps CM de degré 8 et de type CM
¥ tel que L,,/L, ~ Z/2Z. Par exzemple on suppose que go = (Z)27)? est le
groupe de Klein engendré par les doubles transpositions et si on a une suite
ezacte scindé

1= {1,p} > g—g0—1

tel que s(a) = ba(b) avec b la transposition (1,—1). Un calcul simple montre
que

4 4
L,= {Z nie; + | an € 27}
i=1 i=1

qui est d’indice 2 dans L) = X.(GUg). En particulier r n’est pas a noyau
connexe dans ce cas.

La proposition suivante montre que 'indice de L,, dans L:L peut étre divisible
par des entiers arbitrairement grands :

PROPOSITION 4.9. — Soit p un nombre premier impair. Il existe un corps CM
E de degré 2p et un type CM sur E tel que L;/Lu ~Z/(p—2)Z.

Preuve. Soit F' un corps totalement réel qui est une extension galoisienne
de Q de groupe Z/pZ. De tels F' existent comme sous-extensions convenables
de corps cyclotomiques. Soit K un corps quadratique imaginaire et £ = FK.
Alors F est un corps CM qui est galoisien sur Q de groupe Z/27Z x Z/pZ. Dans
cette situation, pour tout type CM sur E, on a la suite exacte scindée

1= {1,0} > g = Z/pZ — 1

et par le lemme 4.4 le cocycle js : Z/pZ — (Z/2Z)P|Z]2Z est trivial. 1l existe
donc a € (Z/2Z)P tel que s(o) = ao(a) pour tout ¢ € Z/pZ. Aprés renumé-
rotation de {1,...,p}, on peut supposer que Z/pZ est engendré par le p-cycle
(1,2,...,p). On peut par ailleurs par un choix convenable du type CM sur F
utilisant la remarque 4.2 supposer que a = (1,—1). Un calcul simple montre
alors que L, est engendré par u,  »_; e et les (e1 +e;) avec i € {2,...,p}. On
vérifie alors que L, est de rang maximal p+1 et que X*(GUg)/L,, ~ Z/(p—2)Z.
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5. Points spéciaux des variétés de Shimura

Dans cette section on commence & aborder le probléme de minoration des
orbites galoisiennes de points spéciaux dans les variétés de Shimura. On consi-
dére une donée de Shimura (G, X). On peut sans perte de généralité supposer
que G est le groupe de Mumford-Tate générique de X. On peut aussi supposer
que K est net. Avec ces hypothéses I' := K N G(Q) agit sans points fixes sur
X. On peut aussi sans perte de généralité ne s’intéresser qu’a des points de la
composante S de Shx (G, X) qui est 'image de Xt x {1} dans Shx (G, X) (ou
X7 désigne une composante connexe de X). On fixe dans la suite une repré-
sentation fidéle G — GL,,. Ceci permet de definir les modéles entiers de G et
de ses sous-groupes algébriques. On suppose également que K est le produit
K =[], Kp ot K, est un sous-groupe compact ouvert de G(Qp).

Soit (T,{h}) C (G,X) une donnée de Shimura spéciale telle que T est le
groupe de Mumford-Tate de h. On note K7 = K NT(Ay). La non maximalité
du sous-groupe compact ouvert K contribue & la taile de 'orbite sous Galois
du point spécial x = (h, 1). Nous décrivons le résultat précis dans une premiére
partie puis nous rappelons dans une deuxiéme des résultats de Clozel et du
premier auteur [6] concernant I'image des morphismes de réciprocité au niveau
des groupes de classes sous des hypothéses de connexité du noyau du morphisme
de réciprocité.

5.1. Passage de K* a K

PROPOSITION 5.1. — Soit (G, X) une donnée de Shimura. Soit K un sous-
groupe compact ouvert de G(Ay).

Soit (T,{h}) C (G,X) une donnée de Shimura spéciale et L le corps de
décomposition de T'. On suppose que T est le groupe de Mumford-Tate de h. Soit
KT le sous-groupe compact ouvert mazimal de T'(Ay) et soit Kpr = KNT(Ay).
Soit r: Rr, := Resy /G, — T le morphisme de réciprocité et U l'image de
r((Ay ® L)*) dans T(Q\T(Ag)/KE.

On a

Gal(@/L) - (h, 1)| » B'D|KF /Kr|- U]
ot B est une constante uniforme et i(T) désigne le nombre de premiers p tels
que K7\ # Krp.
LEMME 5.2. — Soit N le noyau du morphisme naturel

T(Q\T(Ay)/Kr — T(Q\T(As)/K7'.
Alors
IN| = c|K7'/Kr|
ot ¢ = c(z) est une constante uniformement bornée quand x = (h,1) varie
parmi les points CM de S.
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Démonstration. — 11 est facile de voir que

N = (T(@Q) N EKf)\KF/Kr.

Le groupe T(Q) N K} est fini d’ordre borné uniformément quand x = (h,1)
varie parmi les points CM de S. En effet il existe un sous-groupe compact
ouvert net K2°* de T'(A¢) d’indice uniformément borné dans K7*. Le groupe
K2*NT(Q) est trivial car de torsion dans un sous-groupe compact ouvert net.
On en déduit que |T(Q) N K| < |K7 /K| donc que T(Q) N K7 est fini
d’ordre borné uniformément. O

Démonstration. — Sans perte de généralité, on peut supposer que le groupe
compact ouvert K est net.

Notons d’abord qu’il suffit de montrer que |Gal(Q/L)- (h,1)| est au moins de
la taille de 'image de r((Ay ® L)*) dans T(Q)\T'(Af)/Kr. En effet, supposons
que ce soit le cas. On constate alors que

Gal(Q/L) - (h, 1)| > [U]|©]

ou O est I'image de r((Ay®L)*)N K} dans K7* /K. D’aprés [27], lemme 2.18,
on a

0> B DK}/ Kr|
oll B est une constante uniforme et i(7") est comme dans 1’énoncé.

Démontrons maintenant que |Gal(Q/L)-z| est au moins de la taille de I'image
de r((Ay ® L)*) dans T(Q)\T(Ay)/Kr. L'inclusion de données de Shimura
(T,{h}) C (G, X) induit un morphisme de variétés de Shimura :

Shy, (T, {h}) — Shk (G, X).

Ce morphisme est défini sur le composé du corps reflexe de (T, {h}) et celui
de (G, X). De plus, par le lemme 2.2 de [27], ce morphisme est injectif. On en

déduit que la taille de lorbite sous Galois de © = (h, 1) est, a une constante
uniforme prés, la taille de 'image de r((Ay ® L)*) dans T(Q\T'(Ay)/Kr.

5.2. Morphisme de réciprocité a noyaux connexes. — Si 7" est un tore sur Q, on
note 7(T") le groupe T'(Ay)/T(Q)~ (adhérence topologique), modifiant un peu
la notation de Deligne. Si (T, {h}) est une sous-donnée de Shimura de (G, X)
telle que T est le groupe de Mumford-Tate de h, et r : R, — T le morphisme
de réciprocité on note ry /g : m(Rr) — m(T") le morphisme induit.

On rappelle que I’on note hr = T(Q)\T'(Af)/ K7 le groupe de classes de T'.
On dispose alors du résultat suivant ([6] thm. 3.3).
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THEOREME 5.3. — Si (T,{h}) varie parmi les sous-données CM de (G,X)
telles que le noyau

(32) N =ker(r: R, —» T)

est conneze, le conoyau de 1y, /g : T(R) — w(T) est de taille uniformément
bornée.

On en déduit en particulier que le conoyau de 7 : hr, — hr est uniformé-
ment borné quand (T, {h}) varie parmi les sous-données CM telles que le noyau
de 7 est connexe. Dans formulation de ([6] thm 3.3) le corps reflex de (T, {h}) &
la place de L. La preuve donnée dans ce texte vaut pour L & la place du corps
reflex. Il est simple de montrer que les énoncés du théoréme pour L et pour le
corps reflex sont en fait équivalents.

En combinant ce résultat avec la proposition 5.1 et le théoréme 2.3 on obtient
un des résultats principaux que nous avons en vue dans ce texte.

COROLLAIRE 5.4. — Soit (G, X) une donnée de Shimura telle que G est le
groupe de Mumford-Tate générique sur X. Soit K un sous-groupe compact ou-
vert de G(Ay). Soit d le rang absolu de G.

Soit (T,{h}) C (G, X) une sous—donnée de Shimura spéciale et L le corps
de décomposition de T. On suppose que T est le groupe de Mumford-Tate de
h et que le noyau du morphisme de réciprocité r : Ry, — T est connexe. Alors
pour tout € > 0
(33)

_ ) . Ald) o
Gal(@Q/L) - (h,1)| > B'D|KF | Kr| - |hr| > ¢(d, ) C* D |KF | Kr|D 2

ot C est une constante ne dépendant que de d et i(T) désigne le nombre de
premiers p tels que K7, # Kr . La constante positive A(d) est explicitée dans
la définition 3.4 et c(e,d) est une constante strictement positive ne dépendant
que de d et de e.

En utilisant la proposition 4.7 et le fait que A(2) = A(3) = %, on trouve le
résultat suivant qui généralise le cas bien connu g = 1.
COROLLAIRE 5.5. — Soit € > 0. Soit x = (h,1) un point CM du module
Ay des variétés abéliennes principalement polarisées de dimension g = 2 ou
g = 3 correspondant & une variété abélienne simple. Soit T = T, le groupe de
Mumford-Tate de h. Alors

_ — ) 1_.
(34) Gal(Q/L) - (b, 1)| > c(e)C"™)|KF /K| D}
pour une constante c(€) ne dépendant pas de x.
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Pour ¢ = 1, on a A(1) = 1 et on retrouve les estimations classiques (en

D%_e) de la taille du groupe de Picard d’un corps quadratique imaginaire.
Pour obtenir des minorations de 'orbite sous Galois d’un point CM de A, on
peut en général se ramener au cas des variétés abéliennes simples.

Soit (G, X ) une donnée de Shimura et (T, {h}) C (G, X) une sous—donnée de
Shimura spéciale. On dit que T est Galois générique si I'image I de Gal(Q/Q)
dans Aut(X*(T)) est maximale (parmi les images possibles pour un sous-tore
de G). Nous faisons référence a ([6] 2.1) pour une définition plus précise. No-
tons que d’aprés la proposition 2.1 de [6] les sous-données spéciales Galois
génériques de (G, X) existent pour tout (G, X), elles sont méme génériques en
un sens expliqué dans [6]. Il est montré dans [6] dans de nombreux cas que le
morphisme de réciprocité est a4 noyau connexe pour les sous-données de Shi-
mura (T,{h}) C (G, X) avec T Galois générique. C’est par exemple le cas si G
est Q-simple adjoint de type B, C; et dans certains cas de type D; et A; que
le lecteur pourra consulter dans [6]. Dans tout ces cas si on fait varier le point
spécial x parmi des sous-données Galois génériques on obtient des minorations
inconditionnelles pour la taille de I’ orbite sous Galois de = de la forme donnée
dans ’équation (33). Nous n’écrirons pas ’énoncé le plus général possible. Re-
tenons seulement le résultat suivant qui concerne A, qui est une conséquence
des résultats précédents et de la proposition 4.6.

COROLLAIRE 5.6. — Soit g un entier. Soit A une variété abélienne princi-
palement polarisée de dimention g. On suppose que End(A) ® Q = E est un
corps CM de degré 2g vérifiant les hypothéses de la proposition 4.6. Soit x le
point spécial de Ay associé a A. On dira que x est « suffisamment Galois gé-
nérique ». Noter que si x est Galois générique A a la propriété requise. En
conservant les notations des énoncés précédents, quand x varie parmi les points
spéciauz suffisamment Galois génériques

_ ) AMd)
(35) |Gal(Q/L) - (h,1)| > ¢(d, e)C" D |KF /K| D> ~°. O

6. Bornes pour le noyau de réciprocité sous GRH

Dans cette section on améliore les bornes pour les orbites de Galois de points
spéciaux données dans [30].

THEOREME 6.1. — Admettons U’hypothése de Riemann généralisée pour les
corps CM. Soit (G,X) une donnée de Shimura et x = (h,1) un point CM
de Sh (G, X). Soit T le groupe de Mumford-Tate de h.

Soit L le corps de décomposition de T et Dy, la valeur absolue du discrimi-
nant de L.
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On a
Gal(@Q/F) - (z,1) > B""|K7' /Kr|D},

ot p > 0 est uniforme.

Démonstration. — L’apparition du facteur BYT) | K /K| a été traitée préce-
demment (c.f. 5.1).

Soit, comme avant, r: Ry, — T le morphisme de réciprocité et 7: hy, — hr
le morphisme induit par r au niveau des groupes de classes de Ry et de T
respectivement. Il suffit de montrer que

[Im(7)| > DY.

La preuve s’inspire de [1] et de [30].

On définit, suivant [1], pour un groupe abélien H et un entier I, My(l)
comme étant le plus petit entier A tel que pour tout l-uplet (¢1,...,9:)
d’éléments de H, il existe (a1,...,a) € Z"\{0} avec }_, |a;| < A vérifiant
9?1 ...glal =1.

Prenons | = |H]| et soit ¢1,...,91 € H. Si g; = 1 pour un certain ¢, alors on
a une relation multiplicative non-triviale en les g; avec A = 1. Autrement, on a
une relation de la forme gigj_1 = 1 pour des indices i # j. Dans tous les cas, on
a une relation g --- g/ =1 avec ) |a;| < 2. On voit donc que pour | = |H],
on a

Mp(1) < 2.

Prenons maintenant H = hy, / ker(7).
On va démontrer I'estimation suivante :

log(Dy)
log(l) + loglog(Dr)

ol ¢ > 0 est une constante uniforme.

(36) MH(Z) >c

Cette estimation implique celle désirée pour |H]| :
c/2
L I
|H| > Tog(D1) > DY
avec g > 0 uniforme.

On va maintenant démontrer 'inégalité (36). Rappelons quelques notions
et résultats de la section 2 de [30]. D’aprés la proposition 2.2 de [9] on peut
supposer G adjoint. Le morphisme de réciprocité r: Ry — T induit une in-
clusion X*(T") C X*(RpL) et on a une base canonique de X*(Ry) donnée par
énumeération des éléments de Gal(L/Q). Il existe une base B de X*(T') telle
que les coordonnées des caractéres y de 96 par rapport & la base canonique de
X*(Ry), sont bornées uniformément. De plus comme G est supposé adjoint
pour tout caractére x de B, xx est le caractére trivial.
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Soit I > 1 un entier et py,...,p;, [ premiers qui décomposent T et ay,...,q;
des entiers relatifs. Pour chaque ¢, on fixe une place v; de L au déssus de p; et
un idéle P; dans (L ® Ay)* qui est I'uniformisante & la place v; et 1 ailleurs.
Considerons I = P ---P% C (L ® Af)* et sa classe I dans hr. Supposons
que I soit dans le noyau de 7 i.e

r(I) =7k
oun € T(Q) et ke K. Soit m; = x;(m) C L*. Le lemme 2.15 de [30] montre
que Q[ry,...,7.] = L.

Soit ¢t une borne uniforme sur les coordonnées des x;. On voit alors que
= (plla1| . -piall)tm € Oy, et le fait que x;X; est le caractére trivial implique
que

lo(m) < (- gy
pour tout o € Gal(L/Q).

Soit ny, le degré de 'extension L sur Q. Comme L est le corps de décom-
position d’un tore de dimension d fixé, ny est uniformément borné. On peut
choisir une base by,...,b,, de L sur Q avec b, = H;i:l 7!™"* pour des entiers
naturels n;  tels que n; ; < ny. Il suffit de remarquer en effet que pour tout 4,
les éléments 1,7},...,m."" sont linéairement dépendants.

Le fait que les b; sont dans Oy, et que by,...,b,, forment une base de L sur
Q, implique que Z[by, ..., b,,] est un ordre dans Or. En particulier

(37) Discr(Z[by,. .. ,bn, )| > Dy,

D’autre part, |Discr(Z[by, .. .,bn,])| est le déterminant de la matrice (Try,/q(bib;)).
Par I'inégalité d’Hadamard, si b est un majorant de tous les |Try, g (b;b;)|, alors

|Discr(Z[by, ..., bn, )| < c(np)b™t
ot ¢(nr) ne dépend que de ny (on peut prendre c(ny) = n7rt).

Du fait que |o(7})| < (plla1| -~-pial|)2‘4, on déduit qu’il existe un entier uni-

forme D (ne dépendant que de np) tel que
| Trpq(bib)| < (- pl**h)P
et donc, par l'inégalité d’Hadamard, aprés avoir remplace D par Dnjy,
IDiscrZby, . .., bn, || < c(ny) (P - - pl*hP.
Notons ¢ = 1/¢(ny). L’équation (37) donne alors :
(- p"YP > eDy.

Nous allons maintenant choisir [ et p;.
Rappelons une conséquence du théoréme de Chebotarev effectif. Le lecteur
pourra consulter le lemme 2.1 de [1] pour une preuve.
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THEOREME 6.2. — Admettons ’hypothése de Riemann généralisée. On note
wr(x) le nombre de premiers p totalement decomposés dans L tels que p < x.
Il existe des constantes absolues (et effectivement calculables) ¢ > 0 et ca > 0
tels que

T 2 Aoy

pour tout x > ¢y log(Dy)?(loglog Dr)*.

Soit maintenant [ > 1 un premier. Nous avons
z = csllog(l) + ¢ log(Dy)?(loglog D )*

ol c3 est une constante uniforme que nous allons expliciter. Nous voulons choisir

la constante c3 telle que Czﬁ > 1. Notons que (si z > e)

x csllog(l)
> .
log(z) ~ log(cs) + 21log(l)

On a alors co @ >l dés que m

> 1. On peut alors par exemple prendre
¢ = max (e, c;%)
On peut trouver py,...,p; décomposés dans L et vérifiant

pi < .

Soit maintenant I un élément comme avant. On note A = Zézl |a;]. Ce qui
précéde donne
ADlog(x) > log(cDy).

Par ailleurs, il y a une constante uniforme cs telle que
log(z) < c5(log(l) + loglog(DL)).

On obtient donc une borne inférieure pour A de la forme souhaitée. Ceci achéve
la preuve de I'inégalité (36) et du théoréme. O
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