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LE LEMME FONDAMENTAL METAPLECTIQUE DE JACQUET ET
MAO EN EGALES CARACTERISTIQUES

PAR VIET CuONG Do

RESUME. — Jacquet et Mao ont établi une formule des traces relative qui conduira
a la classification de I'image de la correspondance métaplectique comme ensemble des
représentations distinguées. Le but de cet article est de prouver dans le cas des égales
caractéristiques le lemme fondamental pour cette formule des traces relative.

ABsTRACT (The metaplectic fundamental lemma of Jacquet and Mao in equal char-
acteristic)

Jacquet and Mao established a relative trace formula which will lead to the clas-
sification of the image of metaplectic correspondence as a set of distinguished repre-
sentations. The aim of this paper is to prove in the case of equal characteristic the
fundamental lemma for this relative trace formula.

1. Introduction

Soit A I'anneau des adéles d’un corps global et GL,.(A) le revétement méta-
plectique de GL,.(A) (c’est un revétement a deux feuillets de GL,(A), qui est
une extension centrale par {£1}, cf [11]). Pour » = 2, Jacquet [8] a montré qu’on
pouvait utiliser une formule des traces relative pour caractériser I'image de ’ap-
plication de relévement automorphe de GL, (A) & GL,(A) comme ensemble des
représentations distinguées par le groupe orthogonal. Pour r arbitraire, Mao
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126 V. C. DO

[14] a écrit la formule des traces relative correspondante. Pour achever la ca-
ractérisation de I'image du relévement il reste entre autres un énoncé local a
démontrer (le « lemme fondamental métaplectique de Jacquet-Mao »). L’objet
de ce travail est de donner une démonstration de cet énoncé dans le cas de
caractéristique positive.

On va d’abord énoncer ce lemme fondamental. Soient F' un corps local non-
archimédien, ©) son anneau des entiers et k son corps résiduel, que 1’on suppose
de caractéristique p impaire et de cardinal ¢ (on sait seulement que dans le cas
de caractéristique impaire, le revétement de Kazhdan-Patterson local est scindé
au-dessus de GL,(#) - qui est une propriété importante pour écrire la formule
des traces relative de Mao). On fixe @ une uniformisante de F. Soit ¢ : k — C*
un caractére additif. On note ¥(z) = ¢(resxz dw); c’est un caractére additif
de F dans C*. On note v(z) la valuation de I'élément = € F et |z| = ¢~ V@),
On note N, le sous-groupe de GL, formé des matrices triangulaires supérieures
unipotentes, T, celui formé des matrices diagonales et S, le sous-schéma de
GL, formé des matrices symétriques. Soit 6 : N,.(F') — C* le caractére défini
par O(n) = W (3 > _,ni1,).

Le revétement de Kazhdan-Patterson local est (canoniquement) scindé au-
dessus de N,.(F) ainsi qu’au-dessus de GL.(8). On peut écrire les éléments
de C’}\iT(F) sous la forme § = (g,2), avec g € GL,(F) et z € {£1} et la
multiplication est alors définie par

(9,2).(9',2") = (94", x(g,9")2%"),

ou x est un certain cocycle, pour la description duquel on renvoie & Kazhdan-
Patterson [11]. Ces notations étant fixées, le scindage o au-dessus de N, (F)
est simplement défini par o(n) = (n,1) alors que le scindage k* au-dessus de
GL,.(0) est défini par k*(g) = (g, x(g)); la fonction & : GL,.(F) — {£1} n’est
vraiment pas facile & calculer et son calcul dans la situation géométrique qu’on
envisagera est I’un des résultats importants de ce travail.

Le groupe N, (F) agit sur S,(F) par s — nsn et le groupe N,.(F) x N,.(F)
agit sur GL,(F) par g — n~lgn’. On appelle pertinentes les orbites § sous
Paction de N,.(F') (resp. les orbites ¢ sous 'action de N,.(F) x N,.(F)) telles
que pour tout n appartenant au fixateur (N,.(F)), de s on ait §2(n) = 1 (resp.
telles que pour toute couple (n,n’) appartenant au fixateur (N, (F) x N,.(F)),
de g on ait #(n~!n’) = 1). Dans cet article, on s’intéresse au cas ot ces fixa-
teurs sont triviaux, qui est en fait le cas fondamental [9]. Il existe alors un
représentant dans ’orbite sous l'action de N,.(F’) qui est une matrice diagonale
t (resp. un représentant de la forme wgt, ot woy est la matrice de la permuta-
tion (i S {) et t est une matrice diagonale, dans ’orbite sous l'action de
N,.(F) x N.(F)).
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LE LEMME FONDAMENTAL METAPLECTIQUE DE JACQUET ET MAO 127

Pour chaque matrice diagonale ¢ € T,.(F'), on introduit les deux intégrales
orbitales

I(t) :/ bo(*ntn)0?(n)dn
N.(F)
et
J(t) = / fo(n™rwotn”)(n~tn')dndn/,
N,.(F)X N,.(F)
ou fy est la fonction définie par
k(g), sige GL.(0
fo(g) :{ (9) . (©)
0, sinon,
et
1, sige GL.(0)NS.(F)
bolg) = )
0, sinon,

les mesures de Haar de N,.(F') et N,(F) x N,(F) étant normalisées de sorte
qu’elles attribuent la mesure 1 aux sous-groupes compacts ouverts formés des
matrices a coefficients dans @.

Soit ¢ : k* — {#1} le caractére quadratique non trivial (C(\) = A2, A €
k*). On note y(a, ¥) la constante de Weil, qui est définie par la formule

/@V(m)\Il <am ) dz = |a|~Y%~(a, \I/)/(I)(a:)\IJ (—;a_lmQ) dz,

ou ¥ : F — C* est un caractére additif, ® est une fonction de Schwartz sur F
et ® est sa transformée de Fourier (Y (z) = [ ®(y)¥(zy)dy).

CONJECTURE 1.1 (Jacquet et Mao). — Soit t = diag(tl, ...,t.), on note a; =
[Tj—1t;- On a alors ¢ = diag(as, aylag,...,a;ta,) et

s {4010
1)

ou t(t) = |[I}2) ai| 7V/2¢(~1)Zsrmean PO o y(ajaity, ¥) et o

0O = Ty al /20 ()=t " o) Va0, ¥) (en conve
nant que agp = 1). De plus si t(¢) # t'(¢), les deux intégrales I(t) et J(t) sont
nulles.

Jacquet et Mao ont démontré leur conjecture pour GLy (voir [9]) et GL3
(voir [14]) pour tout corps local de caractéristique résiduelle # 2 (la formule
de [14] p(a,b,c¢) = |a|~'|b|~?y(a, ¥)y(—c, ¥) doit en fait étre corrigée en
pla,b,c) = |a|~1b| = /?y(~a, ¥)y(c, ¥), comme on le voit en la comparant avec
la formule de Jacquet [9] pour GLy).
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128 V. C. DO

THEOREME A. — Si le corps local F' est de caractéristique positive, alors la
conjecture de Jacquet et Mao est vérifiée.

Les méthodes qui sont utilisées par Jacquet et Mao dans leurs démonstra-
tions pour GLs et GL3 sont combinatoires (le calcul est déja trés complexe dans
le cas GL3) et il n’est pas clair qu’elles permettent d’obtenir ’énoncé pour tout
rang 7 (il fault marquer ici qu’en s’insprirant de la formulation de Ngo pour
le lemme fondamental de Jacquet et Ye en égales caractéristiques [15] — qui
est un cousin de notre lemme fondamental, Jacquet e inventé une méthode trés
puissance pour prouver ce lemme de Jacquet-Ye en cas trés général - pour tout
rang r et pour tout caractéristique [10]). Nous allons donc utiliser une autre
approche, en s’inspirant de la démonstration géométrique de B. C. Ngo pour
le lemme fondamental de Jacquet et Ye (voir [15] et aussi [5]).

On va en fait démontrer un énoncé un peu plus général que le théoréme
A, obtenu en remplagant 6%(n) par 02(n) dans la définition de Iintégrale
I et (n~'n’) par O5(n"1)0,(n’) dans la définition de lintégrale J, ou

a = (ag,...,a) € (k)7 @ = (ap,...,2) et 04(n) = ¢ o h, avec
h, = 1res(%Z;:2 a;n;—1;dw). On notera I(t,a), J(t,a) les intégrales ainsi
obtenues; bien str si @ = (1,...,1) on retrouve bien les intégrales I et J
ci-dessus.

Les intégrales orbitales I(t, ) et J(t, a) portent sur des fonctions localement
constantes & support compact : de ce fait elles se réduisent a des sommes finies.
Lorsque le corps F' est de caractéristique positive, les ensembles d’indices de
ces sommes finies s’interprétent naturellement comme ensembles de points a
valeurs dans k de variétés algébriques définies sur ce corps (qu’on appellera
respectivement X (¢) et Y (¢)). Plus précisément, on a :

Itt,a)= Y  02(m)etJ(t,a)= Y. Klwo'ntn)fx(we'nwo)bs(n),

nex (k) (n.n')EY (t) (k)
ou X(t)(k) = {n € N.(F)/N.(0)|'ntn € GL.(0) N S.(F)} et ou Y(¢)(k) =
{(n,n') € (N.(F)/N,.(0))?|'ntn’ € GL,(0)}; pour la deuxiéme somme, on a
en fait effectué le changement de variables n=! — wo’nwy (pour que X (¢)(k)
et Y (t)(k) soient non vides, il faut que ay,...,a,_1 appartiennent & 0 et a,
appartienne & Q*). Il reste alors & donner aussi aux fonctions une interprétation
géométrique.

Du coté de l'intégrale I, on géométrise facilement le caractére ¢ a 'aide d’un
revétement d’Artin-Schreier (en considérant ¢ comme un caractére a valeurs
dans Q,, ol £ est un nombre premier distinct de p = car(k)). En revanche,
du coté de lintégrale J, il faut aussi géométriser la fonction x. Pour cela,
la construction de Kazhdan-Patterson [11] n’est pas trés commode & utiliser
directement et j’ai préféré une méthode plus indirecte, consistant a comparer
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LE LEMME FONDAMENTAL METAPLECTIQUE DE JACQUET ET MAO 129

lextension de Kazhdan-Patterson a celle d’Arabello-De Concini-Kac, qui est
de nature plus géométrique.
Arbarello, De Concini et Kac associent a chaque g € GL,(F') une droite

Dy=(N\g0 /90" n0) & (/\ O /g0" nO")>

ou AV désigne la puissance extérieure maximale /\dimv V d’un k-espace vec-
toriel V' (en particulier, pour g € GL,(0) cette droite est canoniquement tri-
vialisée). Cette construction fournit une extension centrale @;(F ) de GL,.(F)
par k*. On utilisera plutét la droite Ay = Dgeyq) ® Dgg’_l, ce qui revient
& considérer ’extension (/“;I/_,r’geo(F) = det*((/jill(F)) - GT_J;(F) (la somme de
Baer des extensions étant ici notée additivement). On construit, a l'aide de la
décomposition de Bruhat, une base §(g) de Ay, ce qui fournit une section sgeo
de Cf}\ingeo(F). On rappelle qu’on note ¢ : k* — {£1} le caractére quadratique
non-trivial.

PROPOSITION 1.2. — On a x(¢1,92) = §((591 ® g, ®5§8£21), ou x est le 2-
cocycle de Kazhdan-Patterson [11]. En particulier, Pextension de Kazhdan-

Patterson s’obtient & partir de notre extension GL, gco(F) en la poussant par ¢.

La fonction x : GL, (@) — {£1} est donc ok o & est le quotient triv/d de
la section triviale par la section sge,. Cette construction définit un morphisme
k:Y(t) = Gy, qui induit une application kK = (o k : Y (t)(k) — {£1}.

Soit k une cloture algébrique de k. Soient £ le faisceau d’Artin-Schreier
sur G, associé au caractére ¢ et £; le faisceau de Kummer sur G,, associé au
revétement G,, — G,,, © — 22 et & {£1} C Q,. D’aprés la formule des traces
de Grothendieck-Lefschetz, on a :

I(t, @) = Tr(Fr, RT (X (t) @k k, hiy £y));

J(t,a) = Tr(Fr, RT (Y (t) ®y k, h';f¢ ® K*£¢)),
ot hy (resp. hi,) sont des morphismes de X (t) et Y'(t) dans G, (provenant du
morphisme h,, : N.(F) — k ci-dessus).

Le théoréme A est alors une conséquence de 1’énoncé géométrique suivant, ou
on note J(t) = RTo(X (t) @k, hiy, Ly) et J(t) = RO (Y (t) @k, by Ly O 6* L),
THEOREME A/. — J(t) ~ T(t) @ J(t) ~ T'(t) @ I(t), ou T(t) et T'(t)
sont des Q,-espaces vectoriels de rang 1 placés en degré U(H:;ll a;) tels que

Tr(Fr, 7 (t)) = t(t) et Tr(Fr, 7' (t)) = ¥(t).

En géométrisant 'argument de Jacquet [9, p. 145], on a en fait une démons-
tration directe du théoréme A’ dans le cas particulier ot r = 2 et ¢t = diag(¢1, t2)
avec v(t1) =1, v(t2) = —1.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



130 V. C. DO

PROPOSITION 1.3. — Le théoréme A’ est vrai dans le cas particulier ci-dessus;
de plus J(t) et J(t) sont alors des Q,-espaces vectoriels de rang 2 placés res-
pectivement en degré 0 et 1.

Dans le cas général, on ne connait pas explicitement J(¢) (resp. J(t)) car
la variété X (t) (resp. Y (¢)) n’est ni lisse ni irréductible et sa dimension est
trés grande. Suivant une idée due & B.C. Ngo [15] on va les déformer pour se
ramener 4 une situation plus simple.

Comme dans loc. cit., on obtient ces déformations en considérant plutot
des sommes sur un corps global de caractéristique positive. Changeant de no-
tations, on note maintenant ) = k[w] l’anneau des polynémes en une va-
riable @ & coefficients dans k, et F son corps des fractions (dans 1’énoncé
local ci-dessus, on va noter plutdt respectivement F,, O, et k., le corps,
son anneau des entiers et son corps résiduel). Pour tout z € F, on note
stes(zdw) = 3, cspm(0) Trk,/kTeSy(2dw) la somme des résidus en tous ses
poles a distance finie (ou k, est le corps résiduel de v et res, est le résidu
en v). Soit U : F — @, le caractére défini par ¥(z) = 9(sres(z dw)). Soit
a=(as,...,a;) € GI71. On note @ := (e, ..., a2). Soit 8, : N.(F) — Q, le
caractére défini par 6,(n) = ¥(3 >7_, a;n;—1,;). Pour tout idéal maximal v de
O), on note O, la complété de O selon v, F, son corps des fractions, et k, son
corps résiduel.

Du co6té de l'intégrale I, pour toute place v, on modifie un peu l'intégrale I
locale en remplagant la fonction caractéristique de GL,.(,,) par celle de gl,.(0,)

(cf. [15]), de sorte qu’on obtient la somme

I(t, o) = Z 62 ,(n),
n € Np(Fy)/Nr(0y)
tntn € Sr(0y)

ol 0y »(n) = d)(% Yoo try, seres(ain;—1,dw)) (quand v = w et a, € @;, on
retrouve bien la somme locale I (qu’on va noter I;) dans ’énoncé du théoréme
A ci-dessus). Ensuite, pour toute matrice diagonale ¢ & coefficients dans F, on
définit
(1.1.1.1) It,a)= [ Lo,
v€Spm(0)

ou I,(t,a) = 1 sauf si v divise H::_ll a;. Ceci se réduit & une somme finie

Ita)= >, 6an)

n € Np.(F)/N,(0)
tntn € Sn(0)

laquelle est non-nulle seulement si ai,...,a, sont des polynéomes. En utilisant
la méme interprétation que pour la somme locale I ci-dessus, on obtient une
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LE LEMME FONDAMENTAL METAPLECTIQUE DE JACQUET ET MAO 131

donnée géométrique (X (¢), ho) associée & I(t,a) (resp. des données géomé-
triques (X, (t), ha,o) associées & I, (t,a)) et on a l'interprétation géométrique
suivante de lidentité (1.1.1.1)

PROPOSITION 1.4. — Nous avons
RI(X(t) @ b, he Ly) = Q) RTe(Xo(t) @k Ky b, Ly),

A€supp(t)

r—

ot supp(t) est ’ensemble des racines de szll a; dans k.

Du c6té de I'intégrale J, le probléme qui se présente lorsqu’on tente d’adapter
la démarche utilisée pour l'intégrale I ci-dessus est que la fonction k. n’est
définie que sur le sous-groupe compact maximal standard de GL; oc. Pour
contourner ce probléme, on considére (en remarquant que !N, (F,)tN,.(F,) N
al,(0,) = 'N,.(F,)tN,(F,) N GL,(0,) quand a, € O,)

D €N (o) /Ne(y) Ko (Wo'TtN )0 o (wo'nwg)ba,o(n')  sivf ay,

Jv(t,g) _ tntnegl,.(0y) .
nn €N (Fy) /N2 (04) B0 (W0 w0) 00,0 (1) si vlar,
tntnegl, (Dy)

ou Ky : GL.(0,) — {+£1} provient du scindage au-dessus de GL,(%,) du
revétement de Kazhdan-Patterson local en v (quand v = @ et a, € @, on
retrouve bien la somme locale J (notée dorénavant J) qui figure dans I’énoncé
du théoréme A ci-dessus). Pour toute matrice diagonale ¢ & coefficients dans
F, la somme globale en ¢ est en fait définie par

(1.1.1.2) Jte)= [ Tt a),
vESpm(0)

ou J,(t,a) = 1 sauf si v divise [[/_] a;.

En adaptant la géométrisation de la somme locale J,, on obtient des données
géométriques associées a J,(t,a) qui sont (Y,(t), hy, ,,k,) quand v { a, (dans
ce cas, on a que K, = (o K,) et (Yy(t),hy,,) quand vla,. Il reste & interpréter
géométriquement la somme globale J (t,&). Pour cela, on introduit la variété
Y (t) dont ’ensemble de k points est

Y(t)(k) = {(n,n') € (N.(F)/N.(0))*|'ntn € gl (0)}.
Cette variété est munie d’un morphisme vers G, défini par
1 I
hy(n,n') = 3 Z aisres((ni—1,; +nj_y ;)dw).
i=2
La fonction k = vaT K, est interprétée a I'aide du point de vue géométrique

sur I'extension métaplectique évoqué ci-dessus. Plus précisément, en associant
a chaque g € G.(F) la droite Dyey(g)(a;') ® Dy(a')®~t, ou Dy(a;?t) =
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132 V. C. DO

(A Ol 11"/ Ola; )" N gOla;]")* @ (90la; ']/ Ola; ] N gOlaz']™), on obtient
une extension centrale Cﬂiingeo(F) de GL,.(F) par k*. A I'aide de la décomposi-
tion de Bruhat, on définit une section s, de cette extension, de sorte qu’on dé-
finit une fonction & globale analogue & celle introduite ci-dessus (cette fonction
est le produit des fonctions k, locales, i.e k = Hwar Nk, /kk,)- De cette maniére,
on obtient le morphisme k : Y (t) — G,, (comme N, (F)tN,.(F) N gl.(0) C
N (F)tN,(F) N GL(O[a, '])).

En utilisant la formule des traces de Grothendieck et Leftschetz, on obtient
Iinterprétation suivante de 1’identité 1.1.1.2

PROPOSITION 1.5. — Nous avons

RI(Y (t) @k b, W o Py @ 6" L) = Q) RLe(Yo(t) ®k kb, Ly @ K5 L¢),
AEsupp(t)

r—
i=

ou supp(t) est 'ensemble des racines de [] 11 a; dans k.

Soient g, la variété affine sur k des polyndmes unitaires de degré d; et
Va={(as,...,a,) € [T/—, Qu,Ipgcd(I1;—} ai,a,) = 1} avec d = (dy, ..., d,) (la
raison pour laquelle on considére cet ouvert est que les sommes locales en les
places divisant a, y sont triviales, du c6té de l'intégrale I comme du coté de
lintégrale J). Soit ¢ = diag(a1,az/a1,...,ar/ar_1) tel que (a1,...,a,) € Vg
et a = (ag,...,a,) € (k*)""1. Le couple (X(t), hy) et le triple (Y (¢),h), k) se
mettent en familles de sorte qu’on obtient des variétés X4 et Yy de type fini
sur k munies de morphismes fX : Xg x GI;! = Vg x Grl, fY Yy x Grot —
ViX G:nil, h’i : XQX G:nil — Ga, h’:i : YQX G:nil — Gg et kg : YQX G:nil — Gy,
tels que X (t) et RL.(X(t),hy%y) (resp. Y (t) et RL(Y (t),h Ly @ k*L¢))
sont respectivement les fibres en t de fi* et de Rfjf!h:;fw (resp. de f) et de
Rfg (W gLy ® £y Le)).

Les fibres de Jq = Rf3\h; Ly (vesp. S, = Rfj (W 32y ® £)L¢) au-dessus
des points (¢, a) tels que le polynome H;l a; n’a pas de racine multiples se
factorisent en produits tensoriels des complexes locaux « simples » considérés
dans la proposition 1.3, lesquels sont des Q,-espaces vectoriels de rang 2 placés
en degré 0 (resp. en degré 1). De plus, les points (¢, a) de cette espéce forment
un ouvert Uy de [])_, Qi x (Gn)" ™%, et les restrictions de /4 et 7, a cet ouvert
sont des systémes locaux de rang 29¢8(Ili=1 @) placés respectivement en degré 0
et deg(I];_, a;). Les deux restrictions sont reliées par un systéme local 74 de
rang 1, placé en degré deg(I],_, a;) au-dessus de Uy, géométriquement constant
et provenant d’un certain caractére 7 de Galg; k-
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LE LEMME FONDAMENTAL METAPLECTIQUE DE JACQUET ET MAO 133

PROPOSITION 1.6. — Pourd = (d1,...,d,), 74 est géométriquement constant
et est défini par le caractére 7 de Galg E

T T -1 -1
r(Frg) = § (D1 fgTTa /2T ikt ()~ B P ) g = 2,
q (—=1)Z=1 % qRim1 4/ 20 (—1)Eim1 D2imy (0, W o0 )~ Zi=1 P420=92i-1) g = 25 + 1,

1 p(2) 1 siz est impair
ou p(z) =
P 0 six est pair.

La formule de 7 vient du fait que le produit des constantes de Weil en
toutes les places du corps global F est trivial [16]. A ’aide du théoréme de
Chebotarev, le systéme local &4 est géométriquement constant et se prolonge
alors de maniére évidente & Vy x G7,; %

Dans le cas ou d = (1,2,...,r), d’aprés [15], on trouve des présentations
simples pour (Xg,hq) et pour (Yg, h),k,) (voir les propositions 2.3.1.2 et
4.3.1.1) qui vont nous simplifier les calculs. On obtient alors le théoréme sui-
vant (qui peut étre considéré comme un analogue global du lemme fondamental
de Jacquet-Mao) :

THEOREME B. — Pourd = (1,2,...,7), 4, = T4®J4. Les deur membres de
cette égalité sont, a décalage pres, des faisceaux pervers isomorphes au prolon-
gement intermédiaire de leur restriction a Uy.

Ce théoréme résulte immédiatement du suivant :

THEOREME 1.7. — 1. Le complexe de faisceaux J4[=5— 1) 4 p — 1] est un
faisceau pervers, prolongement intermédiaire de sa restrlctlon a Pouvert
Ug.

2. Le complexe de faisceaux 7, [r?2 + r — 1] est un faisceau pervers, prolon-
gement intermédiaire de sa restriction & 'ouvert Uy.

Le point (1) du théoréme 1.7 s’obtient assez facilement par largument
de [15, «le pas de récurrence », p.515] en remplagant GL; par le groupe
orthogonal associé & la forme quadratique (z1,...,2;) — Z; 1x En re-
vanche, on ne peut pas adapter directement ’argument de loc. cit. pour dé-
montrer le point (2) car la fonction x4 n'est pas invariante sous l'action de
GL,_;. Le théoréme suivant est le point crucial pour résoudre cette diffi-
culté (en remarquant que Yy ~ {y + wld,, y € gl,|pged(I];_; Ya;(y),ar(v))
=1}, o a;(y) = det(s;(y) + wld;), et ot s;(y) est la sous-matrice de y consti-
tuée des 7 premiéres lignes et des ¢ premiéres colonnes, cf. 2.3.1.2 et 4.3.1.1).

THEOREME 1.8. — ky(wo(y + wld,)) est en fait un polynéme en les coeffi-
cients de la matrice y. De plus on a : £4(wo(y + wld,))ky(wo'(y + wld,)) =

(- )Zf 1(1+1(1+1))resu1t(ar 1(y), ar(y))-
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La démonstration de ce théoréme repose sur 'interprétation géométrique
de l'extension de Kazhdan-Patterson évoquée ci-dessus. Ce théoréme implique
que k(y) = £4(wo(y + wld,)) est alors un produit de facteurs irréductibles de
result(a,_1(y), a,(y)). En faisant agit g € GL,_; par

y — diag(g, 1)~ y diag(g, 1),

g transforme alors k en la multipliant par une puissance de det(g) (pour lar-
gument détaillé, on renvoie a la démonstration de la perversité de 4 4 & la fin
de la section 4); 'extension G,_; de GL,_; obtenue en extrayant une racine
carrée de det(g) laisse alors invariant le faisceau £* ¥ et I’argument de loc. cit.
s’adapte alors en remplacant GL; par Pextension G; (le plongement G; — G,
est fourni aussi par g — diag(g, 1) puisque les deux ont méme déterminant).

On verra ensuite comment déduire le théoréme A’ du théoréme B. Les com-
plexes locaux obtenus par les factorisations de la proposition 1.5 sont d’autant
plus compliqués que les multiplicités des racines du polynéme H::_ll a; sont
grandes. D’aprés B.C. Ngo [15], tous les complexes locaux peuvent étre obtenu
en considérant seulement 4 et /,;, ou d = (1,2,...,7) quitte & remplacer 7 par
r + 7’ pour 7’ assez grand. Plus p;“écisément on considére la situation suivante
(pour simplifier les notations, désormais on va supprimer U'indice d) :

Soit t' € Ts(Fy). D’aprés B.C. Ngo [15, prop 3.5.1, p. 505|, pour r as-
sez grand, il existe t° = diag(a$,a$/as,...,a2/ad_,), avec (af,...,ad) €

» O
Vi z,...n (k) tel que J5(t°) ~ I (') et J_(t°) ~ J_(t). On a af = a/Ja”;,
oil a'; est & racines simples différentes de 0 et olt a”; sont des puissances de

w. Soient alors d' = (deg(a’;)); et d’ = (deg(a”7));. On fait varier (a}); et

K3
(al); en introduisant ouvert (Vg x V)t de Vp x Vg au-dessus duquel

pged(IT_, ai, TTi—ya) = 1 et les ai sont & racines simples. On a alors un
morphisme étale p: (V; x V)38 — V.
Pour (¢,t") = (diag(al,ab/al,...,al/al._y),diag(ay,ay/a,... al'/all_}))

ot ((a})s, (a})i) € (Vg x Vgr)¥st on généralise les sommes globales I et J

% A

ci-dessus en introduisant

X1t =[] Rese,nXuw(®) et Xo(t',t") =[] Resp,uXu(t)

’ ’ 1" 1
wlal...al_, wlay...al/_,

(Y1(t,t") et Ya(t',t") sont définies par des formules analogues). Celles-ci se
mettent en familles quand d’ et d” sont fixées. On définit de cette maniére des
complexes /1, 52,4, et J, vérifiant p*d = J; @ Iy et p*g = 4, & 4,.
En fait /4 et /, sont des systémes locaux. De plus, en utilisant la formule du
produit des constantes de Weil, on définit un systéme local &; (ce systéme
local n’est plus géométriquement constant) tel que jl = 91 ® J1; on pose

To=T@T2".
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A laide du théoréme B et des propriétés des faisceaux pervers et du prolon-
gement intermédiaire, on obtient que J5 et J o sont pervers et prolongement
intermédiaire de leur restriction & l'ouvert p*Ug. De plus, on a JQIV«*Ud =

Topurv, ® I2|p*Ug, de sorte qu'on a J, = T2 ® Js.
En spécialisant en t = t° on obtient alors le théoréme A’.

Voici maintenant le plan détaillé de ce travail. La section 2 contient la dé-
finition de la somme locale I, (¢, a) et de la somme globale I(t,a) pour tout
a € (k*)""1. On démontre que la somme globale est le produit des sommes
locales

It,a)= [ LG&o.
veSpm(H)
On expose 'interprétation géométrique de la somme locale et de la somme glo-
bale et exprime géométriquement la formule de produit ci-dessus. On construit
aussi le complexe Rf(f!h:‘lfw et on démontre qu’il est pervers quand d =
(1,2...,7) (voir le point (1) du théoréme 1.7).

Dans la section 3, on rappelle la définition du groupe métaplectique local de
Kazhdan-Patterson. L’extension de ACK et son scindage au-dessus N,.(F) et
au-dessus de GL,(0) sont introduits en 3.1.2. La construction géométrique
du groupe métaplectique a 'aide de I’extension de ACK figure dans 3.2.3. On
exprime la fonction k locale géométriquement dans 3.1.4. Le 3.2 contient la
définition du groupe métaplectique global et de la fonction « globale. On montre
dans 3.2.2 que le fonction k globale est un produit de fonctions k locales.

La section 4 contient la définition de la somme locale J, (¢, @) et de la somme
globale J(t,a) pour tout o € (k*)"~!. On démontre que la somme globale est
le produit des sommes locales

Jta)= [ Jta.

vESpm(0)

On expose l'interprétation géométrique de la somme locale et de la somme
globale et exprime géométriquement la formule de produit ci-dessus. On
construit aussi le complexe Rfy (k'3 2y ® £3%¢). La sous-section 4.3 contient
I'étude de ce complexe dans le cas particulier ot d = (1,2,...,r). Dans
cette sous-section figure le calcul de la fonction k dans ce cas particu-
lier, ainsi que la formule cruciale r,(wo(y + wld,))r,(wol(y + wld,)) =
(—I)Zi:ll(i“(i“))rest(ar(y),ar_l(y)). La perversité de Rf;j!(h’:lfw ® K5L¢)
est montrée 4 la fin de la section 4. R a

Dans la section 5, on donne la formule du facteur de transfert ; dans la section
6, on déduit 1’énoncé local de I’énoncé global (dans cette introduction on a déja
donné une idée de leur contenu).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



136 V. C. DO

Remerciements. — J’adresse mes plus sincéres remerciements a Alain Genes-
tier pour son soutien constant durant la préparation de ce travail. Je tiens &
exprimer aussi ma profonde gratitude & Bao Chau Ngo pour ses remarques.
Une trés belle formule de ce travail (cf. 4.2.1.6) été obtenue lorsque j’ai eu la
chance de travailler avec lui & Chicago.

2. Intégrale I

2.1. Somme locale. —  On renvoie au debut de la section d’introduction ci-
dessus pour les définitions du schéma en groupe N, T et de 'espace affine S,..

Soit k£ un corps fini de caractéristique p et & ¢ éléments. On fixe un caractére
additif non trivial ¥ : k — @Z, ou £ est un nombre premier différent de p et ou
Qy est une cloture algébrique de Q. On note O, = k[[ww]] 'anneau des séries
formelles en une indéterminée w et & coeflicients dans k, Fi, = k((w)) son corps

des fractions. On notera VU le caractére de F, défini par ¥(z) = ¢(res(zdw)).

Pour tout & = (as,...,a,) € (k*)" "', on note 0y : Np(Fr) — Q, le ca-
ractére défini par 0,(n) = ¥(>,_, a;n;—1,). Sa restriction & N, () étant
triviale, il induit une fonction 6, sur N,(Fy)/N,(0) & valeurs dans Q,.

Pour chaque ¢t = diag(a1,a2/a1,...,a,/ar—1) € T.(Fx), on considére ’en-
semble fini (cf. [15, proposition 1.1.2])

Xo(t)(k) = {n € N.(F,,)/N,(0x)|'ntn € S,.(0x)}-

L’intégrale orbitale I de Jacquet-Mao peut s’écrire (cf. [15, p. 484])

Io(t,a)= Y  6a(n).

n€Xq(t)(k)

L’ensemble X (¢)(k) est de maniére naturelle ’ensemble des points & valeurs
dans k d’une variété algébrique X (t) de type fini sur k. Cette variété est munie
d’un morphisme hy : X (t) — G, défini par hy(n) = res(3.;_, a;ni—1 ;dw).

Soit k une cléture algébrique de k. On note X , (t) = X (t) ®4 k. Soient £,
le faisceau d’Artin-Schreier sur G, associé au caractére ¥. D’aprés la formule
des traces de Grothendieck-Lefschetz, on a :

I (t, ) = Tr(Fr,RL (X o (1), % Ly)).
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2.2. Somme globale. — Dans le cas général, on ne connait pas explicitement
RI (X (), k), Ly) car la variété X ,(t) est trop compliquée.

D’aprés Ngo Bao Chau, on va introduire une somme sur un corps global qui
permettra de se ramener par déformation & une situation plus simple. Soient
©) = k[w] Panneau des polyndmes en une variable w & coeflicients dans & et
F son corps des fractions. Pour tout z € F, on note sres(zdw) la somme des
résidus en tous ses pdles & distance finie (c.a.d. en les points de A = Spec(0)).
On notera ¥ le caractére de F' défini par ¥(z) = ¢ (sres(zdw)). Pour tout
a = (ag,...,ay) € (k)"", on note 0y : N.(F) — Q, le caractére défini
par 0, (n) = U(3\_, ain;_1;). Sa restriction a N,.(0) étant triviale, il induit
une fonction 6, sur N,(F)/N,.(0) a valeurs dans Q,. Pour tous ¢t € T,(F)
et a € (k*)"!, on construit un couple (X (t), h,) de maniére analogue a [15,
proposition 3.1.1] ot X (t) est une variété de type fini sur & dont ensemble des
k-points est

X(t)(k) = {n € N.(F)/N,(0)|'ntn € S,.(0)},
munie d’un morphisme hy(n) = Y.._, a;sres(n;_1 ;dw). L’intégrale orbitale I
globale est alors :

Itt,a)= Y fa(n).

neX(t)(k)

Pour toute place v, on note @), le complété de O en v, F, son corps des frac-
tions, et k, son corps résiduel. On note n, I'image de n dans N,.(F,)/N.(0,).
Pour ¢t = diag(ay, Z—f, R a“il) € T.(F,), on introduit la variété de type fini

dont ’ensemble de k points est

X, () (k) = {n € N,.(F,)/N,(0,)|'ntn € S.(0,)}.

Cette variété est munie d'un morphisme hq o (n) = >, aitry, /i (res(ni—1,))-
Lorsque v = w et t € T;.(F) on retrouve bien le couple (X (t), hg, ). L'inté-
grale orbitale I de Jacquet-Mao en la place v est :

Iv(tyg) = Z aa(nv)a

Ny EXy (t)(k)

ot Oy (1) = V(37— agtry, /k(res(ni—1))).
Pour ¢ € T.(F'), on note supp(t) = Spm(8/ H::_ll a;).

LEMME 2.2.1.1. — Si v & supp(t), alors I, (t,a) = 1.

Démonstration. — D’aprés [15, corollaire 1.1.5], X, (t)(k) est réduit a I’élément
n=1d, (car a; € O, Vi € {1,...,7 —1}), de sorte qu'on a I,(t,a) = 1. O
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La somme globale est reliée aux sommes locales par la formule de produit
suivante (cf. [15, proposition 1.3.2])

(2.2.1.1) It,a)= [] Lto.
vEsupp(t)
On ajoute une barre pour indiquer le changement de corps de k & k. On peut
définir les couples (X (t), h o) et (Xy(t), haw), ot v € Spm(P). On note encore

supp(t) = Spm(0/ HZ L a;0). On a alors la forme cohomologique suivante
de 2.2.1.1 (cf. [15, corollaire 3.2.3]) :

RI(X(t),h52y) = Q) RL(Xo(t), bl Ly)-
vesupp(t)

Supposons ¢t = diag(ay, 2y a‘:—il), ol les a; sont des polyndéme unitaires
dont on fixera les degrés d; = deg(a;). Soient Qg,, la variété affine sur k des
polyndmes unitaires de degré d; et Qg4 = [[;_, Qq, avec d = (d1,...,d,). Le
couple (X (t),hy) se mettent en famille de sorte qu’on obtient une variété Xy
de type fini sur k£ munie de deux morphismes f : Xy x GI7! — Qq x Gl b et
ha: Xqa x Gl — G, tels que X () et RFC(YIt), h% £,) sont respectivement
les fibres en (t,a) € (Qq x G, 1)(k) de £X et de Rfjihsz. Plus précisément :

LEMME 2.2.1.2 (cf. [15, proposition 3.3.1]). — 1. Pour tout d € N" le fonc-
teur X4 qui associe & toute k-algébre R ’ensemble
X4(R) = {g € S;(0 &, R)|det(g;) € Qq,(R)}/N:(0 ® R),

ou g; est la sous-matrice de g faite des i-premiéres lignes et des i-premiéres
colonnes de g, est représenté par une variété affine de type fini sur k, qu’on
note aussi Xg4. Soit

f Xax Grt - Qa x GIt

le morphisme défini par ff(g,g) = ((a;)1<i<r, @) o0 a; = det(g;).
2. Pour tout i avec 2 < i < r, application h; : S,.(0 ®; R) x (R*)""! - R
définie par

0
-1 —1 .
h; =rtes | a; (gi,h cee 791',1‘71)(11'7191-_1 )

(7]

ol (ng_1 est la matrice des cofacteurs de g;, lesquels sont dans @ :=
0 ®1 R et ou res(a; ',b) est le coefficient de w?-1~! dans I’expression
polynomiale en la variable w du reste de la division euclidienne de b par
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a;—1 (cette division euclidienne a un sens puisque le coefficient dominant
de a;_1 est égal & 1), induit un morphisme h; : Xg X Gf{l — G,.

3. Soit hq = >_;_, h;. Alors pour tous t € Qq(k) et a € G771, le couple
(X (t),hy) est isomorphe a la fibre (fix)_l(t,g) munie de la restriction

de hq & cette fibre.

23. Lecasd = (1,2,...,7). — Soit Uy Pouvert de []/_, Q; X (G,,)"~* formé
des couples (¢, a) tels que le polynoéme [];_; a; n’ait pas de racines multiples.

THEOREME 2.3.1.1. — Pour d = (1,2,...,r) le complexe de faisceaux
R fif! h;fw[w + r — 1] est un faisceau pervers, prolongement intermédiaire
de sa restriction & I'ouvert Uy.

On rappelle que S, désigne l'espace affine des matrices symétriques de
taille r.

PROPOSITION 2.3.1.2 (cf. [15, proposition 4.2.1]). — Pour d = (1,2,...,7) le
triplet (Xg, fiX, hq) est isomorphe au triplet (S, fX,h) ot le morphisme f¥ :
Sy x Gt = [, Qi x GI! est défini par

fX(x,g) = (a1(z),...,ar(z), ),

ou z = (z;;) € Sp, a;(z) = det(s;(z) + wld;), s;(x) étant la sous-matrice faite
des i premiéres lignes et des i premiéres colonnes de z, et ou le morphisme
h:S,.x Gr-! — G, est défini par

,
h(%@) = Z OGTG—1,4-
i=2

Démonstration. — Soit R une k-algébre. On note O := 0 ®; R = R[w].

On montre d’abord que l'on peut réduire toute matrice g € S,.(6r) dont le
déterminant de la sous-matrice s;(g) est un polynéme unitaire de degré i & une
matrice de la forme x4 wld,., avec x une matrice symétrique & coefficients dans
R, par récurrence sur r. L’assertion est évidente pour » = 1. D’aprés ’hypothése
de récurrence, on peut supposer que s,._1(9) = z,—1 + wld,_; avec x,_1 est
une matrice symétrique a coefficient dans R (& 1’aide de l’action du groupe
N,_1, qu’on voit comme le sous-groupe de N, formé des matrices unipotentes
dont les coefficients non diagonaux de la r-iéme colonne sont nuls). On écrit

g= (sTtl(g) y) ,
Y z

oll y est un vecteur colonne appartenant a @Rr_l et z un élément de Ogy.
Comme pour toute matrice z & coefficient dans R le R-module Oz  se décom-
pose en une somme directe R™ @ (z+wld,)Or", (cf. [15, lemme 4.1.2]) il existe
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un unique vecteur v tel que y + s,_1(g)v € R"~!. En considérant la matrice

Id'f—l v t N . 2
Up = ) on a alors ‘u,gu, = = + wld,, ot = est une matrice symé-

0
trique & coefficients dans R. De plus, si  + wld, = ‘ntn, on a nécessairement
sres(ni_u) =Ti-1,i- O

Soit .S; la variété affine des matrices symétriques de taille ¢. On définit les
variétés R; en posant R, = Spec(k) et R;_1 = R; X Q; X Gy, Soit le : G, X
S; x R; — S;_1 X R;_1 le morphisme défini par fX (a;, z;,7) = (8i—1(%:),75-1),
ou r,_q1 = (ri,ai(mi),ai). Soit hz : Gm X Si X Ri — Ga le morphisme défini
par h;(a;, ;1) = oyx;_1,; (1, est le coefficient & la position (¢ — 1,%) de
la matrice z;). Soit pr; : G, X S; X R; — S; X R; la projection évidente. On
définit les complexes J; sur S; X R; en posant J, = @e[@] et Ji_1 =
R ZX,(Jl ® hf#y) (voir loc. cit.). On a un isomorphisme S; x Ry ~ Qq x GI,;*
pour lequel /; ~ Rfjih;}fq’b[w +r—1].

On note O; le groupe orthogonal de degré i de la forme quadratique
q(z1,...,2;) = Z§'=1 x? Ce groupe agit dans G,, X S; X R; par l’action
adjointe sur S; et par Paction triviale sur les autres facteurs. On identifiera le
groupe O;_; au sous-groupe diag(O;_1,1) de O, de sorte que O;_; agit aussi
sur G,, X S; X R; par 'action induite. Comme ’action adjointe laisse invariant
le polyndéme caractéristique, le morphisme sz est O;_1-équivariant. Le mor-
phisme h; n’est pas O;_1-équivariant mais est néanmoins O;_,-équivariant. Le
théoréme 2.3.1.1 résulte alors de la proposition suivante

PRrROPOSITION 2.3.1.3 (cf. [15, proposition 5.2.2]). — Soient U; et U;—1 les
images réciproques de Uy dans S; x R; et dans S;—; X R;—1. Si 4 est un
faisceau pervers sur S; x R;, O;_1-équivariant et isomorphe au prolongement
intermédiaire a restriction & I’ouvert Uj;, alors

J' =R (I @ h;Ly)[]

est aussi un faisceau pervers sur S;_1 X R;_1, O;_s-équivariant et isomorphe
au prolongement intermédiaire de sa restriction a 'ouvert U;_;.

Démonstration. — Les morphismes qui interviennent dans la formation de g
sont tous O;_s-équivariants donc J' Test aussi.

On utilise la transformation de Fourier-Deligne ([13]) pour démontrer la
perversité et le prolongement intermédiaire. Soit £ = S; X Q; X R;. Il est clair
que E x G, ~ S;_1 x R;_1. Soient V le fibré trivial E x A* ! et VV son
fibré dual. On note ¢ : S; x R; — V l'immersion fermée définie par ¢(z;,7;) =
(zi—1,a:;(x;),75,y), out x; est de la forme (zi;l ‘:{) On note € : £ x G,,, —
VV l'immersion fermé définie par e(e,a;) = (e, (0,...,0,;)). On vérifie que
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I = e Fy(1.9)[2 — 4] (cf. [15, proposition 5.3.2]), ot Fy est la transformation
de Fourier-Deligne. Puisque 4 est un faisceau pervers et ¢ est une immersion
fermée, 1,4 est un faisceau pervers. D’aprés [13], Fy(t+f) en est un aussi.
L’action de O;_1 sur S; X R; s’étend & V de la maniére suivante :

(g, (Ti-1,ai,73),y) = (("gzi-19, @i, i), ' gy)-
Cela induit donc une action sur V'V
(g, (Ti-1,a5,7),9) = ((*gzi-19, a,7:), ' 99).
Par rapport a cette action, §y(tx/) est O;_i-équivariant. On va utiliser le

lemme suivant

LEMME 2.3.1.4. — (cf. [15, lemme 5.4.3]) Le morphisme composé
0i—1 X B X G+ 0, x VY — "= V'V
est un morphisme lisse de dimension relative @ +1—(i—1).

Démonstration du lemme. — On note Z 'image de I'immersion localement fer-
mée € dans V. Le morphisme composé s’écrit donc :

Oi—l X Z i) VV.
En oubliant les composantes @; et R; on obtient un diagramme cartésien
évident

Oi—l X Z Vv

0,1 X Gy X Sj_1 ——=8;_1 X AL

ot §(gi—1, i, Ti—1) = (*gi—12i—19i-1,9i-1%(0, ..., 0, a;)).
En factorisant le morphisme ( et oubliant le facteur S;_1, I’assertion se
raméne & démontrer que le morphisme

Oifl X Gm - Ai_la (gi717ai) = (gi*lt(oa cee 7Oaai))

est lisse et de dimension relative @ +1— (i —1). Cela résulte de ’assertion
suivante : “L’orbite de I’élément (0,...,0,1) € A*~! sous l’action du groupe
0;_1 x G, sur A®~1 définie par

(9i-1,A,9) = Agi—1y
est 'ouvert défini par I’équation tyy # 0.” Cette assertion est évidente.
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Fin de la démonstration. — D’aprés [3, 4.2.5], #*(Fy (L*J))[@ +1—(i—1)]
est un faisceau pervers sur O;_1 X Z. Grace a la O;_j-équivariance on a un
isomorphisme
T (Fy (1x9)) = Priz(Fy (449)2)-

D’aprés loc. cit. §y (t+7)|z[1—(i—1)] est un faisceau pervers sur Z, la projection
pry : O;,_1 X Z — Z étant clairement un morphisme lisse surjectif de dimension
relative dim(0;_1) = @ Alors ¢ est un faisceau pervers sur S;_1 X R;_1.

De la méme maniére, /' est le prolongement intermédiaire de sa restriction
a Ui,1 . O

3. Le groupe métaplectique

3.1. Le groupe métaplectique local

3.1.1. La construction du groupe métaplectique local (cf. [11]). — Soit k un
corps fini de caractéristique p # 2 et a ¢ éléments. On note B, = k[[w]]
I’anneau des séries formelles & une indéterminée w et & coefficients dans k,
F, = k((w)) son corps des fractions.

Dans [11] le groupe métaplectique GL, est construit comme une extension
centrale non-triviale du groupe GL,(F) par {£+1}

1 {£1} GL,(F) — GL,(F,) —=1.

L’extension ﬁr(Fw) est définie par une loi de groupe sur le produit
GL,(Fp) x {£1}
(9.2)(¢',2") = (99',22"x(9,9")),
ou x est un certain 2-cocycle, ce qui veut dire qu’il vérifie I’identité
x(g',9")x(99',9") 'x(9,9'9")x(9,9") " =1,

qui traduit I'associativité de la loi de groupe.

PRrOPOSITION 3.1.1.1 (cf. [11, Proposition 0.1.2]). — L’extension centrale
GL,(Fy) est scindée au-dessus de GL,.(0).

On a une section canonique k* de lextension GL,(F5) au-dessus de
GL,(0y) qui s’écrit x*(g) = (g, %(g)) pour une certaine application
k:GL(0p) — {1}
qui satisfait les relations suivantes (c.f [14, lemme 2]) :

1. /<;|TT(FW)QGLT(@W) = Klw, = ”|NT(FW)0GLT(OW) = 1 (ceci détermine x de
maniére unique).

2. k(9192) = K(g1)k(g2)x(91,92) (91,92 € GL,(0)).
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(0 ) ey (R )

Dans le cas r = 2 Kubota ([12, p. 19]) a montré que

ab .
lg) = = <g=(cd>,c7éo,c¢@w>

1 (c=0ouce ),

ol [.,.] est le symbole de Hilbert.

En remplagant le symbole de Hilbert par le symbole modéré dans la défini-
tion de x (on note encore x le cocycle ainsi obtenu), on obtient une extension
(’}\ir,Kp(Fw) de GL,(Fy) par k*. Le symbole de Hilbert peut s’exprimer en
termes du symbole modéré, de sorte que cette extension C:‘[an kp(Fy) permet
de retrouver celle ci-dessus.

Le nouveau 2-cocycle x est bien défini par la proposition suivante.

ProOPOSITION 3.1.1.2 ([14, p. 112]). — Soit g € GL,(F). D’apreés la décom-
position de Bruhat, on écrit g = nymns, ou ny, ne € N, et m € T,W,.(Fy) (m
est uniquement déterminé). On note B(g) = m. Soit {.,.} le symbole modéré,
ie. {f, g} = (=1)vNv g:z;z (0). On a alors :

L ox(tt) = [[{t: 1)},
i<j
ou t = diag[t;] et ¢’ = diag]t}].
2. x(w,w") =1 (w,w' € W,.).
3. x(t,w) =1 (weW,, teTl (Fg)).
t
4. X(aat) = {tbtl-l-l}_l{_la #}{_Ldet(t)}a
+
ol « est la matrice de la transposition (¢, + 1).
5. x(ng,g'n') = x(9,9") (n,n' € No(Fx)).
x(t,9) = x(t, B(g)) (t € T(Fz)).
7. La formule de loc. cit. 0(s4, 9) = 0(R(sa9), R(g)) doit en fait étre corrigée
en x(a,g) = x(B(ag)B(g)~!, B(g)), comme on le voit en la comparant

avec la construction de Matsumoto du groupe métaplectique dans [11,
p. 40].

&

Pour comprendre géométriquement ’extension GL kp(Fy), on la compare
a une autre extension due a Arbarello, De Concini et Kac (ACK), dont la
définition est plus géométrique.
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3.1.2. Le symbole (A|B) (cf. [1]). — Soit V un k-espace vectoriel de dimension
finie. On note AV = /\dimV(V) la puissance extérieuse maximale de V. Soient
(v1,...,Vm) une base de V et (vf,...,v},) sa base duale. L’élément vy A- - - Avy,
est une base de /\ V et on normalise I'identification (A V)* ~ A V* de telle sorte
que (vy A+ Avpy)" =vF A+ Avf, soit sa base duale.

PROPOSITION 3.1.2.1. — Soit 0 — V — V” — V' — 0 une suite exacte
d’espaces vectoriels de dimension finie. On a des isomorphismes canoniques

sV, V) ANV AV = AV";
sV, V): A\ Ve AV - AV,

définis par
SV, VYL A Ay @ VL Ao  AVL) =01 Aves AUy AVL A+ AL,
SV VYW A AV @UL A AUp) =V, A-o- AVL AVLA =+ AUy,

ot (v1,...,0m) (resp. (vi,...,v))) est une base de V (resp. de V') et ’l’IZ, . ,{17,;
sont les préimages dans V' de v1,..., v,

»¥nt

D’apres Deligne ([4]), pour éviter les problémes de signes, on va considérer
dim

AV comme I'espace vectoriel gradué A Wy placé en degré dim V', qui est

muni d’un isomorphisme de symétrie

AVea AV S AV e AV
par la régle de Koszul ('isomorphisme évident est multiplié par

La suite exacte 0 - V — V& V' — V' — 0 donne alors un diagramme com-
mutatif :

(_1)dim V.dim V’)_

AVev) YAy e v,

14 \L I/Koszul

VIoV)~—— AV o AV

AV ®V) = AV'® A
ot Pisomorphisme A(V& V') 5 A(V'@V) vient de 'isomorphisme de symétrie
VeV SV eV

DEFINITION 3.1.2.2. — Soient V un espace vectoriel et A, B deux sous-espaces

de V. On dit que A et B sont commensurables (et on note A ~ B) si et

seulement si dim (ﬁ:g) < 0.

On s’intéresse au cas ott V = FT et A, B sont deux @._-réseaux. Il est clair
que A ~ B. On a donc dim(A/AN B) < oo et dim(B/AN B) < 0.
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DEFINITION 3.1.2.3. — Soient 4, B deux @) -réseaux. On définit la droite

(41B)= (\4/anB) © (\B/ANB).
Clairement (A | B)® (B | A) ® k, et si A= B, ona (A| B) ~ k.

PROPOSITION 3.1.2.4. — Soient A, B,C, D des 0), -réseaux.

— On a un isomorphisme de permutation évident
(A|B)®(C|D)— (C|D)®(A|B).

Pour éviter le probléme de signe, on va voir (A | B) comme une droite
graduée placée en degré [A : B] = dim(A/A N B) — dim(B/AN B), et on
redéfinira l'isomorphisme de symétrie :

(Al B)e(C| D)= (C|D)®(A]B),

en multipliant le morphisme évident par (—1)[4:Bl€:DP] (regle de Koszul).
On notera Sym*® isomorphisme de symétrie ainsi obtenu.
— On a un isomorphisme canonique de la construction

B:(A]B)®(B|C)— (A]C).

On renvoie a ([1, §4]) pour la construction 3 a ’aide de I'isomorphisme ¢ de
la proposition 3.1.2.1.

3.1.3. L’extension de ACK

LEMME 3.1.3.1. — Soient g € GL,(F,) et L un f)] -réseau. Il existe alors un
isomorphisme canonique :

can

v: (05 1905) = (L]gL).

Démonstration. — L’isomorphisme 7y est défini par le diagramme commutatif :
(L|gL) ~——(L|gL)® (0, | L)® (L | O,) 0
1Sym‘
Y (Ox 1 L)®(L]gL)® (L] 0)

(0 1 99%) = (U | L) ® (L] gL)® (9L | 905).
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Arbarello, De Concini, Kac associent a chaque g € GL,(Fy) une droite
D, = (0, | g0.). Cette contruction fournit une extension centrale de
GL,(Fy) par k*

1—-k*— (/}\i;(Fw) — GL,(Fp) — 1.

Le groupe &:(Fw) est formé des éléments

{(g,v) | g€ GL’I‘(FW)’ vE Dg - {O}}

et est muni de la loi de groupe (cf. [1] pour la vérification de I’associativité et
de l'inverse) définie par I'isomorphisme de multiplication :

‘e ' 7 r B
D9®DQ’ X_g(@w|g@w)®(g@w|gglgw) _>Dgg"

La restriction de cette extension & SL,(Fy) est celle de Beauville-Laszlo [2].

REMARQUE 3.1.3.2. — Soit &’ une extension finie de k. On note ¢, = k'[[w]]
et F son corps de fractions. On a aussi une extension de ACK

1— ()" — GL.(F.) — GL.(F.) — 1,

comme celle définie ci-dessus dans le cas particulier ou k' = k. En poussant cette
. . . * . .
extension via le morphisme de norme Ny, : k' — k* on obtient une extension

—~/
métaplectique de GL,(FL) par k* : 1 — k* — N,GL,(FL) — GL,.(F,) — 1.
Cette extension est aussi obtenue en associant & chaque g € GL,.(F.) la droite
D', = (0" | g0 ") (ot 0" et gO_" sont vus comme k-espaces vectoriels).

D’apreés la définition de Dy, on a D(g) X'k, Vg € GL,(0), de sorte que
cette extension est scindée canoniquement sur GL,. (8 ), i.e on a le morphisme
de groupes

GL,(0s) — GL.(Fs) g+ (g,1),

ot 1 désigne le préimage dans D, de 1 € k par l'isomorphisme canonique
D, Xk, VgeGL(0g).

LEMME 3.1.3.3. — Soit n € N,(Fy), il existe alors un € -réseau M tel que
nM =M.
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. i 01 n§ nf N r
Démonstration. — Supposons que n = . On considére le O_-
0 i

réseau M de la forme M = diag(64,...,05:) @;‘.“On a alors

ﬁl @w + n%ﬂZ @w + n%ﬁiﬁ @w st n}«ﬁr @w

ﬁZQ‘w +n{2563@w +-- +n2ﬁr@w
nM = i

Br O
On choisit les 8; € F, de telle sorte que & v(8;—1) < v(B;), Vi = 2,...,r.

Cela implique 3; 0 + Z;:Hl n!B;0z = B0z, Vi. On en déduit : nM = M.
O]

LEMME 3.1.3.4. — Soient M, M’ deux @;—réseaux tels que nM = M et
nM’' = M'. Le diagramme

3.1.3.1
(M | abt) — 222 (M | )
é‘m\ At
k.
est alors commutatif.
Démonstration. — On peut supposer que M’ C M (comme on le voit en consi-

dérant le réseau M = M N M", qui vérifie lui aussi nM"” = M").

L’assertion résulte immédiatement du fait que 'automorphisme (M’ | M)
2 (nM' | nM) = (M’ | M) est Didentité. Ceci résulte du fait que automor-
phisme xn de M /M’ est unipotent. O

D’apreés le lemme 3.1.3.3, on peut choisir un @;—réseau M qui satisfait nM =
C o . . can . . .
M, ce qui induit un isomorphisme D,, ~ k (qui est 'isomorphisme composé
de D, *L%! (M | nM) et de (M | nM) =" k). On note ,, I'image réciproque
de 1 € k dans D,, par cet isomorphisme. A 'aide du lemme 3.1.3.4, on voit que
0, ne dépend pas du choix de M.

LEMME 3.1.3.5. — La fonction oy : Np(Fy) — N/.(Fy) n — (n,0,) est un
morphisme de groupes, i.e extension de ACK est scindée au-dessus de N,.(Fi5).

Démonstration. — Soient n,n’ € N,.(Fy). On choisit M = diag(8u, ..., 6) 0
tel que v(B;) < v(Bit1), de telle sorte que : nM = n'M = nn'M = M. Le
lemme résulte immédiatement de (0L, | M) ® (nM | nO.)) ® (0, | M) ®

can

(WM |n'0)) ~ (0L | M)® (nn'M | nn'0.)) (a I'aide de I'isomorphisme
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canonique D,, ~ (07, | M)® (nM | n@L)) du lemme 3.1.3.1, ici avec g = n).
O

3.1.4. Construction géométrique du groupe métaplectique. — En utilisant la
construction de ACK ci-dessus dans le cas r = 1, on obtient aussi une extension
centrale

1 — k* — GL,(F,y) — GLy(Fiy) — 1.
On note det”* ((’}11 (F»)) l'image réciproque de cette extension par le morphisme

de déterminant det : GL,(F,) — GL;(Fy). Dans le groupe d’extensions
H?*(GL,(Fy),k*) (dont la loi de groupe sera notée additivement), on considére

la classe d’équivalence det*(éill (Fp))— @i;(Fw) C’est la classe d’équivalence
de 'extension

GLy geo(Fw) = {(9,v) | g € GL.(Fw), v € A, — {0}},

ot 'on note Ay = Dyget(g) ®DS§(_1). Les scindages de @;(Fw) au-dessus de N,
et K, définissent encore des scindages de éer,geo(Fw) au-dessus de N, et K,.

REMARQUE 3.1.4.1. — Comme pour l’extension ACK, soit k' une extension
finie de k. On note @ = k'[[w]] et F., son corps de fractions. On a aussi une
extension métaplectique géométrique

1- (k,)* - é’ir,geO(F;) - GLr(F;) — 1,

comme celle définie ci-dessus dans le cas particulier ou k' = k. En poussant cette

extension via le morphisme de norme Ny, : &' * — k* on obtient une extension

métaplectique de GL,(F.) par k* : 1 — k* — N,GL; 4¢0(FL,) — GL,(FL) —

1. Cette extension est aussi obtenue en associant a chaque g € GL,(FL) la
: AN oY) 1®—1

droite Ag = Ddet(g) @ D'y .

THEOREME 3.1.4.2. — (E]/'_mgeo(Fw) et GT;T’KP(FW) sont isomorphes.

Pour montrer ce théoréme, on va construire une section ensembliste sge, :

GL,.(Fg) — GfrvL,«,geo(Fw). Ensuite on associera a cette section un 2-cocycle
Xgeo : GL,(Fg) x GL,(Fg) — k*, défini par

(Idra Xgeo(ga 9/)) = Sgeo (g)sgeo (g/)/sgeo(ggl)'
Le théoréme 3.1.4.2 résultera de 1’énoncé plus précis

Xgeo(9,9") = x(9,9").
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CONSTRUCTION 3.1.4.3 (La section ensembliste s’ : GL,(F) — G\LL(FW))

Soient (e;); la base canonique de F7 et (e}); sa base duale. On note w’ =
wle; et wf* = wle}. Soient t = diag(t1,...,t.) € T.(Fn) et w € W,. Soit
n>> 0 € 27 tel que w" O C O Ntwd, , par définition on a un isomorphisme
canonique

Dy = (0, | tw®l) = (0, | tO,) = ()\ 0 /w"0o,)" ® (\ 0, /=" 0L,).

On choisit (A]_, /\] Lo N, /\3 ot )wﬂ comme base du facteur de
gauche et on note 04, son image réciproque dans Dy, par l’isomorphisme
ci-dessus. L’élément 0., ne dépend pas du choix de n. En pratique, on no-

. - . . . —1 __jy«
tera « =» au heu de lisomorphisme canonique, i.e 4, = (A, /\;:1 w!)* ®
/\z 1 /\_7 v(t; )

Soit g € GL,. ( ), a Paide de la décomposition de Bruhat, on a ¢ = nB(g)n'.

En utilisant le scindage au-dessus de N,.(Fy) de lextension de ACK et 'iso-
can
morphisme de multiplication, on obtlent I'isomorphime canonique D, ~ Dpg(q)

(c est 1’1somorphlsme compose de Dg ~'D,® Dpy)® Dy et de D, ® Dp(g) ®

k®DB ®k ~ DB(g)) On note 0, I'image réciproque de 9 g(4) € Dp(g)
dans D, par cet isomorphisme.

LEMME 3.1.4.4. — 9, ne dépend pas du choix de I’écriture g = nB(g)n’

Démonstration. — On suppose que g = n1B(g)n} = n2B(g)ny. On note
0! (i = 1,2) l'élément de D, défini comme ci-dessus relativement aux deux
écritures de g. D’aprés la définition, on a Dfl =0p, ®Vp(y) @y

On a vy =05 < 057" ® 0n, ® V() = Vp(g) ® Dy @D~ Comme oy est
un morphisme de groupes (cf. le lemme 3.1.3.5), on a D%z_l @0, =0, -1, et
[ Df?,l_l =,,,-1- On note n = ny'ny et n’ = njn/7". Le lemme résultera
immédiatement du fait que I'image de 9,, ® 04, dans D,,;,, par I’isomorphisme
canonique D, ® Dy, — Dy et celle de 04, ® 0,y dans Dy, par 'isomor-
phisme de Dy, ® D,;; — Dy, sont identiques quand ntw = twn/, ce qu’on va
maintenant démontrer. Plus précisement on va montrer que ’automorphisme
Dt e~ Dy 5 Dy est tr1v1a1

Soit M = diag(B,- .-, 0-) 0 tel que v(8;) < v(Bix1) (de telle sorte que
nM =n'M = M). Comme ntw = twn/, on a ntwM = twn' M = twM. Comme
dans la démonstration du lemme 3.1.3.4, Pautomorphisme (M | twM) =5 (nM |
ntwb) est trivial. On note u # 0 une base de (M | twM) (donc u = (xn)(u))
et v # 0 une base de (0 | M). D’aprés la définition 'image de u dans D,
par l'isomorphisme canonique (M | twM) 9 Dy £ D,y est I'image de
v ® (xn)(u) ® (xntw)(v*) € (O, | M) ® (nM | ntwM) ® (ntwM | ntwd..)
par lisomorphisme de multiplication. De méme, 'image de u dans Dy, est
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I'image de v ® u ® (xtwn’)(v*) € (O | M) ® (M | twM) ® (twn'M | twn'O.)
par I'isomorphisme de multiplication. Par ailleurs, comme ntw = twn’ et u =
(xn)(u), on obtient v ® (Xn)(u) ® (xntw)(v*) = v ® u @ (xtwn’)(v*), ce qui
achéve la démonstration du lemme. O

—~/

La section ensembliste s’ : GL, (Fip) — GL,.(F) est alors définie par s'(g) =
(9,94). On note x'(g,9") := s'(9)s'(¢9")/s'(99") le 2-cocycle associé a s’. On note
04 * 0y l'image de 0y ® 0y dans Dy par l'isomorphisme de multiplication
Dy ® Dgr — Dy

r u(t;)
’ trL ’
LEMME 3.1.4.5. — 1. X/(t7 t/) _ (_1)Ei<j v(ts)v(t}) H ( > (0)

e} w”(ti)
ou t = diag(t;); et t' = diag(});.
2. ¥ (w,w)=1 (w,w € W,).
X (tw)=1 (weW,, teT.(Fg)).
4 ¥(ayt) = (1)t
ol « est la matrice de la permutation (¢£,£+ 1) et t € T;.(Fy).
5. X'(ng,g'n’) = x" (n,n' € Np(Fg))
6. x'(t,9) = X'(t, B(9)) (t € T(Fz))

w

Démonstration. — 1. On rappelle la définition du morphisme canonique de
multiplication sur T,.(Fy) :

Dy ® Dy — (00 | t00) ® (tOL, | t'0%) P D

Soit n € 2Z tel que n > max{v(t;),v(t),v(t;) + v(t)}, Vi. On a
tO Jw"tO, = ®!_t;0/w"t;0. Cela nous donne une base {wf} de
tO. /w0, , ot i varie de 1 & 7 et ot j varie de v(t;) & n — 1 + v(t;).
.y i=1...7 .y i=1...7r
La matrice de passage de {wf } a {twi } est la
j=v(t;)..n—=1+v(t;) 7j=0..n—1
matrice carrée Mat = diag(Mat;) de taille nr, ou

wv(ti)

Mat; = de taille n.

t;
ot (0)
On a aussi tt' 0 /w"tO. = ®_,t;t;0/w"t; 0. Cela nous donne une

.y i=1...7r
base {wi} de tt' 0. /ww"t0. . La matrice de passage de
j:’l)(titfi).‘.l‘l—].-ﬁ-’u(ti)
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Ny i=1...r i=1...7r ,
{w? } {t J } est la matrice carrée Mat’ =
j=v(tit])..n—=14v(t;) Jj=v(t] ) n—1

diag(Mat;) de taille nr — >_7_ v(t}), o

v(t 5(0) * * ... *
, T S
Mat’; = . . de taille (n — v(t})).
St (0)

On a (on se contente de faire le calcul dans le cas ou v(¢;) > 0, le cas
général étant laissé au lecteur) :

1 ) * r n—1 ) r n—1 . * r n—1
—( wz) W) wz®</\/\th) oA A

i=1 j—v(t, i=1 j= i=1 (2!
1 i=1j=v(t;) i=1j=1 @ 1]_v(ti)

1 \" - ron—l4u(t)  \ T
“) oA A 1o g (AT =) o
o A

1 i=1j=uv(t;) i=1 j=v(t;)
=

n

>
|

1j

E
|

Il
>
Il

s
Il
—

J

j=v(t})

1j
roa-1 \ Tic vt (v n=ltet)  \ T
) i<j J j
(A /\ “i ) det(Mat) /\ /\ “i) @
i=1j= i
®
J

1 =1 j=n
s

AYESY
i=1j=u (1))

r n—1 * coa(n—v(t;))v(t;) r n—14wv(t;) *
A e AR
</_\1 A ) det(Mat) A A
i=1j5=1 K

=1 j=n

r n—14wv(t;)

® det(Mat’) /\ /\ wz

=1 j=v(t;t])
(_I)Eiq(“*U(tj))v(ti)(_1)Ei<j("*v(tjt;))v(ti) det(Mat’) y
det(Mat)

X(A"sz) oA A =

i=1j=1 i=1j=v(t;t})
det(Mat?)
— 1 21<J v(t )U(t ) ,
=1 H 1 det(Ma /%)’ o

) v(t)
= (- l)E’L<] v(ts)v(t)) H (wv(t )) (0).044/.
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r v(t;)
, t;
On en déduit x'(t,t') = (—1)Zi<1 v(t)v(t;) | | <(t,)> (0).
vt
i=1

2. Les assertions (2) et (3) résultent immédiatement de la construction de
la section s’.
3. En notant “t = ata™! € T,.(F), on a

r n—1 n—1

T
Datzaamz(/\/\wg)*@/\ wf
i=1j=1

i=1 j:v(ta(i))

D’autre part, on a alors :

T 1 T

vorvi= (A Aoz o A A aw!
i=1j=1 =1 j=v(t;)
r n—1 T
=N A=la) @\ /\ )
i=1j=1 =1 j=v(t;)

_ _1)n(/\[\ ) @ (< 1) v U(tz+1))/\ /\ wd

i=1j=v(tq(s))

— (_1)v(tz)v(tz+1)bat

Par conséquent, on a : x/(a,t) = (—1)v(t)v(tes),

4. En utilisant la propriété de 2-cocycle x'(g1, 92)x (9192, 93) = X' (91, 9293)
X' (92, 93), le point (5) résulte immédiatement de x’(n,g) = x'(g,n’) = 1,
Vg € GL,(Fx). On montre que x'(n,g) = 1 et Pautre est pareil.

Soit g = nytwnsy, d’aprés la construction on a s'(g) = s'(n1)s (tw)s'(ns)
et s'(ng) = '(nny1)s' (tw)s’'(n2). Comme s'(n)s’'(n1) = s'(nny), on obtient
s'(n)s'(g) = s'(ng), i.e X'(n,g) = s'(n)s'(9)/s'(ng) = 1.

5. Soit g = n1B(g)ne, on a tg = njtB(g)ne = ni B(tg)ns. On a

|
—~
S
=~
\?ﬁ
<
:\
o~
V)
~
—~
S5
—~
)
~ ~— ~—

|
X\
—~
uﬂ»
o~
—~
K
~— ~—

Par conséquent, x'(¢,g9) = x'(¢, B(g)). o
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CONSTRUCTION 3.1.4.6. — Soit ¢t = diag(ty,...,t.) € T.(F). On a alors un
isomorphisme canonique

r
can
D @D,
=1

défini comme suit.

Soit n > 0 € 2Z tel que : "0y, C t;0, N Oy, Vi€ {1,...,n} et @O C
t0._ N O . On a les isomorphismes canoniques :

Di, & (00 | @ 00) & (" 0u | £:0) = (/\(@w/wn@w))* ® \(ti0w/w" 0),
Dy & (0, | ="0L) & (2" O | 1:0) = (\(OL/=" %)) ® N0 /=" 0L ).

En utilisant la suite exacte : 0 — #;0,/w" 0, — @;Zl tj0p/w"Op —
@;;11 tjy/w" By — 0, on a lisomorphisme canonique :

i i—1
A D ti0n/w" 0o | &N | D tj0n/w"0s | © N\(tiDm/m"0s),
j=1 j=1

ot ¢y = (D'} 0 /0" Ooo, 1 0o /5" Do ).

En utilisant la suite exacte : 0 — O,/w"O, — @2‘:1 Op/w"Op —

i—1 . . .
@;:1 Oy /w" O — 0, on a I'isomorphisme canonique :

i , i—1
ABO/z"0 | N[ D Oa/m" 0 | © N\(On /" 0s),
j=1 j=1

ot ¢ = p(D} O /7" Ocp, Do /0" 0.

Par ailleurs, on a ’isomorphisme canonique :

®i_1 [(A(O=/m"0z))" @ \(tiO=/w"Oz)]
®i—1 AN Oz/"0))" @ iy A(tiO= /7" Ox),

(comme on utilise la régle de commutation de Koszul, c’est Iisomorphisme
™ i—1
évident multiplié par (—I)Zi=2 n 3o (n=v(ts)) — 1).
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Par conséquent, en utilisant les relations t0_ /w0 = @;_, t;On/w" O,
et O /w0, = @;_, On/w" O, on obtient le diagramme

Q1 [((A (0w /=" 02))" & A\(t:0m /=" 0)] —— @7, Di,

|

Qi1 N Ox/7"0))" @ iy A(tiO /7" 0)
|
(AOL/="0g))" ® N(t0g/w"0)

ol ¢ = (g0 0¢h) @ (¢ 0 0p).
Soit tw € T, W,.(Fy), ou t = diag(ty,...,t,) € T, (Fw). Clairement, on a

Dt7

can
Ay =~ Homk(thaDdet(tw))'
On définit alors d;,, comme ’isomorphisme rendant le diagramme suivant

(3.1.4.6) X(_1)2i<j v(t;)v(ts)

I
can ®i=1 Dti

Stw 2

th = -Dt

®2=1 Dy

r+1—i

Ddet(tw) = Ddet(t) Ddet(t)7

X(71)2f=1(T—i)U(ti)+Zi<j v(ti)v(ty)
commutatif, ot l'isomorphisme p est l'isomorphisme composé des isomor-
. . . . 1223
phismes de multiplication DH;;i P ® Dy, — DH;;i-Fltr#»l—j
Jo= {100 fhp_1.
Soit g € GL,(F), a l’aide de la décomposition de Bruhat on a g = ntwn/'.
On a un isomorphisme canonique A, ® Ay, @ A,y 5 Ay provenant du dia-
gramme

, c’est-a-dire

Ap @ Agyy @ Ay =—— Ddet(n) ® Dg_l ® Ddet(tw) ® D1§171 ® Ddet(n’) ® Df?/il

|

Ddet(g) ® D;@_l -~ (‘Ddet(n) ® Ddet(tw) ® Ddet(n/)) ® (Dn ® th ® Dn')®_1

ou I’isomorphisme vertical de gauche est ’isomorphisme composé des isomor-

phismes de commutation (la régle de Koszul est ici triviale car D, et Dget(n)

sont des droites graduées de degré 0), et ou I'isomorphisme horizontal du bas
. . . . . . can

est le composé des isomorphismes de multiplication. Puisque A,, ~ k, Vn €

N, (Fg)onal, £ A¢yw. On note é, 'image réciproque de d4,, par cet isomor-

phisme.
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PROPOSITION 3.1.4.7. — §, ne dépend pas du choix I’écriture g = nB(g)n'.
Démonstration. — Elle est semblable & celle du lemme 3.1.4.4. O

Grace a cette proposition, on obtient une section ensembliste Sgeo
GL,(Fx) — GL; geo(F) définie par

Sgeo(g) = (97 5g)

On note xgeo le 2-cocycle associé & cette section. On va comparer xgeo au cocycle
de Kazhdan-Patterson et le théoréme 3.1.4.2 résulte alors de la proposition
suivante :

v(th)
/ t.’
PROPOSITION 3.1.4.8. — 1. Xgeo(t, ') = (—1)%i<s v(EIV(E) H 5(0)
el AN
i<j Vj
ou t = diag[t;] et t' = diag[t}].
2. Xgeo(w,w') =1 (w,w € W,).
3. Xgeo(t,w) =1 (weW,, teT,).
v(te)
t
_ (_1\v(te)v(t 1)+Zi Lu(ts) _“€+1
4. Xgeo(a,t) = (—1)0e/vther 0,04 tv(t/z+1)(0)

ol « est la matrice de la permutation (Z,ZZ +1)etteT,.
5. Xgeo(ng»gln/) = Xgeo(g,g/) (n,n’ S NT)
6. Xgeo(ta g) = Xgeo(t7 B(g)) (t € TT)
7. Xgeo(aag) :Xgeo(B(O‘g)B(g)_lvB(g))

En particulier, xgeo(9,9") = x(9,9)-

Démonstration. — On a le diagramme suivant :

5 69591
Dy @ Dy o Daet(g) ® Daet(g)

| |

Dy Ddet(gg’) )

699/

ou les isomorphismes verticaux ci-dessus sont des isomorphismes de multipli-
cation.
D’aprés la définition de §, on trouve
59 = [6g]adet(g) ® a?_l )

ou [6,] = (=1)Zi=a(r=av) [T} X'(ITj=iy1 tis i) Le cocycle xgeo est alors
donné par la formule

[64]-[65]-X" (det(g), det(g"))

N
Xgeo(9,9') = [69g']-X (9, 9")
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Par conséquent, les six premiéres assertions de la proposition résultent im-
médiatement des six assertions du lemme 3.1.4.5 et de la définition de sgc,
On va maintenant donner la démonstration du point (7) de la proposition.
0 u
L 0) ,Idr—p—1), €% la matrice

u

On note m,(u) la matrice diag(Idg_1,<

1
diag(Id,—q, (0 ?) ,Id,—p—1) et do(u) la matrice diag(Id,—q, —%,U,Idr,g,l).

n note aussi e matrice ran: ition de e¥, ie e =
O ote aussi e*, la mat de transposition de e&, ie e®

10
diag(Idl—ly ( > 7Id?"7€71)'
ul
Soit g = nwtn', ou t = diag(t1,...,t.). On écrit n = nye, ou ny € N, (Fip)

est telle que le coefficient situé sur la ¢-iéme ligne et la £ 4+ 1-iéme colonne est
nul.

On considére ag = an,e’ B(g)n’ = n”ae“B(g)n'.
- Siu=0,o0naag=n"aB(g)n', donc B(ag) = aB(g). On voit que
0o ¥ 0g = o * (On, * 0B(g) * On’)
= dan, * 0B(g) * On/
= Onria ¥ Op(g) * O
= Opr % 0o * 0B(g) * O
= Xgeo(@, B(9))0n * daB(g) * Ons
= Xgeo(a7B(g))6ag‘
Par conséquent, Xgeo(, 9) = Xgeo(B(eg)B(9) ™", B(g))-
- Si w™t(¢) < w™(€ + 1), comme B(g)"'e“B(g) € N,(Fy), on a ag =
n"aB(g)(B(g)~te“B(g)n’), de sorte qu’on obtient B(ag) = aB(g). On a
0o % 0g = 0o * Op * Op(g) * Op
= dan * 0B(g) * On/
= Onrraen * 0B(g) * On
= Oprr * 5,183 * 63(9) * Opy
= Opr * O * 663 * 5B(g) * Opy
= Onr * 0o * Ocu B(g) * Op
= O % 0a % 0B (g)B(g) e B(g) * On’
= On % 0a * 0B (g) * 0B(g)~1ex B(g) * On’
= Xgeo(@ B(9))0n * Oa(g) * 0B(g)-1e By
— oo (0 B(9)) b
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Par conséquent, Xgeo(a, 9) = Xgeo(B(ag)B(g)™*, B(g)).
- Siw () > w t(l+1),etu#0,0onael = ma(u)e;“elfs. Ceci implique
(en utilisant amq, (u) = dq(u))

ag = n"da(u)e; ey B(g)n’

[e%

= n""(da(u)B(9))(B(g) e B(g))n’.

Comme B(g)_lel_/(;LB(g) € N,.(Fg), on a B(ag) = d,(u)B(g). On consi-
dére
0o % 0g = 0o * O % Op(g) * Op

= dan * 0B(g) * On/

= Onrvaes * 0B (g) * 0w

= 5n,,da(u)e;uel_/; *6B(g) * On

= 6n,,,da(u)617/: * 0p(g) * On/

= O % 5da(u)ei/;‘ * 0B(g) * Ons

= Xegeo(da(u), /™)1

Xénm * 6da(u) * 661/14. * (53(9) * 6n’

= Xgeo(da (1), B(e2)) " Xgeo (€2, B(g)) %
X(Snm * 5da(u) * 5el/uB( ) * 5n/

= Xgeo(da(u), da(1/u))™ Xgeo 1_/573(9)) X
X 01t ¥ 5da(u) * 0 * Oy

X

B(g)B(9)~1eM*B(g)

= xgeo(el_/(f, B(Q))Xgeo (da (u)> B(g))éag'

On calcule Xgeo(e", B(g)).
Xeeo(€, B(9)) = Xgeo(e", wi)
= Xegeole 2w, t)xgeo<e£/;‘,w>/xgeo<w )

= Xaeo (W e w0, 1) xgeo (€72, W) /Xgeo (W, £)

Xgeo(waw €_u wt)Xgeo(w € /uw t)Xgeo(el_/auaw)

Xgeo (W, w= 1€ )y goo (w, )

= Ygeo(€", w) (comme w™ e w € N,(FL)).

On va prouver que Xgeo(el_/;‘,w) 1.On ace /;L = e%do(1/u)ae? et
1 1w 1/u
Wy W= € (1) w0-1(0)) € N, (Fg).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



158

V. C. DO

e Si v(u) > 0, ie v(l/u) < 0, on a e4O, = 0. Donc /. =

(NE ™ wer)” ®</\z__v<u>w (;‘) ) € (a0 | eada(1/0)05,),
L

N U 7
ol est le vecteur ue; + e,y € 0.
¢

i
On choisit M = &, @ Yo, @ oo, @ @::w—l(e)ﬂgw’
de sorte qu’on a eb{fil(ul)’w,l(mM = M. Donc Del_/(:w =
0 oL/u
W w1 (e+1),w—1(0))
v(u)— i v(u u
_ (/\iil) 1wzee) ® (/\( 1w (1>> S (w@; | wM) ®
)
(wM|wew L0 1) 1(2))@ ).

-1 v(u)—1
. 1 .
La matrice de passage de (w’ (?) ) a (wz (?) )
u
L/ i=—v(u) £/ i=0

e

0 %(")(0) *
est Mat = ) ‘ ) , de taille v(u). Ceci im-
(; wvu(’;) (0)
. 1/u m
plique Xl(e /a,w) = (wv(u) )U(u) (0)
Siv(u) <0, iev(l/u) >0, ona e(/*l(e+1)w L)
361/u =0,®0 RV =1.
—a Clw=te+1),0=1(0)

On choisit M = @& ,0, & w W0, & ®7_,,,0, de sorte
quon a egyM = M. Donc d,/u = (/\;'O(")flwieul)* ®

(/\Z—Uéu)_1 @’ <?> >®(/\Z—Uéu)_1 @' <Y> ) ®(/\Z:1U(u) wiee)@
£ 4

(A —uwier)” © (A wlen) € (O | M) @
e | entl) @ (st | e (1/0)0L) @ (chda(1/u)al, |
do(1/u)aM) ® (e 1/“M| or).

0 = 0., donc

La matrice de passage de (@’ 6[)l 1U(u) 3 (—uwieg):o(u)_l est une
—5(0) « «
o LR
matrice de taille —v(u) : Mat =
0 W;(u;) (0)
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Ceci implique Del_/; = (w:(“u) )”(u) (0), de sorte qu’on a

e = (o )U(u) ).

w'“(u)

Par ailleurs on a

8o Bw.x' (det(eX™), det(w))

—Q

1/u
XgEO(ef/oc ’ w) = 1/u

gel_/:w'xl(e—a ) UJ)

= (- (2 O w)
1.

wv(u)

O

3.1.5. Fonction k locale. — Le scindage £* de la proposition 3.1.1.1 provient
en fait d’un scindage de l'extension GL, kp(F) au-dessus de GL, (). Ceci
définit une fonction & : GL,(0y) — k* telle que (cf. [11])

£"(9) = (9,8(9)) = (1,k(9))-5(9), Vg € GL,(0),

(o s(g) = (g,1) est la section de GL,.(Fg) — @T(Fw) de Kazhdan-
Patterson).

En termes géométriques, le scindage trivial de (f}\ir,geo(Fw) au-dessus de
GL,(0,) qui vient de I"isomorphisme canonique

triv: Ay X'k, Vg € GL,(0)

coincide avec Sgeo au-dessus des trois sous-groupes T,(0y), W, et N,.(0y)
(cf. la premiére condition de la proposition 3.1.1.1) et s’identifie donc au scin-
dage k*. Par conséquent, on a k(g) = triv/d,.

REMARQUE 3.1.5.1. — En remplagant k par une extension finie de ¥’ de k, on a
une extension de GL,.(F.) par (k')*: 1 — (k')* — é\imgeo(F{U) — GL,.(Fg) —
1. On obtient alors de la méme maniére une fonction x’ : GL,.(0.) — (kK')*.
En composant cette fonction £’ avec le morphisme de norme Ny, on obtient
une fonction £ : GL,(0) — k*. Cette fonction satisfait que g — (g,£(g))
est un scindage de 1 — k* — N*(’}VL,,,geO(F;) — GL,.(FL) — 1 au-dessus de
GL,(0.,)-

A Daide de ce point de vue, on obtient une nouvelle démonstration de la
formule pour k£ de Kubota pour 7 = 2 (on plutét, du renforcement ou on
remplace le symbole de Hilbert par le symbole modéré).
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b
PROPOSITION 3.1.5.2. — Soit g = (a d) € GLy(P), on a alors

c
1 sic=0ouce O
ﬁ(g) = d .
C, m simon.
Démonstration. — — Si ¢ =0, la décomposition de Bruhat de g est

12t
= diag(a, d a .
g = diag(a, d) 01

" 12
Comme g € GLy(#y), donc a,d € O_, de sorte qu'on a n = <0 ‘{) €

GL2(0x) et t = diag(a,d) € GL2(0). Par conséquent, on a 6, = triv,
iek(g)=1.
— Si ¢ # 0, la décomposition de Bruhat de g est

12) . [—det(g) ) 14
= ¢ ldiag | ——,c | w °.
I <o 1) g( c “\o1

e Sice @;, les facteurs de la décomposition de Bruhat de g ci-dessus
sont dans GLy(6), donc on obtient facilement que §, = triv, de
sorte qu’on a k(g) = 1.

o Sicg 0% (iev(c) >0),onal5,) = (—1)"© (=45) " (0). On va
noter chaque facteur de la décomposition ci-dessus respectivement
(de gauche a droite) n,t, wy,n’. Comme g € GLy(0y) et v(c) > 0,
on aa,d € O . Pour trouver d,, on choisit M = 0, ® w90, (ce
réseau satisfait la condition que nM = M et n’M = M), de sorte
qu’on obtient :

v(c)—1 v(c)—1 v(c)—1
0, =( /\ wJeg /\ aneQ /\ wines)* /\ @ne;
Jj=0 Jj==v(c)
v(c)—1 v(c)—1
® ( /\ @i ntwgey)* /\ @’ gey)
§=0

€ (0% | M)® (nM | n02%) @ (n0 |nM>® (nM | ntwo©2)
® (ntwo 02, | ntwoM) ® (gM | g072).

On considére le k-espace vectoriel ntwg @2w /ntwoM. Celui-ci est
muni de deux bases : {ntwgwjeg}jzomy(c),l, qui est l'image
de {wjeg}jzomu(c)_l € @2w/M par l'isomorphisme Xxntwg, et
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{n@wier}j——v(c)..—1 qui est limage de {wlei};—_y()..-1 €
two @i /twoM par lisomorphisme xn. La matrice de passage de
la seconde vers la premiére est la matrice carrée de taille v(c)

c‘wdfff(i)) (0) * % ... *
—det9) (0) x ... *
Mat = cw ()
—de
SE8.(0)

Par ailleurs, on a ntwoM = M (ce qui implique gM = M) et
90>, = 02, donc g0 /gM = O /M, de sorte que le k-espace
vectoriel @i/M est muni des deux bases {wjeg}jzomv(c) et
{gwjeg}jzomv(c) qui est I'image de {wjez}jzomv(c) € @i/M par
I’isomorphisme xg. La matrice de passage de la seconde vers la
premiére est la matrice carrée de taille v(c)

d(0) = *x... *

d(0) x ... *
Mat’ =
d(0)
Par conséquent, on a ?, = %&mtriv. En utilisant la formule
89 = [64]0det(q) @ 039(_1), on a donc que k(g) = {c, #(g)}. O

3.2. Le groupe métaplectique global

3.2.1. La construction du groupe métaplectique S-global. — On rappelle que
k =T, avec (g,2) = 1. Soient #) := k[w] anneau des polynoémes & une indéter-
minée w et & coefficients dans k, F = k(w) son corps des fractions. Soit S un
ensemble fini des points fermés de P! (qui seront considérés comme des places
de F'). On associe & chaque g € GL,.(F') la droite Ag = Quly, (grace a la
régle de Koszul cette définition ne dépend pas du choix d’un ordre sur les places
v), 00 Ay, = (0, | g0,)27 ' ®(0, | det(g)Dy)r (O, est 'anneau d’entiers de F
en place v; 0., gO. 0, et det(g)®, sont vu comme des k-espaces vectoriels).
Par ailleurs, dans le cas o S # &, on a le lemme suivant :

LEMME 3.2.1.1. — Pour S # @, soit )(S) 'anneaux des fractions rationnelles
dont les pdles sont dans S. On a un isomorphisme canonique Df S (O(S)" |
gO(S)"). Par conséquent, on a un isomorphisme canonique A TOS) |

det(9)0(S)) ® (O(S)" | gO(S)")®~1.
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Démonstration. — Onnote L = O(S)"Ng®(S)". En utilisant le lemme chinois,
si M’ C M sont deux O(S)-réseaux dans F" on obtient des isomorphismes
canoniques
M/M' ~ (M @gs) 00)/ (M’ @5y D),
vgS
d’ott des isomorphismes canoniques

(0(5)" | 90(s)") = (A O(S)"/L)" @ (/\ 90(S)"/L)

*

= /\@(@Z)/(L®@(5)Qv) ®

vgS

o [ A 0)/(L@ys) 0.)

vgS
’
~ ®veng’” . O]

En utilisant ce lemme, on obtient de nouveau la définition de la droite Af .
Cette construction fournit une extension centrale de GL,(F') par k* :

1—>k*—>C?if(F)—>GLT(F)—>1.

On va appeler éif(F) le groupe métaplectique S-global. Comme dans le cas
local envisagé dans la partie précédente, cette extension est scindée au-dessus
de N.(F), et au-dessus de GL,.(6(S)). On construit aussi comme dans le cas
local une section ensembliste

—~ S
Sgeo : GL(F) — GL,. (F'), g (g,04).

Pour toute place v de F', on note F), la complétion en v de F', ), son anneau
des entiers et k, son corps résiduel. En utilisant que k, est une extension finie
de k on a une extension (qu’on appelle le groupe métaplectique local en la
place v) :

1 — k* - N,GL,(F,) - GL.(F,) — 1,

une fonction &, : GL.(0,) — k* (voir ci-dessus pour la définition) et un scin-

dage &} : GL,.(0,) — N.GL.(F,) g — (g,5,(9))-

D’aprés Kazhdan-Patterson, on a ’extension suivante (voir [11, section 2]
pour la construction quand on remplace le symbole de Hilbert par le symbole
modéré) :

1 = IT,gs ks — ITogs GLr(F,) — [Tygs GLn(F,) —1,
ou
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- H;gs k¥ est le groupe formé des éléments (z,)ygs OU =, € k) et z, =1
pour presque tout v.

- H;gs GL, (F,) est le groupe formé des éléments (g,)vgs ot g, € GL,(F)
et g, € GL,.(0,) pour presque tout v.

- H;gzs GL, (F,) est le groupe formé des éléments (g,)vgs OU g, € @ir(Fv)
et, pour presque tout v, g, € GIT(@U) et gy, = £5(go)-

En poussant cette extension via le morphisme Hi;gs kX — k* (z,) —
I1.¢s Nk,/k(zw), on obtient une extension de GL,(A%) par k* (ou A® :=

H;gs Fy)
1 — k* — GL,(A%) - GL,(A®) — 1.

PROPOSITION 3.2.1.2. — On a un morphisme d’extensions :

GL,(F) —=1

pour lequel le carré de droite est cartésien.

Démonstration. — L’assertion résulte immédiatement de ’identité @TJT(FU) ~
GL; geo(Fy) (cf. théoréme 3.1.4.2) et du lemme 3.2.1.1. O

REMARQUE 3.2.1.3. — L’extension globale est triviale au-dessus de GL,(F)
~ ~ o

lorsqu’on prend S = @ (cf.[11, p. 50-51]), i.e GL,.(F) := GL, (F) est une

extension scindée. On va le voir géométriquement en la reliant au déterminant

de la cohomologie.

Soient & une courbe lisse (connexe) projective sur k, F' son corps des fonc-
tions rationnelles. On note Ag = H;e\m F, et Oy, = Hve‘g‘ 0, ou 0, est
l’anneau des entiers de F,. Soient &, & deux fibrés vectoriels de rang r sur @
munis d’un isomorphisme générique entre eux (i.e un isomorphisme &y ~ ﬁ‘U

défini sur un ouvert U assez petit).A I’aide de cet isomorphisme on a que
G ® 0O, est un Oy -réseau dans 7 @ Ay et vice versa, de sorte qu’on définit
(G ® 0n,|F ® Op,) comme dans la section 3.1. On a la proposition suivante
ProPOSITION 3.2.1.4. — 1l existe un isomorphisme canonique :

det(RTY) ® (det(RTT))® ™ = (T ® 04, |G ® On,)
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Démonstration. — On peut supposer que ¥ C ¢ (sinon, on considére un
troisiéme fibré vectoriel # muni d’un isomorphisme générique avec & tel que
H@Op, C(TRO0y,NG® 0Os,) dans F® Oy, et on est ramené & démontrer
la proposition pour les deux couples (#, ) et (¥, 9)).

On considére la suite exacte :
0SS —>G—-9G/F—0.
Par conséquent, on obtient la suite exacte longue :
0— HY(F) — H(9) — H(G/T) — H'(T) — H'(§) — 0.

Elle implique (det(H(7)))® " @ det(H®() @ (det(H*(G/T)))®~" @ det(H (7)) &
(det(H(F)))®~! ~ k, de sorte qu’on a :

det(RTH) ® (det(RTF))®™* ~ (det(H°(G/F)))® !

1R

(g® @A€|ﬁ® @AY;)'
O
En utilisant cette proposition dans le cas ou ¥ = @% et G est le fibré
vectoriel associé & g € GL,(F) \ GL,(Ag)/GL,(04,), on a :
det(RT'Y) ® det(RT0)® ' ~ D,.

Quand g € GL,.(F), on a ¢ ~ @%, de sorte qu’on obtient des isomorphismes
. can can
canoniques Dy ~ ket Ay ~ k.

Par ailleurs, on a le diagramme commutatif suivant :
Dy ® Dy — (det(RT'Y) ® det(RT'0%)® 1) @ (det(RI'G') ® det(RT O)® 1

Xg/l/ J/Xgl

Dy (det(RT'Y) ® det(RI'0)® 1) ® (det(RI'Y") ® det(RT§)® L,

ott &' et §" sont des fibrés vectoriels de rang r associés a g’ et gg’. Alors, le
. can . . . T .

morphisme Dy, ~ k qu’on vient de définir est compatible avec la multiplication

du groupe GL,.(F), de sorte qu’on obtient un scindage au dessus de GL,.(F).

3.2.2. Fonction k globale. — Clairement, d’aprés la construction du groupe
métaplectique S-global on a un scindage canonique k§ au-dessus GL,(0(S))

can

(qui vient de l'isomorphisme A, (S) =~ k, Vg € GL,(0(S))). De plus, on a :

* J—

= Es|1,.(0(5)) = Sgeoir,.(ocs))?
* _

~ Ks|\w, = Sgeow,

- K& = Sgeo .
S|N,.(0(S)) 80| N, (0(5))
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D’aprés [11, proposition 0.1.3], k% est alors un scindage canonique au sens
de Kazhdan-Patterson. On considére donc lapplication kg : GL.(6(S))
— k* qui est définie par :

t5(9) = £5(9)-5(9) ™"

~ S
(la loi du groupe de GL, (F') étant notée multiplicativement.)

On note g, la matrice g vue comme matrice a coefficients dans F,. D’aprés
la proposition 3.2.1.2, on a :

PROPOSITION 3.2.2.1. — Nous avons
£5(9) = [[ £.(90) V¥g € GL.(O(S)).
vgS

4. Intégrale J

4.1. Somme locale. — Pour tout & = (ag,...,a,) € (k*)"', on note
0., : N (Fs) — Q, le caractére défini par 0,,(n) = U(5 X1 ,0uni_1,), et
a = (ar,...,az). La restriction de 0, & N,(0) étant triviale, elle induit une

fonction ¢, sur N, (Fg)/N,(0) & valeurs dans Q,. Soit ¢ : k* — {£1} le
caractére quadratique non trivial ({(\) = AT N e k*).
Pour chaque ¢t = diag(a1,az2/a1,-..,a./a,—1) € T.(Fg), on considére ’en-
semble fini (cf. [15, proposition 1.1.2])
Yo () (k) = {(n,n) € (N.(F)/N,(0x))?|'ntn’ € GL,(0x)}.

t

En utilisant le changement de variable n — *n” = won~'wy, I'intégrale orbitale

J de Jacquet-Mao peut s’écrire :

Jw(t, @) = Z K(wo'n"tn) i (wo'n' wo )0, (n')
(n,n’) €Y (t) (k)

Z £(wo ' ntn) 0 (wo'nwe )8y, ().
(n,n’) €Y (t) (k)

L’ensemble Y, (¢)(k) est de maniére naturelle ’ensemble des points a valeurs
dans k d’une variété algébrique Y, (¢) de type fini sur k. Cette variété est munie
d’un morphisme b, : Y (t) — G, défini par
,

1
res(ar+2_mr+1_i,,«+2_idw) + Z §res(ain§_17idw)
=2

s

£

:\

Il
M-
N =

.
[V

s

res(o;(ni—1, + ng—u)dw)'

|~

=2
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et d’un morphisme & : Y, (t) — G, qu’on va maintenant construire (la fonction
k: Yo (t)(k) — {£1} est alors définie par kK = { o k).

CONSTRUCTION 4.1.1.1. — Soit R une k-algébre. On note O, g = Oy @ R
et Fy r = Fiw ®; R. On va géométriser la fonction x & 'aide des résultats de
la section 3.

1. Soit g € GL,(Fx,gr). On va définir une R-droite (plus précisément un R-
module inversible) associée a g. Pour cela on a besoin du lemme suivant :

LEMME 4.1.1.2 (cf. [7]). — Soient M et M’ deux O, p-réseaux dans
F[ g tels que M' C M. Le R-module M/M’ est alors localement libre.

Soit g € GL(Fx,r). On choisit un O, p-réseau M tel que M C
99, r N O, r. En utilisant le lemme 4.1.1.2 ci-dessus, g(0, z)/M et
@w, r/M sont des R-modules localements libres. On considére alors les
puissances extérieures de degré maximal A\(g(0, z)/M), N(0,, r/M) et
on note Dy r la R-droite

(0% rl99%.7) = (\ (O 2/M)" @r N\(9(OL 7)/M).

Cette définition ne dépend pas du choix de M. En particulier, pour g €
GL, (O, r) cette droite est canoniquement trivialisée.
Comme dans la section 3, on pose Ay g = Dyet(g),r @ ngl.
2. On trouve une trivialisation naturelle de A, r pour n € N, (Fg r), &
laide des deux généralisations suivantes des lemmes 3.1.3.3 et 3.1.3.4 (les
démonstrations données plus haut s’étendent sans probléme).

LEMME 4.1.1.3. — Soit n € N,(F5 gr), il existe alors un @;,R—réseau M
tel que nM = M

LEMME 4.1.1.4. — Soit n € N,(Fx,g).Soient M, M’ deux 0, p-réseaux
tels que nM = M et nM’ = M’. Le diagramme

( 3.1.3.1)

(M |nMM) (M'|nM")
év@\ //vident
k.

est alors commutatif.

3. On construit une base dgp(wot) de Ay,,r en prenant la construc-
tion 3.1.4.6.

4. Comme Ay in = A, ® Ayt ® Ay, on obtient une base dg(nwotn’)
de Apwotn’,r €t on pose s(nwotn') = dg(nwetn’)/triv pour nwetn’ €
GLT’ (FW,R)'
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La fonction s : Y(t)(R) — R* est définie par (n,n’) — k((wo'nwo)wotn').
Comme la construction ci-dessus commute au changement de base et généralise
celle de la section 3 (dans le cas ou R est un corps) on obtient bien un morphisme
k:Y(t) = Gp.

On note Y () = Y (t) ® k. Soit £ le faisceau de Kummer sur G,,, associé
au revétement G,, — G,,, ¢ — 22 et au caractére non trivial ¢ de {&1}.
D’aprés la formule des traces de Grothendieck-Lefschetz, on a :

Jo(t, @) = Tr(Fr,RT. (Y (), Ly ® £*2¢)).

4.2. Somme globale. — Comme pour l'intégrale I, on ne connait pas explici-
tement RL.(Y o (t), h,, Ly ® £*L¢) car la variété Y (t) est trop compliquée,
donc on a besoin de gTobaliser. Dans cette partie, on va introduire deux défi-
nitions de l'intégrale J globale. La premiére utilise les intégrales locales et la
propriété de multiplicativité et la deuxiéme est géométrique. Bien entendu, ces
deux définitions donnent le méme résultat (voir la proposition 4.2.1.4).

1. Premiére définition

On rappelle que ) = k[w] est ’anneau des polynémes en une variable
w & coefficients dans k, et F' est son corps des fractions. Pour toute place
v, O, est le complété de ©) en v, F, est son corps des fractions, et k, est
son corps résiduel. On note ¢, 'image de ¢t dans T,.(F,).

Soit ¢t = diag(a1,as/a,...,ar/a.—1) ot a; € O — {0}. Désormais, on
note Y, (t) = {(n,n) € (N,.(F,)/Nr(0,))?|'ntyn’ € gl,.(0y)} et 0, (n,) =
(X, Qitry, jpresy (ni—1,:dw)).

Pour toute place v fa,, on pose

Jp(t, @) = / fo(wo'nt,n)0L(wo' nwe)d., (n')dndn’,
Ny (Fy) X Ny (Fy) B

i t'u !/ . t tU IEGLT ,
ou fv(wotntvn’) — {g(ﬁ;v(wo niyn )) zinti)ln n (@ )

En utilisant que a, € @, implique !N, (F,)t,N.(F,) N GL.(0,) =
EN,.(Fy)ty, N (F,) N gl,.(0,) (cf. [15, proposition 1.1.1]), on peut aussi
écrire :

Jo(t,e) = > (s, (wo'nt,n))0(wo nawe )8 (n).
(n,n’)€Yy(t)

Pour toute place vla,., on pose
Jyu(t, @) :/ Lyt (0, (wont,n)05(wo' nwe)L, (n')dndn/,
Nn(Fo)XNp(Fy) -
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ot Iy (p,) est la fonction caractéristique de I'ensemble gl,.(0,). Cette
intégrale s’écrit aussi :

Jo(t,a)= Y O(wo'nwo)dl(n').

(n,n")€Y, (1)

DEFINITION 4.2.1.1. — On introduit I'intégrale orbitale J globale :
J(l) t, ) H Ju(t, @)
vF#00

LEMME 4.2.1.2. — Siv f]/_} a;, alors J,(t, @) = 1.

Démonstration. — D’aprés [15, corollaire 1.1.5], Y, (¢) est réduit a 1’élé-
ment (n,n') = (Id,, Id,) (car a; € O, Vi € {1...,r —1}. Donc

Tult,0) = {f(ﬁ”(wotv)) M

Siwv{a ona alors t, € GL.(0,). En utilisant la propriété de la
fonction k,, on a :

Ky (woty) = Ky ('LUO)ﬁu (tv)xw(wo, ty)
= Xv (wo, tv)-

A Vaide de la formule de définition de 2-cocycle x,, on a: x, (wo,t,) = 1.
Par conséquent, J, (t,a) = 1. O

. Deuxiéme définition :

Soit t = diag(a1,az/a1,...,a,/ar_1) ot a; € O—{0}. Pour tout z € F,
sres(zdw) est la somme des résidus en tous ses poles a distance finie
(c.a.d en les points de Spec(8)). On notera ¥ le caractére de F' défini par
U(z) = t)(sres(zdw)). Pour tout o € (k*)" ", on note 0/, : N.(F) — Q,
le caractére défini par 6/, (n) = ¥(3 >;_, aini—1,;). Sa restriction & N,.(0)
étant triviale, elle induit une fonction 6/, sur N,.(F)/N,(0) a valeurs
dans @Z

On introduit la variété de type fini Y (¢) dont I’ensemble des k points
est

Y (t)(k) = {(n,n') € (N(F)/N(0)|'ntn’ € gl,.(0)}.

Cette variété est munie d’un morphisme

1 T
hy(n,n') = 3 Z aisres((ni—1,: + nj_y ;)dw),

=2
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et d’un morphisme « : Y (t) — G, défini par

s = [ olwoniton)),
ol T2
ot les fonctions k, sont celles définies dans la section 3.2.
DEFINITION 4.2.1.3. — On introduit 'intégrale J globale :
IOt a)= D C(s(wo'ntn’))0 (wo'nwo)6l, (n).
(n,n')€Y (t) (k)

PROPOSITION 4.2.1.4. — Lorsque pged(a, H:;ll a;) = 1, les deux définitions

dans 4.2.1.1 et 4.2.1.3 donnent le méme résultat.

Démonstration. — On rappelle que supp(t) = Spm(0/ [/, t;).
D’aprés le lemme 4.2.1.2, on a : JD(t,a) = Hvesupp(t) Jo(t, @).
D’aprés la propriété multiplicative de la fonction k globale et [15, proposition
132l on a: JP(t,a) = T cqupp(r) ot Q)-
Par conséquent, on a : JM(t,a) = J@(t,q). O

On ajoute une barre pour indiquer le changement de corps de k & k. On

définit les triples (Y'(t),hl, k) et (Yy(t),hl,,k,), 00 v € Spm(®) comme

» Pa,v 'U
on a fait pour le cas local (4.1). On note encore supp(t) = Spm(0/
IT:Z llaz@) En utilisant &(wo'ntn’) = I[,coupp(r) Bo(Wo'nutyn;,), on a une

forme cohomologique de la proposition 4.2.1.4 (cf. [15, corollaire 3.2.3] pour la

démonstration) : quand pged(a,., H::_ll a;) =1,

RL(Y(t),h 0y @6 2) = (X RL(Yo(t),h} Ly ® 53 2L0).

vesupp(t)
Supposons ¢t = diag(ay, Z—f,..., a“il), ou les a; sont des polynéme uni-
taires dont on fixera les degrés d; = deg(a;). On note Vy = {(a1,...,a,) €

Qa |pgcd(Hl 1 Yai,a,) = 1}. Le triple (Y (t), A/ w: %) se mettent en famille de
sorte qu’on obtient une variété Y, de type fini sur £ munie de trois morphismes
fd Yax Gt = Vgx Gt bl i Yy x Gt — G, et by : Yy x Gt — Gy
tels que Y (¢) et RL.(Y (t), h’ . }f¢ ® k*Z;) sont respectivement les fibres en
(t, @) € (Vax Gy ') (k) de f) et de Rf), (W 3Ly © K52L¢). En précisant, on a :

LEMME 4.2.1.5 (cf. [15, proposition 3.3.1]). — 1. Pour tout d € N" le fonc-
teur Yy qui associe a toute k-algébre R ’ensemble

Ya(R) = "N (0 ®1 R) \ {g € 9l,(0 @1 R)|det(g:) € Qu,(R),

pged([ ] det(g:), det(g,)) = 1}/N,(0 @x R),

i=1

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



170 V. C. DO

ou g; est la sous-matrice de g faite des i-premiéres lignes et des i-premiéres
colonnes de g, est représenté par une variété affine de type fini sur k£ qu’on
note aussi Yy. Soit

£l Yax Gt = Vg x Gt

le morphisme défini par f;(g, a) = ((ai)1<i<r, @) ol a; = det(g;).
2. Pour tout i avec 2 < i < r, Papplication A : g[. (D ®; R) x (R*)""! - R
définie par

0
hl o 1 -1 ) ) —1 :
=3 res | a; | (96,155 96i-1)@i—19; 1 +
Q;
91,i
+(0,...,0,a¢)a¢_1gi__11 ' ’
9i—2,i
9i—1,i

ou a;g; 1 est la matrice des cofacteurs de gi lesquels sont dans O =
O ®, R et ou res(ai__llb) est le coefficient de w?-1~! dans l'expression
polynomiale en variable @ du reste de la division euclidienne de b par
a;—1 (cette division euclidienne a un sens puisque le coefficient dominant
de a;_1 est égal a 1), induit un morphisme A : Yy x GI7! — G,.

3. Soit hg = 2222 h;. 1l existe un morphisme naturel x,; : Ygy — G, tel que
pour tous t € Qq(k) et a € G"1, le triplet (Y (¢),h,, k) est isomorphe &
la fibre (f))~1(t,) munie de la restriction de hq et de k, & cette fibre.

Démonstration. — On adapte la démonstration de [15, proposition 3.3.1] et il
ne reste que le morphisme r; a construire.

Soit R une k-algébre. Soit g € Y4(R). On considére la « décomposition de
Bruhat » de g dans R[w, ([/_, a;) 7] :

g = nwotn’,
ou

— les a; sont des polynémes unitaires & coefficients dans R,
-n,n € Ny (R[w, (H::1 ai)_l])
- et t = diag(a1,az2/a1,...,ar/ar_1).
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Comme g € GL,(R[w, a;']), d’aprés Ngo [15], n (resp. n’) s’écrit sous la forme :

T T

n= H(Idr + ;) (resp.n' = H(Idr + ),
i=2 =2
ot y; € a; | R[w,a; '] (resp. v, € a; ', R[w,a;']).
Lorsque M, M’ et M” sont trois R[w,a,']- sous-modules de

R[w, (TT;—; ai)~!]" tels que M” C M N M’ et lorsque les quotients M/M" et
M’ /M" sont libres de type fini en tant que R-modules, on note

(M|M') = (\ M/M")* o (\ M'/M"),

ol A\ est la puissance extérieure de degré maximal.

On note P = [];_,a;. On a alors : P.R[w,a;']" C wytR[w,a, " N
R[w,a !]". Comme P est un polyndome unitaire, wotR[w,a,  ]|"/
P.R[w,a;']" et R[w,a,;'|"/P.R[w,a,!]" sont libres de type fini, de sorte
qu’on définit :

D = (\Rlw,a;"]"/P.Rlw,a;"]")* " @r (/\ wotRlw,a;']"/P.R[w,a;"]")

(on obtient de la méme maniére la R-droite D;, ou t; = a;/a;—1 en convenant

que ag = 1). En utilisant la méme démarche que dans 3.1.4.6, on obtient le
morphisme 6yyg : Dot — Dit(wgt) = (R[w,a;1]"| det(wot)R[w,a;1]") © R

(le morphisme de multiplication

DHT—' ®R Dti — DH;_

i+1
Goitrei—j g

est défini comme dans la proposition 3.1.2.4), de sorte qu’on obtient un isomor-
phisme AZ | ~ R.

On considére M = diag(1,ay,a;.az, - .., [[/—; a;)R[w,a;']". OnanM = M
e¢ "M = M. De plus, R[w,a;!]"/M =~ nR[wal]"/nM =

n.R[w,a,;']" /M est un R-module libre, de sorte qu’on définit

DF = (\ Rlw,a;"]"/M)®' @ (\ n.R[w,a,']" /M)
et

DJf = (\ Rlw, a; ' /M)® ™ ©r (\ ' Rlw, a7 '] /M),
L’isomorphisme canonique n.R[w,a;!]"/n.M — R[w,a ']"/M (resp.
n' .R[w,a; '] /n/.M — R|w,a;]" /M) nous donne un isomorphisme D,, ~ R
(resp. D,y = R).

On considére

DE® DE . ® DE ~ (R[w,a!]"|M) ® (n.M|n.R[w,a;1]") ®

wot n’ —

(n.R[w,a; 1" |n.P.R[w,a, ") ® (n.P.R[w, a; !|"|n.wotR[w, a; }]") ®

T

(nwot.R[w, a; )" [nwet. M) ® (nwot.M |nwotn’ Rlw, a, 1]").
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Comme n.P.R[w,a;!]” C n.M C n.R[w,a,;!]", on a un isomorphisme ca-
nonique
(n.M|n.R[w,a,; ") @ (n.R[w,a, *]"|n.P.R[w,a;*]")
~ (n.Mn.P.R[w,a*]").
On a aussi n.P.R[w,a!]" C nwot.M C nwot.R[w,a,; 1], de sorte qu’on
obtient un isomorphisme canonique
(n.P.R[w,a; ] |In.wotR[w, a; ") ® (nwot.R[w, a, ] |nwet. M)
~ (n.P.R[w,a, '] |nwot.M).
De plus, comme n.P.R[w,a;!]" C nwot.M C nwot.n'R[w,a;']", on ob-
tient :
(n.P.R[w, a; | |[nwot. M) & (nwot.M|nwotn’ R[w, a; *]")
~ (n.P.R[w, a, ]"|nwotn’ R[w, a, *]").
D’autre part, on a n.P.R[w,a,; ]" C n.M = M C R[w,a;!]", donc

(R[w,a']"|M) ® (n.M|n.P.R[w,a,;']") ~ (R[w,a,*]"|n.P.R[w,a, ']").

Par conséquent, on obtient un isomorphisme d, : R ~ DF @ Dﬁot ® DE —
(R[w, a;*]"|gR[w,a;]"). On obtient alors un isomorphisme &, : R — AF, on
AF := (Rlw,a; ']"|gR[w, a; ") @ (R[w, a,!]| det(g) R[w, a;, !]). On définit
k4(g9) = triv/d,, ou triv est I'isomorphisme R — A? provenant du fait que
gR[w,a; " = R[w,a; 1]

Cette définition commute au changement de base, on obtient donc bien un
morphisme £, : Yy — Gy, ; en prenant les k-points celui-ci redonne la fonction
£ de la section 3.2. O

THEOREME 4.2.1.6. — Soit g € Y4. On a alors

ﬁg(wog)ﬁg(wotg) = (—1)2::;11 it i did"“result(arfl, ar).

Démonstration. — Comme £, est un morphisme de Yy dans Gy, le théoreme
résulte du fait (qu’on va ensuite vérifier) que

r—1 ;. r—1 5 5
Kq(wog)ky(wo'g) = (—1)i=t BFiizi didisiresult(a, 1, a,)

pour g dans un ouvert dense de Yy, qui n’est autre que I'image réciproque de
Ug par le morphisme fiy . On va supprimer l'indice d pour alléger les notations.
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Soit 4 € {1,...,r—1}. Onnote \; ; ou j € {1,...,d;} les racines simples de
a;. En utilisant la formule de produit, on a :

r—1 d; r—1 d;
— ) t
K(wog) = KEo—x; (wog) ;5  K(wo 9 H Hﬁw_,\m (wo’g)-
i=1j=1 i=1j=1
En chaque place @w — A;;, on écrit n = wugug...u, et n’ = whufy...u),

oll ug,u appartiennent au-sous groupe Up(Fm_», ;) de N,(Fg_», ;) formé
des matrice triangulaires supérieures unipotentes dont les coefficients non-
diagonaux sont tous nuls sauf caux de la k-iéme colonne. Soient uy = Id, + yx
et uj, = Id, + y,. D’aprés [15, lemme 1.1.3], yy,y}, € (a;';On_x,,)" !, donc

. ) —1 —1
ug,u), € Up(Owm—»,,) pour j # i. On note mjfy = Ug...Uip1U; ..U

et ni, = ug...u;+1u’;1...u’;1. En reprenant la démonstration de [15,
proposition 2.4.1], on obtient que ni11,ni,; € Ujy1 et que les coefficients
nk7i+1,n;€,i+1 de nijt1 et nj, sont dans Oy_y,, pour k = 1,...,4 — L
Ainsi n;i1 (resp. nj,,) sécrit-il niyy = (Id + ziv1)(Id + zz_H) (resp.
niy = (Id+ 2,,,)Id + z/,4), ot zix1 = *(0,...,0,n41) € 0 _ Ay €t
Ziv1 = "(M1,ig1, -3 Mim1,i41,0) € @;,Am (vesp. z,, = “(0,...,0,n] it1) €

i It / i :
Oc—x,,; € Zip1 = (0 415 nj_1,441,0) € O, ). Soient

ﬁi+1 = (Id +§i+1)U2 e UUGg] - Uy € Nr(@w—)\i,j)

et
Niyp = (Id+ zi )uy .. ugugy g ..oy € No(Omoy, )
On a alors wog = (wo'Rip1wo)we’(Id + zi41)t(Id + 2/ ,)n, ;. Comme
t/\
Wo Ni+1Wo,
My € Ne(Om-x,;), on a E(wo'Rip1we) = k(M nj,,) = 1. Par ailleurs, en

utilisant £(g192) = £(91)6(g92)x(91, 92) et x(n,g) = x(g,n) =1, on a
&(wog) = K(wo (Id + zi11)t(Id + 2{44)).
Pareillement, on a aussi :
t(wo'g) = £(wo' ("(Id + zi41)t(Id + 24,))).-

t sécrit t = tite ou t; = diag(l,...,a;/a;—1,a;41/a:,1,...,1) et to =
diag(al,. .. ,ai_l/ai_g, 1,1,ai+1/ai+2,.. .,ar/a,«_1) S TT(@W—MJ‘)' On a

(Id + ZH_l)t(Id + Zz/‘+1) = (Id + Zi+1)t1 (Id + Z;l_‘_l)tg

oll Z:,-H est une matrice triangulaire supérieure unipotente dont les coefficients
non-diagonaux sont tous nuls sauf celui de la position (7,7 + 1).
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Comme £(gtz) = £(g) pour g € GL,(Ox_x, ;) et tz € Tr.(Ox — i ;) et que

&(4 902) = K( 902 ) = k(g91)6(g2), le calcul k se réduit au cas o r = 2 avec

10 1z
= diag(a;/a;_1,a;11/a;
g (m 1) glai/ai—1,a:11/a;) <O 1)

a; xl a;
— ai—1 ai—1 L
T a; :C.'E, a; + ait1 € G 2(Q‘wfki,j)'

a;—1 a;—1 a;

En utilisant la formule de Kubota (cf. la proposition 3.1.5.2), on a :

z'a;/a;—1
o w =450;/Q;_1, T ;
K, (W09) { i/ @iz, det(wog) J o,

e, maifai
e, (') = /a0, T }w_m |

Comme g € GL3(HOw_»,,), on a donc ve_y, (%) = vo_y,,;(z') = —1. Donc

det det
By, (W0g) = Sab8l (A, 5) et b,y (wolg) = S020L (), j).

Par ailleurs on a : det(wgpg) = x'-%-g-%- — 2 (am’L + %) Le
a;—1 Q-1 a;—1 a;—1 a;
deuxiéme terme de la somme est de valuation supérieure ou égal & 1, donc

det(wog)(Ni;) = (x'“—x“—) (Ai;). Par conséquent, on a :

a;—1  G;—1

a;
Ko, (W09)Eg_, , (wo'g) = det(wog) (Ni ;) = —a,: (Xij)-

On en déduit que :

r—1 di
Ai41
K(wog)k(wo'g) = (—1);_ (Xij)
i=1 j=1 i—l
-1
_ r (_l)di result(a;41,a;)
paler result(a;_1,a;)

= (—1)21;11 di+3 2] didit1result(ap_1, ar).
Le signe dans la derniére formule vient du fait que

result(P, Q) = (—1)%e(P) dee(@reqult(Q, P). O

43. Lecasd = (1,2,...,7)

PROPOSITION 4.3.1.1. — Pour d = (1,2,...,r) le quadruple (Y, fiy’hli’ﬁi)
est isomorphe au quadruple (gl2, f¥, R/, k) oil :

- gl = {y € gl | pged(IT_} ai(y), ar(y)) = 1},
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— le morphisme f¥ : gl x GI;! — []i_, Qi x G7"! est défini par

fy(yag) = (al(y)) ce ’a'r‘(y)vg))
- le morphisme A’ : g2 x G’~! — G, est défini par

T

1
W (y,a) = Z iai(yi—l,i + Yiji-1)

1=2

— le morphisme & : gl — G, est défini par k(y) = x4(wo(y + wld,)).
Démonstration. — On adapte la démonstration de [15, proposition 4.2.1]. [

Il reste & calculer la fonction & sur gl}. Soit y = (y; ;) € gl,. Pour cela on va
utiliser le lemme suivant :

LEMME 4.3.1.2. — Soit V' un espace vectoriel (en général de dimension infi-
nie). Soient A et B deux sous-espaces vectoriels et V = A® B. Soit g € Aut(V”)
tel que A et gA soient commensurables ainsi que B et gB. Les sous-espaces
vectoriels V' et gV sont alors commensurables et on a un isomorphisme cano-
nique :
can
(V1gV) = (A]gA)® (B |gB).

Cet isomorphisme est compatible avec la convention de signe, c.a.d le dia-
gramme

V'1gV)

e T

(A|gA) @ (B| gB) o (B|gB) @ (A gA)

est commutatif.

Démonstration. — On note A’ = ANgA et B = BnNgB.
(VIgV)=(A® B|gA®gB)
e (/\(A ®B/A' @ B ) ® \(gA® gB/A' & B')
T (\A/A © B/B)) ® \(gA/A' © gB/B)
T (NA/A) o (AB/B)) @ Nea/a) e \B/B)
w (/\ 4/4))" © Noa/a)e (N\B/B)) e NwB/B)

" (A] gA)® (B | gB). O

12

R
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Soit g une matrice de taille r. Soient I, J deux sous-ensembles de {1,2,...,
r}. On note gr ; la matrice extraite de g dont les indices de ligne sont dans
I et les indices de colonnes sont dans J, en ordonnant par ordre croissant les
éléments de I et de J.

PROPOSITION 4.3.1.3 (cf. [6, p. 394-395]). — Soit g € GL,. Supposons que g
s’écrit comme un produit AB~!, oit A est une matrice triangulaire inférieure
et B est une matrice triangulaire supérieure dont tous les coefficiens diagonaux
sont égaux a 1. On écrit les matrices A et B sous la forme

a1,1 0 0 1b1,2... bl,r
A= 2,1 ; B =

c. . 0 : ".b,n_lyr

Ar1 v Qrp_1 Qpp 0... 0 1

)

On note a; ; (resp. l~7”) les coefficients de la matrice A~! (resp. de la matrice
B~1). On a alors :

o - = detgni-nu )
Y det(gn, -1y i-1))

)j—idet(g[lajfl]a[lvj]*{i})

bi j — \— ’
g=( det(g71,5-13,11,5-1])

- det(gp,i— (51, [1,i— = det(gp,i,[1,i-1]u(s
ai; = (—1)— % Ga-gni-n) b = (91,41, (i-10(5)
det(gp1,,11,47) det(gp1,4,1,17)

En utilisant la proposition 4.3.1.3 ci-dessus pour g = y + wld, et en fac-
torisant la matrice triangulaire inférieure sous la forme !N, T, on obtient le
corollaire suivant

COROLLAIRE 4.3.1.4. — La décomposition de Bruhat de wog = wo(y + wld,)

est nwotn’ avec n = (n; ;) ou

_ det(gpr—jjugrt1-iy,nrt1-4)
det(g[1,r4+1—5],[1,r+1—4])

N4,5

t = diag(a1(y), a2(y)/a1(y); - - - ar(y)/ar—1(y)) et n’ = (n; ;) ou

n, = (_1)j_idet(gu,j—lm,j]—{i})_
’ det(g1,5-1,11,5-17)

De plus, si on note n=! = (7, ;), on a alors

., det r4+1—i]—{r+1—j r—ig
s = (—1yi-i1 91— i)
det(gy1,r—a,[1,r—i])
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THEOREME 4.3.1.5. — £(y) est en fait un polynéme en les coeflicients de la
matrice y € gl,. De plus on a :

w(y)r(ty) = (~1)Z= D] (result(a, 1 (y), ar (y)).

Démonstration. — Comme £ est un morphisme de gl) dans G,,, on peut se
contenter de calculer k(y) sur l'ouvert dense ou a,(y) est a racines simples.
On note (X\i)ieq1,....r} (A € k) les racines de a,(y). En utilisant S = {\;};, la

fonction k; provient de I’extension éif(F) de la partie ci-dessus. D’aprés le
corollaire 4.3.1.4, la décomposition de Bruhat de wy (y + @ld,) est nwotn’ avec
t = diag(a1(y), a2(y)/a1(y),...,ar(y)/ar—1(y)). La fonction k,; provient alors
du diagramme B

can S
k Awo (y+wld,)

|

AS

wot

ou l'isomorphisme vertical est celui figurant dans la définition de la section
— S

ensembliste sge0 : GL,(F') — GL,. (F').

Eniutilisant le lerrime 4.3.1.2 dans le cas particulier ou V =7V’ =
@::1 k((w - /\z)) @ k((wil))a A = k[w)Ar(y)il]a B = @::1 k[[w -

Al @ @ EK[[@ Y], on a (V | det(wo(y + wld,))V) = (4 | det (wo(y +

wld,))A) ® (B | det(wo(y + wld,))B) et aussi (V" | wo(y + wld,)V") =
(A" | wo(y + wld,)A") ® (B" | wo(y + wld,)B"). Par conséquent, on a

% can A B N °« __ r
Ao yrwidy) = Al yrwid,) @ Bugyrwia,) 00 Ay = (o | det(y)e) @ (o7 |

ye")®~! avec e = A, B ou V (voir aussi la remarque 3.2.1.3 sur la trivialité de
— o
Pextension globale GL,. (F)).

Vv can

~ AL, Q@AB

Pareillement, on a Aj, , o wot

1% can —

Comme wy(y + wld,), wet € GL,.(V), on a Axo(y+wldr) T ket Ay =k,
A can . p ®—1
wo(y+wld,) — “wo(y+wld,)

can ®—1 . .
et AAOt ~ AB . On a alors le diagramme suivant :

de sorte qu’on a un isomorphisme canonique : A

w wot
E can AS :AA ~ AB ®-1
wdr) wo (y+wld,) wo (y+wld,)
S _AA B ®-1
A’u)ot - A’wot ~ Awot .
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1. A la place v; = w — )\1, on note Qv, = k[w - )\]] D’aprés le
lemme 4.3.1.4 on a : n@ =n @ = @, . Comme t@ = diag(a;(y),
az(y)/a1(y), - .., ar(y )/a,n_l(y))@m =@, 19 Ov.e; @ ’Uz@vlera on a

— *
awo(y"l'wldr) |vi =€ |vg*

r(r—1)

Comme det(wg(y + wld,)) = (1) = a.(y), on a
bdet(wo(y-&-wldr))m = 1|*v¢'

On a gwo(y+w1dr)\vi = (=1)""ta,_1()\;). Donc on a
6’wg(y+w1dr)|vi = (_1)Tilar—1()\i)1rvi ® el‘vi.

2. A la place oo, on note Mo, = w 'k[[w™']] et Do = k[[w™!]]. La droite
qu’on va utiliser dans ce cas est Dg° = (m,,, | gm¢,) et le choix de I'élément
O (y+wld, ) oo est le méme que celui fait dans la construction 3.1.4.6.

D’aprés le lemme 4.3.1.4 on avoo(n”) > 1 et veo(nf ;) > 1, de sorte qu’on
anm, =n'm,, =m, etitm, = @ . Donc 0, (y+w1d,. Yoo = =N, Nei|oo-
En reprenant la démonstration du lemme 3.1.3.4 dans le cas ou M = @Too
et M’ = m__, on voit que I'isomorphisme (@; | mr) = (n@:><> | nm’)
est ’identité, de sorte qu’on obtient

awg(y+wldr)|oo = /\ €iloo-

De plus Ddet(wo(y+wldr))|oo = (/\?:P1 wi)|oo. Par ailleurs ng(erwIdr) oo =

(-1) “Z”_ On a alors
( 1) 0 r
6w0(y+wldr)|oo = /\ w 0o @ (/\ el)
i=r—1 i=1
Ensuite on va expliciter ’isomorphisme Aw (y+wld, )® '~ % du diagramme ci-

dessus. On note B’ = @’ _, g@vi @m.,. Il est clair que B’ = B"NgB". Comme
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g € GL.(A) C GL,.(V), on a successivement les identifications suivantes :
V'/B' = gV"/B’
(4" @ B')/B' 2 (44" ® gB")/ B
A" @ (B"/B') ' gA" @ (¢B"/B)

(B"/B') = (¢B"/B') (A" =gA")

@D 05, eml)/ (@ g0, & mi) = (D90, ® gmi) /(D g0, @ mL)
i=1 i=1 i=1 i=1

D(0:./90,) = gmi/mis = O /mi ().
i=1
(€i)joo € V7 s'écrit (@;Zl(ei)w ® (€i)joc) ® @;:1(—61:)‘1)1, € A" @ B" Par
conséquent, I'image de (e;)|o € @TOO /Mg, par I'isomorphisme canonique (**) ci-
—r —r .
dessus est @_, (&), € @izl(@ﬂg@,iz, ol (—&;), est l'image de (—e;)),,
par la projection canonique 0, — 6, /g0, .
Soit (1,71,2,...,71,) la premiére ligne de la matrice n=!. On a n_l(—ei)h,j =
_ﬁlyi()‘j)elm (mod wogtn'®,,) (en convenant que 72;; = 1), de sorte qu’on
obtient (—€;)j,, = —71,i(Aj)(€1)},,- Par conséquent I'isomorphisme canonique

Dyoo = @)_, Dy, (qui vient de Iisomorphisme (**)) est (Al_; €)oo

det(Mat) ®;_, e1,, ot
—7711,1()\1) _'ﬁLl()\Q) —’FL171()\7.)

—f1,2(A1) —R12(A2) ... —712(Ar)
Mat = . . . .

1,0 (A1) =1 r(A2) ... =71 (Ar)

De méme, I'isomorphisme canonique Dgct(g),00 S ®:=1 Dget(g),v; est
0 ; N
Niey1 @)oo det(Mat') ®;_, 1}, ou

S VI U |
Mt VA VA |
a =
VA V|
Par conséquent, on a
r(r—1)

£g(wo(y + wld,)) = (~1)" =1+ result(a,_1(y), a,(y)) det(Mat)/ det(Mat’).
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Par ailleurs, en utilisant le corollaire 4.3.1.4, on a

det(g™") det(gr’r) det(gT )
a1 (M) “Ta (A2 Ty (M)
det(g”—1 7‘)(}\ ) det(gr 1,r) (A det(gr 1,7y
) 2) .. =)
_ r+37_, (i-1) ar_1(y) —1(¥) ar_1(y)
det(Mat) = (—1) =1 _ ,
d 1,r d d
ae:(q1(y) (A1) et(g (AQ) et(91 (v) (Ar)

oll g»" est la sous-matrice de g obtenue en supprimant sa i-iéme ligne et sa
r-iéme colonne de g (en effet, par définition on a g*" = I, —{i}[1,r—1])-

Il est clair que det(g»") est un polyndme en la variable @ et en les coefficients
de y, de degré partiel < r — 1 en la variable . On note det(g®") = ¢g*"[0] +
g [+ +g""[r — 1Jw" "1, de sorte que la formule de det(Mat) se reécrit :

r(r r(r—1) 1
det(Mat) = (=1)"t x
(Mat) = (D e (), ar ()
[9“[01 oIl g”[r—u] L1
g"IT0] ¢TI e g 1) Mox A
x det [ det : . :
g0l g e g1 ATIAT A

(comme on le voit en effectuant le produit de ces deux derniéres matrices).

Par conséquent,

£(y) = K4(wo(y + wld,))

{g”m I g’»"[r—11'|
g0 g L gm T ]
= det

GT0] g ghTe]

est un polynome en les coefficients de la matrice y.

La deuxiéme assertion du théoréme est la conséquence du théoréme 4.2.1.6
dan le cas particulier ou d = (1,2,...,7) et g = y + wld,. O

D’aprés le théoréme 4.3.1.5 la fonction k est un produit des facteurs irréduc-
tibles de result(a,_1, a,), de sorte qu’on peut prolonger la fonction x au-dessus
de Touvert V] = {(a1,...,a,) € Qq|pged(ar—1,a,) = 1}. De cette maniére la
famille (Yy, fg’, hly, k) au-dessus de Vg x G, se prolonge a V; x G ~! tout
entier. On note gTT I'ouvert de gl au-dessus de V] x GI.-t. -

THEOREME 4.3.1.6. — Pour d = (1,2,...,7) le complexe de faisceaux
Rf; LWLy ® mdfg)[r + 7 —1] est un falsceau pervers sur Vj, prolongement
intermédiaire de sa restriction & I'ouvert Ug.
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On définit les variétés R; en posant R, = Spec(k) et R;—1 = R; X Q; X Gy.
Soit fY : Gy, x gl; X Ry — gl;_; X R;_1 le morphisme défini par fY (a;,yi,7:) =
(si—1(ys),miz1), ott 71 = (ri,ai(yi), o) (sauf fY : G, x ﬁ[r X R, — gl._; X
R._1). Soit h : Gy, x gl; x R; — G, le morphisme défini par hl(o;,y;, i) =
%ai(yi—u + yii—1). Soit pr; : G, X S; x R; — S; x R; la projection évidente.
On définit les complexes ./, sur gl; X R; en posant 4, = *£¢[r?] et J, |, =
RfY\(J, @ W Ly) (voir [15]). On a un isomorphisme gl; x Ry ~ Qg x G} via
lequel 4, ~ sz!(h’;fd, ® Kk L) +r—1].

On note G; l'extension de GL; obtenue en extrayant une racine carrée de
det(g)Vg € GL; (i.e G; = {(9,0)|g € GL;,det(g) = §%}. Ce groupe agit sur
G, x gl; x R; par l'action adjointe de GL; sur gl; et par l'action triviale sur les
autres facteurs. On identifiera le groupe G;_; au sous-groupe diag(G;_1,1) de
G; (puisque det(g) = det(diag(g, 1)) de sorte que G;_; agit aussi sur G,, x gl; x
R; par Paction induite. Comme l’action adjointe laisse invariant le polyndéme
caractéristique, le morphisme fly est G,;_1-équivariant. Le morphisme A n’est
pas G;_1-équivariant mais est néanmoins G;_s-équivariant.

Lorsque P un polynéme de plusieurs variables, on note V(P) le schéma
des zéros de P. D’aprés le théoréme 4.3.1.5 ci-dessus, la fonction K est un
produit de facteurs irréductibles de result(a,_1,a,), donc on peut écrire
result(a,—1,a,) = [[, P/ et k(wo(y + wld,) =[], Pi(y)™* avec 0 < n; < m;.
On a V(result(ar—1,a,)) = U, V(P™"). Soit h € GL,_;, comme l'action
adjointe y — h.y laisse invariant a,_1(y) et a,(y), cette action laisse invariant
result(a,—1(y), ar(y)), i.e

result(a,_1(y), ar(y)) = result(a,_1(h.y), a.(h.y)),

donc encore

V(result(a,—1(y),a-(y))) = V(result(a,—1(h.y), ar(h.y))).

On considére le morphisme p : GL,_1 x gl,. — gl,. (h,y) — h.y défini par l’ac-
tion. Comme V (result(a,—1(y),a-(y))) = V(result(a,—1(h.y),a-(h.y))) = V,
on a donc un morphisme pjy(p,) : GL,_1 X V(P;) — V. Puisque GL,_; x V()
est irréductible, son image dans V est aussi irréductible. Par ailleurs, cette
image contient V(P;) et lui est donc égale. Par conséquent, on a V(P;(h.y)) =
V(Pi(y))Vh € GL,_1, Vy € gl,., de sorte que P;(h.y) = c;(h,y).P;(y) ot ¢;(h,y)
est inversible (i.e ¢;(h,y) € (Oar,_,[(¥i,;)])*). On a donc c¢;(h,y) = ¢;i(h) €
@ELT_I puisque les inversibles d’un anneau de polynémes A[zy,...,z,] sont
ceux de A. On obtient alors k;(wo(h.y + wld,)) = c(h)ry(wo(y + wld,)) avec

() = T, (ea())™.

LEMME 4.3.1.7. — On a c(h.h') = c¢(h).c(h'). En particulier, on a un mor-
phisme ¢ : GL,_1 — G,,.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



182 V. C. DO

Démonstration. — La démonstration est évidente. O

On considére le diagramme suivant

det

1—— SL,»_lc GLr—l

g

G,

Gy,

En utilisant Hom(SL,_1, G,,) = {1} et la propriété universelle du conoyau , on
obtient le diagramme commutatif

GLT—I % Gm7

|

Gm

de sorte qu’on a c(h) = det(h)® pour un certain s € Z. Donc & est G,_1-
équivariant. Le théoréme 4.3.1.6 résulte alors de la proposition suivante

PROPOSITION 4.3.1.8 (cf. [15, proposition 5.2.2]). — Soient U; et U;_; les
images réciproques de U, dans gl; x R; et dans gl;_; x R;_1. Si / est un
faisceau pervers sur gl; x R;, G;_1-équivariant et isomorphe au prolongement
intermédiaire de sa restriction a ’ouvert U;, alors

g =R @ R 2y)1]

est aussi un faisceau pervers sur gl,_; X R;,_1, G;,_2-équivariant et isomorphe
au prolongement intermédiaire de sa restriction a 'ouvert U;_;.

Démonstration. — Les morphismes qui interviennent dans la formation de j/
sont tous G;_s-équivariants donc j/ I'est aussi.

On utilise la transformation de Fourier-Deligne ([13]) pour démontrer la
perversité et le prolongement intermédiaire. Soit E = gl;, x Q; x R;. Il est clair
que E x G, ~ gl,_; x R;_1. Soient V le fibré trivial E x (A*"1)% et VV son
fibré dual. On note ¢ : gl; x R; — V Pimmersion fermée définie par ¢(y;,r;) =
((yi—1,Ai(yi),74), 2, 2'), ot y; est de la forme (yj: z*,) On note € : E x G, —
VV Pimmersion fermée définie par e(e, ;) = (e,%(0,...,0,0;),%(0,...,0,;)).
On vérifie que J" = €*Fy (tad)[1 — 2(i — 1)] (cf. [15, proposition 5.3.2]), ou Fy
est la transformation de Fourier-Deligne. Puisque ./ est un faisceau pervers et ¢
est une immersion fermée, ¢,/ est un faisceau pervers. D’apres [13], Fy (¢.7) en
est un aussi. L’action de G;_; sur gl; X R; s’étend a V' de la maniére suivante :
(g, (Wi-1,0i,75), (2,2') = (97 'wi—19,ai,75), (92,97 2).
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Cela induit donc une action sur V'V
#(g, (i—1,ai,74), (£, %) = (("gyi-19, ai, i), (g9, 99)).-

Par rapport a cette action, Fy (1) est G;_1-équivariant. On utilise alors le
lemme suivant

LEMME 4.3.1.9 (cf. [15, lemme 5.4.3]). — Le morphisme composé
Gi1 X B X GGy x VY "= VY
est un morphisme lisse de dimension relative (i — 1)% + 1 — 2(i — 1).

Démonstration du lemme. — On note Z 'image de 'immersion localement fer-
mée € dans V. Le morphisme composé s’écrit alors :

Gi—l X Z i VV.

En oubliant les composantes @; et R; on obtient un diagramme cartésien
évident

Gi—l X Z Vv

Gi—l X Gm X g[i—l i> g[i—l X (Ai_1)2

ou g(gi—la g, yi—l) = (gi_fllyi—lgi—hgi—lt(ov e 707 ai)7 tgi_fllt(()) sy 07 ai))'
En factorisant le morphisme ¢ et oubliant le facteur gl;,_;, 'assertion se
raméne & démontrer que le morphisme

Gi—l X Gm - (Ai_1)27 (gi—la Oti) = (gi—lt(07 ey Oa ai)a tgi__llt(oa v 7Oa al))

est lisse et de dimension relative (i —1)2+1—2(i—1). Cela résulte de I’assertion
suivante : “L’orbite de I’élément (0,...,0,1) € A*~! sous I'action du groupe
Gi_1 x Gy, sur (A""1)2 définie par

((gi—la >‘)7 (Z, zl)) s ()‘gi—lz’ )‘tg;—llz/)

est 'ouvert défini par ’équation ‘zz’ # 0.” Cette assertion est démontrée dans
[15, lemme 5.3.5].

Fin de la démonstration. — D’aprés [3, 4.2.5], 7 (Fy (ted)) (i —1)> +1—2(i —
1)] est un faisceau pervers sur G;_1 x Z. Grace a la G;_1-équivariance on a un
isomorphisme

T8y (1)) = Pz (Fy () 2)-
D’aprés loc. cit. §y(1+)z[1 — 2(i — 1)] est un faisceau pervers sur Z, la pro-
jection pry : G;_1 X Z — Z étant clairement un morphisme lisse de dimension
relative dim(G;_1) = (i—1)2. Alors j/ est un faisceau pervers sur G;_1 X R;_1.
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R iy / . L -
De la méme maniére, ./ est le prolongement intermédiaire de sa restriction

al, ;. O

5. Facteur de tranfert

5.1. Rappels sur le symbole de Hilbert et les constantes de Weil
PROPOSITION 5.1.1.1 (cf. [14, proposition 1]). — Soient a,b € F,. On a :

1. Si v(a) et v(b) sont impaires, [a,b] = [—ab, w].
2. Siwv(a) est paire et v(b) =1, [a,b] = {(a).

On peut retrouver les formules de la proposition 5.1.1.1 ci-dessus en consi-
dérant le symbole de Hilbert comme le composé du symbole modéré et du
caractére (.

PROPOSITION 5.1.1.2 (cf. [14, proposition 2]). — Soit ¢ un caractére additif
d’ordre 0. On a :

1. v(a,v) =1 si v(a) est paire.
2. (@, %) =47 Yhep jwo., (aw®b/2)[b, @), si |a] = ¢*F.
3. ~(ab,¥) = v(a,¥)y(b, ¥) a, b].

PROPOSITION 5.1.1.3 (cf. [16, proposition 5, p. 179]). — Soient a € k(w) et
¥ : A/k(w) — C un caractére additif. On a : [],¢pi| yo(a, ¥0) = 1.

5.2. Géométrisation d’un calcul de Jacquet [8, paragraphe §]. — On commence
cette partie en démontrant le cas trés particulier du théoréme A’ de l'intro-
duction ot r = 2 et t = diag(t1,t2) avec v5(t1) = 1l,vn(t2) = —1. Plus
précisément, on montre la proposition suivante (on rappelle que J(t) :=
R (X (t),hhLy)) et J_(t) := RL(Y & (t), N, Ly ® L)) — cf. les sec-
tions 2.1 et 4.1) : B

PROPOSITION 5.2.1.1. — Pour » = 2 et t = diag(ts,t2) avec vg(t1) =
Lvg(ts) = =1, on a J_(t) ~ Tot) ® Iu(t) =~ T (t) @ Iu(t), ot T(t)
et I ;,(t) sont des Q,-espaces vectoriels de rang 1 placés en degré 1 tels que
Tr(Fr, () = |12 (—t1, ) o6 Tr(Fr, T (1)) = [to]/27en (t2,%). De
plus J(t) et J_(t) sont alors des Qg-espaces vectoriels de rang 2 placés
respectivement en degré 0 et 1.

Démonstration. — On a besoin du lemme suivant :
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LEMME 5.2.1.2. — Soient X| = {(u,¢,c) € A% x G,,|e? = ¢} munie du mor-
phisme pry : X{ — G, X G,, défini par (u,€,¢) — (u,c), Y] = {(u,v,¢) €
A% X Gy,|v? — uv + ¢ = 0} munie du morphisme pry : Y{ — G, x G,, défini
par (u,v,c) — (u,c) et j : G, — G, 'immersion canonique. On a alors un
isomorphisme canonique

Rpry |(RjiZ¢(u+ 2¢€)) =~ Rpry, (Rj L (v)),
ou pour tout k-schéma S muni d’un morphisme s : S — G,,, on note £¢(s) =
S*fg.
Démonstration. — On note

X5 ={(u,&,€,6,¢) € A* x Go|e® = ¢, €2 = u+ 26, &7 = u— 2¢},

Yy = {(u,v,w,w',c) € A* X Gp|v? —wv +c=0, w? =v, w'> =v' = u—v}

et Z = {(u,c) € Al x G,,}. On considére le diagramme suivant

/ /
X3 Y,
7)27 x——x 7/27 w——w
X O O X
7.)27 y—~—y 7.)27 w'——w’

1 Yy
) y
Z/QZEH& Z)2Z v—v' =u—v
Z

Soit Z= Z— {(u c)|u?—4c = 0}. On ajoute un o pour indiquer le changement

de base de Z a Z On note jx X1°—> X1, jy Y1<—> Y/ et jz Z—> Z. On
obtient les isomorphismes suivants :

IxoeF (Ri 2w+ 26)) = Ry L (u+ 2€),

JyxJy (Rj L (v) = Rjr 2 (v),
desquels résultent les isomorphismes

Py R L (U 2€) = 705 (0t Bt Lo (u + 26)),
pry Rj1Le(v) > jz,4jz(Pry RirLc(v)),
o
de sorte qu’il suffira de construire I'isomorphisme au-dessus de Z. Les mor-

] o o [e] [e] o
phismes X'o—X'1—Z et Y'5—Y'1—Z sont étales et les deux membres de
I’isomorphisme qu’on veut obtenir sont donc des systémes locaux lorsqu’on les
o

restreint & Z. On considérera ces systémes locaux comme des représentations
o o o e}
des groupes de Galois des revétements X'y / Z et Yy / Z.

[e]
On a un isomorphisme X’'5—Y"5
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- X'y =Yy
v=5(u+Ef),
w=3(+¢),
w' = 3(6—¢€).
- };'23)2’2:
€= wuw',
=+,

E=w—-w'.

Cet isomorphisme est équivariant vis & vis de "isomorphisme des groupes de

Galois
7.)27 x (Z./27)? — 7./]27 x (7./27)*
donné par
(e— —¢,¢SY¢) — (W w,w— w)
(el — )~ (wSsw).
Nos deux systémes locaux correspondent respectivement aux représentations
des groupes de Galois sur @j données par

et
(w— w,w—w)— (
(w S w') = (

Par conséquent, le lemme résulte du diagramme commutatif suivant

—2 A —2
GL2(Qy) GL2(Qy)
)27 x (Z)27)? —=~ 7.)27 x (Z./27)*
ot A est I’isomorphisme défini par M — AMA™! avec A = (% _11). O

REMARQUE 5.2.1.3. — En utilisant la formule des traces de Grothendieck-
Lefschetz pour les deux systémes locaux dans le lemme ci-dessus sur (c,u),

on obtient :
> C) =D ¢(u—2e).

vtc/v=u e2=c
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Pour ¢ = 1, on obtient la démonstration d’une formule de [8, paragraphe 8,
p.145 (entre les formules 127 et 128)]

> ) =Cu—2)+C(u+2).

v+1l/v=u

Jacquet a utilisé cette formule pour obtenir essentiellement le cas particulier du
lemme fondamental de Jacquet et Mao. Dans notre context, il est les identités
des fonctions de traces de Frobenius des complexes dans la proposition 5.2.1.1.

Démonstration de la proposition 5.2.1.1. — Soient t; = t1[1]w +t1[2]ww? + - -
et ty = to[—1]w ™! + #3[0]w® + ---. On note ¢ = —t5[—1]/t1[1]. Soient X (c) =
Speck[e] /(€2 — ¢) munie du morphisme h : X(c) — G, défini par h(e) = = et
Y (¢) = Speck[v,v']/(vv’ — ¢) munie du morphisme A’ : Y(¢) — G, défini par
B (v,0v") = %”/ et du morphisme & : Y (¢) — Gy, défini par k(v,v") = —vi1[1]
(la définition de & vient de la formule de Kubota (cf. la proposition 3.1.5.2)).
D’aprés les définitions des variétés X (t) et Yo (t) (voir les sections 2 et 4),
(X% (), hy) est donc isomorphe & (X(c),h) et (Y (t), R, k) est isomorphe &
(Y(c), k', k). En faisant varier c et d := t1[1], on obtient le diagramme suivant :

N

AN

Zy
ou

- X1 ={(c,d,u,e,x) € G, x A%|e? = ¢,z = u + 2¢},
Y1 = {(¢,d,u,v) € G2, x A?|v? — uv + ¢ = 0},

Xo ={(c,d,z) € G2, x A},

Zy = {(c,d,u) € G3, x A},

Zo = {(c,d) € G2}

On a alors les isomorphismes canoniques suivants
jw ~ R(X1 — X0)|f¢(—e)
et
u
Iw = B(Y1 = Zo) L(=dv) © Ly (3)-
On pose T o = L¢(—d) ® R(Xo — Zo)i(Ly(2) @ Ly(z)) et Ty = T ®
fc(c).
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En utilisant la formule des traces de Grothendieck-Lefschetz, on obtient
bien :

Tr(Frc,ay, I Z?P (z/2)¢(—t1[1]z)

€k

=Y d(—ta[l]z/2)¢(x)

€k
= |t1]5" 2y (1, 0)
et

Tr(Fr(c,a), Vo) = () T2(T )
= ((~ta[- 1]/t [1])t1| 5" * Ve (—t1, )
= |t2]' v (t2, V).
Maintenant, on va montrer les isomorphismes J _ ~ T ® J5 = T @I

par verifier seulement que les fonctions de traces associées & trois complexes
sont égaux,la traduction en termes des faisceaux étant évidente.

On a:

Tr(Fr(c,q), Z )(x
et
u
Tfrendo) = Y ((—dou(l).
u,v+c/v=u
On a donc :
Tr(Fr(e.a), ) = C(=d) Y 0(5) D W)
u vtc/v=u
= ((—d) Zu: 1/)(%) ; ¢(u+2¢€) remarque 5.2.1.3 ci-dessus
= ((—d) Z 1&(%)((1/)1[)(—6) changement de variable u’ = u + 2z
~d) Y (W) Y v(-
Tr(Fric,a),7 =) Tr(Frc,a),dw)

On note que dans le cas o ¢ n’est pas un carré, on a Tr(Fre q), Jw) =
Tr(Fr.,q),4 ) = 0 et dans le cas ou ¢ est un carré, on a {(c) = 1. Donc par
conséquent, on obtient aussi Tr(Fr. q),7,) = Tr(Fr(cq), 9;)Tr(Fr(c,d),J/w)

O
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La proposition suivante raméne le cas simple des matrices ¢ € T,.(Fy,) telles
que v(]_[::_l1 a;) =1 et v(a,) = 0 a celui envisagé dans la proposition 5.2.1.1.

PROPOSITION 5.2.1.4. — Solent ¢t € T,(F) et ¢ un nombre entier compris
entre 1 et v — 1, tels que v(a;) = 1 et v(a;) = 0 pour j # 4. Alors, pour tout
a € (k*)"", on a un isomorphisme entre (X (t), ha) et (X (diag(;%-, ),
Pa,.,) et un isomorphisme entre (Y (t),hy, k) et (Yo(diag(;%-, 2t)),

ai—1’ a;
/
hai+1’ﬁ)'

Démonstration. — On adapte la démonstration de [15, proposition 2.4.1] pour
le premier isomorphisme. Pour le deuxiéme isomorphisme, on adapte encore
cette démonstration en utilisant la formule :

n( gl) =K (gl ) = £(91)k(g2)- 0
g2 92

5.3. Facteur de transfert

PROPOSITION 5.3.1.1. — Pour d = (di,...,d;), la restriction & Uy (voir
la section 2.3 pour la definition) du complexe J = Rfjih;f,/;(resp.
J = RfL(WiLy ® £52¢)) est un systéme local de rang 22i-1% placé
en degré 0 (re;p. placé en degré >.i_1d;). De plus JlUd = 9 ®Jy,, ou
T est un systéme local de rang 1 placé en degré » ., d; au-dessus de Ug,
géométriquement constant et provenant d’un caractére 7 de Galy Ik tel que

r T s—1 s—1
T(FI' ) — (—1)Ei=1 %igZi=1 di/2<(_1)zi:0 d2i41y (w0, Wo0)” 751 Pld2i—dait1) i = 2,
! (—1)Zi=1 %o /2 ¢ (—1) Tt Y2y (o, Woo) T Zi=1 P22 5 g = 25 4 1

Démonstration. — En utilisant la proposition 5.2.1.1, la proposition 5.2.1.4 et
la formule de produit, on obtient les assertions sur les systémes locaux J 4 €t
g s Pour le facteur de tranfert on envisage deux cas suivants :

1. Si r = 2s, on écrit le facteur de transfert sous la forme :

T = [[(¢"*70(—a1, ¥,))

vlay

Xﬁ H(ql/z%(aziﬂ/am,‘l’u)) H (q1/2%(—(12i+1/a2i,‘1’v))

=1 \vl|az; v]azit1

2. Sir=2s+1, on écrit le facteur de transfert sous la forme :

T = H I (@*v(a2i/azio1, 9,)) T] (6% (—a2i/azi-1, )

vlagi—1 v]az;
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On se contente de donner le calcul pour le premier cas ou r = 2s (pour le cas
ol r = 25+ 1, on utilise le méme argument). En fait,

[1@*(=a1,9.) = [T (a"?70(ar, )70 (=1, ¥0) -1, i)

v]ai v|ay
= T (@2 (an, B)c(~1)
vl|ay
dl/zc dl H ")’v al)

vlai

= ¢/ 2 (1) (a1, Vo)t

On a aussi (comme ’yv(—a2i+1/a2i,\llv) = C(—l)yv(a2i+1/a2i,\llv), ou la dé-
monstration est la méme que ci-dessus avec ay)

H(q1/2'7v((12i+1/a2i7\1/u)) H (q1/2%(—a2i+1/a2iv\1’v))

vl|asz; vlazit+1

= [ (@ n(asis1/a2i, 00)) T (6"*70(a2i41/a2i, ¥,)¢(~1)

vlaz; v]|azit1

— qd2i+d2i+1<(_1)d2i+1 H 70(a2i+1/a2iaqlv)
v|aziazit1

d2i+d2i+1C(_l)d21+1,yoo(a2i+1/a2i’ \I/oo)_l-

=q
Par ailleurs, les a; sont des polynémes unitaires, donc ag;;1/ag; = (w™!)%i~d2i+1 4 ...
(c’est & dire voo(agiy1/a2;) = do; — doi+1). En utilisant les deux assertions
premiéres la proposition 5.1.1.2 en la place co on a alors
1 si dg; — do;41 est paire,

Yoo(@2i41/a2i, Yoo ) = . . .
oo (azit1/azi; oo {fyoo(w,\lloo) si dg; — do;11 est impaire.

Par conséquent, on obtient la formule de trace de & y,. D’aprés le théoréme
de Chebotarev, on voit que & est géométriquement constant. O

Le facteur de tranfert est géométriquement constant au-dessus de Uy et se
prologne alors de maniére évidente 7 & V;x G, ! (on rappelle que V) x G7 ! :=
{(a1,...,a,) € Q4| pged(a,—_1,a,) =1}).

En utilisant les théorémes 2.3.1.1 et 4.3.1.6, on obtient 1’énoncé global pour

= (1,2...,r), qui se prolonge ’égalité de la proposition 5.3.1.1 ci-dessus
au-dessus de V] x G'! tout entier.

THEOREME B. — Pour d = (1,2...,7), Rf} |(h} 4Ly ® £1L¢) = T ®
Rféh}@fw. Les deur membres de cette égalité sont, a décalage pres, des

faisceaux pervers isomorphes au prolongement intermédiaire de leur restriction
3 r—1
a Ui X Gm .
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6. ’énoncé local résulte de ’énoncé global

Dans cette partie, on va montrer que le théoréme B entraine une version
géométrique du théoréme A.

THEOREME A’. — Soit t' = diag(t},...,t,) € Ts(Fz). On a alors J_(t') ~
Tt ®Io(t) ~ T o) @ Io(t), o 9w( ") et T’ 5 (t) sont des Q,-espaces
vectoriels de rang 1 placés en degré vw(H::_f a;) tels que Tr(Fr, T 5 (t')) =
to(t', ) et Tr(Fr, T o (') = Vo(t', @) avec ty, et t. sont analogues celles du
théoreme A (cf. la section d’introduction).

D’aprés [15, prop 3.5.1, p. 505], pour r assez grand, il existe t° = diag(as,
as/ai,...,ap/a;_y), avec (as,...,a;p) € Vi o, (k) tel que J5(t°) ~ J5(t')
et J_(t°) = J_(¢'). De plus, en utilisant la proposition 1.5 on a :

I =2 Ixt)e @ L) et ) =2J (t)e Q)  I,°)

vEw vEw
vEsupp(t°) vEsupp(t°)

On a al = a’;a”;, ot a'; est & racines snnples non nulles et oil a”; a toutes ses
racines nulles. Sment alors d' = (deg(a'y)); et d" = (deg(a’?));. On fait varier
(a}); et (a); en introduisant Pouvert (Vg x Vg )4t de Vy x Vg au-dessus
duquel pged(I];_, a;, [T, a)) = 1 et les a} sont a racines simples. On a alors
un morphisme étale p : (V; x V)45t — V.

Du coté de lintégrale I, pour tout couple (¢,¢") = (diag(a},...,a.),
diag(al,...,al)) ou ((al,...,al),(al,...,a))) € (Vg x Vg)¥t on 1ntrodu1t

»

les deux données géométriques, (X1 (t',t"), h1,o) et (X2(¢',t"), ha o), O
Xu (¢, 8) (k) = {n € N.(F)/N, (0ldet(t") ') 'nt't"n € gl, (Odet(t ”> D
Xo(t',t") (k) = {n € N.(F)/N,(O[det(t")""])|*nt't"n € gl .(O[det(t)""])}
et les morphismes

T

hl,g(n)zz o Z tfkv/kresv(niq,idw) ,

=2 ’U/(HZ 19

r

hz,g(n) = Z (673 Z trkv/kresv(ni_lyidw)

=2 vl af
Du coté de lintégrale J, pour tout couple (¢,t”) = (diag(ai,...,a..),
diag(al,...,al)) ou ((a},...,al),(al,...,a")) € (Vg x Vg)¥t on introduit

aussi les deux données géométriques (Y1 (t',t"), b} ,, k) et (Ya(t',t"), b o, ko)
ou

Yi(t',t")(k) = {(n,n") € (N+(F)/No(O[det(t")")*|'nt't"n’" € gI,.(Oldet(t") "'},
Ya(¢',t") (k) = {(n,n") € (N+(F)/Nr(0[det(t))~']))*|"nt't"n’ € gl (O[det(t)~"])}
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et les morphismes

hy 4(n,n') = o Z trkv/kresv((ni,lﬁi+n;71,i)dw) ,

i=2 \ ol o

k1 = H ﬁva

vray, H@ 19

N =

3

!

2a(nn’) = Yy trku/kresv((nz’—l,i +ni_y;)dw) |,

i o}

m= Il =

1" r U
vra,. i=1

N | =
-
||
[\v]

(le morphisme £, (resp. k,) a une présentation géométrique comme dans la
sous-section 3.2 ot S = {v|v \ a..[[;_, ai'} (vesp. ou S = {v|v\ a/I];_, ai}).

Ces données géométriques se mettent en familles (on va les nommer res-
pectivement (X 4, f(‘i),(l,hl,dl), (X274u,f;,{,2,h2,du), (}/17d'7f§17h/1,d”ﬁ1,4’) et
(Yo 47, d,,,h K, 4)) quand d’ et d’ sont fixés. Plus précisément on a les
lemmes suivants :

LEMME 6.1.1.1. — 1. Pour tout d',d”’ € N" le foncteur X1,4 qui associe a
toute k[(a; ;)i,5, (ai ;)i,j]-algébre (a; ; (resp. a; ;) sont les coefficients de a;
(resp. de a}) - cest a dire a} = w¥ +ai d(_lw Fl +---+aj,) Pensemble

X14(R) = {g € 5,(9 i ([ a) ™)

det(g:) = azai’}/Nr((0 ®% R)[(H af)™'),

ou g; est la sous-matrice de g faite des i-premiéres lignes et des i-premiéres
colonnes de g, est représenté par une variété affine de type fini sur k£, qu’on
note aussi X; 4 (resp. X5 4v). Soient

X _ i _
fot  Xua x Gt = (Vo x Vg )™ x G

les morphismes définis par f(‘;,(l(g,g) = ((@})i<ji<r (@])1<i<r, @) ol
/i -

ajay = det(g;).
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2. Pour tout i avec 2 < i < r, I'application h; : S,((0®% R)[(I[;—, a})~']) x
(R*)"~! — R définie par

hi,; = res (agflaglfl)_l (gi1s--- 79i,i71)(a;71a;/71)9;—11 ) >

a5

ot (ala/)g; " est la matrice des cofacteurs de g;, lesquels sont dans (0 ®,
R)(ITi—;a!)™'] et ou res((ag_lag'_l)_l%,,)s) est le coefficient de
195

(IT5=
(d4d))+s ST, d—1 , . o -
it g=1% dans l’expression polynomiale en la variable w du

reste de la division euclidienne de b par aj_;a;_;([]}_, a})® (cette divi-
sion euclidienne a un sens puisque le coefficient dominant des a; et des
a! sont égaux & 1), induit un morphisme hy; : X1 o x G771 — Gy

3. Soit hy g = 3.i_y h1,;. Alors pour tous (¥',t") € (Vg x Vg )4t (k) et a €
Cr=1, le couple (X1 (t',t"), b1 4) est isomorphe & la fibre (f3') (¢, ", @)
munie de la restriction de hy 4 & cette fibre. B

LEMME 6.1.1.2 (cf. [15, proposition 3.3.1]). — 1. Pour tout d',d" € N le
foncteur Y7 4 qui associe a toute k[(a;);, (a;);]-algébre R I’ensemble

Vi (R) ="No((O @ R)(JTai) "D\ {9 € at. (O @k B)[(J [ a?) ']

det(g:) = alaf’, pacd([ det(s:), det(9,)) = 1}/N.((O i B[ o)™,

ou g; est la sous-matrice de g faite des i-premiéres lignes et des i-premiéres
colonnes de g, est représenté par une variété affine de type fini sur k£ qu’on
note aussi Y7 4. Soit

f;fl : Yl,d/ X G;z_l — (Vd’ X Vd//)diSt X Grm_l

le morphisme defini par £ (g, ) = (@!)1<i<r (@) 1<i<r-a) ot dlal =
det(g;)
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2. Pour tout i avec 2 <4 < r, 'application b/ ; : gl ((0®k R)[(IT;=, a})~"])
x(R*)"~! — R définie par

0
o= 1 -1 ; i i gt |
L= 2 res ai—l (9171’ e 7gl)z—l)az—1gi—1 0 +

«;

91,i
+(0,...,0,00)ai1g; Ty | ’

9i—2,i
9i—1,i

ou (ala} )gZ est la matrice des cofacteurs de g;, lesquels sont dans (£ ®
R)[(H: 1al)7Y et on res((ai_jal_ 1)_1%) est le coefficient de

’ 11 (n§:1 %
o ditdi) s Ej_1di =1 qang I’expression polynomlale en la variable @ du

reste de la division euclidienne de b par aj_;a;_;([Tj_, a})* (cette divi-
sion euclidienne a un sens puisque le coefficient dominant des a} et des
a} sont égals a 1), induit un morphisme b} ; : Y1 4 x Gj;' — G,.

3. Soit hf ; = 37i_, by ;. Il existe un morphisme naturel £ 4 : Y140 — Gy
tel que pour tous (¢',t") € (Vg X Véu)di“(k) et o € GI1, le triplet
(Yi(t',t"), b} ,, k) est isomorphe & la fibre (fX)=1(¢,t", &) munie de la
restriction deih’l’ o et de K o a cette fibre. -

Les données géométriques de Xy 4+ et de Y5 4 sont définies par des propo-
sitions analogues.

Ensuite, on définit des complexes J1 = Rfj/(llh’{,d, Ly, I2 = Rfdx,f!h;,d,f,p
g1 = RENNT gLy @ K 4 L) et Iy = RfgE (W5 g0 Ly ® K 4 L) vérifiant

prd = I, @ Ig ety =, &,

Comme les a} sont a racines simples, en utilisant la proposition 5.2.1.1 et
la proposition 5.2.1.4, on obtient que /; et /, sont des produits de systémes
locaux, donc sont eux mémes des systémes locaux. De plus, en utilisant la for-
mule du produit des constantes de Weil (cf. la proposition 5.1.1.3), on définit un

systéme local 71 telle que /, = 91 ® J;. Plus précisément, on a la proposition
suivante

PROPOSITION 6.1.1.3 (cf. la proposition 5.2.1.1). — & est un systéme local
de rang 1 placé en degré Y ._, d} au-dessus de (Vy X Vdu)dist et provenant d’un
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\ T d fonl 3
caractere T de Galg ;. tel que (—1)Xi=1 dir(Fr,) est égal &

s

qEI:l d:;/?C(_l) iZo dl2i+1’yoo(w, \Iloo)_ pinty p(dy;—dp;1q) sir=2s,
qZ::1 d;/QC(_]_) i=1 déi/Yoo(w7 \1;00)*25:1 p(dy;—dj; 1) sir=2s+1,

e 1 siz est impair
ou p(x) = . .
0 si x est pair.

En utilisant le fait que la perversité et le prolongement intermédiaire sont
stables par changement de base étale et que le produit tensoriel d’'un complexe
avec un systéme local est pervers et prolongement intermédiaire de sa restriction
a un ouvert si et seulement si ce complexe l'est déja, on obtient que /5 et 7,
sont pervers et prolongement intermédiaire de leur restriction & 'ouvert p*Uy.

Le systéme local & s’écrit lui aussi comme un produit 1 ® Yo (91 et o
ne sont plus géométriquement constants, on définit en fait o = Y @ I ?71)
et a 'aide des propositions 5.2.1.1 et 6.1.1.3, la formule du produit pour les
constantes de Weil permet de calculer Tr(Fry, 73) = Tr(Fry, )/ Tr(Fry, I1).
En spécialisant en ¢ = t° on obtient alors le théoréme A’.
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