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PURETE DES FIBRES DE SPRINGER AFFINES POUR GL,

PAR ZONGBIN CHEN

REsUME. — Pour GLy4 et v € gly(F) un élément semi-simple régulier non-ramifié
entier, la fibre de Springer affine 27, admet un pavage en espaces affines, donc sa
cohomologie est « pure ».

ABSTRACT (Purity of affine Springer fibers for GL4). — The affine Springer fiber
corresponding to GL4 and regular semi-simple integral split element admits an affine
paving, so its cohomology is “pure”.

1. Introduction

Soit k un corps algébriquement clos. On note F' = k((¢)) le corps de séries
de Laurent sur k, O = k[[€]] son anneau d’entier, p = ek[[€]] son idéal maximal.
On fixe une cléture algébrique F de F, et val : F — Q la valuation discréte
normalisée par val(e) = 1. Soient G = GLg4, T le tore maximal des matrices
diagonales, B le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures de
G. On notera leur algébre de Lie par la lettre gothique correspondante. Soient
K = G(0), I le sous-groupe d’Iwahori standard de G(F), i.e. il est I'image
inverse de B sous la réduction G(0) — G(k). Les groupes G(F), K, I sont
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194 Z. CHEN

muni des structures de ind-k-schéma en groupe. On note 2" = G(F)/K la
grassmannienne affine, c’est un ind-k-schéma qui classifie les réseaux dans F¢ :

Z ={L C F*| L est un C-module de type fini tel que L ® F = F¢}.

Soit v € g(F) un élément semi-simple régulier. La fibre de Springer affine
2y ={g € G(F)/K | Ad(g~")y € 9(O)}

a été introduite par Kazhdan et Lusztig dans [4]. C’est un sous-schéma fermé
localement de type fini et de dimension finie de 2", qui est non-vide si et
seulement si 7y est entier (i.e. ses valeurs propres sont entiéres dans F'). Elle est
utilisée par Goresky, Kottwitz et Macpherson dans [1] pour montrer le lemme
fondamental de Langlands-Shelstad, sous ’hypothése suivante :

CONJECTURE 1.1 (Goresky-Kottwitz-Macpherson). — Soit v € g(F') un élé-
ment semi-simple régulier entier, la cohomologie de la fibre de Springer affine
Z, est pure au sens de Grothendieck-Deligne.

Dans [2], Goresky, Kottwitz et Macpherson ont montré cette conjecture pour
v équivalué. L’élément v est dit équivalué si val(a(y)) ne dépend pas de la racine
o de G sur F par rapport & Z,(G). Pour cela, ils ont construit un pavage en
espaces affines de Z7,. Pour une variété X sur k, un pavage en espaces affines
de X est une filtration croissante exhaustive Xo C X; C --- de X telle que
X; est fermé et X;\X;_; est isomorphe & un espace affine standard, Vi. Dans
le cas ou v € t(0) est équivalué, un tel pavage est obtenu en intersectant 2~
avec le pavage de Bruhat-Tits.

Mais pour v € t(0) non-équivalué, les intersections 27, N IvK/K sont en
général singuliéres. Un exemple typique est le suivant.

EXEMPLE 1.1. — Soit G = GL3, v = et . Pour v € Z3, on note
et
€V
€’ = €v2 et C(v) =Ie’K/K. On a
€v3
1 Ofy?
C(0,2,-2) = {p/p2 1 0/p4J eK/K.

1
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PURETE DES FIBRES DE SPRINGER AFFINES POUR GL4 195

En utilisant la coordonné

1 ag + a€ 1 0/})2
b1€ 1 Z?:O Ciei € p/p2 1 0/p4 y
1 1

on trouve que lintersection 27, N IvK/K est la sous-variété de A7 définie par
I’équation

a0b1 = 0.

Lucarelli a construit dans [5] un pavage en espaces affines de 27, pour
PGL3. 11 part d’un pavage en espaces affines de 2 qui est différent de ce-
lui de Bruhat-Tits. Dans notre exemple pour GL3, Lucarelli rassemble le pavé
singulier C(0,2,—-2) N Z, et le pavé lisse C(1,1,-2) N 2, et redécoupe la
réunion de ces deux pavés en utilisant la décomposition de Bruhat-Tits pour
I'Iwahori

I' = Ad(diag(1, €2, €*))I.

Le pavé singulier C(0,2,—2) N £, sera coupé en 2 parties. D’une part on a
la branche b; = 0, qui est isomorphe & A® d’autre part, on a la branche
by # 0, ap = 0, qui est isomorphe & G,, x A®. Cette derniére sera réunit avec
la cellule C(1,1,—2) N 2, pour former Pespace affine AS, ce que on peut voir
dans le calcul suivant :

1 ae 1
biel Z?:o ci€t € K/K
1 e ?
1o e are— by leze?| [e
= 1 7 e € K/K,
1 €2
et
1 p/p®| |e
c(1,1,-2)nZ, = 1 0/p3 € K/K.
1 e 2

Donc la branche by # 0, ap = 0 et la cellule C(1,1,—2) N 2, se rassemblent en
I’espace affine

r pi/o Z//lis} {} K/K = AS

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



196 Z. CHEN

Remarquons que dans ’exemple 1.1, on peut aussi déplacer la branche ag #
0, by = 0 vers le pavé lisse C'(—2,2,0) N £, ce que ne fait pas Lucarelli. Nous
utilisons en fait les deux possibilités pour obtenir une famille de pavages de
GL3 qui sont différents de celui de Lucarelli, mais qui nous permet de paver la
fibre de Springer affine pour GLy4.

Soit {e;}¢_; la base standard de F?. Pour m € Z, on note
Xsm={LeZ | Lce™0%.

C’est un sous schéma fermé T-invariant de 2, et 2" = lim,,— 400 Z>_m . Notre
résultat principal est

THEOREME 1.1. — Pour G = GL4 et v € g(F) semi-simple régulier non-
ramifié entier, Z>_,, N2, admet un pavage en espaces affines, en particulier,
Z., est pur.

L’idée est de couper Z>_,, N 2, en parties localement fermées telles
que chaque partie est une fibration en espaces affines sur une sous-variété lo-
calement fermée de z%”,YGLi*’, et donc le pavage est ramené aux pavages pour GL3.

Notations. — On note ®(G,T) = {«; ;} le systéme de racines de G par rap-
port & T et on simplifie a; = a; 41, on note {wi}?:_ll les poids fondamentaux
correspondants. A toute racine a € ®(G,T), on associe de la maniére usuelle
une co-racine a¥ € X,(T). On note X (T) le semi-groupe des co-caractéres
dominants. On note W = &, le groupe de Weyl de G, on note s;; € W la
réflexion associée & la racine o; ; et on simplifie s; = s;;41. Pour tout sous-
groupe fermé H de G stable par T sous l'action adjointe, on note ®(H,T)
lensemble des racines de T dans Lie(H). On note f(T') I’ensemble des sous-
groupes paraboliques de G contenant T', et Z(T) I’ensemble des sous-groupes
de Levi contenant T'.

Pour M € Z(T), on utilise un exposant ™ pour désigner I’objet corres-
pondant pour M. On identifie la grassmannienne affine 2™ a un sous-ind-k-
schéma fermé de 2" par l'injection naturel mM (0) — mK, Vm € M(F).

Pour z € R, on note |z] le plus grand entier qui est inférieure ou égale a z,
et [z] le plus petit entier qui est supérieur ou égale a x.
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2. Pavages non standard de la grassmannienne affine

2.1. Filtration de Moy-Prasad. — Le tore « pivotant » G,, agit sur le corps
F = k((e)) par t x €" = t"e", Vt € k*,n € Z. Ainsi il agit sur G(F) et son
algébre de Lie gp. Soit T'= G,, x T, le premier facteur étant le tore pivotant.
On note vy € X*(G,,) le caractére définit par vo(t) = ¢. On note (n,q; ;) le
caractére (v, o ;) de T
L’algébre de Lie gr se décompose en espaces propres sous ’action de T:
gF:@emt@ @ ga€" +ge¥, N >0,
meZ (n,)€EZx®(G,T)
ol €™t est de poids (m, 0) et go€e™ est de poids (n, ).
Pour z € t fixé, t € R, on définit une filtration sur gg :
Ot = @ o€ +ge¥, N >0.
(n,a)€ZxP(G,T)

a(z)+n>t

C’est la filtration de Moy-Prasad sur g introduite dans [6]. Pour ¢ > 0, on
note G, le sous-groupe de G(F') contenant T dont I’algébre de Lie est gy ¢.
Alors, G, := Gy est un sous-groupe parahorique de G(F') contenant T, et
G+ est un sous-groupe distingué de G,.

EXEMPLE 2.1. — 1. Pour 0 e t,on a Gg = K.
2. Pourxgz(g,d%dl,...,é)et,onaGwO:I.
3. Pourand,onnotexa:(%—al,d%dl—az,...,é—ad)Et,ona

G, = I, := Ad(e?)I.

2.2. La décomposition de Bruhat-Tits. — La grassmannienne affine admet un
pavage standard en espaces affines. Pour le décrire, on définit d’abord une

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



198 Z. CHEN

ordre de Bruhat-Tits « modifiée » <y, sur X.(T), on commence par <. Soit
v,v" € XF(T), alors v <7 v’ si et seulement si

vy < v;

A !
v1 + v2 < vy + Uy;

vt g =0 4+l

Puis on pose Wuv <y Wv'. Pour tout g,¢9' € W/W,, ou W, est le stabilisateur
de v, on pose gv <1 g'v si et seulement si ¢’ <g g, ol <p est lordre sur
W/W, induite de celle de Bruhat-Tits sur W par rapport a B. Puis, pour
v,v" € X.(T), on pose

v<, v = e v=<re .

On identifie X, (T) avec 2’7 = T(F)/T(0) par 'application v — €".

THEOREME 2.1 (Bruhat-Tits). — Pour a € Z¢, on a un pavage en espaces
affines
2= || ILvK/EK,
vEX, (T)

De plus, I,v'K/K C IzuK/K si et seulement si v’ <p, v.

On peut consulter [3] pour la démonstration. On va réécrire le théoréme ci-
dessus sous la forme d’une décomposition de Bialynicki-Birula. Le tore T agit
sur 2. On note A\, € X, (T) le co-caractére défini par

(1) Xa(t) = (td, diag(td_alﬂ td_l_a2d’ . tl_add)),

Considérons l’action de G,, sur 2" induite par le co-caractére Ay € X.(T).
L’ensemble des points fixes 2 Cm est discret et égal a {vK, v € X.(T)}. De
plus, on a

LoK/K={Le % | lm Aa(t)L = vK}.

Ici, la limite porte le sens suivant : Soit N € N assez grand tel que L €
2> _n, alors le morphisme Af, : G,, — 2" défini par A\ (t) = \a(t)L, ¥Vt € kX
se factorise par Z>_x puisque Z>_n est stable sous I’action de T. Et il se
prolonge & un morphisme unique Az, : Al — Z>_nN puisque Z>_n est propre,
la limite en question est définie comme

lim Aa(t)L = X(0),
qui ne dépend que de Aa et de L.
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PURETE DES FIBRES DE SPRINGER AFFINES POUR GL4 199

2.3. Pavages non standard de la grassmannienne affine tronquée

2.3.1. Pavage triangulaire. — On va paver la variété 2>, d’une maniére dif-
férente de celle de Bruhat-Tits.

PROPOSITION 2.2. — Soit a = (ai,...,aq) € Z¢ et w € X,(T).

1. L’intersection Z>m NIawK/K est non-vide seulement si w € Z>p,.

2. Pourw € Z>n, Uintersection 2>, NLawK /K est isomorphe & un espace
affine standard. Plus précisément, Z>m N IawK/K = Jam,wK/K, ot
Jam,w est la sous-k-variété ouverte et fermée de I, formée des matrices
(x;,5) telles que x;; =1 et que

val(z; ;) > mij, Vi j,
ot m; ; = max(a; — a; + 7L, m — w;).
3. Par conségquent, on a un pavage en espaces affines

Lom= || ZomnLuwK/K.

weZZ

Linclusion (Z>m N LiwK/K) C (Z5>m N LawK/K) implique que v <,
w.

Démonstration. — 1. Prenons y € 2>, N [awK/K. Puisque £, est
fermé et invariant sous ’action de T, on a
w = lim Aa(t)y € Zom.

2. Pour w € X5, 9K € LLwK/K, le réseaux L = g - 0% admet une base
unique {b;}¢_; sur O de la forme

d
bi = Wi e; + Z aji€i |, Qji cF
=1, i#i
tel que
j— 1
a; — a; + E <val(a;;) < aji(w), ora;; =0.
On a L € 2>y, si et seulement si
Val(aj,i) + w; > m,
d’ou la description précise de lintersection 2>, N [awK /K dans la pro-

position. O

Passant aux composantes connexes de la grassmannienne affine. Pour v €
X.(T), on note Sch(v) = IvK/K la variété de Schubert affine.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



200 Z. CHEN

COROLLAIRE 2.3. — Soit v € X} (T) tel que v1 > vg = «-+ = vy, soit a =
(ai,...,aq) € Z%. Alors on a un pavage en espaces affines
Sch(v) = |_| Sch(v) N LawK/K.
weSch(v)T

L’intersection Sch(v)NLawK /K = Ja pwWK/K, 00 Ja 4 est la sous-k-variété
ouverte et fermée de I, formée des matrices (x; ;) telles que

val(z; ;) > mij, Vi#j,
ot m; ; = max(a; — a; + “Z2, vg — w;). De plus, Uinclusion

Sch(v) N ILywK /K C (Sch(v) N [aw' K/K)

implique que w <1, w'.

Démonstration. — C’est parce que la variété Sch(v) est 'une des composants
connexes de Z>,,. O

2.3.2. Passage au dual. — On définit un accouplement Tr : F¢ x F¢ — F par

d
Tr((2), () = 3 @y
=1

Pour L € 27, on note LV = {y € F? | Tr(x, y) € O,Yz € L}. Alors LV est un
réseau et (LV)Y = L. On a donc une involution ¥ : 2~ — 2. Pour m € Z, on
note Z<,, I'image de Z>_,, sous cette involution, alors

Xem={LeZ | LDm0Y.
LEMME 2.4. — Pour g€ G(F), L€ 2, on a (gL)¥ = (¢*)"*L".

Utilisant ce lemme, on trouve une version duale du corollaire 2.3.

COROLLAIRE 2.5. — Soit v € X (T) tel que v1 = -+ = v4_1 > vg, soit
a=(ay,...,aq) € Z%. Alors on a un pavage en espaces affines
Sch(v)= || Sch(v) NIL.wK/K.
weSch(v)T

Lintersection Sch(v) NIawK /K est égale o JL ,wK/K, 0 Jauw est la sous-

a,v,w

k-variété ouverte et fermée de I, formée des matrices (x; ;) telles que
val(wi,j) Z mi,j) Vi 7é j7

0w 1, ; = max(a; — aj + 2

=1, —v1 +w;). De plus, linclusion

Sch(v) N LywK/K C Sch(v) N Lyw' K/K
implique que w <7, w'.
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PURETE DES FIBRES DE SPRINGER AFFINES POUR GL4 201

2.4. Pavages en tranches de la grassmannienne affine tronquée. — On fixe v €
XI(T) tel que v1 > v = -+ = v4_1 > vg. Le but de cette section est de
construire une famille de pavage non standard de la variété de Schubert affine

Sch(v).

2.4.1. Partition en tranches. — On va couper Sch(v) en parties localement
fermées. On note

d—1

Rw)=J W {v' € X(T) | v/ < v; mi(v) = wi(v)}.

i=1
On note S(v) = U, cp() [v'K/K, c’est une sous-variété ouverte de Sch(v).
L’idée est de couper S(v) en parties localement fermées et d’utiliser le lemme
suivant pour procéder par récurrence.

LEMME 2.6. — Soit v € X (T) tel que v1 > vy = -+ = vg_1 > vq. Si
Sch(v)T 2 R(v), alors il existe v € X} (T) tel que

Sch(v)T = Sch(7)T U R(v),

et que U1 > Vg = -+ = Vg—1 > Uq.
Démonstration. — Dans le cas olt v1 > vg = --- = vg, on a vy > vy + d, et
=1 —d+1,va+1,...;04+1).

Dans le cas ot v1 = -+ = vg_1 > vg,on a vy > vg+d, et o = (vg —
17...,1)(1,1—1,1](1-}-(1—1).

Danslecasot vy > vg =-+- =vg_1 > vg,0onavd = (v1—1, va,...,v4-1, Va+
1). O

On va ensuite couper R(v) selon les sous-groupes paraboliques maximaux
semi-standards. Soient P € of(T) maximal, P = M N sa factorisation de Levi.
On note wp le poids tel que

wp(a¥) =0, Va € ®(M,T); wp(a’)=1, Va € ®(N,T).
On note Jp C {1,...,d} le sous-ensemble propre tel que
1€ Jp <= wP(()éxj) >0,Vj #i.

On note Jp le complémentaire de Jp. Les P, wp et Jp se correspondent bijec-
tivement, on les identifie en tant que sous-indice.
On prend ¢ € R tel que

(2)

vy < c<wvg+1, sivy >vg=---=vg_1 > Vg,
Vg1 —1<c<wg_1, Sivy>v3=-+=1v5_1> V4.
On note

R%(v) = {v' € R(v) | wp(v') = wi(v); vj > ¢, Vj € Jp; vj < ¢, V5" ¢ Jp},
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202 Z. CHEN

ol w; est 'unique poids fondamental dans 'orbite Wwp. Il est clair que
R%(v) ne dépend que de lintervalle dans ’équation (2). On note S (v) =
UU,ER;(U) Iv'K/K. Alors on a la partition disjointe

Rwv)= || RH(@).
P maximal

On va ensuite ordonner les S%(v). Pour 1 < r < d — 1 fixé, 'union S, (v) =
U gew Boe, (v) peut étre ordonné par l'inverse de lordre de Bruhat-Tits de
g € W. Donc il reste a ordonner les S,.(v), on distingue entre deux cas.

(D)vy >ve="=v4_1 >vgetvg<c<wvg+1.

Pour 1 <r <d-—1 tel que v; — v, > r, on note

v(’”):(vl—7‘—1—1,vg—l—l,...,vr—i—l,vr,...,vd).

LEMME 2.7. — 1. Pour 1 <r <d—1 tel que vy —v, <r—1, R (v) est
vide.
2. Pour1<r<d-1tel quevy, — v, >1, on a

Rz, (v)={v € X (T) | v < 0™ @, (v') = @, (v)}.
Démonstration. — 1. On raisonne par I’absurde. Supposons w € R, § (v),

alors w; > ¢ > v; et donc w; > v; + 1 pour i = 2,...,r. Parce que
v <v.+r—1<c+r—1,ona

iwi >c+zr:(vi+1) Zc—i—r—l—l—zr:vizzr:vi,
i=1 i=2 i=2 i=1

ce qui est une contradiction & I'hypothése que w < v.
2. Cest parce que v(") est le plus longue élément dans Rg, (v). O

Donc, on a I’égalité
d—1
Sch(v) U | Si(v) = Sch(v™),

ce qui donne l’ordre entre les S;(v) : on a Sg_1(v) < Sg_2(v) < --- < S1(v). La
figure 1 donne un exemple de 'ordre de pavage pour GL3 dans ce cas.

(2) vy >ve=-=v4_1 >vgetvg_1 —1<c<uvg_1.

Pour 1 <r <d—1 tel que v,41 —vqg > d — r, on note

'U(r):(vla-..7vr, vr+1_1,...,vd_1—17 Ud+d—T—1).

Alors parallélement on a

LEMME 2.8. — 1. Pour 1 <r < d—1 tel que v,41 —vqg < d—r, R, (v)
est vide.

TOME 142 — 2014 — N° 2



PURETE DES FIBRES DE SPRINGER AFFINES POUR GL4 203

FiGURE 1. L’ordre de pavage pour GL3s—premier cas.

2. Pourl1<r<d-—1tel que v,41 —vg>d—r1r, on a
Rg (v) ={v' € Xu(T) | v < v(y; wp(v)) = wr(v(n)) }-

Donc, on a I’égalité

r

Sch(z) U U Si(v) = Sch(v(y),

i=1
ce qui donne l'ordre entre les S;(v) : on a Sy(v) < Sa(v) < -+ < S3_1(v). La
figure 2 donne un exemple de I'ordre de pavage pour GL3 dans ce cas.

2.4.2. Pavage non standard en tranches. — On va repaver les S%(v) en espaces
affines. Pour cela, on montre qu’ils sont des fibrations en espaces affines sur
certaines variétés de Schubert affines de 2™, et on se raméne & repaver ces
variétés de Schubert affines.

LEMME-DEFINITION 2.9. — Soit Z un sous-k-schéma réduit de 2 de type
fini. Soit V' un sous-0O-module de type fini de gr. On suppose que dimy(V/V N
Ad(g)g(0)) est indépendant de g pour gK € Z, alors les V/V N Ad(g)g(0)
s’organisent en un fibré vectoriel que on notera V/V N &L sur Z.

Démonstration. — Choisissons N € N assez grand tel que
eVg(0) C Ad(9)g(0) c e Vg(0), VK € Z.
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FIGURE 2. L’ordre de pavage pour GLs—deuxiéme cas.

On note Ly le fibré vectoriel constant sur Z avec fibre e Vg(0)/eNg(0).
On note & le sous-fibré vectoriel de Ly tel que sa fibre sur gK est
Ad(g)g(0)/eVg(0). On note V' le sous-fibré vectoriel de Ly tel que sa fibre
sur gK est (V + €Vg(0))/eNg(0). L’hypothése implique que Dintersection
YN F est équidimensionnel sur Z, et donc il est un fibré vectoriel sur Z. Le
quotient V' / V' N F est donc le fibré vectoriel que 1'on cherche. O

Pour ¢ = gK € 27, soit ¢ = nmk,n € N(F),m € M(F),k € K la
décomposition d’Iwasawa de g, on note zp le point mK™ € 2ZM, qui ne
dépend que de x et de P.

DEFINITION 2.1. — On note fp : 2 — 2ZM la rétraction fp(z) = zp,
Ve e Z.
LEMME 2.10. — La rétraction

fr: Sp(v) = Spw)n 2°M

est une fibration en espaces affines, en particulier sa restriction ¢ ITwK /K [’est
aussi pout tout w € R%(v).

Démonstration. — Par définition, on a

Sewyn2M= ) IMwK/K.
wERE (v)
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On note Ny = N(F) N I. Pour mwK € S4(v)N Z M, me IM ona
nr ~ ny
n; NAd(mw)g(0)  n; N Ad(w)g(0)’
car I™ normalise n;. Parce que w € R%(v), la dimension de la dernier terme
est

Y (a(w)+ a(zo)]) = dwp(w) + Y (la(zo)])

a€P(N,T) a€P(N,T)
=dwi(v)+ Y, (la(xo)))
a€®(N,T)
ou zg = (1,(d—1)/d,...,2/d,1/d) € t et w; est 'unique poids fondamental
dans l'orbite Wwp, donc la dimension est constante pour v € R%(v). Donc
les dimensions de ny/n; N Ad(g)g(C) sont constantes pour gK € S%(v) N 2M.
D’aprés le lemme 2.9, ils s’organisent en un fibré vectoriel iy /iy N .
Par I’isomorphisme canonique
ny

n; N Ad(mw)g(0)’

on obtient que S%(v) est un ny/fiy N F-torseur sur SS(v) N 2Z7M, dou la
proposition. O

fpl(mwK) =

Pour a = (ai,...,aq) € Z%, on dit que a est positif par rapport a P si
a;—a; >0, Vi€ Jp,je Jp.
On dit qu’il est négatif par rapport & P si —a est positif par rapport & P.
PROPOSITION 2.11. — Soit v € X} (T) tel que v1 > vy = «-+ = vg_1 > V4.
On prend un nombre ¢ € R\Z comme dans l’équation (2). Soient P € f(T)

mazimal, P = MN sa factorisation de Levi. Soit a € Z? tel que a est négatif
par rapport & P. Alors on a le pavage en espaces affines

Sp)= || Sp()NLwk/K,
)

wERE (v

Vinclusion S%(v) N LiwK/K C S%(v) N Iaw' K/K implique que w <y, w'. De
plus, on a l'intersection

SH(v) N LwK/K = (N(F)DI)HwK/K,
012H=H1><H2_1 avec

1. Hy est la sous-k-variété ouverte et fermée de GLy,(F) formée des ma-
trices (x; ;) telles que z;; € O et que

val(z; ;) > msj, Vi, je Jp;i# ],
o m; ; = max(a; — a; + 52, [c] — wy).
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2. Hy est la sous-k-variété ouverte et fermée de GLj, (F) formée des ma-
trices (x; ;) telles que z;; € O et que

Val(il’ij)zmij, V’L',jEJP;i#j,
ou 1, ; = max(a; — aj + =, —[c] +w;).
Démonstration. — Soit Ay € X*(T) le co-caractére défini par ’équation (1).
Pour w € X, (T), on a
LwK/K ={z€ 2 | lim Aa(t)z = wK}.
Donc
Sp(v) N LawK/K = {z € Sp(v) | lim Aa(t)z = wK}.
Pour u e N(F)N1I, z € S$(v), on a

lim Aa(t)uz = lim [Ad(Aa(t))u]Aa(t)z = lim Aa (),
car a est négatif par rapport a P, d’ou 1’égalité

(3) lim Xa(t)a = lim Xa (8)[fp(2)]-

Cette égalité implique que le pavage non standard se factorise par la fibration
fp:9%(v) — S%(v) N 2 M. Plus précisément,

(4)  SS(v)NLwK/K =(NF)NI)-[(S&(w)n 2" nIMwK/K].
Remarquons que

Spwyn2M= ) IMwkM/KM

wERE (v)
GLj,,(n1) GLjy,,(n2)
=Zsa” X P
pour certaines indices ni,ny € Z.
- . GL,,,
Donc la pr0p0s1t10n se rameéne aux corollaires 2.3 et 2.5, pour 2 [I;]J po(m)
GLj, ( . N
et 2. <le JJP "2) respectivement. O]
COROLLAIRE 2.12. — Méme hypothése que la proposition précédente. La ré-
traction
fp: 8%(v) N LuwK/K — S%(v) N IMwKM™ /KM
est une fibration en espaces affines.
Démonstration. — C’est parce que le pavage non standard factorise par la
fibration fp : SH(v) — S%(v) N 2ZM, qui est une fibration en espaces affines
par le lemme 2.10. O
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En conclusion, soient v € X} (T) tel que v; > vy = -+ = vg_1 > vq,
¢ € R\Z un nombre comme dans I’équation (2). Etant donné ap € Z¢ pour
tout P € o (T) maximal tel que ap est négatif par rapport & P, on peut paver
S%(v) en espaces affines avec I'Iwahori I, d’aprés la proposition 2.11. De cette
maniére, on construit un pavage non standard de S(v). Comme on a remarqué,
cette processus peut étre continué sur Sch(@) avec autre paramétre ¢ € R.
Par récurrence, on construit un pavage non standard de Sch(v), on 1’appelle e
pavage en tranches de Sch(v).

3. Application aux pavages de la fibre de Springer affine

Soit v € g(F') un élément semi-simple régulier entier, on va utiliser les pa-
vages non standard pour paver la fibre de Springer affine Z7,. La fibre de
Springer affine n’est pas réduite comme un schéma, mais on va travailler avec
sa structure réduite puisque on s’intéresse qu’a sa cohomologie étale.

3.1. Une proposition technique. — Prenons un sous-groupe parabolique maxi-
mal P = MN € ¢(T). Soit v € m(F') C g(F) un élément semi-simple régulier
entier. Soient H C M(F'), U C N(F') des sous-groupes ouverts et fermés.

LEMME 3.1. — Considérons la rétraction
. M M
fp.Uﬂ?f,y ﬂf&ﬂ,—u%y.

Soit gKM ¢ %,YM, alors f;l(gKM) est isomorphe canoniquement a

orda . u . ad(y)u
k { 1) TR Aalg)e(0) ad(v)umAd<g>g<a>}’

Démonstration. — Pour gKM ¢ %WM, soit u € u, alors
(1+u)gK € 2, <= Ad(1+u)"'y € Ad(g)g(0)
< 7 —[u, 7] € Ad(9)g(0)
> [u, 7] € Ad(9)9(0),

d’ou le lemme (dans la deuxiéme ligne on utilise le fait que P est maximal). [

PROPOSITION 3.2. — Soit X une sous-variété de %,YM, On suppose que les
dimensions

. u . ad(y)u
dimmy <u n Ad(g)g(@)) o (ad(’y)u n Ad<g>g<0>> !

sont indépendantes de g pour tout gK € X. Alors la rétraction
fr:UXNZ, =X

est une fibration en espaces affines.
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Démonstration. — D’aprés le lemme 2.9, les u/un Ad(g)g(0), gK € X, s’or-
ganisent en un fibré vectoriel {i/ii N . Il en est de méme pour v’ := ad(y)u.
Donc le noyau

&Jyu,v := ker {ad(')/) : ﬁmﬁ(% - w fl;l (’%}

est un fibré vectoriel sur X car le morphisme est surjectif. D’aprés le lemme
3.1, la fibration en question est un ¥, ,-torseur, donc elle est une fibration en
espaces affines. O

REMARQUE 3.1. — La condition que la dimension de u/u N Ad(g)g(0) est
indépendante de g pour tout gK € X est équivalent a la condition que la
rétraction

fPUX - X
est une fibration en espaces affines. Dans la suite, on utilise aussi cette condition
alternative.

LEMME 3.3. — Supposons que H normalise U. Soit X une H-orbite dans
2 M alors la dimension u/un Ad(g)g(0) est indépendante de g pour gK € X.

Démonstration. — Fixe gK™ € X, pour tout h € H, on a

u u
un Ad(hg)g(0) — un Ad(g)e(0)’
car H normalise U, d’out le lemme. [
COROLLAIRE 3.4. — Supposons que H normalise les algébres de Lie u et

ad(y)u. Soit X une H-orbite dans 2 M. Alors la rétraction
fPUXn2, - XnaM

est une fibration en espaces affines.

3.2. Pavage pour GL3. — Dans cette section uniquement, on suppose que
char(k) > 3. Alors le tore maximal Zg(y) est isomorphe soit & F* x F* x F*,
soit & FX x F((€'/2))*, soit a F((¢'/3))*. On appelle y dans ces cas non-ramifié,
mélangé, elliptique respectivement.

Le pavage de %7, est connue dans les cas suivants :

THEOREME 3.5 (Lucarelli). — Pour v non-ramifié, 2, admet un pavage en
espaces affines.

Pour 7 elliptique, le pavage de Z’, est donné par Goresky, Kottwitz et Mac-
pherson dans [2] car « est forcément équivalué.

PROPOSITION 3.6. — Pour v mélangé, la cohomologie de £, est pure.
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Démonstration. — Pour 7y équivalué, c’est déja montré par Goresky, Kottwitz
et Macpherson. Pour v non-éuivalué, a conjugaison prés, on peux supposer que

ae™

v = €2, ny<ng abée 0.
ben2t1

On va paver Z>_,, N 2, en espaces affines. D’abord, on pave Z>_,, avec
PIwahori I’ = Ad(diag(e*™,1,1))I. Pour w € 2, on note C(w) = 2> _mN
I'wK/K. Par la proposition 2.2, on a un pavage en espaces affines 25_,, =
Uwe%g_m C(w) et

0
Cw)= [p™ O 0| wK/K, my,=—m—w;.
pep O

On note

Soit P = M N sa factorisation de Levi standard. D’aprés le corollaire 3.4, la
rétraction
fp:Cw)nZ, — IMwKM /KM n %,YM

est une fibration en espaces affines. En effet, on prend

[ 2]

U= |pm™1 |,

b
alors C(w) = UIMwK/K. 1l est évident que I normalise u = Lie(U) et
ad(y)u.

De plus, l'intersection I wK™ /KM N %,YM est isomorphe & un espace affine
car M = GL; x GLg, donc C(w) N Z7 l'est aussi. O

Avec le méme pavage, on peut montrer :

PROPOSITION 3.7. — Soit v = (71,72) € (gly X gly_1)(F) C gly(F) tel que
a1 (Y)=n1,i=2,...,d et y2 € gly_1(F) est équivalué de valuation no+r, r €
Q,0<r <1, ng <ng, ni,ne € N. Alors Z, est pur.

En conclusion, on a

THEOREME 3.8. — Pour tout v € gls(F') semi-simple régulier entier, la coho-
mologie de -, est pure.
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Dans la suit, on va utiliser les pavages non standard en tranches de la grass-
mannienne affine tronquée que 1’on a construit dans §2.4, pour paver les fibres
de Springer affines 27, v non-ramifié. Ce pavage est plus « flexible » que celui
de Lucarelli, et il est indisponible pour paver la fibre de Springer affine pour
GL,4 dans le cas non-ramifié.

THEOREME 3.9. — Soient v € t(0) un élément régulier, v € X} (T), c € R\Z
un nombre comme dans Uéquation (2). Alors pour tout P € of(T) mazimal,
Vintersection S%(v) N 27, admet un pavage en espaces affines.

Démonstration. — Aprés conjuguer par le groupe de Weyl, on peut supposer
que

val(an2(7)) = val(a1,3(y)) = n1, val(az3(v)) =n2, n1 <no.

On note a = (ny1,n2,n2). Soit P = MN la factorisation de Levi standard de
P.Onnote U = N(F)N 1, alors on a [wK/K = UIMwK/K.

1. Pour wp = w; ou —ws, on va montrer que l'intersection JwK/KNZ., est
isomorphe & un espace affine standard. On traite que wp = w, 'autre
cas étant pareil.

Parce que ™ normalise u = Lie(U) et ad(v)u, d’aprés le corollaire 3.4,
la rétraction

fp i IwK/K 0N 2, —» IMwKM /KM 2.1

est une fibration en espaces affines. De plus, I'intersection IMwKM /KM N
%,YM est isomorphe & un espace affine car M = GL; x GL5. L’intersection
IwK/K N Z., est donc isomorphe & un espace affine.
2. Pour wp = ws ou s33w2. On ne traite que wp = wy, I'autre cas étant
pareil.
Soit m,, = [¢] — w2, et
H = I} N Ad(diag(e™,1,1)) K™,

qui est un groupe de Lie. D’aprés la proposition 2.11, on a un pavage en
espaces affines

Spw)= || Sp(v)NILwK/K,

wERE (v)

et
Sp(v)NLwK/K =UHwK/K.
On va montrer que l'intersection S%(v) N LawK/K N 2, est isomorphe &
un espace affine standard. Ainsi on obtiendra un pavage en espaces affines
Sew)n 2y = || Sp(w)nLwK/KnZ,.
wERS (v)
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Par le corollaire 2.12, la rétraction
fp:UHwK/K — HwKM /KM

est une fibration en espaces affines. Puisque H C Ié\/f , il normalise ad(y)u,
le lemme 3.3 et la proposition 3.2 impliquent que la rétraction

fp:UHwWK/KN %, —» HuKM /KM n 2 M

est une fibration en espaces affines. Puisque M = GL; x GLy, l'intersec-
tion HwKM™ /KMn %,YM est isomorphe & un espace affine. Par conséquent,
St (v) N IzawK/K N 2, est isomorphe & un espace affine.

3. Pour wp = —wy ou —sa3ws. On va montrer que l'intersection S§(v) N
I_,wK/KNZ, est isomorphe & un espace affine standard, ainsi on obtien-
dra un pavage en espaces affines de S (v)N %, similaire au cas précédent.
On ne traitre que le cas wp = —wy, 'autre cas étant pareil.

Soit m,, = —|c| + w2, on note

H = I™ N Ad(diag(1, €™, e™)) KM,
qui est un groupe de Lie. D’aprés la proposition 2.11, on a
Sp(w)NI_,wK/K =UHwK/K.
Par le corollaire 2.12, la rétraction

fp:UHwK/K — HwKM /KM

est une fibration en espaces affines. Puisque H C I | il normalise ad(7)u.

Le lemme 3.3 et la proposition 3.2 impliquent que la rétraction
fp:UHwK/K N %, - HwKM /KM n 2 M

est une fibration en espaces affines. Puisque M = GLy x GL1, Uinter-
section HwK™ /KM n 2.M est isomorphe a un espace affine et donc
S%(v) NI_qwK/K N Z, est isomorphe & un espace affine. O

En utilisant le pavage en tranches de Sch(v) que l'on a construit dans §2.4,
on obtient

COROLLAIRE 3.10. — Pour tout v € X} (T), la sous-variété fermée Sch(v) N
Z, de Z, admet un pavage en espaces affines. En particulier, elle est pure.
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3.3. Pavage pour GL, dans le cas nonramifié. — Soit v € ¢(0) un élément
régulier entier, le but de cette section est de démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 3.11. — Pour tout m € N, Uintersection Z>_, N %, admet un
pavage en espaces affines. Par conséquent, la cohomologie de Z, est pure.

Le reste de la section est consacré a la démonstration du théoréme. Quitte &
conjuguer par le groupe de Weyl, on peut supposer que v € t(0) est en forme
minimale (voir 'appendice), alors sa valuation radicielle est I’un des deux types
suivants :

1. (n1,n2,n3), n1 < np < ng,

2. (n1, n, na), n < ng <no.

Pour les deux types, il suffit de paver l'intersection de Z, avec le compo-
sant neutre Q;(O_)m. Pour simplifier les notations, on le note encore Z>_,,. On
commence par paver Z>_, en utilisant le sous-groupe d’Iwahori

I' = Ad(diag(e*™,1,1,1))1.

On note C(w) = Z>_p, NI'wK /K. D’aprés la proposition 2.2, on a un pavage
en espaces affines

2om= || Cw)

we2l
et
0
pme O.-. 0
Cwy=1| . . . |wK/K, my=-m-—uw.
pme p--- 0

Pour —m < b < 3m, b € Z, on note
Ry={we 2, |wi=0b}, V,=|] Clw).
weERy

Alors 25_,, = Sm_ 7 et pour tout b, on a V = U?;"bVi, ce qui donne

b=—m
Pordre de pavage entre les V;. Voir la figure 3 pour ce découpage. Pour démon-

trer le théoréme 3.11, il suffit donc de paver chaque V, N %Z,.

On note

X ok ok X
* ok % Xk

X X ok Xk
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FI1GURE 3. Découpage de X.(T') en Ry.

Soit P = M N sa factorisation de Levi. On note

1
—m—b 1
v=|"_ . ,
P
p—m—b 1
alors C(w) = UIMwK/K.
LEMME 3.12. — La rétraction fp : Vi, — VoN2Z M est une fibration en espaces

affines.

Démonstration. — On montre d’abord que la dimension de u/un Ad(g)g(0)
est indépendante de g pour gK € V; N ZM. Pour g € I, w € Ry, on a
u u

~

uNAd(gw)g(0) ~ unAd(w)g(0)’

car IM normalise u. Et la dimension de la derniére terme est
4
Z:[(wZ —wy)— (—m —w1)] =3m —w; =3m —b.
i=2
Donc les u/un Ad(g)g(0) s’organisent en un fibré vectoriel &t/ N E sur V, N
2 M, La rétraction en question est un torseur sous ce fibré vectoriel, d’oi le
lemme. O

De plus, puisque M = GL; x GL3, la projection vers le deuxiéme facteur
donne un isomorphisme

Von 2 Mo g8l (=h)
Dans la suite, on distingue entre les deux types.
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FIGURE 4. Découpage de Ry pour ¢ < [%b]

3.3.1. Premier type. — On va couper Vj, en parties localement fermées telles
que la restriction de la fibration

fpe2ynVy— 2MnV,

sur chaque partie est une fibration en espaces affines.
On fixe ¢ € R tel que

-m4+n—1<c<-—-m+ng.

Pour ¢ = 2, 3,4, on note
Yi={weRy | wi<ec,w;>c Vj#i,j#1},
YSi={weR, | wi>c, w <c Vj#i,j#1},

et on note

_{{wERb | wj >¢, Vj#1}, sie< [_?b],
{weRy | wj<c,Vj#1}, sie>[F].
Alors Rb:EOUU;Q(EiUEj). Pour tout ¢/, ¢’ € Z, on note
Yio={weX |wi=c}, X ={weX|w=c"}

Les figures 4 et 5 donnent les découpages dans les deux cas.
LEMME 3.13. — La rétraction
P20V - 2Mnv,
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Vo = C

FIGURE 5. Découpage de Ry, pour ¢ > [%b]

induite une fibration en espaces affines

fr: 2N U C(w) — 3&”7M N U C(w),
wEXo weXo

*

et du méme quand on remplace %o par X; s, X7 .

Démonstration. — Puisque on a déja le lemme 3.12, d’aprés la proposition 3.2,
il suffit de montrer que la dimension de
ad(y)u
ad(y)un Ad(g)g(0)

est indépendante de g pour gK dans EK,YM N UwEEo C(w). Méme argument si
on remplace g par ¥; o, 3}

11
,C

Pour w € Ry, on a C(w)N 2ZM = IMwK/K. Pour g € I, on a
ad(y)u o ad(y)u

ad(y)un Ad(gw)e(0) — ad(y)un Ad(w)g(0)’

car IM normalise ad(7y)u. La dimension du dernier terme est

4
Zmax{wi +m —ny, 0}.
=2

1. Pour ¢ > [%b], w € Xg, la dimension est 0.
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2. Pour ¢ < [%b], w € Yo, la dimension est

Z(wj +m—mn1)=3(m—mn1)—b,

j=2
constante sur Xg.
3. Pour w € ¥; ~+, la dimension est
4
Z (wj+m—mn1)=2(m—ny)—b-C,
J=2,j#i
constante sur ; .
4. Pour w € X7 ./, la dimension est

u
w; +Mm-—ny =c¢ +m—n,

constante sur X} O

1.
,C

Puisque M = GL; x GL3, d’aprés le théoréme 3.9 et le corollaire 3.10, les
intersections
M M M
2Mn | cw), 2Mn |J Ccw), 2Mn |J C).
wEXg weL,; o weX? 4,
admettent des pavages en espaces affines, et on a vu comment les ordonner

pour en déduire un pavage en espaces affines de %WM N V. D’aprés le lemme
précédent, les intersections

2,0 | cw), 2,n |J Ccw), 2,0 |J C).

weXo weR; s weX*

i’

admettent aussi des pavages en espaces affines, et en utilisant le méme ordre
que leurs analogues ci-dessus, on en déduit un pavage en espaces affines de
Z, N Vy. Le théoréme est donc démontré pour ce type.

3.3.2. Deuzieme type. — On pave V; avec 'Iwahori I} := Ad(e®)I’, ou
a=(n; —n,n; —n,0,0) € N
On note Cu(w) =V, N I;wK/K. Soit
H = I'™n Ad(diag(1,1, ™, ™)) KM,

oll my, = —m —ws. Alors les mémes arguments que ceux dans la démonstration
de la proposition 2.11 et du lemme 2.12 montrent que

LEMME 3.14. — On a un pavage en espaces affines
% = |_| Ca(’lU),
we Ry
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FIGURE 6. Ry dans Ry.

0t Ca(w) =UHwK/K, et la rétraction
fp:UHwK/K — HwKM /KM

est une fibration en espaces affines.

LEMME 3.15. — La rétraction
fp: Z5NCa(w) — %WM NHwKM /KM
est une fibration en espaces affines.
Démonstration. — D’aprés la proposition 3.2 et le lemme 3.14, il suffit de mon-

trer que la dimension ad(y)u/ad(y)u N Ad(g)g(0) est indépendante de g pour
gK € HoKM /KM, Puisque H C I/, il normalise ad(y)u. Donc I’énoncé se

déroule du lemme 3.3. O
On note
Ry = {w € Ry | Wo > —M + Ny — n}, Vo1 = |_| Ca(w).
wE Ry

C’est une sous-variété fermée de V. Voir le figure 6 pour avoir une idée de Ry;.
Dans les lemmes 3.16, 3.17, on va paver (Vy\Vp1) N 27, et Vp1 N A, en espaces
affines. La réunion de ces deux pavages nous donnera un pavage en espaces
affines de V, N 27, ce qui terminera la démonstration pour le deuxiéme type.
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LEMME 3.16. — La sous-variété ouverte (Vy\Vin) N %, de Vi, N Z, admet un
pavage en espaces affines. Plus précisément, pour w € Ry\Rp1, lintersection
Ca(w) N Z, est isomorphe & un espace affine.

Démonstration. — D’aprés le lemme 3.15, il suffit de montrer que
HwKM /KM n 2.
est isomorphe & un espace affine. Puisque

wy —wj; <wg — (—m) <ny—n, j=34,

on a
C.
HwKM /KM = KM /KM,
wK™ / e 00 wK™ /
pme p O
On note
0 1
H = o , U = L
00 pme 1
p O pre 1

Ce sont des groupes de Lie et on a HwK™ /KM = U'HwKM /KM vuw €
Ry\Rp1. On note
.

X ok X

et P = M’'N’ sa factorisation de Levi. Parce que H' normalise u’ et ad(y)w’,
le corollaire 3.4 implique que la rétraction

for : UHwEM KM 0 M — H'wK™ JKM 0 2™

est une fibration en espaces affines. De plus, l'intersection H’wKM//KM, N
%WM/ est isomorphe & un espace affine car M’ = GL; x GL; x GLy, d’ou le

lemme. O
LEMME 3.17. — L’intersection Vi1 N 2, admet un pavage en espaces affines.
Démonstration. — En utilisant le lemme 3.15, on va déduire un pavage de

Vo1 N Z, d’un pavage de V1 N %WM.
Pour w € Ry1, on a

HwKM /KM = [MyKM /KM,
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La composition de la translation sur 2™ par e~2 et la projection a la facteur
GL3 de M = GL; x GL3 donne un isomorphisme

(5) Vo N 2 M a2 g Gle(Zbbnm),

Avec cet isomorphisme, on peut translater le pavage pour GL3 & un pavage
pour Vi1 N %WM. On fixe ¢ € R tel que

n—-m-1<ec<n-—m.

On note wy = wp — (n1 —n) et w; = wj, j = 3,4. Pour i = 2,3, 4, on note

'~

i ={we€ Ry | w, <c,w,>c,Vj#1,i},

~ <

Y ={w€ Ry | w} > ¢, w; <c,Vj#1,i},

<

et on note

5, = {we€ Ry | wy>c, Vj#1}, sic< [W],
{w € Ry | w;<c,Vj7é1}, sic> [%]

Alors Ry = 3o U U?:Q(Ei U X¥). Pour tout ¢/, ¢ € Z, on note
Yie={weX |w;=c}, X ={weX|w=c"}

Ce découpage est analogue de celui indiqué dans les figures 4 et 5.

LEMME 3.18. — La rétraction
fp: ZyN Vi —>35/,,M0V371
induite une fibration en espaces affines
fre2yn || Calw)— 20 || Ca(w),
wEX wEXg

et du méme si on remplace ¥o par ¥; o, X5 ..

Démonstration. — Puisque on a déja le lemme 3.12, d’aprés la proposition 3.2,
il suffit de montrer que la dimension de

ad(y)u
ad(v)un Ad(g)g(0)

est indépendante de g pour gK dans %WM N
on remplace Xg par X; o/, 3}

¢!

Pour w € Rp1, on a Ca(w) N 2Z7M = I'MywK/K. Pour g € I'M  on a
ad(y)u o ad(y)u

ad(y)un Ad(gw)g(0) — ad(v)un Ad(w)g(0)’

wes, Ca(w). Méme argument si
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car I'M normalise ad(y)u. La dimension du dernier terme est
4
max{ws + m —nq, 0} + Zmax{wi +m —n, 0}.
=3

1. Pour c < [W], soit w € Xg, la dimension est

J
=3m—b—ny — 2n,

4
(wa+m—n1)+ ) (wj+m—n)
=3

donc constante sur Xg.
2. Pour ¢ > [W], soit w € ¥, la dimension est 0.
3. Pour w € ¥; +, la dimension est

2(m—n)—b—1, sii=2;
2m—ny —n—b—c, sii=3,4;
donc constante sur X; ..

4. Pour w € X} la dimension est

7
,¢'?

d"+m-—mng, sii=2;
cd"+m—n, sii=34;

donc constante sur X O

i,c’*
Par l'isomorphisme (5), les intersections

2Mn || Catw), 20 || Calw), 2ZMn || Ca(w).

wEX wEX; o wEZ;_*YC,,

admettent des pavages en espaces affines d’aprés le théoréme 3.9 et le corollaire
3.10. Comme expliqué dans la construction de §2.4, on peut les ordonner pour en
déduire un pavage en espaces affines de .%”,YM N Vp1. D’aprés le lemme précédent,
les intersections

2,0 | ] Caw), 250 || Ca(w), 250 || Ca(w).

weXo wEL,; . weX*

ie!!
admettent aussi des pavages en espaces affines. En utilisant le méme ordre

que leurs analogues ci-dessus, on en déduit un pavage de 2, N Vi en espaces
affines. O

REMARQUE 3.2. — 1. La méthode que 'on a développé pour paver les
fibres de Springer affines pour GL4 peut étre généralisée aux groupes
classiques de rang 2 et 3 sans grandes difficultés.
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2. La difficulté principale pour généraliser cette méthode & GLy4, d > 5 est
due au fait que les intersections 2, N SE (v) ne sont pas pure si w n’est
pas conjugué & w; ou wy—_1 sous 'action de W.

Appendice : Forme minimale d’un élément semi-simple régulier non-ramifié

Soit G = GLy4, T le tore maximal des matrices diagonales.

DEFINITION 3.1. — L’élément régulier y € t(F) est dit en forme minimale s’il
satisfait & la condition

val(e; j (7)) = min {val(w(v))}, Vi,i=1,...,d,i<}j.
i<l<j-—1
Dans ce cas, on dit que sa valuation radicielle est le (d—1)-uplet (val(a;(7))4=}).

PROPOSITION 3.19. — Tout élément v € t(F) est conjugué sous laction du
groupe de Weyl a au moins un élément en forme minimale.

Démonstration. — On va montrer la proposition par récurrence. Pour G =
GLs, le résultat est évident. On suppose que pour G = GLg4/, d’ < d, la propo-
sition est démontrée.

Soit v = diag(y1,...,74), soit n = max{val(a; (7)) | ¢ # j}. Soit 7 =
diag(vr(1), - - - »Vr(a)) I'une des sous-matrices équivaluées de valuation n de
qui est de taille maximale. On note v, = diag(Vr(g+1)s--->Vr(@@))s €t 7 =

diag(v1,73)-

LEMME 3.20. — Pour a+1 < i < d firt€ et 1 < j < a, les valuations
val(a; (")) = val(e;; (7)) sont toutes les mémes et strictement plus petites
que n.

Démonstration. — S’il existe a + 1 < 49 < d,1 < jo < a tel que
val(a,,j,(7')) = n, alors pour tout 1 < j < a, les inégalités

n > val(ai,,; (7)) = min{val(es, j, ('), val(ejo, (7))} = n

entrainent que val(a, ;(7')) = n, i.e. que la matrice diag(Yr(1)s - » Yr(ay» Vig,i0)
est équivaluée de valuation n, contradiction & ’hypothése que 7] est de taille
maximale. Donc val(e; ; (7)) < n, pour tout a +1<3i<d, 1<j<a.

Par conséquent, pour tout 1 < k,l < a, on a
val(aik (7)) = min{val(ai (7)), val(au k(7)) = n} = val(ia (7). O
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Donc on peut « contracter » ; en un élément d; € F tel que val(d;) = n et les
valuations radicielles ne changent pas a extérieure de v{. On note § = (d1,75).
On observe que la matrice ] est toujours de taille strictement plus grande
que 1, donc ¢ est de taille strictement plus petite que d — 1. Par I’hypothése
de récurrence, § admet une forme minimale 7/(4). En remplagant ’élément &,
dans 7/(§) par 1, on trouve une conjugaison de 7 en forme minimale. O

REMARQUE 3.3. — En général, un élément v peut étre conjugué a plusieurs
éléments en forme minimale.

BIBLIOGRAPHIE

[1] M. GOrEsKY, R. KorTwITZ & R. MACPHERSON — « Homology of affine
Springer fibers in the unramified case », Duke Math. J. 121 (2004), p. 509-
561.

[2] M. GORESKY, R. KoTTwITZ & R. MACPHERSON — « Purity of equiva-
lued affine Springer fibers », Represent. Theory 10 (2006), p. 130-146.

[3] N. IwaHORI & H. MATSUMOTO — « On some Bruhat decomposition and
the structure of the Hecke rings of p-adic Chevalley groups », Publ. Math.
LH.E.S. 25 (1965), p. 5-48.

[4] D. KazHDAN & G. LUszTIG — « Fixed point varieties on affine flag ma-
nifolds », Israel J. Math. 62 (1988), p. 129-168.

[6] V. G. LUCARELLI — « Affine pavings for affine Springer fibers for split
elements in PGL(3) », Ph.D. Thesis, The University of Chicago, 2004.

[6] A. Moy & G. PRASAD — « Unrefined minimal K-types for p-adic groups »,
Invent. Math. 116 (1994), p. 393-408.

TOME 142 — 2014 — N° 2


http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/142/html/smf_bull_142_193-222.html#1
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/142/html/smf_bull_142_193-222.html#2
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/142/html/smf_bull_142_193-222.html#3
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/142/html/smf_bull_142_193-222.html#4
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/142/html/smf_bull_142_193-222.html#5
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/142/html/smf_bull_142_193-222.html#6

	1. Introduction
	2. Pavages non standard de la grassmannienne affine
	3. Application aux pavages de la fibre de Springer affine
	Appendice: Forme minimale d'un élément semi-simple régulier non-ramifié
	Bibliographie

