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MULTIPLICITES MODULAIRES RAFFINEES

PAR CHRISTOPHE BREUIL & ARIANE MEZARD

RiEsuME. — Soit p : Gal(Qp/Qp) — GL2(Fp) continue sufisamment générique. En
utilisant la conjecture sur les multiplicités modulaires de [6] démontrée dans [16], on
montre qu’il existe une bijection naturelle entre ’ensemble des composantes irréduc-
tibles de la fibre spéciale d’un anneau de déformations potentiellement semi-stables de
p (a poids de Hodge-Tate et type galoisien fixés) et ’ensemble des poids de Serre de p
distincts qui apparaissent dans la réduction modulo p du type de Bushnell-Kutzko pour
GL2(Zp) correspondant. Cette bijection préserve de plus les multiplicités respectives
(de la composante irréductible dans son schéma ambiant, et du poids de Serre associé
dans les constituants de la réduction modulo p). On conjecture que cela reste vrai en
remplagant Gal(Q,/Qp) par Gal(Qp/F) et GL2(Zp) par GLa(COF) pour F extension
finie non ramifiée de Qp, et on donne une famille d’exemples non triviaux d’anneaux
de déformations ou c’est bien le cas.

AssTrACT (Refined modular multiplicity). — Let p : Gal(Qp/Qp) — GL2(Fp) be con-
tinuous and sufficiently generic. Using the conjecture on modular multiplicities of [6]
proved in [16], we show that there is a natural bijection between the set of irreducible
components of the special fiber of a potentially semistable deformation ring of p (with
fixed Hodge-Tate weights and Galois type) and the set of distinct Serre weights of p
which appear in the reduction mod p of the corresponding Bushnell-Kutzko type for
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MULTIPLICITES MODULAIRES RAFFINEES 127

GL2(Zp). This bijection preserves respective multiplicities (of the irreducible compo-
nent in its ambient scheme and of the associated Serre weight in the constituants of the
reduction mod p). We conjecture that this remains true when replacing Gal(Q,/Qp)
by Gal(Qp/F) and GL2(Zp) by GL2(CF) for F a finite unramified extension of Qj,
and we give a family of non trivial examples of deformation rings when this holds.

1. Introduction

Soit E une extension finie de Q, d’anneau d’entiers Cg, wg une unifor-
misante de E, kg = Og/(wg) son corps résiduel et soit p : Gal(Q,/Q,) —
GLy(kg) une représentation continue. A 5, on peut associer une ou plusieurs
représentation(s) irréductible(s) de GL2(Z,) sur kg que l'on appelle les poids
de Serre de p. Il y a plus de 10 ans, nous avons proposé dans [6] (lorsque
EndkE[Gal(@/Qp)](ﬁ) = kg) une conjecture reliant la réduction sur kgp des
diverses (Og-algeébres de déformations potentiellement semi-stables de p au
nombre des poids de Serre de p apparaissant dans la réduction sur kg des
divers types de Bushnell-Kutzko de GL3(Z,). Cette conjecture a été essen-
tiellement démontrée (sous une forme un peu généralisée) par Kisin dans [16]
en utilisant d’une part tout le programme de Langlands p-adique local pour
GL2(Qp) qu’elle avait elle-méme inspiré (voir [6, p.214-215], [9], [11], [22], [2],
[4]), d’autre part un argument global de modularité. Signalons que Pagkiinas
en a maintenant une preuve purement locale ([23]) en utilisant des résultats de
Dospinescu ([10]).

Rappelons la conjecture de [6] (telle qu’étendue dans [16]) dans le cas ou p
est suffisamment générique. Soit k > 2 un entier, t un type pour Gal(Q,/Q,),
i.e. une représentation de I'inertie de noyau ouvert Gal(Q,/Qp") — GL3(E) qui
s'étend & Gal(Q,/Q,), et ¥ : Gal(Q,/Q,) — Cp un caractére continu satisfai-
sant une relation de compatibilité convenable avec k et t. Soit R™¥ (k,t,75) la
Og-algébre fidélement plate noethérienne compléte réduite de corps résiduel kg
qui paramétre les déformations de p de dimension 2 sur des extensions finies de
E, potentiellement semi-stables & poids de Hodge-Tate (0, k—1) et de type t (et
éventuellement « framed » au sens de Kisin lorsque EndkE[G al(Ty/Qp)] (p) # kg,
voir [18, §1]). Soit maintenant o(t) le type de Bushnell-Kutzko pour GL2(Z,)
associé a t (voir [15]) et o(k, t) le semi-simplifiée modulo wg de la GL2(Z,)-re-
présentation o(k,t) o o(t) ® Sym* 2 E2. Lorsque 7 est suffisamment géné-
rique, la conjecture de [6] démontrée dans [16] est :

THEOREME 1.1 ([16]). — La multiplicité de Hilbert-Samuel de l’anneau local
ROY(k,t,p)/(wg) est égale au nombre des poids de Serre de p (comptés avec
leur multiplicité) qui apparaissent dans o(k,t).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



128 C. BREUIL & A. MEZARD

L’anneau R9¥(k,t,p)/(wg) étant équidimensionnel, sa multiplicité de
Hilbert-Samuel est la somme des multiplicités de ses composantes irréduc-
tibles. De méme, le nombre des poids de Serre de p comptés avec leur
multiplicité dans o(k,t) est la somme des multiplicités des poids de Serre
distincts qui y apparaissent. Les deux entiers du théoréme 1.1 sont donc tous
deux naturellement somme d’autres entiers. Nous démontrons au §4 de cet
article :

THEOREME 1.2 (voir §4). — Si E est suffisamment grand, il existe une bi-
jection qui respecte les multiplicités entre ’ensemble des composantes irréduc-
tibles de R™¥ (k,t,p)/(wg) et 'ensemble des poids de Serre de p distincts dans
a(k,t).

Autrement dit (au moins lorsque E est suffisamment grand) les entiers dans
chaque somme sont en fait les mémes des deux cotés. Comme p est suffisam-
ment générique, il y a 0, 1 ou 2 poids de Serre de p distincts dans 7 (k,t). La
preuve consiste & montrer d’'une part qu’il y a aussi respectivement 0, 1 ou
2 composante(s) irréductible(s) dans R (k,t,5)/(wg), d’autre part que les
multiplicités coté déformations sont toujours majorées par les multiplicités co-
tés poids de Serre. Comme les sommes sont les mémes par le théoréme 1.1, les
multiplicités des deux cotés doivent étre égales. On wutilise ainsi de maniére es-
sentielle le théoréme 1.1 dans la preuve du théoréme 1.2 (qui n’en fournit donc
pas une nouvelle preuve). On utilise aussi de maniére toute aussi essentielle des
idées et techniques introduites par Kisin dans [16] que ’on rappelle au §3.1 (le
lecteur verra immeédiatement a la lecture des §§3.1 et 4 tout ce que ces parties
doivent & [16]). Notons que le théoréme 1.2 n’est plus vrai tel quel lorsque p
est quelconque : il peut y avoir soit plus de composantes irréductibles, soit plus
de poids de Serre (voir théoréme 4.1.7, corollaire 4.2.4 et corollaire 4.3.6 pour
différents cas, voir aussi la fin de cette introduction).

Il peut arriver qu’il y ait plusieurs bijections comme dans le théoréme 1.2. La
correspondance de Langlands p-adique (par ailleurs essentielle dans les preuves
des théorémes 1.1 et 1.2) permet d’en définir une qui est canonique, au moins
lorsque End;, | c.1@,/0,)] (p) = kg. Soit T¥(k, t,p) la déformation universelle de
psur RY(k,t,p), il lui correspond une certaine représentation linéaire continue
de GL2(Q,) sur RY¥(k,t,p) que l'on note A¥(k,t,p) (voir §3.2). Rappelons
que si R est un anneau commutatif noethérien, les composantes irréductibles
de Spec(R) sont en bijection avec les idéaux premiers minimaux p de R via

p — Spec(R/p).

TOME 142 — 2014 — ~N° 1



MULTIPLICITES MODULAIRES RAFFINEES 129

THEOREME 1.3 (voir §4). — Supposons EndkE[Gal(@/Qp)] (p) = kg. Si E est
suffisamment grand, Uapplication :

p — S0CQL,(z,) (Aw(kyt,ﬁ) QR (k,t,p) Frac (Rw(Vat,ﬁ)/(WEap)))

qui envoie un idéal premier minimal p de RY (k,t,p)/(wg) sur le GLa(Z,)-socle
de la représentation de GL2(Q)p) & droite induit une bijection comme dans le
théoréme 1.2.

Notons qu’un poids de Serre sur le corps Frac (Rw (k,t,0)/(wg, p)) est tou-
jours Pextension des scalaires d’un poids de Serre sur kg (ou méme sur F,).

Soit maintenant F' une extension finie non ramifiée de Q, d’anneau d’entiers
Or (on suppose que F peut s’injecter dans E quitte & agrandir E) et soit
p : Gal(Q,/F) — GLa(kg) une représentation continue. Dans [8], Buzzard,
Diamond et Jarvis ont associé & p un ensemble explicite de poids de Serre (i.e.
de représentations irréductibles de GL2(COr) sur kg) et dans [18, Conj.2.2.3|,
Kisin a étendu la conjecture de [6] en remplacant Gal(Q,/Q,) par Gal(Q,/F)
(quoique sous une forme moins précise qui ne nécessite pas de supposer F
non ramifié). Notons que Gee et Kisin viennent de donner une preuve de cette
conjecture étendue en poids 2, cf. [14]. Nous conjecturons au § 2 que le théoréme
1.2 reste vrai au moins lorsque p est générique (au sens du §2) :

CONJECTURE 1.4 (voir conjecture 2.2). — Soit p : Gal(Q,/F) — GLa(kg)
une représentation continue générique, (k). des entiers > 2 pour chaque
T F — E, t un type pour Gal(Q,/F), ((k:)-,t) la représentation
de GLy(Or) semi-simplifice sur kg de o(t) ®p ( ®, (Sym*" "2E?)7) et
Y 1 Gal(Q,/Q,) — Op un caractére continu satisfaisant une relation de
compatibilité convenable avec (k;), et t. Si E est suffisamment grand, il existe
une bijection qui respecte les multiplicités entre l’ensemble des composantes
irréductibles de RV ((k+)-,t,0)/(wk) et lensemble des poids de Serre de
distincts dans 7((k;)r,t).

Cette conjecture implique en particulier [18, Conj.2.2.3] quand F' est non
ramifié et p générique. Par des calculs explicites (basés sur les résultats de [5]),
nous vérifions au §5 la conjecture 1.4 dans la famille d’exemples suivants :

THEOREME 1.5 (voir corollaire 5.2.2). — La conjecture 1.4 est wvraie si
Endy,, ca@; /0, (P) = kB, kr = 2 pour tout T et o(t) est une série prin-
cipale modérément ramifiée de GLy(OF).

Bien que le théoréme 1.5 ne soit qu’un cas particulier, il a joué un role
important dans la genése de cet article. En effet, le calcul explicite d’une part
de RY((2),,t,p)/(wg), d’autre part des poids de Serre de p dans &((2),,t)
pour les t considérés met & jour une bijection naturelle entre l’ensemble des
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130 C. BREUIL & A. MEZARD

composantes irréductibles et I’ensemble de ces poids de Serre (voir (42)), et
les auteurs se sont demandés si une telle bijection n’existait pas en général
pour F' = Q,. Un examen approfondi de l'article [16] a alors révélé que oui
(génériquement).

Aprés la diffusion de cet article, Emerton et Gee ont donné une démons-
tration différente des théorémes 1.2 et 1.3 qui leur a permis d’une part de
les étendre aux cas oul p n’est pas générique, d’autre part de formuler une
conjecture qui généralise la conjecture 1.4 aux déformations de dimension n de
Gal(Q,/F) avec F extension finie quelconque de Q, (voir [12]). Leur remarque
nouvelle (et importante) est que, dans le cas F' = Q, et en dimension 2, la
composante irréductible de RP% (k,t,7)/(wg) (lorsque 5 est générique disons)
qui s’envoie vers le poids de Serre (Sym™ k%) ®y,, det” (ot 0 < m,n < p— 1)
s’identifie a la fibre spéciale de ’anneau des déformations cristallines de p a
poids de Hodge-Tate (n,m + n + 1). Lorsque p n’est plus générique ou lorsque
F n’est plus Qp, les anneaux de déformations cristallines & petits poids de
Hodge-Tate n’ont pas toujours une fibre spéciale irréductible. La généralisa-
tion de [12] consiste alors a considérer a la place le cycle associé, c’est-a-dire
la somme formelle des composantes irréductibles pondérées par la multiplicité
avec laquelle elles apparaissent. Paskiinas vient d’obtenir une preuve purement
locale des résultats de [12] pour F' = Q,, et donc en particulier une troisiéme
preuve du théoréme 1.2 (voir [23]).

Terminons cette introduction avec les principales notations de I'article.

Dans tout le texte F' désigne une extension finie non ramifiée de Q, de degré
f, danneau d’entiers O et E désigne une extension finie de Q, (le corps des

coefficients) d’anneau d’entiers O, de corps résiduel kg. On pose ¢ e pf. On
suppose que F contient une extension quadratique non ramifiée de F', ou de
maniére équivalente que kg contient I’extension de degré 2 de ;. On note F™
I’extension maximale non ramifiée de F' et wg une uniformisante de Og.

On note & l’ensemble des plongements de F' dans F (de cardinal f), qui
s’identifie & I’ensemble des plongements de F, dans kg puisque F' est non ramifié
et on voit 7 € & comme un plongement de F' dans E ou de F, dans kg sans
discernement (le contexte évitant toute confusion).

Tout ce qui est réduit modulo wg dans kg ou modulo p dans I, est surligné.
Par exemple, si x € Op (resp. z € Or), T est sa réduction dans kg (resp. dans
F,), etc... Si M est un Og-module, on note M[w’] C M le sous-Og-module
des éléments annulés par w7,

On note [-] le représentant multiplicatif, nr(z) le caractére non ramifié en-
voyant p sur z et val la valuation p-adique normalisée par val(p) = 1. On note
¢ le Frobenius z — zP sur F, ainsi que le Frobenius induit sur Op = W (F,).

TOME 142 — 2014 — ~N° 1



MULTIPLICITES MODULAIRES RAFFINEES 131

Si Fx désigne le complété profini de F'*, la théorie du corps de classes
local fournit un isomorphisme Gal(Q,/F)** — F* qui envoie les éléments
de Frobenius géométriques sur les uniformisantes et 'image du sous-groupe
d’inertie sur 0;. Par cet isomorphisme, on voit implicitement tout caractére
de Gal(Q,/F) (resp. de Gal(Q,/F™)) comme un caractére de F* (resp. de
0r). De plus, la projection & gauche sur Gal(F[ «~/—p|/F) et & droite sur les
représentants multiplicatifs [F] 2 F) (en envoyant p”(1+ pOp) sur 1) induit
I’isomorphisme :

Gal(F[“/=pl/F) = (Or/p)* =F}

NG
(1) 9 —~/—p

par lequel on voit sans commentaire tout caractére de F; comme un caractére
de Gal(F[ *+/=p]/F) et réciproquement.

Si T € &, on note w, le caractére (fondamental) induit sur Gal(Q,/F) par
(1) et le plongement T|]qu . Le caractére w, se reléve en le caractére continu de

Lubin-Tate ¢, : Gal(Q,/F) — O qui envoie p € F* sur 1 et 0} dans 0} via
7. On note € : Gal(Q,/F) — Z, le caractére cyclotomique p-adique et w sa
réduction modulo p. On a € = eré" Er-

Si p: Gal(Q,/F) — GLz(kg) est une représentation continue, on note p*
la semi-simplifiée de p.

On appelle poids de Serre une représentation irréductible de GL2(Cr), ou
de maniére équivalente de GL3(F,), sur kg. Un poids de Serre est absolument
irréductible et est de la forme :

2) Q) ((Sym™ k3)7 @4, 7 o0 det*")
TE(S

our,,s; €{0,--+,p—1} et ot GLy(F,) agit sur (Sym'” k%,)” via 7: Fy — kg
et I'action sur la base canonique de k%. Si o est un poids de Serre comme en (2),
on note o % R.cs ((Sym?~ """ k%)™ ®4, 7 o det’ 7). On note oy le poids
de Serre correspondant & tous les r;, s, nuls (i.e. la représentation triviale). On
a donc 0§ = @, ¢ 5(Sym? ™ k)"

On note I(Op) C GL3(COF) le sous-groupe des matrices triangulaires supé-
rieures modulo p (sous-groupe d’Iwahori). Si E’ est une extension finie de FE,
on appelle GLy(F)-Banach sur E’ tout E’-espace vectoriel de Banach B muni
d’une action E’-linéaire de GLy(F) telle que I'application GLy(F') x B — B
est continue.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



132 C. BREUIL & A. MEZARD

Si A est un anneau local, m4 est son idéal maximal et si M est un A-module
de type fini, on note e(my4, M) la multiplicité de Hilbert-Samuel de M relati-
vement a A (cf. [19, §14]). Lorsque ’anneau A est sous-entendu, par exemple
si M = A, on note simplement e(M).

2. La conjecture raffinée

On énonce la conjecture principale de cet article, version raffinée (lorsque p
est générique) des conjectures de [6], [16] et [18].

On fixe v la donnée de f couples d’entiers (w;,k;),cgs avec w, € Z et
k; € Z>o (la notation v est celle de [18, §2]) et t la donnée d’une représenta-
tion de noyau ouvert Gal(Q,/F") — GLy(E) qui admet un prolongement
Gal(Q,/F). On fixe également un caractére continu ¢ : Gal(Q,/F) — Of tel
que :

Ylgagy ey = (dett) [T e2orth2.
TES
On dit qu’une représentation linéaire continue de Gal(Q,/F) sur un E’-espace
vectoriel de dimension 2 (ot E’ est une extension finie de F) est de type (v, t, 1))
si elle est potentiellement semi-stable, si son déterminant est e, ses poids de
Hodge-Tate (w,,w, + k- — 1),¢ 5 et si la représentation de Weil-Deligne qui
lui est attachée par [13] est isomorphe & t en restriction a Gal(Q,/F™).

On fixe enfin une représentation continue p : Gal(Q,/F) — GLz(kg) telle
que detp = 1w. On note Z)(p) I'ensemble des poids de Serre de p défini dans
[8, §3].

On note RP¥(v,t,7) et RY(v,t,7) les quotients réduits des anneaux locaux
paramétrant les déformations de p de type (v,t,%) introduits dans [18, §1.4.1]
(notons qu’ils ne sont pas forcément réduits dans loc.cit.). Plus précisément, si
RD’“’(E) est la Og-algébre locale compléte noethérienne de corps résiduel kg
paramétrant les déformations de p sur de telles Og-algébres de déterminant e
avec un choix de relevé d’une base fixée de p, alors R2¥(v,t,7) est 'image
de R™¥(p) dans RZ¥(p)[1/p]/ N p, lintersection étant prise sur les idéaux
maximaux p de R™¥(p)[1/p] tels que la représentation :

Gal(Q,/F) — GLy (R™¥[1/p]) — GLz (RZ[1/p]/p)

est de type (v,t,%). Lorsque EndkE[Gal(@/F)](ﬁ) = kg, on définit de maniére
analogue RY(v,t,p) & partir de la Og-algébre R¥(p) paramétrant les déforma-
tions de p de déterminant te. Les Op-algébres RP¥ (v, t, ) et R¥(v,t,5) sont
fidélement plates, complétes noethériennes réduites de dimensions de Krull res-
pectives 4 + f et 1+ f ([18, Th.1.2.1]). De plus, lorsque Endy (ca@;/r)) (p) =

kg, RP¥(v,t,7) est un anneau de séries formelles en 3 variables sur R (v, t, 7).
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MULTIPLICITES MODULAIRES RAFFINEES 133

LEMME 2.1. — Les schémas Spec (R2¥ (v, t,p)/wE) et Spec (R¥(v,t,p)/wE)
sont équidimensionnels.

Démonstration. — On donne la preuve pour RD’w(v,t,ﬁ)/wE, l'autre cas
étant identique. Par [18, Th.1.2.1], R™¥(v,t,5)[1/p] est équidimensionnel. Par
[19, Th.6.5(iii)] et [19, Th.23.2(i)] (ce dernier appliqué avec A = O, p = (0)
et G = B = R%¥(v,t,7)), les composantes irréductibles de R™¥(v,t,7)[1/p]
sont aussi celles de R7¥(v,t, ). Donc R™¥(v,t,7) est équidimensionnel. Le
résultat découle alors de [19, Th.31.5]. O

Soit A = RY¥(v,t,75)/wr ou R¥(v,t,7)/wg, C une composante irréductible
de Spec(A) et p I'idéal premier minimal de A correspondant & C. On définit la
multiplicité m(C) de C' comme :

(3) m(C) € e(A/p)long 4, (Ay)

ol long, (Ap) est la longueur du localisé A, en tant que Ay-module. Notons
que si C est formellement lisse sur kg on a e(4/p) = 1 (mais long, (Ap)
peut étre quelconque). Comme A est équidimensionnel par le lemme 2.1, [19,
Th.14.7] nous dit que :

(4) > m(C) = e(A).
C

Dans la suite on pose pga1(Vv,t, ) e e(A).

On associe a v la représentation continue de GL2(Or) sur E :

a(v) e ® ((Syrnkf_2 E*)" ®@pgTo det“”)
TES

ot GLy(OF) agit sur (Sym"™ E?)7 via 1 : O — E. Par [15], on peut associer & t
une représentation lisse absolument irréductible o(t) de GLo(CF) sur E (quitte
a agrandir E) de caractére central det t. On note )(v,t) 'ensemble des poids
de Serre & multiplicité prés qui sont des constituants du semi-simplifié sur kg
de o(v) ®g o(t) et my (o) > 0 la multiplicité avec laquelle un poids de Serre
o (quelconque) apparait dans ce semi-simplifié.

On dit que p générique (cf. [7, Def.11.7]) si on peut l’écrire sous la forme
(i) (cas réductible) ou (ii) (cas irréductible) ci-dessous pour un caractére x de
Gal(Q,/F") qui s’étend a Gal(Q,/F) :

~ Hreé’w:r-i_l *

(i) ﬁ|Gal(@/F“r) = < 0 1) ®xavec0<r, <p-—3et (TT)T€§ ¢

{(0,---,0),(p—3,--- ,p—3)}
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(i) Plgagy /ro) =

wr.,+1 0
~ (Hreé‘o T )@Xaveclgrmﬁp—2

O HTE 50 wg(”-'_l)
et 0 < r, <p-—3pour 7€ §y\{70}, ot 5y est un sous-ensemble de
I’ensemble des plongements de IF;> dans kg de la forme {10, T000, -+ , 190

©f~1) pour un plongement 7y quelconque.

Sip =2, il n’y a pas de représentation générique (de sorte de ’hypothése
tion générique réductible. Notons que p générique irréductible est absolument
irréductible. Lorsque p est générique, on pose :

Maut(vytaﬁ) d:éf Z mv,t(o) - Z mv,t(a)‘

7€ (p) o€ D(v,t)N D(P)

CONJECTURE 2.2. — Soit v, t, ¢ et p : Gal(Q,/F) — GLa(kg) comme
ci-dessus. On suppose p générique. Alors les composantes irréductibles de
Spec (RD’w(V,t,ﬁ)/wE) sont formellement lisses sur kg et, pour E suffi-
samment grand, il existe une bijection entre l’ensemble de ces composantes
irréductibles et ensemble )(v,t) N (p) telle que, si C est une composante
irréductible et o € J(v,t) N J(p) son image, on a :

m(C) = my 4(0).

REMARQUE 2.3. — (i) En sommant les égalités de la conjecture 2.2 sur toutes
les composantes irréductibles C' de Spec (RD’w (v,t,ﬁ)/z,mg)7 on en déduit par
(4) et la définition de payut(v,t, p) égalité :

,u/gal(vy t, ﬁ) = Haut (Va t) ﬁ)

déja conjecturée dans [18] pour F' quelconque et sans restriction sur p. Rappe-
lons que cette égalité a été démontrée par Kisin dans [16] pour F' = Q,, p > 2
et presque tout p.

(ii) Lorsque p n’est pas générique, I’énoncé 2.2 est faux tel quel en général
(bien que la condition de généricité ne soit probablement pas optimale). Comme
signalé dans I'introduction, on trouve maintenant dans [12] une formulation plus
générale de cette conjecture (moyennant quelques vérifications de compatibilité
qui ne devraient pas poser de problémes) valable en particulier sans hypothése
de généricité.

(iii) Une bijection « abstraite » comme dans la conjecture 2.2 n’est pas unique
en général mais pour F' = Q, et EndkE[Gal(@/Qp)] (p) = kg, il en existe une
qui est canonique et qui se réalise naturellement via la correspondance de Lan-
glands p-adique pour GL3(Q,) (cf. §4). La formulation de [12] donne aussi
une bijection canonique qui coincide avec cette bijection lorsque F' = Q, et

Endy; jca@, /e, (P) = ke (cf [12, §3.4]).
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3. Lecas F' = Q, : préliminaires

On donne divers préliminaires dont on se servira de maniére essentielle au
§ 4 pour démontrer la conjecture 2.2 lorsque F' = Q. On suppose p > 2.

3.1. Quelques rappels et définitions. — On rappelle et précise des définitions et
constructions dues a Kisin dans [16].

On fixe v, t, 1 et p comme au § 2. Sauf indication contraire, p est quelconque.
Si p est un idéal maximal de RP¥ (v, t,5)[1/p], alors R™¥ (v, t,5)[1/p]/p est

une extension finie de E et on note :

pp : Gal(Q,/Q,) — GLy (R™¥(v,t,7)[1/p]/p)

la déformation de p de type (v,t,%) qui lui est associée (en oubliant la base
distinguée sur l’espace sous-jacent & py). Par la correspondance de Langlands
p-adique pour GLo(Q,) ([9], [17], [22]), il correspond & p, un GL2(Q,)-Banach
sur RP¥(v,t,p)[1/p]/p noté B(p,). Rappelons que B(p,) posséde une boule
unité invariante sous GL3(Q)), et que la réduction modulo wg d’une telle boule
unité invariante est une représentation de GL3(Qp) sur kg de longueur finie.
Par [9, Th.V1.6.18], [11, Th.3.3.21] et [15], on a :

Homp(gr, (z,)(0(v) ®E o(t), B(pp)) = R (v,t,5)[1/p]/p
de sorte que, par réciprocité de Frobenius, on a aussi :

(5) Hom p(ar, (g, (IndGy" 27 o(v) @5 0 (), Blpy) ) = R (v, 4, 9)[1/p)/p
ot I'on étend l'action de GL3(Z,) sur o(v) ®g o(t) & GLa(Z,)Q, en faisant
agir Q) par 1.

Dans la suite, on fixe un Op-réseau L de 0(v)®po(t) stable par GLa(Z,)Q) .

Pour chaque idéal maximal p de RP%(v,t,p)[1/p], on choisit un morphisme
Og-linéaire GL2(Q))-équivariant non nul (qui existe par (5)) :

. GLQ(Q:D)
(6) I IndGL2(ZP)Q; L — B(py).

Pour chaque ensemble fini non vide X d’idéaux maximaux de R™¥ (v, t,5)[1/p]
on considére ’application diagonale :

GL2(QP) @fp
Indg 277 L = @B(Pp)
pe

et on note A¥ (L, X) I'adhérence de son image. Si X = ), on pose A¥(L, X) = 0.
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EXEMPLE 3.1.1. — Si X = {p} est un singleton, le sous-R™¥ (v, t,p)[1/p]/p-es-
pace vectoriel engendré dans B(py) par le Og-module AY (L, {p}) est un sous-
GL2(Qp)-Banach fermé irréductible de B(p,), qui lui est égal si p, est abso-
lument irréductible (cela découle des propriétés de la correspondance de Lan-
glands locale p-adique).

REMARQUE 3.1.2. — Le choix de f, pour chaque p repose sur I’axiome du
choix. On peut éviter cela au prix de fixer en plus du réseau L un ensemble
dénombrable dense d’idéaux maximaux et de ne considérer que les idéaux maxi-
maux de cet ensemble. C’est ce qui est fait dans [16, §1.6] (cf. la note de bas
de page dans [16, §1.6.7]).

Lorsque X C X', la projection évidente ®pecx'B(pp) — PpexB(pp) in-
duit une application continue Cg-linéaire GLy(Q))-équivariante entre les
adhérences AY(L,X’) — A¥(L, X). On obtient ainsi un systéme projectif de
Or[GL2(Q,)]-modules (A% (L, X)) x ot X parcourt les ensembles finis d’idéaux
maximaux de R9¥ (v, t,7)[1/p].

LEMME 3.1.3. — (i) Pour tout X, A¥(L,X) est une boule unité stable par
GL3(Q,) dans un GLo(Q,)-Banach sur E et A¥(L,X) ®g, kg est une repré-
sentation lisse de GLo(Q,) sur kg qui est de longueur finie.
(ii) Pour X C X', les applications AY(L,X') — A¥(L, X) sont surjectives.
(iii) Le systeme projectif (A¥(L,X))x ne dépend pas a isomorphisme prés
du choiz des f, comme en (6).

Démonstration. — Le (iii) est évident car pour deux choix (fp)pex et
(fp)pex il existe pour chaque p € X par (5) un unique scalaire non nul
Ap € RO (v,t,5)[1/p] tel que les diagrammes :

IndGLZ (QP)

Dfp
aLazes L ®rexBley)

l@xp .
©fy

Opex B(py)

soient commutatifs pour tout X et compatibles avec les projections ®pec x' B(pp)
— @®pexB(pp) pour tous X C X'. Montrons (i). Pour des boules unités
invariantes A(p,) convenables de B(py), on a AY(L,X) — ®pcxA(py) et
la premiére assertion de (i) est claire puisqu’on voit que AY(L,X) est un
Op-module séparé complet sans torsion (et stable par GL2(Q,)). De plus,
comme il s’agit par construction d’une immersion fermée, le quotient «
(@pexAlpy))/A¥(L, X) est séparé (n’a pas d’éléments divisibles non nuls).
Montrons d’abord qu'’il existe un entier ng tel que @}y’ annule toute la torsion
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de Q. Comme ®yecxA(py)/wE, et donc Q/wg, sont des GLy(Q,)-représenta-
tions lisses de longueur finie, il existe un entier ng tel que pour n > ng, 'image
de Q[w}] dans Q/wg par I'application composée Q[w?] — Q — Q/wg est
constante. Soit v € Q un élément de torsion, alors il existe y € Q[wp’] et w € Q

tels que v = y+pw, donc wr'v = w%"“w. En particulier w est aussi de torsion

et donc wiw € @ ™' Q par le méme raisonnement d’ott wiv € @i ?Q. En
itérant, on obtient wx’v € Np>n,whQ = 0 (car Q est séparé). Donc w® annule
la torsion de Q. Montrons que I’application composée Q[wp’] — Q — Q/wy’
est injective. Soit v € Q[wy’| d’image 0, alors v = w’w dans @ avec w aussi
de torsion, donc w € Q[w}’] par ce qui précéde. On en déduit v = wp’w = 0.
Comme Q/wj est une GL3(Q)p)-représentation lisse de longueur finie (car
Bpex A(py)/wh lest), il en est donc de méme pour Q[wy’], et donc en parti-
culier pour Q[wg] C Q[wx’]. Maintenant la suite exacte courte :

(7) 0 — Qlwr] — AY(L, X) ®0, ke — pexAlpy)/@E

entraine par ce qui précéde que AY(L, X) ®, kg est lisse de longueur finie, ce
qui démontre (i). Les applications AY (L, X’) — A¥(L, X) sont toutes d’images
GL2(Q;) 1
GL2(Zp)Qp
On en déduit que les applications AY(L, X')/w} — AY(L,X)/w? sont sur-
jectives pour tout n. Comme il s’agit de GLy(Q,)-représentations de longueur
finie, la condition de Mittag-Leffler est vérifiée sur les noyaux de ces applications
et la limite projective sur n reste surjective, ce qui montre (ii). O

denses car leurs images contiennent par construction 'image de Ind

On pose :
AY(L,p) € lim A (L, X),
X
la limite projective étant prise sur tous les ensembles finis X d’idéaux maximaux
de R™¥(v,t,p)[1/p] (lorsque RZ¥(v,t,p)[1/p] = 0, on a donc AY(L,p) =
0). Cest un Og[GL2(Q,)]-module qui ne dépend que de p et de L par le
lemme 3.1.3(iii).

Soit V le foncteur exact covariant défini dans [9] de la catégorie des représen-
tations de GL2(Q,) sur O lisses de longueur finie avec caractére central dans
la catégorie des représentations de Gal(Q,/Q,) sur O de longueur finie (on
normalise V' comme dans [16, Th.1.2.4]). Pour X comme ci-dessus, on définit :

déf

(8) TY(L,X) = lim V (AY(L, X) /@%).

C’est une représentation linéaire continue de Gal(Q,/Q,) sur un Og-module
libre de rang fini. De plus, on a une injection continue Gal(Q,/Q,)-équiva-
riante :

9) T‘Z’(L,X) — DpexPp-
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On pose :
T%(L,p) € lim T%(L, X),
X
c’est un Og[Gal(Q,/Q,)]-module séparé complet sans torsion en tant que
Og-module qui ne dépend que de p et de L par le lemme 3.1.3(iii).

Soit maintenant RP*(tr p) 'anneau paramétrant les pseudo-déformations de
trp sur des Og-algébres locales complétes noethériennes de corps résiduel kg
(cf. [16, §1.4], on utilise ici p > 2). C’est une Og-algébre locale compléte noe-
thérienne de corps résiduel kg et la trace induit un morphisme de (g-algébres
locales RPS(trp) — R¥(v,t,75) dont on note RP>¥(v,t,7) image.

LEMME 3.1.4. — La Og-algébre RP>¥(v,t,p) est fidélement plate, réduite et
de dimension de Krull 2 si elle est non nulle.

Démonstration. — Les deux premiéres assertions viennent du fait que c’est une
sous-algébre de RP¥(v,t,p). La derniére est démontrée dans [16, Lem.1.6.6] et
[16, §1.6.7]. O

REMARQUE 3.1.5. — Lorsque End,, 1¢.1@/0,)] (p) = kg,on a RP>Y(v,t,p) —
RY(v,t,p)(— RP¥(v,t,p)) et lorsque de plus p % (4 7) & torsion prés par un
caractére, on a RPSY(v,t,p) = RY(v,t,p) par [16, Cor.1.4.4].

LEMME 3.1.6. — (i) Pour tout X comme ci-dessus, TY(L,X) est naturelle-
ment un RPS(tr p)-module et pour tous X C X', les applications T¥ (L, X') —
TY(L,X) sont des morphismes surjectifs de RP*(tr p)-modules.

(ii) Le RP*(tr p)-module T¥ (L, p) est de type fini.
(iii) La surjection RPS(trp) — RPSY(v,t,p) fait de TY(L,p) un
RPSY (v, t,p)-module fidéle.

Démonstration. — Le (i) est démontré dans [16, Lem.1.6.3] (la surjectivité
découle facilement du lemme 3.1.3(ii) et de ’exactitude du foncteur V) et
le (ii) dans [16, Lem.1.6.6]. Montrons le (iii). Si RP¥(v,t,p) = 0, il n’y a
rien & montrer, supposons donc RD""(v,t,ﬁ) # 0. Il suit directement de la
preuve de [16, Lem.1.6.3] que l'injection (9) est un morphisme de RP*(tr p)-mo-
dules. Mais chaque p,, étant une déformation de 7 de type (v,t,), laction de
RPS(trp) sur Gyexpp se factorise par le quotient RP>¥(v,t,p), donc il en est
de méme sur le sous-RPS(tr p)-module TY (L, X), et aussi sur T (L, p) par (i).
Soit x € RPS¥(v,t,p) qui agit par 0 sur T¥(L,p), donc par 0 sur T%(L, {p})
pour tout idéal maximal p de R™¥ (v, t, p)[1/p] par (i). Par (9), T%(L, {p})[1/p]
est un sous-E-espace vectoriel non nul du R™¥ (v, t,5)[1/p]/p-espace vectoriel
pp- Comme z agit sur p, par la multiplication par son image x, dans le corps
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RE¥(v,t,5)[1/p]/p, on voit que la multiplication par zp agit par 0 sur des élé-
ments non nuls de py,, ce qui entraine x, = 0 dans R7¥(v,t,5)[1/p]/p c’est-a-
dire z € p. Comme c’est vrai pour tout idéal maximal p et que R~ (v, t,7)[1/p]
est réduit, on en déduit z = 0. O

Nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME 3.1.7. — Quitte a agrandir E, on peut choisir le Og-réseau invariant
L de 0(v) ®g o(t) tel que L = L/wg est une représentation semi-simple de
GL3(Zy) sur kg.

Démonstration. — Soit L un Og-réseau invariant de o(v)Q@go(t) et 0 C Ly C
-+« C L, = L une filtration de L par des sous- Og-modules facteurs directs tels
que L; est stable par GLy(Z,) dans L et L;/L;_; est une représentation irré-
ductible de GL2(Z,). Soit E’ une extension finie ramifiée de E d’uniformisante
wg telle que wy = wh,. Alors le Op/-réseau de E' Qg (o(v) ®g o(t)) :
n
@ (wj‘_?_'l Op ®0p Li)
i=1

est stable par GL2(Z)) et sa réduction modulo wg est semi-simple. O

3.2. Rappels sur les déformations co6té GL2(Q,). — On rappelle quelques résul-
tats sur les déformations de représentations de GL3(Q)).

On fixe un caractére continu 9 : Gal(Q,/Q,) — Cp.

Soit 7 une représentation lisse de longueur finie de GL2(Q,) sur kg de carac-
tére central 1 et telle que Endy(aL,(0,))(T) = kg. Une déformation de 7 sur
une (g-algébre artinienne (A, m4) de corps résiduel kg est une représentation
linéaire lisse 74 de GL2(Q,) sur un A-module libre de caractére central I'image
de 1 telle que 74 ®4 A/m4 = 7. Une déformation de 7 sur une Og-algébre
locale compléte noethérienne (A, m4) de corps résiduel kg est une représenta-
tion linéaire w4 de GL2(Q)) sur un A-module séparé complet pour la topologie
my4-adique tel que m4 ® 4 A/m"} est une déformation de 7 sur A/m’ pour tout
n au sens précédent (en particulier elle a un caractére central qui est ).

Soit p : Gal(Q,/Q,) — GLa(kg) une représentation continue de déterminant
1Yw. On suppose de plus EndkE[Gal(@/Qp)](ﬁ) =kg et p2 (§ ) a torsion prés
par un caractére. Soit 7 la représentation lisse de longueur finie de GL2(Q,) sur
kg de caractére central 1) associée & p par la correspondance de Langlands mo-
dulo p. On a Endy(aL,(,) (T) = kg et V(T) = p. On considére les foncteurs
DY (%) et D% (7) de la catégorie des (p-algébres locales complétes noethé-
riennes A de corps résiduel kg dans la catégorie des ensembles définis comme
suit : D¥(7)(A) est I'ensemble des classes d’isomorphisme de déformations 7 4
de 7 sur A de caractére central 'image de 1 et D%¥(7)(A) est ’ensemble
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des classes d’isomorphisme de déformations w4 de 7 sur A de caractére central
limage de v telles que det(V(wa)) = e ot V(ma) & im V(ma ®4 A/m7).

Les critéres de représentabilité de Schlessinger ([20]) se vérifient facilement
et on en déduit :

PROPOSITION 3.2.1. — Les foncteurs D¥ () et D% (%) sont représentables.

On note R¥(7) (resp. R4°:¥ (7)) la Op-algébre locale compléte noethérienne
de corps résiduel kr qui représente le foncteur DY () (resp. D% (7)). On a
une surjection évidente de (p-algébres locales RY (7) — R (7).

On rappelle que RY(p) est la Op-algébre locale compléte noethérienne de
corps résiduel kg qui représente le foncteur associant 8 A ’ensemble des classes
d’isomorphisme de déformations galoisiennes de p de déterminant I'image de
1e. Le foncteur V étant exact envoie une déformation de 7 sur une déformation
de p et induit donc un morphisme de Cpg-algébres RY(p) — RIHY (7). Le
théoréme suivant est une compilation de résultats dus a Colmez ([9]), Kisin
(17]) et Paskanas (|21], [22]) (on rappelle que p > 2 et p 2 (} ) & torsion
pres) :

THEOREME 3.2.2. — (i) Le morphisme R¥(p) — RIY¥(T) est un isomor-
phisme.

(ii) Si p est irréductible, la surjection RY(T) —» RIHY(T) est un isomor-
phisme.

Nous n’utiliserons que le (i) dans la suite. On note T%(p) la déformation
universelle de p sur R¥(p) de déterminant e et A¥(p) la déformation de 7
sur RY(p) de caractére central ¢ que ’on déduit de la proposition 3.2.1 et du
théoréme 3.2.2(i). Elle vérifie V(AY(p)) = T (p).

Le lemme suivant découle facilement de I'exactitude du foncteur V et est
laissé au lecteur :

LEMME 3.2.3. — Soit R un quotient de R¥(p), Tr v (P)®rv )R et Ar «
AY(p) ®Rv(5) R, alors V(AR) = Tg.

4. Le cas F' = Q, : preuve de la conjecture

On démontre la conjecture 2.2 lorsque F' = Q. On suppose p > 2 dans toute
la partie et on fixe v, t et ¥ comme au § 2.
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4.1. Le cas p irréductible. — On démontre la conjecture 2.2 lorsque F' = Q, et
p est irréductible.

On fixe p : Gal(Q,/F) — GLa(kg) continue absolument irréductible de
déterminant ¢w (pas forcément générique) et on note 05, 05 les deux poids de
Serre de p. On a {05,035} = {00 ® x, 05 ® x} pour un caractére x : F,\ — ky si
et seulement si p n’est pas générique. On étend l'action de GLy(Zy) sur o5 et
05 a GL2(Zp)Qy en faisant agir Q, par 1. On rappelle que :

Endy,(cL. ()] (IndGnggp) « 05) = kg[T] (idem pour o7%)

ou T est '« opérateur de Hecke T}, » (cf. [1]) et que I'on a des isomorphismes
canoniques de représentations lisses absolument irréductibles admissibles de

GL2(Qp) sur kg (cf. [3]) :

(10) (Tndg, (7)o 99)/(T) = (Indg*(07)  02) /(D).

On note 7 la représentation de GL2(Q,) en (10).

LEMME 4.1.1. — (i) Si {05,035} # {00 ® x,05 ® x} (resp. {05,053} = {00 ®
X, 00 ® x}), les deux représentations de GL2(Qp) -

. GL2(Qp)  __\ /qm ' GL2(Q) "
llnrfl (IndGL 0 ap)/T et 1171151 (IndGLz(Z )@p )/T

sont des déformations non isomorphes (resp. isomorphes) de 7 sur kg[[T]] (cf.
§83.2) de caractére central 1.

(ii) Si {o5,05} # {00 ® x, 05 @ x} (resp. {05,053} = {00 ® X,05 ® x}), les
deuz représentations de Gal(Q,/Q,)

. GL2(Q n . GL2(Q,) s "
V(LI_"IP (IndGLi(Z:)Qp )/T ) et V(l}_gl (IndGL2(Z:)Qp ﬁ) /T )

sont des déformations non isomorphes (resp. isomorphes) de p sur kg[[T]] de
déterminant Yw.

Démonstration. — Cela se déduit de [16, Lem.1.5.3] et de [16, Lem.1.5.5]. O

Si {0505} = {00 ® x,08 ® x}, la déformation du lemme 4.1.1 (coté
Gal(Q,/Q,) ou, de maniére équivalente par le théoréme 3.2.2(i), coté GL2(Q,))
donne une surjection :

(11) sp « RY(p)/wr — kel[T]]

dont le noyau est un idéal premier de R¥ (p)/wg. Si {05, 05} # {00®x, 05X},
les deux déformations du lemme 4.1.1 donnent deux surjections :

(12) Sap S0z + RY(D)/wr — kp|[T]]
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dont les noyaux sont deux idéaux premiers distincts de R¥(p)/wg. Les dé-
formations galoisiennes du lemme 4.1.1(ii) sont vues dans la suite comme des
RY(p)/wr-modules via ces surjections.

On rappelle que ’on a par ailleurs une surjection canonique de COg-algébres

RY(p) - R¥(v,t,p) et 'on pose :
T%(v,t,5) € T%(5) ®pe (5 BV (v,1,9)

ot T%(p) est comme au §3.2. On fixe L un COp-réseau de o(v) ®p o(t) stable
par GL3(Z,)Q) et on définit T%(L,p) comme en (8). Par le lemme 3.1.6 et la
remarque 3.1.5, le RP(tr p)-module T¥ (L, p) est un R¥(v,t,p)-module de type
fini (et aussi un RY(p)-module de type fini). Le lemme suivant est démontré
par Kisin dans la preuve de [16, Prop.1.6.10] :

LEMME 4.1.2 ([16]). — II existe une injection de RY(v,t,p)-modules de type
fini commutant & Gal(Q,/Q,) :
(13) T¥(v,t,p) < T"(L,p).

Pour alléger les notations, on pose dans la suite A & gy (v,t,p)/wE et on
rappelle que dim(A) = 1 si A # 0 (cf. §2). Par [16, Prop.1.3.4(1)] (dont la

preuve est essentiellement celle de la proposition 4.1.3 ci-dessous) on déduit de
(13) :

(14) e(mA,Td’(v,t,ﬁ)/wE) Se(mA,Tw(L,ﬁ)/wE).

On aura besoin d’une variante de (14) :

PROPOSITION 4.1.3. — Soit p un idéal premier de A et Ay le localisé de A en
P, ona:

(15) e(mAp7 (T’l’(v, taﬁ)/wE)p) < e(mAp’ (Tw(Laﬁ)/wE)p)

Démonstration. — Soit T le conoyau de 'injection (13) et T[w®] C T le sous-
module des éléments annulés par une puissance de wg. Comme T[w] est un
RY(v,t,p)-module de type fini (car T l'est et RY(v,t,p) est noethérien), il

existe un entier ng tel que T'[wy’] = T[wg]. On pose A’ L RY(v,t,p) /@y .
L’injection (13) donne une suite exacte courte de A-modules :

(16) 0 — T[wg] — TY(v,t,p)/ws — T¥(L,p)/wrg — T/wg — 0

et on a une suite exacte courte de A’-modules :

(17) 0 — Twg] — TwoF] Z5 Tof] — Twy]/wg — 0.
De plus l'injection T[w®] < T induit encore une injection de A-modules :
(18) Twy)/wg — T/wg.
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Soit p un idéal premier de A’, ou de maniére équivalente de A. En localisant la
suite exacte (17) en p (qui reste exacte), le comportement de la multiplicité de
Hilbert-Samuel sur les suites exactes courtes ([19, Th.14.6]) entraine :

e(ma,, (T[wel)y) = e(may, (T[wEe])p) = e(ma,, (T[@wg]/@wE);)
=e(ma,, (T[@F]/@E)p)-

En localisant de méme la suite exacte (16), on en déduit (toutes les multiplicités
sont celles de A,-modules) :

(T (v,t,7)/m)y) = e(T*(L,7) /wr)y) — (e((T/@p)p) — e(T[=E])y))
= e((T*(L,p)[mp)y) - (e((T/m)y) - e(T[@F)/@E)y) )

En localisant en p l'injection (18), on obtient (T'[w%]/wg)y — (T/wE), d'ou
e((T/wg)y) — e((T[@wF]/wE)p) > 0 ce qui achéve la preuve. O

Rappelons que my 1 (07) (resp. my,¢(03)) est la multiplicité (éventuellement

nulle) avec laquelle o (resp. o3) apparait dans le semi-simplifi¢ sur kg de

o(v) ®@g o(t) (cf. §2).

PROPOSITION 4.1.4. — Choisissons L tel que L est semi-simple (ce que l’on

peut toujours faire par le lemme 8.1.7 quitte & agrandir E). On a un isomor-
phisme de R¥(p)[Gal(Q,/Q,)]-modules :

Tw(L,p)/wEgv(li@(lndEEQES:)Qx )/T”) [

v( tim (IndS=®) o /T") @ Q

GL2 (Zp)Qp

010 <m < my(05), 0 <m® <my (03) et Q est un RY(p)[Gal(Q,/Q,)]-mo-
dule qui est un quotient de :

. GL2(Qp) " My, (07) . GL2(Q,) s o my,t(03)
V(I%P(IndGL ) 09)/T )" @V(l%rfl(lndGLz(Z o 73)/T")
de dimension finie sur kg.
Démonstration. — Pour tout ensemble fini X d’idéaux maximaux de
R¥(v,t,p)[1/p], Papplication IndS™>'%) I — A¥(L,X)/wp (cf. §3.1) est

GL2(Zp)Q5
surjective car elle est d’image dense dans A¥(L, X) par construction. Par le
choix du réseau L, on en déduit une surjection GL2(Q))-équivariante (cf. §2

pour A(v,t)) :

— my t(a')
GLy(Qy) GL2(Qy) : "
(19) mdg ) T= P (1 ndg ) 0) — AY(L, X)/ws.
o€ D(v,t)

IR
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De plus la représentation A¥(L, X)/wg est de longueur finie (lemme 3.1.3(i))
et ses constituants sont tous isomorphes a 7. Or, si o ¢ {05,035}, l'induite
G'L2 Qp)

I dGL2( P)QX
La surjection (19) se factorise donc par :

o n’a aucun quotient de longueur finie ayant 7T comme constituant.

( I dGL2 (Qp) .

s\ Mv,t(05)
GLy(Z,)0% 7P ) o

my t(05) GL2(Qp)
) ® (Indgy ooy %
GL2(Qp)
GL2(Zp)Qp

constituants sont tous isomorphes & T sont les quotients (Indg?E%) Iy U) /T

Les quotients de longueur finie de Ind o pour ¢ € {05,035} dont les

pour n entier strictement positif, donc (19) se factorise par :

GL2(Qy) nx )P GL2(Qy) "
(magyn) s o) /) o ((mdgre) - o3)/17)

pour un entier ny suffisamment grand. En prenant la limite projective sur
X (les conditions de Mittag-Leffler étant satisfaites puisqu’il n’y a que des
représentations lisses de longueur finie), on en déduit par le lemme 3.1.3(ii)
une surjection GL2(Q,)-équivariante :

My, (o7)

(20)

mV,t(a?)
(tim (IndG (5o 0p)/77) " @ (lim (1ndGrEr, o) /7"

— AY(L,p)/wp.

>mv,t<a;>

En appliquant le foncteur V, on obtient une surjection Gal(Q,/Q,)-équiva-
riante :

(21)

v (lim (25 o) /T

My 1 (07)
GL2(Zy )@X )

my ¢ (03)
. GL2(Qp) n TP
EBV(ILTL@(IndGLz(Z L oI

— T%(L, ) /5.

Montrons que (21) est compatible aux structures de R¥(p)-modules des deux
cotés (Pargument qui suit est celui de [16, Lem.1.6.3]). La trace sur la représen-
tation 7% (p) de rang 2 induit une application tr : Gal(Q,/Q,) — R¥(p) dont

I'image est dense. Sur tout R¥(p)-module quotient et Gal(Q,/Q,)-équivariant

IndGLz (Q@p)

GLy(Z,)0% 7 )/T") la multiplication par

de T (p), par exemple sur V( lim (

tr(g) € R¥(p) pour tout g € Gal(Q,/Q,) s’identifie & Iaction de g +w(g)g~!.
Mais ceci est aussi vrai sur T%(L,p)/wg car vrai sur chaque T%(L, X) (car
vérifié sur chaque déformation p, pour p € X, cf. §3.1). Ainsi, la commutation
de la surjection (21) & Gal(Q,/Q,) implique aussi sa commutation & R¥(p).
On en déduit facilement ’énoncé de la proposition avec le lemme 4.1.1(ii). O
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Si {o5,05} = {00 ® X, 00 ® x} et si m +m* # 0 (m, m* comme dans la pro-
position 4.1.4), la proposition 4.1.4 combinée avec le lemme 3.1.6(iii) implique
que la surjection s; en (11) se factorise par le quotient A = R¥(v,t,p)/wg
de RY(p)/wr et on note p; I'image de son noyau dans A (on a donc A/p; =
kg[[T]]). Cest un idéal premier minimal de A car dim(A/pz) = dim(kg[[T]]) =
1 = dim(A). Si {og5,05} # {00 ® Xx,00 ® x} et si m # 0 (resp. m® # 0), la
surjection so, (resp. sqs) en (12) se factorise de méme par le quotient A de
RY(p)/wg et on note p,, (resp. pos) image de son noyau dans A. C’est un
idéal premier minimal de A.

THEOREME 4.1.5. — On suppose {05,035} # {00 ® X, 04 @ x}-

(i) St D(v,t) N D(p) =0 alors A =0.

(i) Si D(v,t) N D(p) = {05} alors m = my (05) # 0 et py, est lunique
idéal premier minimal de A. De plus A/p,, est formellement lisse sur kg et on
a:

long,, (Apaﬁ) =My 1(05).
7

(iii) Si D(v,t) N D(p) = {05} alors m® = my1(05) # 0 et pos est lunique
idéal premier minimal de A. De plus A/p,, est formellement lisse sur kg et on

a

longApai (Apa%) = my 1(05).
P

() Si D(v,t)N D(p) = {05,053} alors m = my 1(05) # 0, m* = my (05) #0
et Po,, Poz sONL les idéaux premiers minimaux de A. De plus A/p,, et A/pU%
sont formellement lisses sur kg et on a :

longApUF (APUF) =mvi(0p) et longApG% (Apa%) = My 1(05)-

Démonstration. — (i) Si D(v,t) N D(p) = O alors pays(v,t,p) = 0 d’ou, par
le cas classique de la conjecture de multiplicités modulaires [16, Cor.2.3.2],
Ugal(V,1,0) = e(A) = 0 ce qui implique A = 0.

(ii) Supposons (v,t) N D(p) = {05}, i.e. my1(05) > 0 et my(03) = 0.
On a e(A) # 0 par [16, Cor.2.3.2], donc e(ma,TY(L,p)/wr) # 0 par (14).
Comme e(my4,Q) = 0 dans la proposition 4.1.4 car @ est un A-module dont
le kp-espace vectoriel sous-jacent est de dimension finie, on doit avoir m > 0
dans cette méme proposition et donc l'idéal minimal p,, de A est défini. La
lissité formelle résulte de A/p,, = kg[[T]]. Soit p un idéal premier quelconque
de A, que I'on voit indifféremment dans R¥(v,t,p) via l'immersion fermée
Spec(A) — Spec(R¥(v,t,p)). Comme T¥(L,p) est un R¥(v,t,p)-module de
type fini fidéle par le lemme 3.1.6, le localisé T%(L,p), est non nul (cf. [19,
p.26]). Par le lemme de Nakayama appliqué au RY(v,t,p),-module de type
fini T%(L, )y, on a wpT¥(L,p)y C T¥(L,P)y, ou encore (T¥(L,p)/wr)p # 0.
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Or, par la proposition 4.1.4, le A-module T¥(L,p)/wg est un A/po-module.
La non nullité de (T%(L,p)/wEg), force donc p,, C p, autrement dit p,, est
l'unique idéal premier minimal de A. On en déduit par (4) et (3) :

paai(v,6,7) = e(A) = e(Afp,, ) long,, (Ay,,) =long,, (4,

Comme fiay4(Vv,t,5) = my 1(05), on a donc longAMf (Ap,_) = myt(op) par [16,

Cor.2.3.2]. Par (14) et la proposition 4.1.4, on a (car e(m4, Q) =0) :
2uga1 (v, 6, 9) = e(ma, TV (v, 4,9)/we) < e(ma, T (L, p)/wE) = 2m < 2my (o).

On en déduit m = my ¢(05) puisque pigai(V,t,0) = paut(V,t,0) = My t(05).
(iii) est pareil que (ii).

(iv) Supposons ¢)(v,t) N D(p) = {05,035}, on montre par un argument
analogue au (ii) utilisant la proposition 4.1.4 que m + m® # 0. Supposons
d’abord mm?® # 0 de sorte que les deux idéaux premiers minimaux p, et Pos
sont bien définis. Les lissités formelles résultent de A/po, = A/pos = kp[[T]]. Si
p est un idéal premier quelconque de A, on montre comme au (ii) que p est dans
le support du A-module T¥ (L, p)/wg, et comme c’est un Alpo, N p,,%—module
par la proposition 4.1.4, on a PosMPos C p. Si p ne contient pas Pos, soit y € Pos
qui n’est pas dans p. Comme tout = € p,, est tel que zy € p,on a = € p, ie.
Po, C p. Donc p contient toujours soit Pos soit p,, ce qui montre que p,, et
Pos

a po, et Pos donne avec la proposition 4.1.4 (et le fait que @ ne contribue pas

sont les seuls idéaux premiers minimaux de A. L’inégalité (15) appliquée

|

aux multiplicités) :
2e(Ap, ) =2long,, (Ap, ) < 2m < 2my (07)
2e(Ap,.) =2long,,  (Ap,.) < 2m® < 2my 4(07)
o5 P

ol
P

Or par (4), (3), e(kg[[T]]) =1 et [16, Cor.2.3.2|, on doit avoir :
,Ugal(V,t,p) longA (Al"a )+longA S(APG%) = Haut (Vvtvﬁ) = mv,t(Uj)‘Fmv,t(O%)-
P

Les inégalités ci-dessus forcent donc long, (Apc,,) =m = mvt(aﬁ) et
long 4, (Ap,) =m® =my t(af) Il reste & tralter les éventuels cas ou mm?®
oS o5

0, mais ces cas ne peuvent arriver car la méme preuve qu’en (ii) utilisant (14)

donnerait soit figa1(v,t,0) < m < My i(075) S0t pgar(v,t,0) < m® < my 4(03)

ce qui est impossible puisque pgai(V,t,0) = flaut(V,t,0) = My t(05) + My ¢ (a%)

et que 'on a my (05)my +(03) # 0. O
En particulier on a :

COROLLAIRE 4.1.6. — La conjecture 2.2 est vraie pour F = Q, et p irréduc-
tible.
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Par une preuve similaire & celle du théoréme 4.1.5(ii), on a aussi quand p
est irréductible non générique :

THEOREME 4.1.7. — On suppose {05,035} = {00 ® X, 04 @ x}-

(i) St D(v,t) N D(p) =0 alors A =0.

(i) Si D(v,t) N D(p) # D alors m = my (05), m*® = my i (03), m+m* # 0
et pp est l'unique idéal premier minimal de A. De plus A/p,, est formellement
lisse sur kg et on a :

longApﬁ(Ap?) =My 1(05) + Myt (0%).

REMARQUE 4.1.8. — Notons 05 = (Sym™ k%) ®,, det™ (ot 0 <m <p—1et
0 < n < p—2). La proposition 4.1.4 avec les résultats précédents impliquent
en particulier que la composante irréductible Spec(A/p,,) est isomorphe &
Spec(R¥((n,m + 2), triv, p)/wg) (et un énoncé analogue pour Spec(A/p,,%)) :
il suffit de remarquer que, aux multiplicités prés, les constituants de dimension
infinie & droite de I'isomorphisme dans I’énoncé de 4.1.4 ne dépendent que du
poids de Serre considéré.

La bijection entre I’ensemble des composantes irréductibles (ou des idéaux
premiers minimaux) de A et I’ensemble J)(v,t)N )(p) implicite dans I’énoncé
du théoréme 4.1.5 est donc celle qui envoie un idéal premier minimal p de A
sur le poids de Serre o tel que :

(22)  T¥(v,t,5)/ws ®a Afp = V(h_@ (Indgy (27 . o) /T”).

Il y a une maniére plus agréable de la décrire. Posons (cf. §3.2 pour A% (p)) :
AV (v,6,0) € A%(5) ®pu(p) B (v,1,7).

PROPOSITION 4.1.9. — La bijection du théoréme 4.1.5 entre l’ensemble des
idéauz premiers minimauz p de A et 'ensemble (v,t) N J(p) est :

p — S0CGL,(z,) ((Aw(v,t,ﬁ)/wE) ®a Frac(A/p))

ot l’on identifie un poids de Serre sur kg avec son extension des scalaires au
corps Frac(A/p).

Démonstration. — On a par hypothese {05,035} # {00 ® x,05 ® x}. Par le
lemme 3.2.3 on a :

V((A%(v,t,p)/wE) ®4 Afp) = TV(v,t,p)/wE ®a Afp.
Par le théoréme 4.1.5 et (22), on a soit p = p,_ et :

i GL2(Qp n\ ~ —
V(h{? (IndGnggp))Q; O-ﬁ) /T ) = T¢(V,t, p)/wE XA A/p7
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soit p = Pos et :

. GL2(Q, s\ yrn) -
V<h~?(1ndGLzE(§p))Qp o2)/T ) > TY(v,t,p)/wEe @4 A/p.

Les représentations (A¥(v,t,p)/wg) ®4 A/ps, et llm(InngI:ZESp)QX o5)/T"
La(Z,)05 7.

toutes les deux des déformations de 7 sur kg[[T]] de caractére central ¢ telles

que leur image par V est la méme déformation de p sur kg[[T]] de déterminant

yw. Par le théoréme 3.2.2(i), elles doivent étre isomorphes. Le résultat découle

donc du (i) du lemme suivant laissé en exercice au lecteur. O

(resp. (A¥(v,t,p)/wE) ®a A/p,,% et 113{1(1ndGL2(Qp )/T") sont donc

LEMME 4.1.10. — Soit o un poids de Serre.
(i) Si {o,0°} # {o0 ® x, 06 ® X}, on a :

. GL
socaLy(z,) ((lm (IdG (2 0)/T") Oxpry kp((T)) = o O ke ((T)):

(i) Si {o,0°} ={o0® Xx,05® X}, on a :
. L2(Qp
socqry(z,) ((1m (Ind5 237 0)/T") @pgiiry k(1)) ) =

0 Qkp ke((T)) ® 0° ®k, ke((T)).

REMARQUE 4.1.11. — Lorsque p est non générique, i.e. {05,053} = {00 ®
X; 05 ® X}, on montre de méme que (A¥(v,t,p)/wr) ®4 A/p; est isomorphe

1. GL2(Qp) n GL2(Qp s n
a l%ry(lndGLQEZ ox ap)/T = hm(IndGLzEZp))@; aﬁ)/T . Dans ce cas, par le

lemme 4.1.10(ii), 'unique idéal premier minimal de A (théoréme 4.1.7(ii)) est
envoyé sur {0y, 05} par 'application de la proposition 4.1.9.

4.2. Le cas p réductible non scindée. — On démontre la conjecture 2.2 lorsque
F = Q, et p est réductible non scindée.

On note 7 l'unique plongement de F, dans kg. On fixe p : Gal(Q,/F) —
GLy(kg) continue réductible (scindée ou pas et générique ou pas pour l'instant)
de déterminant Yw. Dans toute cette partie on suppose p % (4 7) ® x (avec
* nul ou non) et EXE *) ® x (avec * nul ou non) (ces hypothéses sont plus

_ o [wnr(}) *
P 0 w2 nr(A"1p)

ott \,p € k. On a donc ¢ = w27 Inr(u) et w2 ¢ {1,w,w™'} (resp.
w2 ¢ {1, w}) lorsque A2 = p et * = 0 (resp. A2 = p et * # 0). On a alors
les cas suivants :
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(i) p scindée

(ia) w2 ¢ {1,w,w™ '}, alors (p) = {0}, 02} pour deux poids de Serre
distincts qui ne sont pas de la forme oo ® x ou o ® x pour x : F) — kj,
quelconque

(ib) w2 =1, alors A(p) = {05} = {02} ot 0} = 02 = (Sym? > k}) ®%,
7 o det®

(ic) w172 = w1t et p > 3, alors D(p) = {a%, 00 Qkp T 0 det™, 08 Qp,, T 0
det™ } ou g1 = (Sym”™~ 3k2) ®p, 7 0 det™

(id) w*r— b 2 = wet p > 3, alors D(p) = {00k, Todet™, 0§ O, Todet™, 02}
ot 0% = (Sym” * k%) ®,, 7 o det™

(ie) w12 =w =w™! et p =3, alors A(p) = {00 Rk, T o det™, 0§ Rk, 70
det®?, 09 @y 7o det®?, of ®p, T o det®' }
(ii) p non scindée

(ila) p*° comme en (ia), (ib) ou (ic), alors D(p) = {04}

(iib) p* comme en (id) ou (ie), alors )(p) = {00 ®k, T 0 det®?, 0§ Qr, T ©
det®?}.

On étend l'action de GLa(Z,) & GL2(Z,)Q,; sur un poids de Serre en faisant
agir p € Q) par ¥ (p) =

Rappelons que, si A2 # u, on a un isomorphisme ([16, Lem.1.5.5]) :

. GL2(Q ~ GL2(Q
(23) linrp (IndGLz(ZP)QX 00)/(T — )" = hm (IndGLz(Zp)QX 08)/(T — \)".
Dans la suite, lorsque p** est comme en (id) ou (ie) (que p soit scindée ou non),
on note U%SS I’'un quelconque des poids de Serre o¢ ®y, Todet®?, 0§ @y, Todet®.
De méme, lorsque p* est comme en (ic) ou (ie), on note J%ss I'un quelconque
des poids de Serre 0o ®j, Todet®*, of Qf,, Todet™ . Par (23), les représentations

. GL2(Q, . GL2(Qp
lin@ (IndGLZEZp))QX 0hs) /(T =N)" et linry (IndG’LQEZ ))QX 02)/(T— )" sont donc

toujours bien définies lorsque A\? # p.
LEMME 4.2.1. — (i) La représentation de Gal(Q,/Q,) :

V(li@(lndgiiigp)(?xa )/(T - A))

est toujours bien définie et est la déformation du caractére w®* nr(\) sur kg[[T—
Al] donnée par w** nr(T).
(i3) La représentation de Gal(Q,/Q,) :

. GL2(Q,
V(l%r{l(lnthzEZp))Q;ass)/(T Al

est toujours bien définie et est la déformation du caractére w2 nr(A\~tu) sur
kg[[T — X\~tu]] donnée par w2 nr(T).
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Démonstration. — Cela se déduit de [16, Lem.1.5.9]. Notons que, lorsque \? =
1, ce résultat montre aussi que :

. Qp ~ . Qp
V(lln@ (Indg "3 00) /(T - A)") o V(h%p (Indg 23 05) /(T - ,\)")

de sorte que les représentations de 1’énoncé sont toujours bien définies. O

Soit S une variable formelle et munissons la représentation du lemme 4.2.1(i)
d’une structure de kg[[S]]-module en faisant agir S par T — A. Munissons la
représentation du lemme 4.2.1(ii) d’une structure de kg[[S]]-module en faisant
agir S par pT~ =\ = (T—=A"1p)+A"10) " u=A € (T—A"2w)kg[[T—A"1pu])*.
La somme directe des deux déformations du lemme 4.2.1 donne la déformation
Wt nr(A+S9)Gw?? nr((A+S) "1 1) de p** sur kg[[S]]. Sa trace est une déformation
sur kg[[S]] de la pseudo-représentation trp et fournit une surjection :

(24) se + R¥ (1) /g — kil[S].

Les déformations galoisiennes sur kg[[S]] du lemme 4.2.1 sont vues dans la
suite comme des RP%(tr p)/wg-modules via la surjection sgz. En particulier, si
tr : Gal(Q,/Qp) — RPS(trp) est la trace universelle et si g € Gal(Q,/Q,), la
multiplication par sz (tr(g)) € kg[[S]] sur les kg[[S]][Gal(Q,/Q,)]-modules du
lemme 4.2.1 n’est autre que I’action de g + Yw(g)g~!.

Lorsque p* est comme en (ia), (ib) ou (ic) (resp. comme en (ia), (ib) et (id)),
on rappelle que my, (O%SS) (resp. my ¢ (a%ss)) est la multiplicité (éventuellement
nulle) avec laquelle o} (resp. o2.) apparait dans le semi-simplifié sur kg de
o(v)®g o(t) (voir §2). Lorsque p* est comme en (id) ou (ie) (resp. comme en
(ic) ou (ie)), on pose :

déf

mVVt(a%ss) = My (00 Oy T o det®®) + my 1 (0§ Qky T 0 det®)

(resp. my (o) L My,t(00 ®kyy T 0 det™) + my 1 (0f Rk, T 0 det®)).

PROPOSITION 4.2.2. — Choisissons L tel que L est semi-simple (ce que l’on
peut toujours faire par le lemme 3.1.7 quitte a agrandir E). On a un isomor-
phisme de RP*(tr p)[Gal(Q,/Qp)]-modules :

1

TY(L,7)/wp = V<lir£1 (Indgy2(37) o ohee) /(T = A)") D

2

H GLZ(@IJ) — n m
V(I%@(IndGLZ(ZP)Q; U%ss)/(T_)\ ) ) @Q
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1

ot 0 < m! < myi(ol), 0 < m? < myy(0i) et Q est un

_ p P
RPs(trp)[Gal(Qp/Qp)]-module qui est un quotient de :
. GL N mv,t(glss)
(i i)™

My, (O'Ess )

GrL2 Qp) ’ P
V( in m (Indgr* & o) /(T = A7) )
de dimension finie sur kg.

Démonstration. — Supposons d’abord p 2 ({ *) & torsion prés avec * # 0 (et
forcément p > 3 par les hypothéses sur p). Il suffit de montrer que AY(L,p)/wg
est un quotient de la représentation de GL2(Qp) :

m‘,,t(a‘%s)
(13@(Indgt:§?)>@x oL /(T = )" ) D

Myt (U%ss )

(1%@(IndgEQEEP;QXJSS)/(T AL

car la compatibilité aux structures de RP%(tr p)-modules aprés avoir appliqué
V' se montre exactement comme dans la preuve de la proposition 4.1.4 via lar-
gument de [16, Lem.1.6.3]. Or la représentation A¥(L, X)/wg est de longueur
finie et ses constituants sont contenus dans :

{(1mdS@) oL/, (S o2/ -2}

(noter que ces représentations sont toujours irréductibles et non isomorphes
GL2(QP)
GL2(Zp)Qy
n’a aucun quotient de longueur finie formé de ces constituants. La preuve

est alors analogue a celle de la proposition 4.1.4. Supposons p = (§*) a

torsion prés avec * # 0 et p > 3 ou U%ss = (Sym? 3k2) ®, T o det®,

02 € {00 ®kp T 0 det™, 0f ®p, 7 odet™} et A = p. La seule différence

. . . GL2(Qp) s1 _y\n
est que les représentations linrp (IndGLz(Zp)QX 00 ®ky 7 o det®) /(T — A)

sous les hypothéses sur p). De plus, si o ¢ {cr%ss, U%ss}, I'induite Ind

lim (Indgizgg”))(@x 0§ ®py 7o det™) /(T — A)™ ne sont plus isomorphes. Néan-

moins, leurs constituants n’apparaissent dans aucun quotient d’une autre in-

duite Indgizg”; 0x @ et leurs images par le foncteur V' sont les mémes par le
P P

lemme 4.2.1. La preuve marche donc encore. O

On pose B o RPSY(v,t,p)/wg. Sim!+m? # 0 (m', m? comme dans la pro-
position 4.2.2), la proposition 4.2.2 combinée avec le lemme 3.1.6(iii) implique
que la surjection sz en (24) se factorise par le quotient B de RP*(trp)/wg et
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on note p; I'image de son noyau dans B. C’est un idéal premier minimal de B
car dim(B/p5) = dim(kg[[S]]) = 1 = dim(B) (lemme 3.1.4).

PROPOSITION 4.2.3. — (i) Si D(v,t)N D(p) =0 alors B = 0.
(ii) Si D(v,t)N D(P) # 0 alors m*+m? # 0 et p; est Uunique idéal premier
minimal de B.

Démonstration. — La preuve est similaire & celle du théoréme 4.1.5.

(i) Si D(v,t)N D(p) = 0 alors on a pau(v,t,p) = 0 d’ott par [16, Cor.2.3.2]
Hgal(V,t,0) = 0 ce qui implique RP¥(v,t,5)/wg = 0 et donc aussi B = 0.

(ii) On a RP¥(v,t,7) # 0 par [16, Cor.2.3.2] donc aussi RP>?(v,t,5) # 0 et
B # 0. On montre d’abord exactement comme pour le théoréme 4.1.5(ii) (en
utilisant le lemme 3.1.6 et le lemme de Nakayama) que si q est un idéal premier
quelconque de B, alors le localisé (T¥ (L, p)/wE), est non nul, autrement dit g
est dans le support de T (L, p)/wg. Comme TY (L, p)/wg est un B-module de
type fini, 1’idéal q contient donc 1'idéal annulateur I de T%(L,p)/wg (cf. [19,
p.26]). Supposons m!+m? = 0, alors T (L, p) /g est de dimension finie sur kg
par la proposition 4.2.2. Comme B/I — Endy,(T%(L,p)/wE), cela implique
qu’il en est de méme pour B/I, et donc aussi pour B/q. On a donc dim(B/q) =
0 pour tout idéal premier q de B ce qui est impossible car dim(B) = 1. Donc
m' + m? # 0 et la proposition 4.2.2 implique alors I = ps. Comme tout
idéal premier de B contient pp, ce dernier est I'unique idéal premier minimal

de B. O

COROLLAIRE 4.2.4. — Si p est réductible non scindée, Spec (Rw(v,t,ﬁ)/wE)
n’a qu’une composante irréductible C' qui est lisse et on a :

pgal(V, £, 0) = m(C) = mV,t(O%SS)'

Démonstration. — Les hypothéses sur p impliquent End, (Gal(T, /Qp)](ﬁ) =kg

et RP>Y(v,t,p) = RY(v,t,p) par la remarque 3.1.5. Par la proposition 4.2.3,
seule 1’égalité reste donc & vérifier. On a par (4), (3), la proposition 4.2.3 et
[16, Cor.2.3.2] :

n(v,4,9) = e(B) = e(B/pp) longy, (By,) = longp, (By,) =
uaut(va t7ﬁ) = mv,t(O%ss)' O
En particulier, on en déduit :

COROLLAIRE 4.2.5. — La conjecture 2.2 est vraie pour F' = Q, et p réductible
non scindée.

REMARQUE 4.2.6. — On a une remarque analogue au (ii) de la remarque 4.1.8
en utilisant la remarque 3.1.5, (24) et les résultats précédents.
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Le schéma Spec(B) = Spec(R¥(v,t,p)/wr) n’ayant au plus qu'une com-
posante irréductible lorsque p est réductible non scindée, il n’y a trivialement
qu’une bijection possible comme dans la conjecture 2.2 (quand p est de plus gé-
nérique). Comme dans le cas p irréductible, on peut la décrire de maniére plus
intrinséque en utilisant la représentation A (v,t,5) = A¥(p) @ gv (5 RY (v, t,P)
(cf. §4.1).

LEMME 4.2.7. — Supposons p réductible non scindée, p 2 (§2) ® x et
RY(v,t,p) # 0. On a une suite exacte courte non scindée de
kg[[S]]|GL2(Qp)]-modules :

. GL3(Qp _
0 — lim (Indg, (") gz o) /(T = A" — (A¥(v,4,9)/w5) @5 B/py —
lim (IndgEQEEP;QX 02.) /(T = A~ )" — 0.

ot la représentation tout & gauche (resp. tout & droite) est munie d’une struc-
ture de kg|[[S]]-module en faisant agir S par T — X (resp. par pyT~1 — \).

Démonstration. — Par définition de p5, la trace de la déformation :

(25) (T¥(v,t,0)/wp) ®p B/ps : Gal(Qy/Qp) — GLa2(B/p5) = GLa(kpl[S])

est la pseudo-déformation :

Spss

Gal(Q,/Qp) — R*(trp)/wp — kil[S]).

Or, cette pseudo-déformation est la somme directe des deux caractéres du
lemme 4.2.1. La représentation (25) aprés extension des scalaires de kg[[S]]
au corps Frac(B/pz) = kg((S)) est donc une extension non scindée entre ces
deux caracteéres. Mais cela veut dire que le kg[[S]]-réseau de départ (25) est
aussi une extension non scindée entre ces deux caractéres, et on a donc une
suite exacte courte non scindée de kg[[S]][GL2(Qp)]-modules :

(26)
. GL2(Qp _
0— V(I%@ (Indg () b /(T = N ) (T (v,t,7)/ws) @5 B/ps —
. GL2(Qp
V(lg{l(lndGLZES o ) /(@ =27 )" ) ~0.
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Notons
_ GL2(Qp) 1
71'1 (I dGLZ(Zp)Q;f pss)/(T A),
_ def GL2(Qp) 2 1
(I dGLQ(Zp)QS Uﬁss)/(T— A7),
X1 R tnr(\),

o & v (A )
et rappelons que V(7;) = x; (¢ = 1,2). Soit 7 la représentation de GL2(Q,)
sur kg associée & p par la correspondance de Langlands modulo p. Les hy-
pothésessur p°° font que les représentations 7; et 7o sont irréductibles, dis-
tinctes et T est 'unique extension non scindée 0 — T — T — 7o — 0 ([7,
Cor. 8.3]). De plus, par symétrie, il existe une unique extension non scindée
0 — Ty — 7 — 71 — 0 et son image par le foncteur V est (I'unique) extension
non scindée de x; par x2. Comme V est exact et que V(7') n’est jamais un
sous-quotient de V (4% (v,t,p)/wE) ®5 B/ps = (T¥(v,t,p)/wr) ®5 B/ps par
la suite exacte (26), la représentation T n’apparait jamais en sous-quotient de
(AY(v,t,p)/wE) ®p B/ps. Soit n > 1, en considérant la sous-représentation
maximale de (AY(v,t,p)/wr) ®p (kr[S]/S™) n’ayant que 71 dans ses consti-
tuants (rappelons que (A¥(v,t,p)/wr) ®p (kg[S]/S™) est une extension suc-
cessive finie de 7), on en déduit facilement que (A% (v,t,p)/wr) ®p (kx[S]/S™)
est extension d’une déformation de 7y sur kg[S]/S™ par une déformation de
71 sur kg[S]/S™ (les deux déformations ayant caractére central v). Or, il n’y
a qu’une seule déformation de 71 sur kg[S]/S™ avec caractére central ) dont

I'image par V donne la déformation V (( Indgt2 ESP))QX <) /(T —=X\)"), a savoir

la déformation (Indg?g”;@x oLe) /(T — A)™ (en effet, d’aprés [9, § VIL5], le
foncteur V induit une injection entre les espaces tangents des deux problémes
de déformations : de 7y avec caractére central ¢ coté GL2(Q)) et de x1 coté

Gal(Q,/Qp)). On a le méme résultat avec T2. On a donc une suite exacte courte
non scindée de (kg[S]/S™)[GL2(Qp)]-modules :

0 — (IdS2 (@) L) /(T X" — (4% (v,1,7)/ ) @ kilS]/" —

GL
(Indg 2E§p>)@x 02.) /(T = A~tp)™ — 0.

En passant & la limite projective sur n, on en déduit que (A¥(v,t,p)/wr) ®p
B/p est une extension de kg[[S]][Gal(Q,/Q,)]-modules comme dans I’énoncé.

O
PROPOSITION 4.2.8. — Supposons p réductible non scindée, p 2 (%) ® x,
0k ¢ {00 Qkp 7 0 det™, 05 Ok, T 0 det®*} et RY(v,t,p) 7é 0. pplication
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qui envoie l'unique idéal premier minimal de RY(v,t,p)/wg sur le singleton

D(v,t) N D(p) est :
pp — socar,z,) ((AY(v,t,p)/wE) ®p Frac(B/p;))

ot l’on identifie un poids de Serre sur kg avec son extension des scalaires au
corps Frac(B/pz).

Démonstration. — Avec les notations de la preuve du lemme 4.2.7, la repré-
sentation 7 vérifie socqr,(z,)(T) = socqr,(z,)(T1). Comme la représentation
(A¥(v,t,p)/wE) ®p B/ps est une extension successive de 7, aucun des poids
de Serre apparaissant dans le GL3(Zj)-socle de T2 n’est une sous-représentation
de (A¥(v,t,p)/wr) ®p B/ps. Autrement dit, par le lemme 4.2.7, on a :

s0CGLy(z,) (A% (v,t,0)/wE) ®8 (B/ps)) =

; GL2(Qp) 1 n
socaa(z,) (lim (Tndgy () oh) /(T = A)").

Le résultat découle donc du (i) du lemme suivant dont la preuve, comme celle
du lemme 4.1.10, est laissée en exercice au lecteur. O

LEMME 4.2.9. — Soit 0 un poids de Serre et X\ € kj. On étend laction de
GL2(Zy) sur o a GLa(Z,)Q) en envoyant p vers u € kg, et on pose S o

(i) Si{o,0°} #{o0®x,05® x}, on a :

. GL3 p n
socara(z,) ((lim (Indg 257 . 0)/(T=N)") @kais F((5))) = 0@iskn((S)).

(ii) Si{0,0°} = {00 ® X, 08 @ x} et N> # p, on a :

SOCGLz(Zp) ((1}_111 (IndGL2(Qp) O')/(T - /\)n) ®k5[[S]] kE((S))) =

GL2(Zp)Qp
{o @k kE((9)),0° @k k((5))}-

REMARQUE 4.2.10. — Lorsque p est réductible non scindée et U%ss € {00 Qi
Todet®?, of Qg 7odet**}, par le lemme 4.1.10(ii) 'unique idéal premier mini-
mal de R¥(v,t,p)/wg est envoyé sur {og ®k, 7 o det®, 05 ®j, T o det®*} par

I’application de la proposition 4.2.8.
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4.3. Le cas p réductible scindée. — On démontre la conjecture 2.2 lorsque F' =
Qp et p est réductible scindée.

On conserve toutes les notations du §4.2. On fixe p : Gal(Q,/F) — GL2(kg)
continue réductible scindée (pas forcément générique) de déterminant 1w et on
suppose p Z (¥ %)@ x et p 2 (3 9) ® x dans toute la partie. On écrit p comme
au début du §4.2. On suppose également )(v,t) N (p) # O de sorte que
B#£0.

On note x1 ECE nr(A), x2 L ys2 nr(A~1u) et p' (resp. p?) l'unique ex-
tension non scindée de xa par x; (resp. de x1 par x2). Rappelons que les
applications de Op-algébres locales RPSY (v, t,p") — R¥(v,t,p") (i = 1,2) sont
des isomorphismes par la remarque 3.1.5. On pose A e RP¥(v,t,p)/wg, on
a un morphisme non nul de kg-algébres locales f : B — A (cf. §3.1).

PROPOSITION 4.3.1. — (i) L’anneau A a un ou deuz idéaux premiers mini-
mauz.

(ii) Si p est un idéal premier minimal de A, alors la déformation
Gal(Q,/Q,) — GLy(A/p) posséde un sous-A/p-module facteur direct de
rang 1 qui est stable par Gal(Q,/Q,) et sur lequel Gal(Q,/Q,) agit par un
caractére qui reléve soit x1 soit x2.

(i1i) Si p est un idéal premier minimal de A, alors le quotient A/p est for-
mellement lisse sur kg et p s’envoie sur p; € Spec(B).

Démonstration. — (i) Comme dans [16, §1.7.3], notons J le noyau de la sur-
jection composée :

RP(trp) — RP(trp)/wr — k(S]]

et R E ROV (5)® pos(ua ) BY(t15) /T = BOY (5) ® pos (1x ) ki [[S]]. Rappelons
que, par [16, Lem.1.7.4] et sa preuve, Spec(R°™®) a deux composantes irréduc-
tibles qui représentent le foncteur associant & une kg-algébre locale artinienne
R de corps résiduel kg l’ensemble des déformations de p sur R avec un choix
de relevé d’une base fixée de p qui ont pour déterminant (I'image de) Yw et qui
possédent un sous-R-module facteur direct de rang 1 sur lequel Gal(Q,/Q,)
agit par un relevé de x; et Gal(Q,/Qp") par X1|Ga1(@ Jann) (premiére compo-
sante) ou par un relevé de x2 et par x2|g. g, Jane) (deuxiéme composante). De

plus, toujours par [16, Lem.1.7.4], ces composantes sont formellement lisses et
chacune domine Spec (RP*(tr p)/J). Enfin, on vérifie facilement sur le probléme
de modules que leur dimension de Krull est 4. Soit maintenant p un idéal pre-
mier de A, alors f~!(p) contient p; par la proposition 4.2.3 d’out f(p;) C p, i.e.
tous les idéaux premiers de A sont des idéaux premiers de A/ f(p5). On a donc
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Spec (A/f(pz)) = Spec(A). Comme I'image de J C RP*(trp) par I’application
composée :
RP*(trp) — B (p) = RV (v,t,7) — A

est par définition f(p5), on a une immersion fermée :

(27) Spec (A/f(pp)) — Spec(R).

Ces deux schémas ont méme dimension : celle du premier est celle de A par ce
qui précede, i.e. 4 (cf. §2) et on a vu que c’est aussi celle du deuxiéme. Comme
Spec(A/ f(p5)) = Spec(A) est équidimensionnel (lemme 2.1), 'immersion fer-
mée (27) est donc une union de composantes irréductibles de Spec(R°*d). Les
propriétés de Spec(R°™®) rappelées au début donnent alors toutes les assertions
de la proposition. O

Lorsqu’il existe, on note dans la suite p% (i = 1,2) l'idéal premier minimal
de A tel que, dans la proposition 4.3.1(ii), Gal(Q,/Q,) agit par un relevé de
Xi-

La Og-algébre RPS¥(v,t,p) définie au §3.1.3 peut aussi se voir comme
limage de RP%(tr p) dans RP*(trp)[1/p]/(Np) ot l'intersection est prise sur les
idéaux maximaux p de RP5(trp)[1/p] tels que la pseudo-représentation :

(28) Gal(Q,/Qp) — RP*(trp)[1/pl/p

est la trace d’une représentation de Gal(Q,/Q,) de dimension 2 (sur une ex-
tension finie de FE) de type (v,t,%) contenant un réseau se réduisant sur p.
On définit le quotient RPSY(v,t,p)ir de RP¥(v,t,p) en prenant seulement
I'intersection sur ceux des idéaux maximaux précédents tels que la pseudo-
représentation (28) est la trace d’une représentation absolument irréductible.
On définit de méme les quotients RPSY (v, t,p).eq: de RPS¥(v,t,p) (i = 1,2)
en prenant l'intersection sur ceux des p tels que la pseudo-représentation (28)
est la trace d’une représentation absolument réductible possédant une sous-
représentation qui reléve y; et sur laquelle Gal(Q,/Q,) agit avec le poids de
Hodge-Tate le plus haut. On définit de maniére strictement analogue les quo-
tients RPS¥ (v, t,7%)irr et RPSY(v,t,0)6q: de RPS¥(v,t,p%) = R¥(v,t,p°) (re-
marque 3.1.5).

LEMME 4.3.2. — (i) On a des isomorphismes de Og-algebres locales pour i =
1,2 :

Rp87w(v7tap)irr =~ Rps#) (Va tapi)irr
(i) On a des isomorphismes de Op-algebres locales pour i =1,2 :

Rpsall)(v, t, ﬁ)rédi ~ RP*Y (V, t, ﬁi)rédi .
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Démonstration. — (i) Par des arguments classiques ([24, Prop. 2.1]), une re-
présentation irréductible de dimension 2 de Gal(Q,/Q,) sur une extension finie
E’ de Q, contient un réseau se réduisant sur p si et seulement si elle en contient
aussi un se réduisant sur p* (quitte & étendre E’). Autrement dit RP>Y (v, t, p)irr
et RPSY(v,t,p")ir sont définis en prenant l'image de RPS(trp) = RPS(trp)
dans le méme quotient de RP*(trp)[1/p]. Ils sont donc égaux. (ii) se démontre
de maniére analogue. O

LEMME 4.3.3. — Le morphisme naturel suivant de RP>¥(v,t,p)-modules est
un isomorphisme en chaque idéal premier minimal de RP>Y(v,t,p) :

RP%Y(v,t,p) — RP*Y(v,t,0)ir ® R*Y(v,4,0)ear ® R**Y(V,t,0)50a2-

Autrement  dit, les idéauxr  premiers minimauzr de Rps’w(wt,ﬁ)m,
Rps’w(v,t,ﬁ)rédi, i = 1,2 forment une partition des idéauxr premiers mi-
nimauz de RP>¥(v,t,p).

Démonstration. — L’anneau RPSY(v,t,p) étant plat sur O, ses idéaux pre-
miers minimaux sont les mémes que ceux de RP>¥(v,t,p)[1/p] (voir preuve du
lemme 2.1). II suffit donc de montrer I’énoncé aprés avoir inversé p. L’anneau
Rps’w(v,t,ﬁ) étant réduit, il suffit de montrer que les sous-schémas fer-
més Spec (Rps’w(v,t,ﬁ)rédi [1/p]) (1 = 1,2) et Spec (Rps*w(v,t,ﬁ)m[l/p])
forment une partition de l’ensemble des composantes irréductibles de
Spec(RP*¥(v,t,p)[1/p]). Le sous-schéma fermé Spec (RPS¥(v,t,P).cq:[1/p])
(i = 1,2) (si non vide) est une réunion de composantes irréductibles qui sont
explicitement calculées dans [16, Lem.1.6.13] et qui sont toutes distinctes de
celles du sous-schéma fermé Spec (Rps’w(v,t,ﬁ)réd3—i[1/p]). Rappelons que,
RPS¥(v,t,p)[1/p] étant un anneau de Jacobson, ses points fermés sont denses
pour la topologie de Zariski (ce que l'on abrége par « Zariski dense »). Ap-
pelons point fermé irréductible (resp. réductible) de Spec (RP*¥(v,t,5)[1/p])
tout point fermé correspondant & une représentation absolument irréductible
(resp. réductible) de Gal(Q,/Q,). Alors par [16, Lem.1.6.13] et sa preuve
tout point fermé réductible est un point fermé de Spec (RP>¥ (v, t,0)sq1[1/p])
ou de Spec (RP*¥(v,t,D)sq2[1/p]). Soit X le sous-schéma fermé réunion des
composantes irréductibles autres que celles de Spec (RP*¥(v,t,5)5q:[1/P]),
i = 1,2. L’adhérence dans X des points fermés réductibles étant de di-
mension strictement inférieure par définition de X et ce qui précéde, le
schéma X admet un ensemble Zariski dense de points fermés irréductibles,
ie. X C Spec(RP*¥(v,t,p)i:[1/p]). Si linclusion est stricte, cela veut dire
que Spec (Rps’w(v7 6y P)irr[1/ p]) posséde d’autres composantes irréductibles qui
sont forcément des sous-schémas fermés des Spec (RP*¥(v,t,p)sq:[1/p]) par
définition de X, et qui de plus doivent admettre un sous-ensemble Zariski dense
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de points fermés irréductibles par définition de RP*¥(v,t,p)i,. Comme tous
les points fermés des composantes irréductibles de Spec (RP%¥ (v, t,5),4q: [1/p])
sont des points réductibles, cela est impossible et achéve la preuve. O

On a un énoncé analogue au lemme 4.3.3 avec Spec (RPS"" (v, t,ﬁ)) (i=1,2)
au lieu de Spec (Rps’w(v, t,ﬁ)) que l'on laisse au lecteur.
Pour * € {irr, réd', réd®}, on pose comme dans [16, Lem.1.7.7] :

.\ deéf _ _ _
RO (v, ). Im (B2 (v, 4, 5) = R (v, 6, 9)[1/p] @y B (¥,4,0). )
Ce sont des Og-algébres locales complétes de corps résiduel kg et sans wg-tor-
sion. On pose :

déf _ déf —
A* ; RDﬂp(v?tap)*/wE 9 B* é Rps’w(vatvp)*/wE'

On a des morphismes de kg-algébres locales B, — A,. On a dim(B,) =1 =
dim(B) si B, # 0 ([16, Lem.1.6.6]).

LEMME 4.3.4. — (i) Le morphisme naturel suivant de RD’w(v,t,ﬁ)-modules
est un isomorphisme en chaque idéal premier minimal de RD’w(v,t,ﬁ) :

RDJP(")‘%E) — RD7¢(Vﬂtaﬁ)irr D RD,w(Vvtﬁﬁ)rédl @ RD’w(vvtyﬁ)rédz'

(i) L’image de I"immersion fermée Spec(A,sqi) — Spec(A) est contenue dans
la composante irréductible associée a p% (i=1,2).

Démonstration. — (i) Comme pour le lemme 4.3.3, il suffit de démontrer
l’assertion aprés avoir inversé p. L’anneau R™¥(v,t,7)[1/p] étant réduit, il
suffit de montrer qu'une composante irréductible de Spec (RZ¥ (v, t,7)[1/p])
est une composante irréductible d’un et d’un seul des sous-schémas fermés
Spec (RP¥ (v, t,P)sq: [1/p]) (4 = 1,2) et Spec (R¥(v,t,5)irr[1/p]). Ces sous-
schémas sont I'image inverse des sous-schémas fermés Spec (RP* (v, t,9),¢q:[1/p])
(i = 1,2), Spec (RP*¥(v,t,p)i[1/p]) de Spec (RP>¥(v,t,p)[1/p]) et, par le
lemme 4.3.3 (et sa preuve), leur wunion topologique est égale a
Spec (R™¥ (v, t,5)[1/p]). Toute composante irréductible de Spec (RP (v, t,7)[1/p])
est donc contenue dans un au moins de ces trois sous-schémas fermés.
Il suffit de montrer qu’elle est contenue dans un au plus. Sinon, soit
Z C Spec (RD’w(V,t,ﬁ)[l/p]) une composante irréductible qui est dans
au moins deux de ces sous-schémas fermés. Son image schématique dans
Spec (Rps’w(v,t,ﬁ)[l/p]) est d’une part irréductible et d’autre part contenue
par hypothése dans l'intersection d’au moins deux des sous-schémas fermés
du lemme 4.3.3 (en inversant p). Or, une telle intersection est de dimension
< 1, donc de dimension nulle, donc est une union finie de points fermés. On
en déduit finalement que l'image schématique de Z est un point fermé de
Spec (Rps’w(v,t,ﬁ)[l/p]). Les points fermés de Z correspondent donc & des
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déformations galoisiennes de p (sur des extensions finie de E) de type (v,t, %)
dont la trace est fixée. Cela implique :

dim(Z) < 3 < dim (R™¥(v,t,p)[1/p]) = 4.

Mais Spec (RP*¥(v,t,p)[1/p]) étant équidimensionnel ([18, Th.1.2.1]), cela est
impossible et une telle composante Z n’existe pas.

(ii) On suppose Spec(A,¢q:) # @ sinon il n’y a rien & montrer. Soit p un idéal
premier minimal de RY¥ (v, t,7),¢q: et notons p, la représentation :

pp - Gal(@,/Q,) — GLa (RP¥ (v, t,7).eqi/p)-

L’image de p dans Spec (RP*¥(v,t,D).sq:) contient un idéal premier mini-
mal q de RP*Y(v,t,p),4q:- Or, par [16, Lem.1.6.13] et sa preuve, la pseudo-
représentation Gal(Q,/Q,) — RP*¥(Vv,t,D),eqi/q est la somme directe de deux
caractéres distincts 1, X2 tels que X; reléve x; modulo l'idéal maximal et
Xi|Ga1(@/Qgr) reléve XilGal(@/Qgr) modulo wg. On en déduit en particulier en

regardant sa trace que la représentation :
déf _
Py S pp @ Frac(R (v, 4, 9)sat /p)

est réductible. Soit pg I'intersection de p, avec une sous-représentation non

nulle stricte de pfrac

b
espace sous-jacent). On a une suite exacte courte de R7¥ (v, t,5),4q: /p-modules

non nuls 0 — pg — pp — pp/pg — 0 ot g € Gal(Q,/Q,) agit sur le module
de gauche par la multiplication par 'image de x1(g) et sur le module de droite
par la multiplication par I'image de X2(g), ou bien I'inverse (i.e. on échange ¥
et X2). Comme p, se réduit sur g = x1 @ X2, l'injection pg — p, reste injective
aprés réduction modulo I'idéal maximal (sinon g agirait sur son noyau par un
caractére différent de celui avec lequel il agit sur la réduction de pg car x1 # Xx2)-

(on identifie ici et dans la suite une représentation avec son

On en déduit que pg est un RO¥(v,t, §),¢qi /p-module libre de rang 1, facteur
direct de py, i.e. que la déformation initiale p, est réductible. En spécialisant
aux points fermés de (RP¥(v,t,7).6qi/p)[1/p], on voit que c’est (I'image de)
X: qui doit y apparaitre en sous-objet. Comme tout idéal premier contient un
idéal premier minimal, la déformation p, est réductible avec X; en sous-objet
pour tout idéal premier p de R™¥(v,t,7),4q:. Si I'on prend p au-dessus de (p),
c’est-a-dire p € Spec(A,¢q:), il suit de la proposition 4.3.1 et de sa preuve (et
de ce qui précede) que p contient p, d’ou 'énoncé (ii). O

Si p% existe, on note Airr,p% le localisé de A;;;y en I'idéal premier p%. Sinon on
pose Aimp% =0.

PROPOSITION 4.3.5. — (%) On a les égalités pour i =1,2 :

e(Ap%) = E(mApL, Airr,p%) + 6(mA7 Arédi)'

TOME 142 — 2014 — ~N° 1



MULTIPLICITES MODULAIRES RAFFINEES 161

(i) On a les égalités pour i =1,2 :
e(R?(v,t,7')/wE) = e(Bix) + e(Bisai)-
(i) On a les inégalités pour i =1,2 :

e(mApL7Airr,p%) < e(Birr) et e(mAa Arédi) < e(Brédi)'
P

Démonstration. — (i) On voit un idéal de A comme un idéal de RP¥ (v, t,7)
via limmersion fermée évidente. Si ¢ # j, le lemme 4.3.4(ii) implique
(Arai)p: = 0, c’est-a-dire :
P
(RDJ/} (Va t, ﬁ)rédj )p%/wE (R\:‘ﬂl) (Vv t, p)rédj )pf

i
P

=0
ce qui implique (RD’w(V,t,p)rédJ)pi = 0 par le lemme de Nakayama. Le
P
lemme 4.3.4(i) implique que le morphisme de R-¥ (v,t,P)p: -modules de type
P
fini sans wg-torsion :

RD)w(Vvtaﬁ)p% — (RDJ/)(V’ t, p)irr)p% D (RD’w (Va t’ﬁ)rédi)p%

est un isomorphisme en chaque idéal premier minimal de RD’w(v7 t,ﬁ)pi . Par
P

[16, Prop.1.3.4(2)] (appliqué avec x = wg), on en déduit pour i = 1,2 :
(29) B(Ap%) = e(mAp%, (Airr)p7 ) + e(mAp%, (Arédi)p%).

Par [19, Th.14.7], la proposition 4.3.1(iii) et le lemme 4.3.4(ii), on a aussi :
(30) e(mAp%> (Arédi)p%) = longApi ((Aréd")p‘) = G(A/P%) longAp,; ((Arédi)p%)

2
= e(ma, Apgqi)-
Les égalités (29) et (30) donnent (i).

Le (ii) découle de I’analogue du lemme 4.3.3 pour p°, du lemme 4.3.2 et d’une
preuve similaire a celle du (i).

Montrons la premiére inégalité de (iii). Si (Airr)p% = 0, le résultat est clair
de sorte que ’on peut supposer (Ain)p% # 0, et donc By, # 0 et dim(Bjy,,) = 1.
Comme Spec(Ap% ) (resp. Spec(B)) n’a qu’une seule composante irréductible
et que Spec ((Ai")p% ) (resp. Spec(Bjy)) en est un sous-schéma fermé de méme
dimension, on a forcément Spec ((Airr)p%) = Spec(Ap%) (resp. Spec(Bi;) —
Spec(B)). En particulier (Airr)p% (resp. Biy;) a aussi un seul idéal premier mi-
nimal. De plus, I'idéal premier minimal de (Airr)p% est au-dessus de celui de
B, par la proposition 4.3.1(iii). L’inégalité découle alors de [16, Prop.1.3.9].
La deuxiéme inégalité de (iii) se montre de maniére analogue en utilisant que,
si dim(Aeq:) < dim(A), il n’y a rien & montrer et, si dim(A,4q:) = dim(A),
alors A 4qi n’a qu’un seul idéal premier minimal par le lemme 4.3.4(ii). O
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On renvoie au §4.2 pour la définition de my (0%), i = 1,2.

COROLLAIRE 4.3.6. — Si p est réductible scindée, Spec (Rw(v,t,ﬁ)/wE) a
une ou deux composante(s) irréductible(s) C* (i = 1 ou i = 1,2) qui est (ou
sont) formellement lisse(s) et on a :

m(C*) = mv,t(oé).

Démonstration. — Par la proposition 4.3.1, seules les égalités restent a vérifier.
On a pour ¢ = 1,2 par la proposition 4.3.5 :

e(Ay:) = e(mAp%» (Aire)ps ) +e(ma, Argar) < €(Birr) + e(Breas) = e(RY(v,t,p")/wn).
Or par [16, Cor.2.3.2] appliqué 4 p° on a :

e(R¥(v,t,7")/@E) = tgal(V,t,7") = taut(V,t,7°) = mv,t(C’%)~
Comme e(Ap%) = longAp%(Ap%) par [19, Th.14.7], on en déduit les inégalités
pour ¢t =1,2:

(31) longAp%(Ap%) < mvﬁt(o%).

Mais par [16, Cor.2.3.2] appliqué cette fois & p, on a en utilisant (4), (3) et la
proposition 4.3.1 :

e (V14,7) = €(4) = e(A/pL)Tons, (Ayy) + e(4/52)Tongs, (4y2) =
longAp%(Ap%) + longAp%(Ap%) = faus(V,t,p) = mv,t(o%) + m\,,t(o%)
et on voit que les inégalités (31) forcent m(C?) = longAp%(Ap%) = my 1(0%)
(i=1,2). 0
En particulier on obtient :

COROLLAIRE 4.3.7. — La conjecture 2.2 est vraie pour F' = Q, et p réductible
scindée.

5. Une famille d’exemples pour F' = Q,;

On montre par un calcul explicite basé sur les résultats de [5] que la conjec-
ture 2.2 est vraie lorsque k; = 2 pour tout 7€ &, t = n® 7’ ou n,71 :
Gal(Q,/F™) — (O sont deux caractéres distincts modérément ramifiés qui
s’étendent & Gal(Q,/F) et EndkE[Gal(@/F)](p) = kg. On explicite au passage
complétement ’anneau de déformations dans ce cas.
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5.1. Rappels et compléments sur [5]. — On rappelle et précise certains résultats
de [5].

On fixe deux caractéres distincts 1,7’ : Gal(Q,/F™) — O qu1 s’étendent a
Gal(Q,/F) et qui sont de plus modérément ramifiés. On pose t % n ®n'. Les
conditions sur 1,7’ impliquent qu’ils se factorisent par Gal(F™[ «~/—p]/F™) =
Gal(F[ *~/—p]/F) ~FJ (cf. (1)) et qu’il y a donc une maniére naturelle de les

étendre & Gal(Q,/F) (via la théorie du corps de classes local, cela revient juste

aenvoyer p € FX vers 1). On a o(t) = IndﬁZZ()OF) n®noiun®n:1(0p) — Cf

est le caractére :
ab =
< ) = 1’ (@)n(d)
pcd
GL2(0F)

et ot Indy ;) 1’ ®n est le E-espace vectoriel des fonctions f : GLy(Of) — FE
telles que :
F(kE) = (n" @n) (k) f(K)

(k € I(OF), k' € GLy(Or)) muni de laction & gauche de GLy(CF) par trans-
lation & droite sur les fonctions. Cette action se factorise par GLqa(Fy).

On note de méme IndI( 02()0F)ﬁ' ® 7 le kg-espace vectoriel des fonctions
f : GL2(Op) — kg telles que f(kk') = (W ® 7)(k)f(k’) muni de la méme
action de GL3(F,). C’est la réduction modulo wg du Og-réseau de o(t) des
fonctions & valeurs dans Og. On note )(t) I’ensemble des poids de Serre qui

sont des constituants de IndI(Ié2 ()OF) 7’ ®7 (qui a tous ses constituants distincts).

Les éléments de )(t) sont naturellement paramétrés par un sous-ensemble
de cardinal > 2 de ’ensemble des parties de & qui contient § et & (et qui,
génériquement, est tout ’ensemble des parties de &). Par exemple le socle de

Ind?fé2 ()0F) 7' ®7 (qui est irréductible) correspond & () et son cosocle (irréductible

aussi) correspond & & Pour plus de detalls sur J(t) voir [7, §2] ou [5, §2].
On suppose maintenant p > 2. Soit e & q — 1, S le complété p-adique de
I’enveloppe aux puissances divisées de Or[u] par rapport a I'idéal (u® + p) Op[u]
compatibles avec les puissances divisées sur 1'idéal pCOp[u] et Fil’'S C S (j > 0)
le complété p-adique de I'idéal engendré par W pour ¢ > j. On munit S
de I'unique endomorphisme d’anneau injectif et continu ¢ tel que ¢(au’) =
o(a)uP? et de I'unique action continue Op-linéaire de Gal(Q,/F) telle que

g(u?) = (2 (ﬁ)) u? pour tout entier positif j et tout g € Gal(Q,/F).
L’isomorphisme usuel Or ®z, Op = [,c 5 Op, a © b — (7(a)b),¢ s induit

un isomorphisme S ®z, Op = [I,esS™ Pour 7 € & on note Fil’S™ image

de FilY' S ® O dans la composante S™ et on pose gr& ST /Fil’ST. On renvoie

a[5, §5] (et aux références données dans loc.cit.) pour le rappel de ce qu’est un
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Or-module fortement divisible oM =[], ¢ s " de type n®7’ (attention, dans
loc.cit. on notait simplement S ce que l’on note ici S™ mais tout est consistant).
En particulier, un tel module est par définition tel que go(/\gf M") engendre

1
pM Y pour tout T € &, i.e. est de « poids paralléles 2 ».

A un Og-module fortement divisible ¢ de type 7 ® i’ on peut associer un
groupe p-divisible sur Op[ 2+/—p| avec donnée de descente dont le module de
Tate py, est un Op-module libre de rang deux avec action linéaire continue de

_ . déf _ — 7
Gal(Qp/F).SiD y = pu®oyzke, onap y = Homgy o, (M, Acris®ZpIFp)V(1)
ot MY Mg, ke (voir [5]).

On fixe un plongement 79 € & (rien ne dépend de ce choix dans la suite). Soit

(cr)res €10, ,p—1}/ tel que n = 0’ [, ¢ slws]. Pourid,j € {0,---, f~1} on
déf déf —~f—-1 oy déf i1 ;

note ¢; = Croopi) € = Z{:o cpt € {1,--- ,q—2} et W) = o Cr_(j—i)p' +

i ci_ip €{1,--- ,q—2}. Par [5, Prop.7.1] les Og-modules fortement divi-

=7 J
sibles M =], c s M de type n @1’ et tels que By, est générique sont tous
de la forme suivante :

1 _

(i) M = M° x MO COX e X MTO¥ avec o M™%? =

Sroee groce ™ gy Groow e:ﬂo‘pﬂ et Gal(F[y/—p]/F) agissant sur e[>°¢’

(=1

To0p 7

(resp. e,y ) par 7 (resp. 1’)

(ii) pour tout j € {0,---,f — 1}, on a une (et une seulement) des trois
-3 ~G+D)

possibilités ci-dessous pour l'application ¢ : Fil' ™%~ — W70 "
g déf

: ~1
(ot on remplace 79 o ¢~? par j pour alléger l’écriture et ou Fil =

Fil' oM JFilP ST M)

a; € OE
=1 j Til i @ j Si j
39 Fil M = S7(e} +ajuce],) ® S7(u® + pe;,
(32 (e + a;u’ el ) =eltt
pLlen T AU Gy) =
e1((u® +ple)) = ef]frl
aj c OE
1 . ~. . ~ ) s
(33) Fil M’ = 59 (u® +p)el, @ (el + ajus="el)
e1((u +plef) = et
n n

- o) i+1
p1(ey, +aue)) = efﬁ
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(34)
a; € &)
0 < val(a;) <1
Fil' M = §j(ajef7 + uc(j)e%,) ® §j(;—fe;, + ue_c(j)e%)
o1(ajel + uc(j)ef;,) =elt!
1526l + ey = e
en remplagant e{frl et eifl dans 'image de ¢; quand j = f — 1 par Oze?7

et a'eg, pour des a,a’ € COf. On note Ig (resp. I,¢) le sous-ensemble de ¢
formé des 7o 0 =7 tel que M’ = M™% est comme en (32) avec de plus
val(a;) > 0 (resp. avec de plus val(a;) = 0). On définit de maniére analogue
Ig, et IUX, en considérant les 79 o ¢ =7 pour M comme en (33). Enfin on note
IT le sous-ensemble de & formé des 79 o ¢ 7 tel que M’ est comme en (34).
On a & = Ig oryn Ig, IT Inx, IT IT et on appelle genre de oM le quintuplet
(19, 1,19, 15, I1).
Le théoréme suivant est essentiellement un corollaire des résultats de [5] :

THEOREME 5.1.1. — Soit p : Gal(Q,/F) — GLz2(kg) une représentation
continue générique (cf. §2).

(i) Il existe un Op-module fortement divisible M de type n @ 7' tel que
P =Dy, siet seulement si J(t) N D(p) # 0.

(it) Si D) N D(p) # 0, alors tous les Op-modules fortement divisibles M
de type n @0’ tels que p = p 5, ont méme genre (dépendant de p et de n,n').

Démonstration. — On démontre d’abord le (ii). Par [5, Prop.4.3] il existe un
unique J2" C § et un unique J** C § contenant JI" tels que )(t)N (p)
est exactement le sous-ensemble de 7)(t) des éléments paramétrés par les J C
o tels que Jg‘i“ C J C J7**. Si p est semi-simple, posons J5 e o Sip est
réductible non-scindée, il existe un unique caractére continu x : Gal(Q,/F™") —
k3 qui s’étend a Gal(Q,/F) tel que ﬁ|Gal(@/Fnr) s’écrit comme au (i) du §2.
La représentation ﬁ'Gal(@/F“r) ® x ! est la restriction a Gal(Q,/F"") d’une
extension non scindée de 1 par [] . sw/™*" (pour des r. comme au (i) du
forme Hompi- . (M, Acris ®z, Fp) ot M = Hreé’ MT est un objet réductible de
la catégorie de Fontaine-Laffaille. On définit alors J5; C & comme l’ensemble
des 7 ou le « paramétre d’extension en 7 % est nul (& un décalage prés), voir
[5, (17)] et [5, (18)] pour une formule précise. De plus, par [5, Prop.4.3], on a
JPEN\JI C Jr0 07! ou Jo ! X {rop ™ L,reJ}siJC &. Si M est
un Og-module fortement divisible de type n ® n’ tel que p o = p, il résulte de
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[5, Th.8.1(ii)] et [5, (26)] que I, 0 =L = Jmin, [T o =1 = Jmax\ Jmin o¢ de [5,
Th.8.1(ii)] et [5, Prop.7.3] que I II IS, I IT = J5. Le genre de oM est donc :

(35) ((Jgﬁn 0 9) N J5, (J5™™ 0 O\((J3™" 0 9) N J5), Jo\((J5™ 0 ) N J),
S\(IF™ 0 9) U Jp), (JE=\J2im) o )

qui ne dépend que de p et de n,7’. Notons que la donnée du quintuplet (35)
est équivalente & celle du triplet (Jg“n, JZ, J5).

On démontre (i). Si p provient d’'un M, alors le résultat est |5, Cor.8.2].
On suppose A(t) N D(p) # 0. Soit JX* C J** C § et J; comme ci-dessus.
Au triplet (Jg‘in, JZ, J5), on peut associer comme dans [5, §4] des f-uplets
A= (A\j(®))o<j<s—1 avec \j(z) € {z,z+1,24+2,p—3—z,p—2—z,p—1—z}si
p est réductible ousi j Z 0 et Ag(z) € {z—1,z,2+1,p—2—2,p—1—2z,p—2x}
si p est irréductible, et vérifiant les conditions de [5, § 4] et les formules [5, (19)]
et [5, (20)]. Par [5, Prop.4.4] (plus exactement sa preuve), il existe un seul tel
f-uplet lorsque p est réductible non scindée et il en existe deux lorsque p est
semi-simple et, si I’on pose pour un tel f-uplet :

(36) Froopi = A7 Y(ej) pour j e {0,---,f—1}

et x L 7 det~¢M{("res) (ayec les notations de [5, §4]), on a alors :

1

) r-+1
(1) Plaa, o (HTGCS Wr I) ® x si p est réductible

0

1%

wrrtt 0
(ii) ﬁ|Ga1(@/Fm) (Hre So T q(rT+1)> ® x si p est irréductible

0 Il &0 WT

ot §o = {4,760, ,1h0pf1), 7§ étant I'un quelconque des deux plonge-
ments Fg2 — kg relevant le plongement 7 fixé ci-dessus (lorsque p est semi-
simple, les deux f-uplets A donnent les deux maniéres d’écrire p dans ce cas,
voir [5, Rem.4.5(ii)]). Soit maintenant ¢ un Og-module fortement divisible
de type n®n’ de la forme (ii) ci-dessus avec (Ig, Ly, Ig,, Inx,, I1) donné par (35).
Supposons d’abord p semi-simple (i.e. IX II I, = &'\ J; = 0). Alors un exa-
men de la preuve de [5, Th.8.1] montre que dans ce cas le méme calcul marche
encore et donne p W|Ga1(@ Jpary = ﬁ|Gal(@ /o) (et implique en particulier que
P est automatiquement générique, ce que I'on ignorait a priori). Supposons
p réductible non scindée (ie. I I1 I, = §\J; # 0). Un exercice élémentaire
de combinatoire montre qu’il existe une unique suite (7,),¢ g avec n, € {n,n’}
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vérifiant pour 7 € & :

Nrop-1 =1 si T €IS

— o X

(37) Nrop-1 = 1 sz' Tel,
Nrop-1 =Ny st T€E€II

Nrop—1 =1, siT €I,

Lo dét o déf . p . .
ott n7 = n (resp. n7 = n') si n; =n’ (resp. n; = 7). Le méme calcul que celui
de la preuve de [5, Lem.6.3] montre que ¢/ posséde alors un sous-p;-module
filtré (avec filtration induite) facteur direct comme S ®z, kp-module qui est :

o= .

g7 uhiel . )

( a1 ”fow—]) 0<j<f-1
ol hj Cﬁf C(j) si Nrpop—i = 77’ et Nrpop—i-1 =1, hj d:éf e — C(j) si Nryop—i =1 et
Nrgop—i-1 =1’y hj ©r e si 00 I € Ipe et h; 0 si moplel) .

oo —d Too®J

Plus précisément, un examen de la preuve de [5, Lem.6.3(ii)] montre que sont
utilisées de maniére cruciale certaines bornes sur les entiers c;, bornes qui sont
ici vérifiées car elles découlent automatiquement de (36) et de la généricité de
p. La suite de la preuve de [5, Th.8.1] dans ce cas est alors la méme et donne :

o (Tegwrt
Gal(@p/Fnr):< TECS’ ®X

P

0 1

avec de plus J5 , = J; (en particulier p j, est automatiquement générique).
Dans tous les cas de p, quitte a modifier a et o’ sur ¢, on voit donc que
l’on peut choisir oM tel que p* = p%y- Cela achéve la preuve de (i) quand p
est semi-simple. Lorsque p est réductible non scindée, la proposition 5.1.2 ci-

dessous montre que I'on peut toujours modifier les a, sur ¢} pour 7 € [X1I 1] :/
(en restant dans Op) de telle sorte que I'on ait p = p_y,. O

PROPOSITION 5.1.2. — Soit p : Gal(Q,/F) — GLa(kg) une représentation
continue générique réductible non scindée et soit oM un Og-module fortement
divisible de type n @ n' et de genre (35) tel que p* = p%,. Alors, quitte a
modifier les a,; sur oM pour T € I Inx,, onap=p.y.

Démonstration. — Notons que p*° = ﬁi% implique p 3, générique. On note :
X nr(A) [Legwr™
0 nr(A’)

pour des A, A" € kj (uniques) et des 7, € {0,---,p — 3} (uniques) avec
(TT)TE(S ¢ {(O? T 70)’ (p_ 37 P 3)} On note (12?17?7[2”]:;”][) le genre
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(35) associé a p. Par la preuve du théoréme 5.1.1(i), on a :

1 <nr(A) HTE(Sw:T“ * >

P oy ®
P & X 0 nr(A’)

mais avec une extension # j, éventuellement différente de *. Soit (9:),eg
comme en (37). Le module de Fontaine-Laffaille M = M™ x M™% ' x
oo MmooV gl que py, ® x~* = Hompyr . (M, Acris ®2, Fp) est donné
explicitement & la fin de la preuve de [5, Prop.7.3] par (on note j au lieu de
Too @ 7)

Fil"" P M7 = kpfi sin; =n

a1 o Rl MI =0 et
Fil'"™" M’ = kge’ sin; =n

Fil° M7 = M7, {

o) e e
{‘Pr-+1(fj) = fitt —a;elt! si j €Iy MLy etn;=n
o(e?) = it _ g, fit!
(ijJrl(f]) = f]+1
ple?) =1
QDTj-i-l(fj) = 6j+1

{

o 2o
{ﬂf) = f
{

si jeletn;=n
si jelletn;=n

, , o si jeIb I, etn =n
Pry1(e’) = et —a; fI1 T

QD(fj) = fj+1 _ ajej+1
<Prj+1(€j) =/t
iy = il

o(f7) , - si jelletn =7

(ijJrl(e]) = fj
en remplacant e/t et fit! par @ ' et @ lf0sij = f —1et ny =7, par
aleleta1f0sij = f—1etny =n'(le calcul dans la preuve de [5, Prop.7.3]
suppose 79 = 1 mais donne le méme résultat par symeétrie si 79 = n’). Aprés un
changement de base évident, on obtient le module (la filtration est implicite) :

si jelyetn =n

o(E7) — pitl . Jijen L, et n;=n
. . . S1
Pry41(F7) = I+ —q; It jEL I, et n;=n
o(E) = —a; B! g JeEL et mj=n
‘prj+1(Fj) = aJ’_leJrl + EjJrl '7 € I;’ et nj = 77,
i = Eit!
p(E7) si jell

pry 1 (FI) = Fit1

en remplacant F7t! et Fit! par @ 'E et @ 'FOsij = f — 1 et ng =0, par
a lEleta 'F0sij=f—1letn =7
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Posons 1% % {rely,n,=ntl{r el n.=n}C &, enremplacant EJ
et FJ pour j € {1,---, f — 1} par respectivement :

(O ca)era( I @H)r

0<i<j—1 0<i<j—1
TooptEeIX Toop~teIX

on obtient finalement que le module de Fontaine-Laffaille M = [] {0, f—1} M

tel que p ® x~' = Hompy o (M, Acris ®z, Fp) est donné par M7 =
kgE’ @ kgF’ avec pour j € {0,--- , f — 2} (la filtration est implicite) :

QD(EJ) = pitl
(38) @ry 1 (F7) = Fitl — afl( 11 (—a;2)>Ej+1
0<i<j—1
Toop~telX

(le facteur [] o<ic; 1 (—@; %) étant 1sij=0)et pour j=f—1:

TooptelX
p(BF1) = A-1ED
(39) e @) =AF —ap (] (—a[2)>A"1E0
0<i<f—2
roop—ielx

avec en facteur a droite Ej_l sijel*, a;sij¢I™ etou:

Ay H (—a; ') et A¥SE H a; si qo=n

(40) TooteIX ToopielX
, déf _ 1 déf _, . ,
A=aH(—ai)et A= Hais1n0=n.
TooptEIX TooptETX

En faisant varier les a; pour oo ™7 € Iyl ;,, on voit sur les formules (38) et
(39) que l'on obtient comme cela toutes les extensions possibles de nr(A’) par
nr(A) [, Jwifﬂ telles que J5 , = J. En particulier, il existe des valeurs de
ces a; qui donnent 'extension * dans p ® x . O

5.2. Anneaux de déformations explicites. — On calcule R¥(v,t, ) lorsque v =
(0,2);e s, t =n@®n' et p est générique telle que End, (Gal(T,/F)] (p) = kg. On
en déduit une preuve de la conjecture 2.2 dans ce cas particulier.

On conserve les notations du §5.1 et on suppose p > 2. On note
v & (0,2),¢5 et on fixe un caractére continu ¢ : Gal(Q,/F) — O tel
que Ylguig py = dett = ny'. Sip : Gal(@,/F) — GLy(kp) est une
représentation continue générique telle que (t) N D(p) # 0, on définit les
sous-ensembles JZM, JE et J5 de & comme au début de la preuve du
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théoréme 5.1.1. On définit également la partition & = IS orsn 12/ o I;, oI
associée a p en (35).

THEOREME 5.2.1. — Soit p : Gal(Q,/F) — GLa(kg) une représentation

continue générique telle que detp = Yw et EndkE[Gal(@/F)] (p) =kg.

(i) Si D(t) N D(p) = 0, alors R¥(v,t,p) = 0.
(ii) Si D(t) N D(p) # 0, alors R¥(v,t,p) est un anneau de séries formelles
a (f — |I11|)-variables sur Uanneau COg|[X,,Y:, 7 € II1|/(X; Y, —p,7 € II).

Démonstration. — On se permet ici de ne donner que les grandes lignes de
la preuve pour éviter trop de détails techniques. Par ’application « module
de Tate : oM +— p.y », rappelons (cf. [25, Prop.4.13] par exemple) qu’un
Op-module fortement divisible ¥ de type n ® n’ tel que detp y = e et
Py = p est la méme chose qu'une déformation de p de type (v,t,%) sur
lanneau des entiers Ops d’une extension finie E’ de E. En particulier, le (i)
découle du théoréme 5.1.1(i). Supposons donc D(t) N D(p) # 0. Comme
det p_y = nn' nr(aa/(—1)Ne (calcul facile), la condition detp_j = e est
équivalente & :

(41) (mm') "4 = nr(ad/ (1))

Comme dans [6] ou [25], on construit explicitement ci-dessous un module forte-
ment divisible au sens de [25, Def.4.1] (sans 'opérateur N, inutile ici) de type
n® n' a coefficients dans un anneau de séries formelles a (f — |I|)-variables
sur anneau Cg[[X,,Y,, 7 € IT))/(X;Y: —D)rer1-

Supposons d’abord p irréductible. Si M est un Og/-module fortement divi-
sible de type n ® ' et de poids paralléle 2 tel que p _y, = p, alors M est de
genre (35) par le théoréme 5.1.1(ii). En particulier, par [5, Th.8.1(i)] on a |II]
impair, val(a,) > 0 pour 7 ¢ II et 0 < val(a,) < 1 pour 7 € II. De plus, par
[5, Prop.5.4(iii)] (et [5, Rem.5.5(iv)]), un changement de base sur o} permet
de supposer o = 1 sur oM. Toujours par [5, Prop.5.4(iii)] (plus exactement
la preuve de cette proposition), la condition @ = 1 fait alors que les autres
paramétres a, (T € &) et @’ de M sont bien déterminés (i.e. pas seulement
leur valuation). Si de plus det p 3, = 9¢, alors o est uniquement déterminé par
(41). Réciproquement, tout Og-module fortement divisible ¢ (de type n®n’
et de poids paralléle 2) de genre (35) et avec a = 1 et o’ satisfaisant (41) est
tel que p ), est une déformation de p de type (v,t,1) sur Ops. En effet, par
la preuve du théoréme 5.1.1(i), on a ﬁWlGal(@/F“) = ﬁ|Gal(@/Fm). Mais on a
aussi det p y, = 1w = det p ce qui implique ici p y = p (car p est irréductible).
En remplacant formellement a, par la variable X, pour 7 € & et p/a, par la
variable Y, pour 7 € II, on obtient comme cela un Sr-module libre de rang 2
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cMp muni d’un Frobenius ¢ et d’une action de Gal(F[</—p]/F) ot Sg est le

complété mp-adique de S ®z, R avec :

R4 Op([X;,Yr, T € 11
(XY, —p,7 eI

([(Xr,7 & I1]).

Pour montrer que ¢#p est un « R-module fortement divisible avec donnée de
descente modérée » au sens de [25, Def.4.1] (sans opérateur N), le seul point
non trivial est la condition Fil' oMz NI Mg = IFil' oMy pour tout idéal I de
R. Elle se vérifie exactement comme dans la preuve de [6, Prop.5.2.4.1].

Supposons maintenant p réductible (non scindée). Un Og/-module fortement
divisible ¢ de type n ® i’ et de poids paralléle 2 tel que p o = p est de genre
(35) par le théoréme 5.1.1(ii), et par [5, Th.8.1(i)] il existe 71 € S\II tel que
a,, € O . Par [5, Prop.5.4(iii)] (et [5, Rem.5.5(iv)]), un changement de base
sur oM permet de supposer a,, = 1 sur oM et cette condition fait alors que
les autres paramétres a, (1 € §\{71}) et @,a’ de M sont bien déterminés. Si
de plus det p ), = e, alors a = va’ ot v € O est déterminé par (41) et ne
dépend que de 7,7, ¥ et p. Enfin, les valeurs de @, pour 7 € (I,X II I;i)\{ﬁ}
et de @’ sont alors fixées par les formules (38), (39) et (40) (car ces formules
doivent donner le module de Fontaine-Laffaille de p ® x~!). Réciproquement,
tout Op-module fortement divisible (de type n ® n et de poids paralléle 2) de
genre (35) avec @ = v, a,, = 1 et @, @, pour 7 € (I, L1 )\{71} prenant les
valeurs précédentes est tel que pj, est une déformation de 7 de type (v,t,v)
sur Og. Cela découle encore de la preuve du théoréme 5.1.1(i) et de (38), (39)
et (40). En remplagant formellement a, par X, pour 7 € I,?ng, IIII, p/a, par
Y; pour 7 € I1, a, par [a;] + X, pour 7 € (I; T I5)\{7:} et o/ par [@'] + X,
on obtient un Sg-module libre de rang 2 ¢ muni d’un Frobenius ¢ et d’une
action de Gal(F[/—p]/F) ou :

R Or([X,,Y,, T € II]|
(XY, —p,TeII

[Xr,7e S\III{r}),X].

Comme pour p irréductible, on vérifie que oM est un « R-module fortement
divisible avec donnée de descente modérée » au sens de [25, Def.4.1] (sans 'opé-
rateur V).

Par [25, Def.4.1] et [25, Cor.4.12(1)], le foncteur « module de Tate M —
pou » sétend & oMp et permet de lui associer une déformation pr de p sur
R. Par construction de R et oMp et par [25, Cor.4.12(2)], pour toute ex-
tension finie E’ de E, lapplication (f : R — Og') — pr ®r,s Op induit
une bijection entre Hom g, _aigebres(R, Cr) et Pensemble des classes d’isomor-
phisme de déformations de p de type (v,t,%) sur Op/. Par la méme preuve
que celle de [6, Th.5.3.1] (voir (i) p.284 de loc.cit.), on en déduit une injection
canonique de (p-algébres locales noethériennes complétes RY (v, t,p) <— R qui
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induit un isomorphisme sur leur corps résiduel kg. Pour montrer que cette
injection est un isomorphisme, il suffit de montrer que l'application induite
R¥(v,t,p) — R/(wg, m%) est surjective, ou de maniére équivalente que la dé-
formation pr ®g R/(wg, m%) n’est pas définie sur une sous-kg-algébre stricte
de R/(wg, m%). Les quotients pg @ kr[[X,]]/(X2), pr ®r ke[[Y:]]/(Y2) (et
pr ®r ke[[X]]/(X)? si p est réductible) correspondent & f + |I1| éléments de
EthlcE (Gal(T,/F)] (p,p) et il suffit de vérifier que ces éléments sont tous linéai-
rement indépendants sur kg (en particulier non nuls). Cela résulte encore de
calculs explicites sur les p;-modules filtrés My g kr[[X,]]/(X2) (1 ¢ II),
Mpr ke[ X,,Y,]]/(X2 X, Y,,Y2) (1 € II), etc. analogues & ceux du début
de la preuve de [5, Prop.7.3] (noter que lorsque deux extensions sont dans des
« directions » 7 et 7/ distinctes, leur indépendance linéaire résulte de leur non

nullité). O

COROLLAIRE 5.2.2. — La conjecture 2.2 est vraie si k, = 2 pour tout 7 € &,
t=n®n' (avec n,n’ comme ci-dessus) et End, (Gal(@,/F)] (p) = kg

Démonstration. — Quitte a tordre les déformations par le caractére (cristallin)
[Icger®m de Gal(Q,/F), on peut supposer v = (0,2),¢g. Par le théoréme
5.2.1, anneau Spec (R¢’ (v, t,ﬁ)/wE) a exactement 217 composantes irréduc-
tibles qui sont toutes formellement lisses sur kg et de multiplicité 1. Par [5,
Prop.4.3] (voir le début de la preuve du théoréme 5.1.1), ensemble de poids
de Serre A(t) N D(p) est paramétré par les J C &§ vérifiant J&™ C J C Jmax
et ces poids apparaissent avec multiplicité 1 dans le semi-simplifié sur kg de
o(t) = Indﬁzj?()%) 7' ®@n. Comme JP*\J2" = [Top™", on a |D(t) N D(p)| =
211 d’on I’existence d’une bijection comme dans la conjecture 2.2. O

Comme les multiplicités sont toutes 1, il y a ici plein de bijections possibles
entre Pensemble des composantes irréductibles de Spec (R¥ (v, t,p)/wE), c’est-
a-dire de Spec (kg[[X,,Y;,7 € II|]/(X,Y,,7 € II)) par le théoréme 5.2.1,
et Pensemble )(t) N D(p). On termine cet article en donnant une bijection
particuliére naturelle (inspirée par [5, Th.8.5]). Les composantes irréductibles
de Spec (kg[[X,,Y;,7 € II]]/(X,Y;,T € II)) sont paramétrées par les parties
Jdell = J%nax\J%ni“ o ¢ de la facon suivante :

J = Cy ¥ Spec (kp[[Xy, 7 € J)|[[Ys, 7 & J])).

Les poids de Serre de )(t)N &)(p) sont les constituants 7; de IndICzEQF()OF )7 ®7

paramétrés par les parties J de & comprises entre Jg‘i“ et ngax. Une bijection
naturelle est alors :

(42) Cj— TJ%ninH(Jow—l) (J S II)
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REMARQUE 5.2.3. — Lorsque p est générique scindée, il est trés vraisem-
blable que ’anneau RD’w(V,t,ﬁ) soit encore un anneau de séries formelles
sur Vanneau Og|[X,,Y.,7 € II]]/(X;Y, — p,7 € II). Dans cet esprit, no-
tons que la bijection ci-dessus entre ’ensemble des composantes irréductibles
de Spec (kg[[Xr,Yr, 7 € I1]]/(X;Y:, T € II)) et Pensemble )(t)N )(p) garde

un sens méme si p est scindée.
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