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CHEEGER-DIFFERENTIABILITE D’APPLICATIONS DE
CERTAINS ESPACES DE SOBOLEV

PAR VINCENT MUNNIER

REsUME. — On prouve la Cheeger-différentiabilité des applications de ’espace de Haj-
lasz M1P(X, E) lorsque X est un certain type d’espace métrique mesuré (les espaces
PI) et lorsque E appartient & une certaine classe d’espaces de Banach (les espaces de
Banach GFDA ou plus généralement, les espaces de Banach RNP) pour un paramétre
p assez grand relié a la constante de doublement de la mesure supportée par X. La
classe d’espace de Banach considérée est la plus large possible et la dépendance de p
en la constante de doublement de la mesure supportée par X est optimale.

ABsTRACT (Cheeger-differentiability of maps belonging to certain Sobolev spaces)
The Cheeger-differentiability of maps f belonging to Hajlasz spaces M1'P(X, E) is
proved. The assumption are rather simple. The metric space X is assumed to support
a doubling measure p for which a Poincaré inequality is satisfied. The target space E
is assumed to be a RNP Banach space. Finally, the parameter p must be large enough
compared to the doubling constant of the measure p (a precise and optimal dependance
is given by the way). Notice that the class of Banach spaces considered is the largest
possible (it gives a new characterization of RNP in term of Cheeger-differentiability).

Texte regu le 227 et accepté le ?229.
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64 V. MUNNIER

1. Introduction

Tout d’abord, rappelons des résultats importants sur R"”. Un théoréme cen-
tral en analyse réelle est le théoréme de Rademacher qui affirme qu’une ap-
plication lipschitzienne de R™ & valeurs dans R est différentiable en Lebesgue
presque tout point de R™. Ce résultat a été généralisé en un théoréme désormais
classique de Caldéron (que nous nous proposons de généraliser dans le cadre des
espaces métriques PI) & savoir que tout application de W1P(R", R) avec p > n
est différentiable en Lebesgue presque tout point de R™. Ce théoréme implique
d’ailleurs le théoréme de Rademacher car la dérivée faible d’une application
lipschitzienne est dans L°. On peut pour terminer citer un fait remarquable
car optimal concernant R™. En effet, le théoréme de Rademacher-Stepanov af-
firme qu’une application f : R™ — R Lebesgue-mesurable est différentiable en
Lebesgue presque tout point x ot Lip(f)(z) est finie.

Ensuite, le théoréme de Rademacher a été étendu pour des applications lip-
schitziennes définies sur des groupes de Carnot. En effet, P. Pansu, dans [18§],
a montré un tel théoréme pour des applications lipschitziennes f : A — B avec
A et B des groupes de Carnot. Il montre d’ailleurs que la différentielle ainsi
obtenue est un morphisme entre les algébre de Lie des groupes concernés. Ce
résultat permet de prouver I'impossibilité d’un plongement bilipschitzien du
groupe d’Heisenberg dans R™ et permet d’invalider pour les groupes de Carnot
la théorie de la rectifiabilité classique en grande dimension. Les deux points re-
posent sur une remarque algébrique simple : la différentielle de Pansu entre un
groupe de Carnot non commutatif et R™ n’est jamais injective. Ainsi, pour obte-
nir le premier point, prenons un point ot ’application est Pansu-différentiable.
Etant bilipschitzienne, la différentielle de cette application est injective contre-
disant le fait que le groupe d’Heisenberg n’est pas commutatif. Le second point
est plus technique et repose sur une formule de I'aire valable dans les groupes
de Carnot. Grossiérement, la dimension de Hausdorff de 'image d’une appli-
cation lipschitzienne est reliée au rang de la différentielle de Pansu de cette
application (et donc a la dimension de son noyau par le théoréme du rang).
A partir de 14, il suffit de remarquer que la différentielle de Pansu s’effondre
le long du centre du groupe d’Heisenberg. En d’autres termes, le noyau de la
différentielle de Pansu est assez gros et donc l'image de ’application lipschit-
zienne est de petite dimension. De plus, grace & ce théoréme de différentiation,
P. Pansu a obtenu des critéres de rigidité de type Mostow pour certains espaces
symétriques (ce qui est la motivation essentielle de [18]).

Ces résultats illustrent une idée profonde : comment & partir d’un probléme
hautement non-linéaire comme decider si oui ou non deux espaces métriques
sont bilipschitz équivalents, on peut se ramener & un probléme d’algébre linéaire
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CHEEGER-DIFFERENTIABILITE D’APPLICATIONS 65

par le biais d’un théoréme de différentiation. Cette idée naturelle a été déve-
loppée dans le travail séminal de J. Cheeger dans [4]. Cet article offre un cadre
nouveau mais naturel pour étendre ces théorémes de différentiation. En effet, il
développe une théorie de la différentiation dans les espaces PI. Certains espaces
meétriques PI apparaissent comme des limites au sens de Hausdorff-Gromov de
variétés riemanniennes complétes & courbure de Ricci minorée. Des exemples
de tels espaces métriques sont évidemment : R™ et les variétés riemaniennes
compactes pour les plus simples. Pour les plus exotiques, il y a : les groupes
de Carnot (qui sont de dimension Haussdorf entiére), les espaces de Laakso
ainsi que les espaces de Bourdon-Pajot dont les constructions sont détaillées
respectivement dans [15] et [3] (d’ailleurs, ces derniers espaces peuvent étre de
toute dimension de Hausdorff entiére ou non et ne sont pas bilipschitziens & un
espace euclidien). L’article [4] est majeur au sens ot J. Cheeger a su dévelop-
per un calcul au premier ordre dans les espaces métriques pour les applications
lipschitziennes. Plus précisément, un théoréme de type Rademacher est démon-
tré dans le cadre des espaces métriques PI. Plus tard, dans article [2]|, dans
le méme contexte que celui proposé par [4], est montré un théoréme de type
Rademacher-Stepanov.

Tous ces résultats concernent la différentiation des applications lipschit-
ziennes (ou & constante de Lipschitz ponctuelle supérieure finie en presque
tout point) mais & valeurs dans des espaces euclidiens. Une difficulté intervient
lorsque 'on veut établir des théorémes de différentiation dans les espaces de
Banach de dimension infinie. En toute généralité, de tels résultats sont faux. En
effet, considérons I’application f : [0,1] — L*([0, 1]) définie par f : z — X[0,2]-
L’application f ainsi définie est une isométrie. Malheureusement, f n’est for-
tement différentiable en aucun point = de ]0,1[ car sa différentielle faible en z
est 0, qui n’est clairement pas un élément de L'. De plus, trés peu de théo-
rémes concernant I’extension ou la densité des applications lipschitziennes qui
sont & valeurs dans des espaces de Banach de dimension infinie sont connus.
Heureusement, dans Darticle [5], J. Cheeger et B. Kleiner, motivés par des
questions d’informatique théorique (ces motivations sont plus longuement ex-
pliquées dans le compte rendu d’activités de [19]), surmontent ces difficultés
et trouvent une condition géométrique satisfaisante sur l’espace de Banach &
Parrivée pour obtenir un théoréme de type Rademacher. Plus précisément,
ils obtiennent un théoréme de type Rademacher pour des applications lipschit-
ziennes entre espaces métriques P1I et espaces de Banach GFDA. Ils obtiennent
aussi des obstructions au plongement bilipschitzien des espaces métriques Pl
dans les espaces de Banach GFDA. Ce qui a pour corollaire que le groupe de
Heisenberg n’est pas bilipschitz équivalent a un espace LP (avec p > 1) par
exemple. Grace & la théorie développée par J. Cheeger et B. Kleiner dans le
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66 V. MUNNIER

cadre des espaces de Banach GFDA, nous sommes & méme d’énoncer un des
résultats principaux de cet article.

THEOREME 1.1. — Soient X wun (1,p)-PI espace possédant une mesure

B-doublante et E un espace de Banach GFDA. Notons N = lliig Si f ap-
partient a Mllo’q(X, E) avec ¢ > max{N,p} alors f est Cheeger-différentiable

c
H-pp.

La preuve est fondée sur un argument d’approximation des applications de
M*Y9(X, E) par les fonctions lipschitziennes. De plus, grace aux inégalités de
Poincaré supportées par X et grace a l'inégalité maximale de Hardy-Littlewood
(qui permettent un controdle des oscillations de ’approximation), nous montrons
comment les théorémes de différentiation vraies pour les applications lipschit-
ziennes se transmettent aux applications de I’espace M19(X, E) (qui est lorsque
p est assez grand un espace de fonctions continues). En fait, pour pouvoir ap-
pliquer la construction de article [5], il faut obtenir 'analogue d’un théoréme
de [13]. C’est-a-dire pouvoir comparer la norme de la différentielle faible avec
la constante de Lipschitz ponctuelle supérieure d’une application de M9 pour
q assez grand. Ce résultat est possible grace a la caractérisation des espaces
N9 et M9 donnée dans Particle [20] et grace au théoréme principal de [14]
— satisfaire des inégalités de Poincaré faibles est une propriété ouverte en la
régularité du gradient supérieur — étendu au cadre des espaces de Banach. Ce
type de résultats, sans dépendance de la dimension, est crucial pour pouvoir
appliquer la stratégie de 'article [5]. Enfin, un lemme de théorie descriptive des
ensembles démontré dans V’article [7] montre comment -lorsque E posséde la
propriété de Radon-Nikodym- se ramener au cas d’un espace de Banach GFDA.
Grace a cela nous pouvons énoncer le second résultat principal de cet article.

THEOREME 1.2. — Soient X wun (1,p)-espace PI possédant une mesure p
B-doublante compléte et E un espace de Banach RNP. Notons N = 11‘;?2; Si f

appartient o Mllo’cq(X, E) avec ¢ > max{N,p} alors f est Cheeger-différentiable
[-pp-

Comme les espaces de Hajlasz généralisent les espaces de Sobolev, ce théo-
réme constitue une généralisation du théoréme de Caldéron cité au début de
I'introduction. De plus, ce résultat est optimal. En effet, grace & un contre-
exemple de E. Stein, il existe une application de W1 (R" R) qui n’est diffé-
rentiable en aucun point. Plus précisément, des conditions d’intégrabilité de la
dérivée faible d’une application d’un espace de Sobolev sont discutées dans [1]
pour garantir ou non sa différentiabilité en Lebesgue presque tout point. De
plus, le théoréme 1.2 offre une nouvelle caractérisation des espaces de Banach
satisfaisant la propriété de Radon-Nikodym.
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Dans un premier temps, nous allons définir tous les notions et espaces entrant
en jeu. Ensuite, nous rappelons la définition de la Cheeger-différentiabilité et
nous allons construire un bon candidat pour étre la différentielle de Cheeger
pour des classes de fonctions & valeurs banachiques ayant une régularité Sobolev
surcritique. Enfin, la derniére partie concerne la preuve du théoréme 1.1 &
proprement parlé. Cette preuve suit la méthode proposée dans article [5] et
est fondée sur des découpages intégraux assez fins. Finalement, cette méthode
couplée & une remarque présente dans larticle [7] permettra de prouver le
théoréme 1.2.

2. Analyse sur les espaces métriques

Soit (X, d) un espace métrique complet, muni d’une mesure extérieure posi-
tive de Radon p. On notera B,.(z) pour la boule ouverte de rayon r centrée en
z de l’espace métrique X . L’intégrale considérée sur les espaces de Banach sera
I'intégrale de Bochner. L’intégrale de Bochner est une généralisation naturelle
de l'intégrale de Lebesgue lorsque les fonctions sont & valeurs banachiques. Pour
des propriétés de cette intégrale, on peut se référer a article [12]. Par la suite,
E désignera un espace de Banach muni de la norme |.|.

2.1. Mesure doublante

DEFINITION 2.1. — Une mesure p est doublante s’il existe f > 0 tel que pour
tout r > 0 et pour tout x appartenant ¢ X :

#(Bar(z)) < Bu(Br(x)).

On appelle la constante § intervenant dans la définition précédente, une
constante de doublement de la mesure p. On dira qu’une mesure est 3-dou-
blante si 8 est une constante de doublement de p. On rappelle une propriété
de régularité des mesures doublantes dressée dans [2].

LEMME 2.1. — Soit (X,d,un) un espace métrique mesuré, de constante de dou-
blement 3. Soient xo un point de X et ro > 0. Alors pour tout x de By,(zo) et
pour tout r < rg, on a :

p(Bo(x) _ 1 ()

:U’(BTD(:UO)) N E %

Cette minoration est optimale en I’exposant llgi ’g . En effet, en prenant u la

mesure de Lebesgue portée par X = R™, on peut choisir 3 = 2".
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68 V. MUNNIER

2.2. Ensembles remarquables de points

DEFINITION 2.2. — Soit f : X — E une application pu-mesurable. On appelle
x un point de Lebesgue de f si

. 1 _
lim s /B W)~ @ lant) =0

Si f appartient & Ll (X, E) et si la mesure u est doublante alors, on a le

théoréme de différentiation de Lebesgue a savoir que u-pp « de X est un point de
Lebesgue de f. On peut se référer a [10] pour une preuve de ce résultat lorsque
f est a valeurs réelles (le cas des applications & valeurs banachiques ne pose
pas de difficultés supplémentaires). On rappelle aussi que la fonction maximale
centrée de Hardy-Littlewood est bornée dans LP(X,E) pour 1 < p < 4o0.
Pour une preuve de ce fait, on peut aussi se référer a [10].

DEFINITION 2.3. — On appelle un point xo d’une partie A p-mesurable de X
un point de densité de A si :

B NA

L (B, (o) N A)

=1.
r=0  p(Br(20)

Lorsque la mesure p est doublante, en appliquant le théoréme de différentia-
tion de Lebesgue a 'indicatrice de A (ou A désigne un ensemble y-mesurable),
on obtient que u-presque tout point de A est un point de densité de A.

Ici, (Y,d’) désigne un espace métrique.

DEFINITION 2.4. — Une application f : X — Y est approrimativement conti-
nue en T si pour tout € > 0 , ’ensemble

Se(z,7) = {2’ € By(z)|d'(f(2), f(z')) < ¢}
vérifie
S:(xz,r
L (S
r—0 H(Br (x))
L’ensemble des points de X satisfaisant la propriété de la définition pré-
cédente sera appelé 'ensemble des points de continuité approchée de f. La
continuité approchée est une notion trés faible. A cet effet, on rappelle la pro-
position suivante prouvée dans [5].

PROPOSITION 2.1. — Soit (X,d, ) un espace métriqgue muni d’une mesure
u doublante. Soit (Y,d’') un espace métrique séparable et soit v : X — Y
une application p-mesurable. Alors u-presque tout point de X est un point de
continuité approchée de u.
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CHEEGER-DIFFERENTIABILITE D’APPLICATIONS 69

2.3. Gradient supérieur

DEFINITION 2.5. — Une fonction g : X — R est appelée un gradient supé-
rieur pour f : X — E si pour toute courbe rectifiable ¢ : [0,1] — X paramétrée
par la longueur d’arc, on a :

l
HﬂW»—ﬂd@WﬁAg@®M&

Si f est une application lisse de R™ a valeurs réelles alors g = |V f]| est
un gradient supérieur pour f. Dans les espaces métriques, les applications ré-
guliéres seront remplacées par les applications lipschitziennes et la norme du
gradient en un point sera remplacée par sa constante de Lipschitz ponctuelle
supérieure.

DEFINITION 2.6. — La constante de Lipschitz ponctuelle supérieure d’une ap-
plication f: X — E au point x est :
£ (=) = f) £ (=) = f@)

Lip(f)(z) = limsup = limsup sup
( )( ) Yoz d(x,y) r—0 yeB,.(z) r

Le lemme suivant nous permet de choisir un gradient supérieur spécifique
des applications lipschitziennes. Le lemme suivant figure dans [4] et dans [12].

LEMME 2.2. — Soit (X,d, u) un espace métrique mesuré et E un espace de
Banach. Si f : X — E est une application lipschitzienne alors Lip(f) est un

gradient supérieur pour f.

On rappelle au préalable la définition suivante.

DEFINITION 2.7. — La constante de Lipschitz ponctuelle supérieure d’une ap-
plication f : X — E au point x en restriction ¢ A C X est :
1f(z) — F@)l If(z) — F@)l

Lip 4(f)(x) = limsup = limsup sup
‘A( (@) y—z, yeA d(z,y) r—=0 yeB.(z)NA r

Le lemme suivant figure dans [2].

LEMME 2.3. — Soient X un espace métrique mesuré supportant une mesure
u doublante et E un espace de Banach. Soit A une partie p-mesurable de X.
Si f: X — E est une application lipschitzienne et si xg est un point de densité
de A alors on a

Lip;4(f)(z0) = Lip(f) (o).
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70 V. MUNNIER

2.4. Inégalités de Poincaré. — Pour une application f : X — E qui est locale-
ment Bochner intégrable, on définit f, , la moyenne de f sur une boule comme
étant

1
T.r _ — d .
i w(By(x)) /BT(x) fop

DEFINITION 2.8. — On dit que X supporte une inégalité de Poincaré (faible)
de type (1,p) s’ils existent des constantes positives C, X telles que pour tout x
appartenant & X et pour tout r > 0, pour toute fonction f dans Li (X,E)
admettant un gradient supérieur g dans LfOC(X,Rj), on a linégalité suivante :

1 1 ,
5 N —Jz,r d = C ’d :
w(Br(z)) /Br(z) I = forldp < Or <M(er(x)) /BM(:C) g M)

On dira que le couple (f, g) donné dans la définition 2.8 satisfait une inégalité
de Poincaré de type (1,p). Par I'inégalité d’Holder, I'inégalité de type (1,1) est
la plus forte. Sous certaines conditions géométriques sur X, on peut prendre
A = 1. On peut se référer a [9] ou encore a [10] pour des hypothéses géométriques
précises sur X. Il est aussi & noter que ce type d’inégalité joue un role particulier
dans la théorie des applications quasi-conformes. On peut se référer a article
[11] pour plus de détails.

DEFINITION 2.9. — Un espace PI est la donnée d’un espace métrique complet
possédant une mesure (extérieure) de Radon doublante et supportant une in-
égalité de Poincaré de type (1,p). On dira qu’un tel espace est un (1, p)-espace
PI.

Les espaces PI forment une vaste classe d’espace métriques mesurés en-
globant les espaces euclidiens, les groupes de Carnot, les variétés a courbure
de Ricci positive (si ces variétés posséde la propriété du doublement du vo-
lume riemannien). De plus, il existe des espaces PI ayant une dimension de
Haussdorf quelconque (les espaces de Bourdon-pajot ou les espaces de Laakso
dont on peut trouver une construction dans [3] et [15] respectivement). La
notion d’espaces PI est stable par passage a la limite au sens de Gromov-
Hausdorff mesuré. De plus, Les espaces PI jouissent de nombreuses propriétés
topologiques intéressantes . Il est bien connu que de tels espaces sont propres
(les boules de ces espaces sont relativement compactes). Enfin, de tels espaces
sont quasi-convexes (il existe un certain nombre de courbes rectifiables dans
X). Cest-a~dire qu’a une renormalisation prés de la métrique initiale par une
application quasi-conforme (et méme bilipschitzienne), ces espaces deviennent

géodésiques. Pour une preuve de ces deux faits, on peut se référer a ’appendice
de [4].
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CHEEGER-DIFFERENTIABILITE D’APPLICATIONS 71

2.5. Espaces de Hajlasz

DEFINITION 2.10. — On définit l’espace M*P(X,E) comme l’ensemble des
applications f : X — FE appartenant ¢ LP(X, E) pour lesquelles il existe une
application g : X — RT appartenant o LP(X,RT) telle que pour u-pp x,y
de X :

1 f(z) = fW)Il < d(z,y)(9(z) + 9(y)).

Les classes d’applications g appartenant & LP (X, Rj) qui satisfont I’inégalité
de la définition 2.10 seront dites associées & f dans M1P(X, E). Si f appartient
a MY?(X,E), on peut définir :

[£llp = [Ifllp + inf [lgll»

ot I'infimum est pris sur toutes les application g associées a f dans M1P(X | E).
On peut alors remarquer que, muni de cette norme, 'espace M1P(X, E) devient
un espace de Banach. Un preuve de ce fait se situe dans [20]. On peut aussi
définir une version locale de M'?(X, E) noté Mlt’f (X, E) ou l'on demande
seulement sur les fonctions f et g précédentes une p-intégrabilité locale.

REMARQUE 2.1. — Lorsque X = R"”, on peut montrer lorsque p > 1 que
MY (X,E) =W (X, E).

Une preuve de ce fait est dans [9].

REMARQUE 2.2. — Lorsque X supporte des inégalités de Poincaré, ’ensemble
des applications lipschitziennes bornées Lip., (X, E) est égal & M1 (X, E). On
a en particulier par la remarque 2.1 que W5 (R" R) = Lip., (R", R).

Lorsque I'on parle d’une fonction f appartenant & LP(X, E) ou M?(X, E)
(alors qu’il s’agit d’une classe d’équivalence d’applications), on sous-entend que
I’on ne considére pas de représentants particuliers de f. Le lemme d’approxima-
tion suivant figure dans [10]. Il est ’analogue métrique du fait que les fonctions
S(R™, R™) sont denses dans W1P(R™ R™).

LEMME 2.4. — Etant donné une fonction f de MYP(X,R") (avec 1 < p <
+00) alors pour tout € > 0, il existe une application lipschitzienne ® : X — R”

telle que p({f # ®}) <& et || f — @], <.

REMARQUE 2.3. — Appelons gg une fonction associée & ® dans M1P(X,R")
donnée par le lemme 2.4. Un examen de la preuve donnée dans [10] montre
qu’il existe une constante C,, > 0 tel que pour u-pp z :

9(9)(z) < Cu(llf (@) + 9(2))
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72 V. MUNNIER

ol g désigne une fonction associée a f dans M1P(X,R") et ||.| désigne une
norme sur R™. De plus, si la mesure p supportée par X est doublante alors
Lip(®) est bien controlée. Plus précisément, on a pour u-pp = de X :

Lip(®)(z) < ga(z) < Cu([[f(2)]| + 9(2)).

Démonstration. — Soit B une boule fixée de X. En appliquant le théoréme de
Lusin & g¢ sur B, on obtient pour tout € > 0 un ensemble p-mesurable A, C B
tel que p(B N AS) < € et tel que la restriction de go & A est continue. Ainsi,
on obtient que pour tout = de A,

Lip| 4, (®)(z) < ga(z).
Rappelons que comme & est lipschizienne, il existe une constante L > 0 telle
que Lip(®) < L. En appliquant le lemme 2.3, on obtient :

/Lip(@)duSLE—i—/ gadp.
B B

En faisant tendre ¢ vers 0, on a :

1 . 1
@/BLIP(@)d/ﬁ < m/Bgédﬂ'

Comme les points de Lebesgue de Lip(®) et go constituent un ensemble de
p-mesure pleine de X, on obtient pour u-pp z de X que :

Lip(®)(2) < ga(z) < Cu(|lf(2)]l + 9(2)). =

REMARQUE 2.4. — Pour les applications de Mﬁ)’f (X,R"), on peut obtenir une
version locale du lemme 2.4 en réalisant I’approximation sur une partie A de
p-mesure finie.

REMARQUE 2.5. — Lorsque X supporte une mesure p doublante, en appli-
quant le théoréme d’extension de [16], on obtient une version du lemme 2.4
valable pour les applications de M1P(X, E) avec E un espace de Banach quel-
conque. Une preuve détaillée de ce théoréme de densité se situe dans [12].

Dans le lemme suivant, on rappelle des propriétés de régularité des applica-
tions appartenant & un espace de Hajlasz M1'?(X, E) pour p assez grand. Ces
résultats sont contenus dans [9] lorsque E = R. Il est alors facile d’adapter les
preuves de [9] au formalisme de 'intégrale de Bochner.

LEMME 2.5. — Soient X un (1,p)-espace PI muni d’une mesure pu [-dou-
blante et E un espace de Banach muni d’une norme |.||.

(i) Soient f appartenant a LL (X, E) et g appartenant a L] _(X,R+¥) pour
q > p. Si le couple (f,g) satisfait une inégalité de Poincaré de type (1,p) alors
f appartient a Mlt’g(X, E).
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(ii) Posons N = 88 De plus, sip > N et h appartient & M“4(X, E) pour

log2 *
un certain ¢ > p alors Lip(h) appartient & Ll (X,RT). De plus, h posséde un
représentant (1 — &) héldérien.

q

2.6. Espaces de Shanmugalingam. — On définit un autre type d’espace de So-
bolev fondé sur les espaces métriques qui s’avére coincider avec un espace de
Hajlasz dans le cas ot X est un (1,p)-PI espace avec p > 1 (cette caractérisa-
tion est donnée dans [20]).

DEFINITION 2.11. — L’espace NYP(X,E) est l’ensemble des applications f
appartenant & LP(X, E) pour lesquelles il existe une application p qui est un
p-gradient supérieur faible de f. Un p-gradient supérieur faible p de f est une
application p-mesurable positive et p-intégrable, définie pour un ensemble de
courbes localement rectifiable v : [0,T] — X de p-module négligeable et satis-
fait :

F((T)) = F(1(0))] < / pdH

Y

ot H' désigne la mesure de Hausdorff 1-dimensionnelle déterminée par la mé-
trigue d. On rappelle que le p-module d’une famille T' de courbes localement
rectifiables, noté mody(T'), est :

mod,(T') = inf{/ppd,u |Vyer: /de1 > 1}
Y

L’espace N1'?(X, E) muni de la norme :
1fllnre = || fllp + inf{||pllp | p est un p-gradient supérieur faible def}

est un espace de Banach (une preuve de ce fait se situe dans [20]). 11 existe
aussi une version locale : N7

e (X, E) ou 'on impose seulement sur f et p une
p-intégrabilité locale.

3. Géométrie des espaces de Banach

Cette partie récapitule et adopte les notations employées dans article [5].
Soit E un espace de Banach. Notons ||.|| sa norme.
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3.1. Propriété FDA

DEFINITION 3.1. — On appelle un systéme inverse d’espaces de Banach la
donnée d’une famille {V;,0;};en+ ot les V; sont des sous-espaces de dimension
finie de E et les 0; : V,i1 — V; sont des applications 1-lipschitziennes. De
plus, une suite (v;) est dite compatible si tout i, v; appartient a V; et vérifie :
0;(v;) = vi—1. On dira que les applications 0; sont compatibles si elles satisfont
la relation précédente pour toute suite compatible.

On note la limite inverse de ce systéme inverse d’espaces de Banach : lim V.

Elle consiste en ’ensemble des suites (v;) compatibles pour lesquelles sup; ||v;]]
est fini et est munie d’une structure naturelle d’espace vectoriel normé. On
munit lim V; de la norme ||{v;}|| = lim;— 1 ||v;|| ot les éléments de lim V; sont

notés {v;}.

DEFINITION 3.2. — Une approzimation de dimension finie (ou FDA en
abrégé) de E est la donnée d’une suite de triplets {(V;,0;,m;)} avec {V;,0;}ien
désignant un systéme inverse d’espaces de Banach et ot les applications com-
patibles 0; induisent naturellement une projection m; : E — V; donnée par

mi({vi}) = vi

EXEMPLE 3.1. — Considérons E = ['(N*,R). Notons (e;);en+ la base cano-
nique de E. Autrement dit, on choisit e; = (0,...0,1,0,... ou le 1 apparait
une seule fois a la iéme coordonnée. Dans ce cas 14, on peut construire une
FDA de prédilection pour E. On choisit tout bonnement E; = Vect;<;{e;}.
Les projections m; sont alors définies par : m;(u) = (u1,...,u;). De plus, les
applications ; sont les applications de restriction 6; : R? — R*~1.

Sous ces conditions, on peut définir 'application
m:F —limV;

par restriction et compatibilité : my, = ;. De plus, 7 est une isométrie linéaire
d’espaces de Banach. On peut remarquer qu’en fait les 7; ainsi obtenues sont de
norme 1. On écrira en abrégé qu’une FDA de F est juste la donnée d’un couple
{Vi,m;} satisfaisant les conditions de la définition 3.2 en omettant volontaire-
ment de parler des applications compatibles ;. Une FDA de E est équivalente
au choix pertinent d’un systéme inverse d’espaces fermés de codimension finie.
Une preuve de ce fait se situe dans article [6]. On remarque aussi que la notion
de FDA n’est pas trés exotique car il est prouvé dans [5] que tout espace de
Banach séparable admet une FDA.
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3.2. Propriété GFDA. — Soit {V;,7;} une FDA d’un espace de Banach E.

DEFINITION 3.3. — On appelle une suite décroissante et positive pi,...,pN
e-déterminée (avec € > 0) si pour tout i appartenant & 1,...,N, les condi-
tions : [|v|| — [|mi(v)l| < pslloll, |V — [l ()| < pillv']| et an (v) = mn ()] <

N~ max(|Jv]l, [v']]) impliquent que [lv —'[| < e max(]|v]l, [[v']]).

DEFINITION 3.4. — Une FDA {V;,m;} de E est dite une bonne approxima-
tion de dimension finie pour lespace E si pour tout € > 0 et pour toute
suite {p;}ien+ décroissante et tendant vers 0, il existe un entier N pour le-
quel p1,...,pN est e-déterminée.

On dit que E est un espace de Banach GFDA s’il posséde une bonne ap-
proximation de dimension finie.

REMARQUE 3.1. — Un corollaire du théoréme de différentiation de larticle [5]
est que L'(R*T,R) n’a pas la propriété GFDA. En effet, il suffit pour cela de
considérer l'application ® : RT — L!'(RT,R) définie par ¢(z)(t) = x|, (t) qui
n’est Cheeger-différentiable en aucun point.

La propriété GFDA est une propriété difficile & vérifier dans la pratique.
On rappelle une propriété importante des espaces de Banach GFDA établies
dans [5].

ProrosITION 3.1. — Si {V;,m;} est une bonne approzimation de dimension
finie de E alors Uapplication 7 : E — lim V; induite par les 7; est une isométrie

surjective d’espaces de Banach.

3.3. Propriété RNP

DEFINITION 3.5. — On dit que E posséde la propriété de Radon-Nikodym
(RNP en abrégé) si pour tout espace mesuré (1,3, u) et toute mesure m sur ¥
& valeurs dans E absolument continue par rapport o u et de variation finie, il
eviste f : T — E tel que f € L'(p) et

m(A) = /Afdu pour tout A € ¥.

On dira que FE est un espace de Banach RNP s’il posséde la propriété de
Radon-Nikodym.

REMARQUE 3.2. — On sait que tout espace de Banach réflexif (comme les
espaces LP pour 1 < p < 400) est un espace de Banach RNP. En revanche,
L'([0,1]) n’est pas un espace de Banach RNP comme le montre le contre-
exemple de la remarque 3.1.
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3.4. Propriété ANP

DEFINITION 3.6. — Le couple (Y*,V') a la propriété asymptotique de renorme-
ment (ANP en abrégé) si une suite (v)ken d’éléments de V' converge fortement
étant donné qu’elle est faible* convergente et que la suite des normes converge
vers la norme de la limite faible*.

DEFINITION 3.7. — Un espace de Banach U posséde la propriété asympto-
tique de renormement s’il existe un couple (Y*,V) possédant UANP avec U
isomorphe a V.

On dira que E est un espace de Banach ANP s’il posséde la propriété asymp-
totique de renormement.

REMARQUE 3.3. — Dans [6], il est montré qu’un espace de Banach qui est le
dual d’un espace de Banach séparable est : isomorphe & un espace de Banach
GFDA si et seulement si il posséde RNP. De plus, il est rappelé qu'un espace
de Banach RNP et séparable posséde PANP.

4. Différentielle de Cheeger

4.1. Définitions et exemples. — Nous rappelons la définition de la Cheeger-
différentiabilité comme introduite dans [4] qui généralise au cadre des espaces
métriques la différentiabilité euclidienne comme le montre les exemples qui vont
suivre.

Soient (X,d, ) un espace métrique mesuré et A une partie p-mesurable
de X. Soient fi,...fr : A — R des applications lipschitziennes.

DEFINITION 4.1. — On dit que la famille des {f;} est dépendante au premier
ordre en A si pour u-pp x appartenant ¢ A, il existe une suite (a;(x)) de réels
non tous nuls telle que pour tout ' appartenant a A :

> ai(@)(filz) - fi(@')) = o(d(z, "))

3
EXEMPLE 4.1. — Considérons X = R™. Si z est un point de différentiabilité
des f; (on sait que Lebesgue-presque tout point de R™ est un point de diffé-
rentiabilité des f; par le théoréme de Rademacher) alors dire que la famille des
{f:} est dépendante au premier ordre en x est équivalent a dire que la famille
des {D,f;} est liée. En effet, considérons une suite (a;) de réels non tous nuls
telle que pour tout x’ appartenant & A :

(%) Y ailfil@) = fila") = oz — 2'|).

?
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Soit ¢ appartenant & S”~!. Prenons =’ = x4 t£ avec t > 0. En se rappelant que
x est un point de différentiabilité des applications f;, on obtient en divisant
par t > 0 puis en faisant tendre ¢ vers 0 dans la relation (*) que pour tout
£esnt:

Z a; D fi(§) = 0.

Ainsi, la famille des {D, f;} est liée. Réciproquement, s’il existe une suite (a;)
de réels non tous nuls telle que :

Z a;Dyfi =0

alors, en utilisant la définition de la différentiabilité au point z pour chacune
des applications f;, on obtient que la famille des { f;} est dépendante au premier
ordre en x.

Soit f une application lipschitzienne définie sur A & valeurs dans R.

DEFINITION 4.2. — On dit que f dépend au premier ordre de la famille {f;}
en A si la famille {f, f1,..., fr} est dépendante au premier ordre en A.

EXEMPLE 4.2. — Prenons A = R". Considérons pour tout ¢ appartenant a
[11,...,nl|], fi comme étant la projection sur la i-éme composante (si (e;) désigne
la base canonique de R"™, f;(z) =< x,e; >). Par le théoréme de Rademacher sur
R™, on a que toute application lipschitzienne f : R® — R dépend au premier
ordre de la famille des {f;} en Lebesgue-presque tout = de R™.

DEFINITION 4.3. — On dit que la famille des {f;} est indépendante au premier
ordre en A si pour u-pp x de A, pour tout ¥’ appartenant a A, une relation du
type :
> ai(@)(fiz) — fi(@)) = o(d(z,2"))
i

implique que a;(x) = 0 pour tout i.

EXEMPLE 4.3. — Considérons X = R™. Si z est un point de différentiabilité
des f; (on sait que Lebesgue-presque tout point de R™ est un point de diffé-
rentiabilité des f; par le théoréme de Rademacher) alors dire que la famille des
{f:} est indépendante au premier ordre en z est équivalent a dire que que la
famille des {D, f;} est libre. En effet, considérons une suite (a;) de réels que
pour tout =’ appartenant a A :

Y ailfile) = fila") = o(jz — '|) (+).

Z

Soit ¢ appartenant & S”~!. Prenons ¢’ = x+t£ avec t > 0. En se rappelant que
x est un point de différentiabilité des applications f;, on obtient en divisant
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par t > 0 puis en faisant tendre ¢ vers 0 dans la relation (*) que pour tout
cesrt:

Z a; Do fi(§) = 0.

Ainsi, si la famille des { D, f;} est libre alors la famille des { f;} est indépendante
au premier ordre en x. Réciproquement, considérons une relation du type :

Z alifi = 0.

En utilisant la définition de la différentiabilité au point x pour chacune des
applications f;, on obtient si la famille des {f;} est indépendante au premier
ordre en z que la famille des {D, f;} est libre.

D’apreés [4], lorsque X est un espace PI, il existe une constante N ne dé-
pendant que de la constante de doublement de la mesure y et des constantes
intervenant dans 'inégalité de Poincaré pour laquelle toute famille de N + 1
fonctions lipschitziennes définies sur X & valeurs dans R est dépendante au
premier ordre en X.

DEFINITION 4.4. — Une famille dénombrable de couples { Ay, U }aen- €st ap-
pelée un atlas si : les ensembles A, sont pu-mesurables et s’il existe un entier
N tel que pour tout o € N*, il existe un entier n, < N et une application
lipschitzienne u, : Ao — R™>. De plus, cette famille satisfait les propriétés
sutvantes :

(i) U, Aa est de mesure pleine dans X c’est-a-dire (X N (U, Aa)¢) = 0.

(ii) pour chaque fonction lipschitzienne f : X — R, on a pour tout a € N*,
f dépend au premier ordre de la famille des {ul,,...,u”} (ou les u!, désignent
la i-éme composante de u,) en A,.

(iii) pour tout o € N*, la famille des composantes {ul,... , um} est indépen-
dante au premier ordre en A,.

En fait, les u, sont & voir comme un systéme de cartes locales ou les chan-
gements de cartes sont compatibles seulement presque partout. D’aprés [4], un
espace PI admet un atlas. On peut alors définir une notion de différentiabilité
relative a un atlas (ou ensemble de cartes) {Aq, un} pour un espace métrique
X.

DEFINITION 4.5. — Soit f une application définie sur X -un espace PI muni
d’un atlas {Ay, uq }-a valeurs dans un espace de Banach E. On dit que f est
Cheeger-différentiable en x € A, s’il existe une application linéaire continue
@, (z) : R" — E telle que pour tout ' € Ay, on ait :

f(&') = f(2) + Pa(z) (ualz') — ua(z)) + o(d(z, z")).
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REMARQUE 4.1. — Le point (ii) de la définition 4.4 met en évidence le fait
que toute application lipschitzienne f : X — R™ est Cheeger-différentiable. De
plus, considérons f : R™ — R™ une application lipschitzienne. Grace au théo-
réme de différentiation de [4], on a I’équivalence suivante : f est différentiable
Lebesgue-pp si et seulement si f est Cheeger-différentiable Lebesgue-pp et ceci
relativement & n’importe quel atlas.

4.2. Différentielle faible. — Considérons (X,d,u) un (1,p)-espace PI et
(E, ||-]l) un espace de Banach.

4.2.1. Rappels sur les plans tangents généralisés. — Par une remarque pré-
sente dans Darticle [5], on peut définir en u-presque tout point de Pintersection
de deux systémes de coordonnées des fonctions de transition mesurables et bor-
nées (en fait, des jacobiens mesurables et bornées) qui permettent de définir un
fibré cotangent T*X. Il s’agit d’un fibré vectoriel mesurable et qui porte une
norme naturelle. Cette norme est caractérisée par le fait que tout application
lipschitzienne f : X — R définit une section mesurable Df dont la norme en
restriction & chaque fibre est donnée par la constante de Lipschitz ponctuelle
supérieure de f. Le fibré tangent T X est défini comme le dual du fibré T*X
et est muni de la norme duale. De plus par une remarque présente dans 1’ar-
ticle [7], il provient directement de la définition d’un atlas que si {Uy,,uq} et

{Vs,vs} sont deux systémes de cartes de deux atlas différents, alors la matrice

du!

des dérivées partielles (ﬁ)” est définie presque partout et est inversible sur

I'intersection U, NVj3. Cette quantité est un invariant bi-Lipschitz du fibré tan-
gent mesurable TX. On appelle plan tangent généralisé en = et on note T, X
I'une des fibres mésurablement définies en un point x de X de T'X préalable-
ment défini. On note |.|, la norme en restriction au fibre 7,, X provenant de la
construction duale précédente. Elle provient en fait d’un produit scalaire me-
surable défini sur le fibré tangent de X et est créée par la structure forte de
différentiation portée par X (pour plus de détails, on peut consulter l'article
[4] ainsi que Darticle [13]).

4.2.2. Ezposé de la construction. — En suivant le présentation faite dans [5],
on va introduire la définition de dérivée faible généralisée (on dira simplement
dérivée faible) d’une application f : X — FE pour laquelle Lip(f)(z) est finie
en p-pp  de X. On décide ici que E soit un espace de Banach GFDA.

Soit f une application pour laquelle Lip(f)(z) est finie en u-pp = de X et
{Vi,m;} une FDA de E. Comme Lip(f)(z) est finie en u-pp = de X alors, par le
théoréme de différentiation de [2], on sait que f; = m;(f) est différentiable p-pp.
On obtient donc une famille compatible mais pas nécessairement bornée ponc-
tuellement d’applications linéaires D, f; : T, E — V; définies pour p-presque
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tout = et uniquement déterminées en dehors d’ensembles de p-mesure nulle ot
T, E désigne un plan tangent généralisé en = (notion développée dans [4]).

Si (Dy fi)ien+ est une famille bornée ponctuellement en p-pp  de X alors, on
peut alors définir la dérivée faible de f en z relativement a la FDA {V;,m;}. Il
s’agit de I’application linéaire induite par les applications linéaires précédentes
et que l'on note {D,f;} : T,E — lgn V;. La dérivée faible est définie pour
p-presque tout z et satisfait que z — ||[{D.f;}|| est p-mesurable.

Soit {An, us} un atlas de X. Considérons F' un espace vectoriel normé de

dimension finie. Soit f : X — F une application Cheeger-différentiable en x
relativement & atlas précédent (alors z appartient & A, pour un certain ).

DEFINITION 4.6. — On dit que x est un point de continuité approchée de D, f
si : x est un point de densité de A, et si Dy f|4,, est approzimativement continue
en x vis-a-vis de la trivialisation TX| 4, — Ao x R" induite par u,.

Dans la définition qui suit, on se sert de la définition précédente mais avec
F=V,.

DEFINITION 4.7. — Un point x est un point de continuité approchée faible si
x est un point ow la différentielle faible est définie et si pour tout i, x est un
point de continuité approchée de D, f;.

REMARQUE 4.2. — Grace a une remarque présente dans l'article [5], on sait
que le fibré tangent TX est muni de la pseudo-distance ||.|lococ = lim;— 40 |||
avec ||.|l; = (Dfi)*(||-|lv;) qui vérifie ||.||; < C||.||rx o C est une constante ne
dépendant que de la géométrie de X.

Pour les applications lipschitziennes f : X — FE, la différentielle faible est
automatiquement (modulo le théoréme de différentiation prouvée dans [4]) bien
définie en p-pp point de X. On veut ici montrer que pour une fonction f
appartenant a Mllo’f (X, E) (pour p assez grand), sa différentielle faible existe en
u-pp point de X. Pour démontrer cela, il faut montrer que si f : X — F est une
application lipschitzienne o F' est un espace vectoriel normé de dimension finie
alors en un point z ot f est Cheeger-différentiable, Lip(f)(z) est uniformément
comparable & ||D,f| (avec des constantes indépendantes de 'espace clible).
Dés que 'on aura obtenu cette derniére propriété, on aura que  — |[{D, f;}||
sera p-mesurable. De plus, par le théoréme de différentiation de [2], on aura
que lensemble des points de continuité approchée faible de {D,f;} sera de
p-mesure totale.

Pour terminer, on étendra ce dernier résultat aux espaces de Banach RNP.
Lorsque la différentielle faible d’une application est bien définie, il est montré
dans [6] qu’elle vit en fait dans E et non dans lgn V;. Une propriété des espaces
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de Banach RNP : PANP (dont la définition figure dans le paragraphe défini-
tion 3.6) permet de se ramener au cas d’un espace de Banach GFDA. Il faut de
plus supposer que la mesure p portée par X est complete et que application
f: X — E dont on veut prouver la faible différentiabilité est continue (ou pos-
séde un représentant continue) ce qui est le cas si f appartient & M>?(X, E)
(pour p assez grand) pour pouvoir utiliser une notion de théorie descriptive des
ensembles utilisée dans [7].

LEMME 4.1. — Soient X un espace PI et F' un espace vectoriel normé de
dimension finie. Si f : X — F est une application lipschitzienne alors il existe
C > 0 (ne dépendant que de X ) telle que pour p-pp x appartenant & X, on a :

Dz fIl < CLip(f)(z).

Démonstration. — Soit 7 un élément de F*. Alors, 7(f) : X — R est lipschit-
zienne. D’aprés le théoréme de différentiation de [4] et d’aprés la comparaison
de la norme de la Cheeger-différentielle et de la constante de Lipschitz ponc-
tuelle supérieure d’une application lipschitzienne établie dans [13], on a pour
w-pp  de X et pour tout & de T, X :

1Dz (7 (£)) () < CLip(w(f))(z) < Cll|x[|Lip(f)(x)

avec une constante C' > 0 ne dépendant que de X. Or, on a la relation de
commutation suivante :

|1 Dz (7 (£) ()] = llw(Da f(E))]I-

Et, par le théoréme de Hahn-Banach, on a :

1D flll = sup  |[7(Daf(E))]

1€l <1, [l|=[|<1

ol |.|, désigne la norme provenant d’un produit scalaire mesurable sur le fibré
tangent de X. On peut alors choisir une famille dénombrable de formes linéaires
de norme plus petite que 1 et dense dans la boule unité de F*. Une application

du théoréme de Hahn-Banach permet de conclure. O
LEMME 4.2. — Soient X un (1, p)-espace PI supportant une mesure u 3-dou-
blante et (E,||.||) un espace de Banach GFDA. Posons N = llgig Si f est une

application de MV9(X, E) avec ¢ > max{N,p} alors la différentielle faible de
I existe u-pp et © — |[{D.f:}| est u-mesurable.

Démonstration. — Notons f; = m;(f). Alors f; est une application de
MYP(X,V;). Par le lemme 2.4, pour tout € > 0, il existe ®. : X —— V; lip-
schitzienne telle que p({f; # ®.}) < e et || fi — Pcll1,p < €. Or, par le théoréme
de différentiation de [2], D, f; existe en p-pp z. Ainsi, d’aprés le lemme 4.1, on
a : |||Dy®.||| £ CLip(®.)(x) (avec C une constante indépendante de i) pour
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u-pp z de X. En notant A, = {z € X|fi(z) = ®(z)} (on peut imposer que les
ensembles A, soient croissants en e tendant vers 0), on a pour u-pp = de A, :

[[D2®c ||| < CLip(®:)(z) = CLip(®:)) 4, (2)
= CLip(fi)a. () < CLip(f;)(z) < CLip(f)(x).

De plus, en utilisant le théoréme de [14], c’est-a-dire que ’exposant admissible
dans les inégalités de Poincaré est ouvert dans [1,4o0o[ puis la caractérisation
des différents espaces de Sobolev donnée dans [20], on obtient que pour p >
1: NY(X,V;) = MYP(X,V;). De plus, par un résultat de convergence dans
les espaces de Sobolev établi dans [2], on a que si u; converge vers u dans
NUP(X|V;) alors u; tend vers u dans LP(X,V;) et |||Dyu;||| tend vers ||| D ul||
dans LP(X,R™). Ainsi, on peut extraire une sous-suite de la suite |||D,®.||
convergeant en p-pp z vers |||D,fi||| (car la suite (®.) est convergente dans
LP(X,R"). De plus, la croissance des ensembles A., nous permet de conclure
que pour u-pp = de X :

[|Ds filll < CLip(f)(x).

Comme Lip(f) est dans LP(X,R™"), le théoréme de Lusin appliqué a Lip(f)
permet alors de conclure. O

REMARQUE 4.3. — Le lemme 4.2 reste valable si f appartient & Mli’g(X, E)
(pour q assez grand).

LEMME 4.3. — Soient (X,d,u) un (1,p)-espace PI supportant une mesure

B-doublante et (E,|.||) un espace de Banach GFDA. Posons N = 11‘;?23 Si
a

f est une application de Mltc (X, E) avec ¢ > max{N,p} alors Uapplication
x+— {D.fi} est u-mesurable.

Démonstration. — Par le théoréme de différentiation de [2], on a que les ap-
plications x — D, f; sont u-mesurables pour tout ¢. Soit A C X un ensemble
de p-mesure finie et strictement positive. Ainsi, par le théoréme de Lusin, ces
applications sont, sur méme ensemble de mesure arbitrairement grande de A,
uniformément continues en restriction & cet ensemble. De plus, par le lemme 4.2,
ces applications sont bornées ponctuellement par une méme constante. Comme
lim; 4 oo || (Do fi)|| = ||7j({ Dz fi})|l, le théoréme d’Egorov donne une conver-
gence uniforme sur A privé d’un ensemble de mesure arbitrairement petite.
Comme les 7; sont une GFDA, on en déduit que 'application z — {D, f;} est
continue en restriction & un ensemble de mesure arbitrairement grand de A.
Ainsi, I’application x — {D, f;} est u-mesurable. O

REMARQUE 4.4. — De plus, une suite vy bornée converge faible* vers v, si
pour tout j : m;(vy) converge vers 7, (vos ). Cette condition est automatiquement
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satisfaite pour vy = D, (fx) dés que 'on sait que la différentielles faible de f
en x est bien définie. Lorsque E est un espace de Banach RNP, pour pouvoir
appliquer ANP, il faut montrer au préalable que la différentielle faible de f
est & valeurs dans E (lorsque f est faiblement différentiable et posséde un
représentant continu). Cette derniére propriété est prouvée dans [7].

REMARQUE 4.5. — En fait, si E est un espace de Banach GFDA, on a, par
[6], que E s’identifie par le biais de m au dual d’un espace de Banach sépa-
rable. Par [6], E posséde donc ’ANP et par la définition 3.6, on en déduit que
lapplication  — {D, f;} est continue en restriction & un ensemble de mesure
arbitrairement grand. Ainsi, Papplication z — {D,f;} est u-mesurable. On
peut alors remarquer que le lemme 4.3 reste encore valable si E est un espace
de Banach ANP (et donc reste valable si E est un espace de Banach RNP).

Nous pouvons donc terminer cette section avec une définition essentielle au
bon déroulement de la preuve des deux théorémes principaux.

DEFINITION 4.8. — On dit qu’une application f : X — FE est finie-
dimensionnelle au premier ordre en x € X s’il eriste un sous-espace de
dimension finie V de E pour lequel :

lim 1 sup d(f(z') — f(x),V)=0

r—07r z'€B,(x)

ot d(.,V) désigne la distance dans E au sous-espace V.
On a le résultat suivant prouvé dans [5].

PROPOSITION 4.1. — Soit {V;,m;} wune approzimation de dimension finie
de E. Si f : X — E est finie-dimensionnelle au premier ordre en un point
x € E et que x est un point ot f est faiblement différentiable relativement au
systeme {V;,m;} alors f est différentiable en x.

Ainsi, on se bornera & montrer qu'une application f de M?(X,E) (pour
assez p grand en fonction de certains paramétres) est finie-dimensionnelle au
premier ordre vis-a-vis de 'image de sa différentielle faible (que on sait de
dimension finie grace a [4]).
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5. Cceur de la preuve

Soit {Aq, uq} un atlas de X. On peut supposer que la différentielle des u,
(qui existe p-presque partout par le théoréme de Cheeger [4]) est inversible
sur son image. En effet, les composantes de u,, sont indépendantes au premier
ordre en p-presque tout point x de A, et comme T, F est de dimension finie
(par le théoréme de Cheeger [4]) alors cela implique l'injectivité la différentielle
de u, en z. Quitte & corestreindre ’application u,, on peut supposer que D,
réalise un isomorphisme de T, F vers R (avec éventuellement un autre n,)
de norme plus petite que la constante de Lipschitz de u,, : L.

On peut alors définir :

v(z,i)=  sup  ([€lloc — lI€]])-
{6eT. E:|I€I<1}
On peut remarquer que v(.,%) est uniformément bornée, mesurable et converge
u-pp vers 0.

THEOREME 5.1. — Soient X un (1,p)-espace PI supportant une mesure u
B-doublante et E un espace de Banach GFDA. Notons N = llzi’g Si f ap-

partient a Mlt’cq(X, E) pour un certain ¢ > max{N,p} alors f est Cheeger-
différentiable p-pp.

REMARQUE 5.1. — Dire que f est Cheeger-différentiable u-pp n’a pas beau-
coup de sens, on a commis un abus de langage en sous-entendant que tous les
représentants de f dans M1P(X, E) sont Cheeger-différentiables u-pp.

Démonstration. — On appelle encore f un représentant de f. Toutes les
constantes intervenant durant les calculs seront appelées C' en précisant
certaines de leurs dépendances en indice lorsque cela sera nécessaire.

Premiére étape. — On peut toujours imposer ¢ > p > N = 11325 Ainsi, par

le point (ii) du lemme 2.5, Lip(f) appartient a L{ (X,R*) (et donc Lip(f)(x)
est finie en p-pp ).

Soit {V;,m;} une bonne approximation de dimension finie de E. Comme
{V;i,m;} est une bonne approximation de dimension finie de E alors 7 est un
isométrie surjective de E vers lgn V;. On peut donc identifier la limite inverse

limV; a E. Notons m;(f) = f;- On a pour pu-pp = de X que

Lip(f;)(z) < Lip(f)(z).
Ainsi, par [2] f; est Cheeger-différentiable p-pp. Et, par le lemme 4.3, f est
faiblement différentiable p-pp.
Soit A C X tel que 0 < p(A) < +oo. Comme, par le lemme 4.2, z —
I{Dyfi}]| est mesurable. Par le théoréme de Lusin, on obtient pour tout € > 0
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un ensemble K. C A u-mesurable tel que u(AN K¢) < e. De plus, pour tout z
de K., on a |[{D.fi}|l|;. < L. pour une certaine contante L. > 1.

Notons D(Du,) l'ensemble des points de A, ou u, est différentiable. De
méme, notons D({Df;}) Pensemble des points de X ou f est faiblement diffé-
rentiable. On sait que ces deux ensembles sont de y-mesure pleine dans X.

Quitte & faire des changements d’échelle, on peut supposer que pour tout «,
pour tout € D(Du,,) et pour tout £ € R™ avec ||| <1

—1 . 1
I(Dza)™" ()] < min(L, ).

€

Sous ces conditions, pour tout z € D({Df;}) N D(Du,) N K., on a:
I({ D fi})(Dzua) "1 ()] < 1.

Notons X; = D({Df;}) N D(Du,,).

Soit €1 > 0. Par le théoréme d’Egorov, il existe un ensemble Z., C K.
p-mesurable tel que v(., %) converge uniformément sur Z,, et pour lequel p(K.N
Z¢) < e1. Autrement dit, il existe une suite p; décroissante et tendant vers 0
telle que pour tout z de Z;, : v(z,i) < p;.

Notons X, inclus dans D({Df;}) lensemble des points de continuité ap-
prochée de {Df;}. Cet ensemble est de p-mesure pleine. Considérons alors
X3 = X1 N X2.

Soient €9,e3 > 0. Soit x € X3.

Comme z est un point de continuité approchée de D f; pour tout j alors
pour un certain «, r appartient 4 A,. Sous ces conditions, il existe un certain
réel 7o et un sous-ensemble p-mesurable 6, de B,.(x) N A, tels que pour tout
r<rp:

p(6r)
(B (z))
De plus, pour tout z’ € 6,., pour tout & € R™ avec ||| < 1 et pour tout M,
on a :

21—62.

1

1(Dar £5)(Dart1a) = (€) = (D f5) (Datia) QI < 77

En utilisant le fait que {V;,m;} est une bonne approximation de dimension
finie de FE, il existe un rang M tel que la suite p; soit £3-déterminée. On obtient
alors pour tout =’ € 6, N Z,,, pour tout £ € R™ avec ||| <1 et pour tout 4 :

(D £i)(Daria) ™1 (€) = (Da fi) (Datia) ()] < €5
On obtient donc pour tout z’ € 6, N Z,,, pour tout £ € R™ avec ||£]| < 1:
I{Da fi}(Doria) ™€) = {Da fi}(Deua) " (E)] < €.
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En notant V, = Im({D, f;}) (qui est de dimension finie par [4]), on a pour
tout =’ € 0, N Z,, pour tout £ € R™ avec [|£|| <1 que

d({Dz'fi}(Dw’ua)_l(f)a V)) < es.

Soit 4 un entier et considérons une forme linéaire | € V;* de norme plus
petite que 1 s’annulant sur Im(D, f;) C V. Pour tout z’ € 6, N Z,, et pour
tout £ € R™ avec ||£|| < 1, il vient par la relation précédente composée par [ :

|l ((Dx’fi)(Dx’ua)il(g)) - l((Dxfz)(Dxua)il(f)N
= |l ((Dm’fi)(Dm’ua)_l(é)) |
= [(Dor (1(£:))) (Daruia) " (€)]

< es.

Notons X4 I’ensemble des points de continuité approchée de Lip(f) et X5
l’ensemble des points de Lebesgue de Lip(f). Notons alors Xg = Z,, N X3 N
X4 N X5. Par le théoréme de Lusin, pour tout v > 0, il existe un ensemble
compact K, C Xg tel que pu(Xe N KS) < 7 et tel que Lip(f)|x, est continue.
Par le théoréme de Heine (Lip(f) k., est continue), pour tout €5 > 0, il existe n
tel que pour tout z,y € K, avec d(z,y) < n, on a |Lip(f)(z) —Lip(f)(y)| < 5.
Soit €6 > 0. Définissons pour y € K,,,

ry = sup {Yo € B(y) | 11(z) = fW)] < dla,y) Lin(H(w) + o))

Notons 'y, = {y € K, | r, > 27%n}. Alors, T}, est fermé (car Lip(f) est
continue en restriction & I'y) et donc est un ensemble py-mesurable. De plus, on
alimy_, 400 (') = (K, ). Ainsi, pour v suffisamment petit et k suffisamment
grand, on a que u(I'y) > 0. Posons alors X7 = 'y N Xg (qui est un ensemble de
mesure pleine dans I'y). Considérons x un point de densité de X;. Alors, pour
tout e7 > 0, il existe r., > 0 tel que pour tout » <., on a

H(Fk N B, (IE))
(B (x))

Pour un tel z, on montre que f est finie-dimensionnelle au premier ordre vis-
a-vis de V.

21—57.

Deuzieme étape. — Soit r > 0 (qui sera choisi par la suite trés petit). Notons
Ao = Bayr(z). Comme f; appartient & Mﬁ)’g(X, V;), en appliquant le lemme 2.4
4 4 fixé, on obtient pour tout ¢4 > 0, des applications ¢; ; : A9y — Vi lipschit-

ziennes vérifiant :
€4 €4
w(x € Ao | ¢ij # fi) < 5 et |i; — fillarracao,vi) < %
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Soit y un point de B,.(z) NIy (y est un point de continuité de f car Lip(f)(y)
est finie). Considérons une suite de boules (B;) incluses dans Ay et définies par
By = By, (z) et Bj = Bz%(y) si j > 1. On a alors

1 =, 1 1
R0~ ey [, Wl <3l [ 1= s [ ol

On a pour tout 5 :

1 1
w7y, = g [, 00
[l - z<¢i,j>\du

= w(Bj1) JB

1
+ / Ui z)dp — / bi,jdu
|.“(Bj) B; (91.4) Bjy1) Jp,, ;

Par ’inégalité d’Holder, on a :

1 J

_ N o e p(By) T @574
#(Bj+1) /Bj (3] = H&us) e < =9 1(Bj+1) =¢ p(Ao)

Comme X est un (1,p)-espace PI, on obtient :

1 1
Ui j)dp — ——— (i ;)d
en /B (Be3)p = 5 /B (91.3)dul

T 1 . » ’
< 05 <#()\BJ) //\B- Llp(l(d)z‘,j)) dﬂ) .

J

Notons A; ; = {x € Ao : l(¢;;)(xz) = I(f;)(z)}. On procéde au découpage
suivant :

/ Lip( ¢k3 pd#— / LIP ¢’z ]))
AB; AB;NA

+ Lip(1(¢:,5))" dp

/)\B N ENO2x-NA; j

+ Lip(1(6:,))"du
>\B NENOS

2>\7‘ A ¥

+ / Lip(I(¢4,5))Pdp
ABjﬂFiﬂAi,j

Par la remarque 2.3, on a pour u-pp = de Ag :
Lip(l(¢i;)) < Ci(lf ()] + 9())
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ol g désigne une fonction associée a f dans M, ?(Ao, E). Ainsi, par le théoréme

de convergence dominée appliqué a ¢ fixé, on obtient une quantité a(e4) tendant
vers 0 lorsque €4 tend vers 0 telle que

[ Lp()rdu < o).
ABjNAS

Ainsi, comme p est B-doublante, on obtient :
1

- Lip(I(¢; :))Pd C J’M_
w(AB;) /,\Bijgvj P (l(g:s)) dp < CF 1(Ao)

En appliquant le lemme 2.3 & une partie du type A; ; N B o B désigne un
ensemble p-mesurable, on obtient la relation suivante :

[ uteunans [ L)
A; ;NB A; ;NB

De plus, par définition de la Cheeger-différentiabilité en z (x appartient a
A, pour un certain ), on a :

1(fo) (@) = 1(fi)(2") = (Do (UI(£:)) (ua(x) — ua(a)) + o(d(x,y))-
Ainsi, pour tout i, on obtient la relation suivante :
Lip(I(fi))(x) < Le|| Do (1(fi))I-

Par définition de Z., N O3),, on obtient pour r assez petit :
/ Lip(L(f:))Pd < L25p(AB; ).
AB;jNZe, NO23r-NA;
Comme I'y, C Z,,, on obtient :
/ Lip((¢1,5))"du < LESU(AB,).
)\B,‘f‘]l—‘kﬂgzxrﬂAi,j
Ensuite, par définition de Z,,, on obtient :
/ Lip(I(f:))Pdi < L22u(65 N Ao).
AB;NZ.N65,, .NA;j
Par définition de Z., N 65,,., il vient pour r assez petit :
1 .
= Lip(I(f:))Pdu < CLZ e
1(AB;) AB;NZ:, N0S, .NA; ; )
Comme I'y, C Z.,, on obtient finalement :
1

Lip(l(¢:5))du < CLZ Bes.
K(AB;) /,\Bj ACxNOZNA; J 6
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Ensuite, par I'inégalité d’Holder, on a :

P
q

S, orena,, WpQUf)Pdn < pAB; N T4 ([, Tip(f)dp)

y

< p(A 575 ([, Lin(f)idu)
Comme z est un point de densité de I'y, on a pour r assez petit :

! S 1-E 1 H
S Lip({(¢;.; Pdu < CH? o Li ag -
505 o oo, PG 082 (s | vin(ryian)

En sommant sur j & ¢ fixé les estimations précédentes (les séries de terme

A J
général %, 52—;7 ’82—:1 sont convergentes car ¢ > p > N = llco’i g) puis en faisant
tendre €4 vers 0, on obtient pour tout i, pour tout ! de V;* s’annulant sur

Im(D, f;), pour tout r suffisamment petit et pour tout y de B,.(z) N T :

) Z<fk>du'

1 11 1 a
< C.r (62’”—{-634-6(7" a <N(AO)/A Lip(f)qd,u> )

Ainsi, en utilisant le théoréme de Hahn-Banach et la définition de limite
inverse, il vient que pour tout y € B,.(z) N T :

d(f(@) = F©), V) = by, o (@) = 1S:w))) 1
<Cor(ef +ester (i [, Lin(f)%dn) ) .

W(fe)(y) =

Comme z est un point de Lebesgue de Lip(f), on obtient (en notant C, =

Lip(f)(z)) :

1 1 1_1
lmsup L sup  d(f(@) - (), Va)) < C ( rere Ve,
r—0 T YyEB, (z)NTk

Le lemme qui suit donne une estimation quantitative de la proximité d’un
élément de B,(z) & B,(z) N Ty (une preuve de ce fait s’obtient en raisonnant
par absurde et en utilisant le lemme 2.1).

LEMME 5.1. — 1[I existe une constante C > 0 (dépendant uniquement de [3)
telle que pour tout r suffisamment petit, pour tout y € B,(z), il existe z €

B.(x) N Ty tel que d(y,z) < 057%1".
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SmentaGV et y € B,(z). Par le lemme 5.1, ilexistezeB( )NT'j tel que

d(y,z) < 057 r. Pour r suffisamment petit, on a 6’57 r < 27Fn. Par définition
de I'y et K, on a donc

17 () = F2)] < dly, 2)(Lip(f)(y) + e6) < CeF 1(Cy + £5 + 26).
Comme ||f(z) — £(y) + all < | £(z) — £(2) + al + | £(y) — £(2)], on obtient

ainsi :

. 1
limsup— sup d(f(z)— f(y),Vz))
r—0 T yeB,(x)

1 1

<C. <52 +e3+ef e CZ> + Cel (Cp + €5 +€6).

En faisant tendre les différents ¢; vers 0, on en déduit que f est Cheeger-
différentiable en p presque tout point de I'y. Ainsi, on obtient que f est Cheeger-
différentiable u-pp.

Troisieme étape. — 1l ne reste plus qu’a vérifier que la Cheeger-différentielle
de f est mesurable et unique.

Soit x € A, pour lequel f est différentiable en z. Pour ' € A,, on a en
composant par m; dans la définition de la différentiabilité en x :

fil@") = fi(x) + 7i(Pa) (ua(2') — ta(@)).

Or, par le théoréme de [2], on sait que pour tout ¢ : m;(®,) est déterminée
de maniére unique modulo des ensembles de u-mesure nulle. Ainsi, pour tout
a, D, est déterminée de maniére unique modulo des ensembles de u-mesure
nulle. Donc la différentielle de f est déterminée de maniére unique modulo des
ensembles de u-mesure nulle.

Par unicité, on a montré que D, f et =1 ({D,f;}) : ToX — E coincide
p-presque partout. Or, en remarquant que D, f; est u-mesurable pour tout ¢
et en utilisant le fait que F est un espace de Banach GFDA, on obtient que la
différentielle de f est p-mesurable. O

REMARQUE 5.2. — L’exposant N du théoréme 5.1 est optimal. En effet, si on
choisit X = R™, u = A\, la mesure de Lebesgue n-dimensionnelle et £ = R,
en utilisant le fait que WH*(R",R) = M1 (R",R) et que (R™,\,) est un
(1,1)-espace PI, on trouve que la constante N du théoréme 5.1 est n (car la
constante de doublement de la mesure A, est 2"). Or, par un contre-exemple
de Stein (on peut trouver des conditions plus précises dans [1]), on sait qu’ il
existe une application de W™ (R",R) (pour n > 2) qui n’est différentiable en
aucun point.
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COROLLAIRE 5.1. — Soit X un (1,q)-espace PI supportant une mesure p
B-doublante avec ¢ > N = llggg Soit E un espace de Banach GFDA. Si f

appartient a Ml1 Y(X,E) alors f est Cheeger-différentiable pu-pp.

Démonstration. — Par le théoréme de [14] (en fait, ce n’est pas une application
directe du théoréme de [14] mais en utilisant le théoréme de Hahn-Banach et un
chainage de boules, on peut étendre le théoréme de [14] pour des applications
lipschitziennes & valeurs banachiques), X devient alors un (1, p)-espace PI pour
un certain p vérifiant ¢ > p > N. Une application du théoréme 5.1 permet alors

de conclure. O
COROLLAIRE 5.2. — Soit X un (1,q)-espace PI supportant une mesure p
B-doublante avec ¢ > N = 88 Soit E un espace de Banach GFDA. Si f

log 2
appartient a Nl’q(X E) alors f est Cheeger-différentiable p-pp.

loc

Démonstration. — Par le théoréme principal de [14], X est un (1, p)-PI espace
pour un certain p tel que ¢ > p > N. Ensuite, par la caractérisation des
espaces de Sobolev généralisés sur les espaces PI de [20], on sait qu’il existe
une application p € LI(X,R") telle que le couple (mi(f),p) satisfasse une
inégalité de Poincaré de type (1,p) (avec des constantes qui ne dépendent que
de la constante de doublement de X et des constantes intervenant dans les
inégalités de Poincaré faible de type (1,p)). Ainsi, comme {7, Vi} est une
approximation de dimension finie de E, on a par le lemme de Fatou que le
couple (f, p) satisfait une inégalité de Poincaré de type (1,p). Le point (i) du
lemme 2.5 montre que f appartient & M, 1’q(X E). Le corollaire 5.1 permet de

loc

conclure. O
COROLLAIRE 5.3. — Soit X un (1,q)-espace PI supportant une mesure p
B-doublante avec ¢ > N = %88 Soit E un espace de Banach GFDA. Si f :

log 2
X — E est une application mesurable telle que Lip(f) appartient & L{ (X, RT)
alors f est Cheeger-différentiable p-pp.

Démonstration. — Par le lemme de Fuglede (on peut se référer au théoréme 2
de [8]), il existe un ensemble A de courbes de p-module nul tel que pour toute
courbe (localement rectifiable) v ¢ A paramétrée par sa longueur d’arc

/(Lip(f))qu1 < +00.

Soient z et y deux points de X. Choisissons une courbe v ¢ A paramétrisée par
sa longueur d’arc et reliant x et y. Soit 7 € E*. Définissons ®(s) = w(f(v(s))) :
[0,1] — R. Grace & l’absolue continuité de ®,, on a :

(£ (@) — 7 (f )] = | / @) < Il / Lip(f)dH".
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En utilisant le théoréme de Hahn-Banach, on obtient que Lip(f) est un g-gra-
dient supérieur faible de f. Ainsi, f appartient a Nﬁ)’q(X , E) et le corollaire 5.2

C

permet de conclure. O
THEOREME 5.2. — Soient X un (1,p)-espace PI muni d’une mesure yu com-
plete et 3-doublante et E un espace de Banach RNP. Notons N = llﬁi’g Si f

appartient a Mllo’g (X, E) pour un certain ¢ > max{N,p} alors f est Cheeger-
différentiable p-pp.

Démonstration. — On peut toujours supposer que E est séparable. En effet,
comme f est p-mesurable, il existe un ensemble A de u-mesure nulle telle que
f(X N A®) est séparable (voir [12]). Comme RNP est héréditairement séparable
(voir [17]), on peut remplacer E par Vect(f(X N A°)).

Ainsi, par le lemme 4.2, la différentielle faible de f est bien définie pu-pp. De
plus, en appliquant PANP du couple (lgn Vi, E), on en déduit une conclusion

analogue au lemme 4.3. De plus, par [7], la différentielle faible est & valeurs dans
E (la régle de chaine est valable car f est faiblement différentiable en p-pp z de
X et f posséde un représentant continu par le point (ii) du lemme 2.5). Ainsi,
en utilisant PANP du couple (lgn Vi, E) (au lieu de la propriété GFDA), un

raisonnement analogue & celui effectué pour démontrer le théoréme 5.1 permet
de conclure. O
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