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SUR LES REPRÉSENTATIONS UNITAIRES
DES GROUPES DE LIE NILPOTENTS. V.

JACQUES DIXMIER.
( Paris ).

Soit F un groupe de Lie réel niipotent simplement connexe. Conformé-
ment à une conjecture émise dans [3], nous démontrons dans le présent
article que les caractères des représentations unitaires irréductibles de T
sont des distributions sur T. On sait qu'un résultat analogue a été établi
par HARISH-CHANDRA pour les groupes semi-simples [7]. Ce résultat est par
contre en défaut pour les groupes résolubles, même s'ils sont de type I.

En fait, nous verrons que les caractères de T sont même des distributions
tempérées^ c'est-à-dire transformées de distributions tempérées sur l'algèbre
de Lie de T par l'application exponentielle.

Le chapitre 1 est consacré à des lemmes concernant l'espace localement
convexe ^(F); ces lemmes sont analogues à des propriétés connues pour
l'espace ^(R^) de L. SCHWARTZ.

NOTATIONS. — On désigne par H l'ensemble des nombres réels, par C celui
des nombres complexes. Si F est un groupe de Lie réel, on désigne par c0(r)
l'espace des fonctions complexes indéfiniment différentiables à support
compact sur F, par Zc(r) l'espace des fonctions complexes intégrables
sur F pour la mesure de Haar d^ (on ne considère que des groupes niipo-
tents, donc unimodulaires), par e l'élément neutre de F, par s^ la mesure
ponctuelle de masse i en yçF, par ^ le produit de convolulion. Si U est
une représentation unitaire de F et si FçLc(T), on note U(F) l'opé-

rateur Ç ^(y)^(ï)^ï-
JT
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66 J. DIXMIER.

CHAPITRE I. — Fonctions à décroissance rapide
sur un groupe de Lie niipotent simplement connexe.

Soient F un groupe de Lie réel niipotent simplement connexe de dimen-
sion n^ et ^ son algèbre de Lie. On sait que l'application exponen-
tielle a—^expa est un isomorphisme de la variété analytique 0 sur la variété
analytique T. LIne fonction F sur T sera dite une fonction polynôme (resp.
une fonction indéfiniment différentiable à décroissance rapide) si la fonc-
tion transportée de F sur 9 par l'application exponentielle est une fonction
polynôme (resp. une fonction indéfiniment différentiable à décroissance
rapide). Nous noterons ^(T) l'espace vectoriel des fonctions indéfiniment
différentiables à décroissance rapide sur F. L'application exponentielle
permet de transporter à ^ ( T ) la topologie de ^(î0, et ^(F) devient ainsi
un espace de Fréchet. Nous appellerons distribution tempérée sur F un
élément du dual de l'espace vectoriel topologique ^(F), c'est-à-dire une
distribution transformée par l'application exponentielle d'une distribution
tempérée sur ^.

Dans ce chapitre, nous choisirons une base dans 9, d'où un système de
coordonnées dans 9. En transportant ce système par l'application exponen-
tielle, nous obtenons un système de coordonnées dans T que nous note-
rons œ^ . . ., Xn- Quand cela sera commode nous pourrons alors identifier
une fonction F sur T à une fonction (Êi, . . ., In) ~> ̂ (£15 • • • ; Ïn) sur R".

LEMME 1. — (a) Tout champ de vecteurs invariant à droite ou à gauche
n

sur F est de la forme ^.-Pi («^ • • - 7 ^/O ^— ? où les Pi sont des polynômes.
1=1

(b) Réciproquement^ soit (A\^ .... X^} une base de l'espace des champs
de vecteurs invariants à droite (resp. à gauche) sur r; les champs de

vecteurs .— sont des combinaisons linéaires des A\ à coefficients

polynomiaux.

(c) Toute forme différentielle de degré i invariante à droite ou à gauche
n

sur F est de la forme ^. Qi(x^ . . ., Xn) dx^ ou les Ci sont des polynômes.
i=i

(d) La mesure de Haar sur T est définie par une forme différen-
tielle Ç(^i, . . ., Xn) dx^. . .dxn^ où Ç est un polynôme.

DÉMONSTRATION. — On sait (par exemple grâce à la formule de HausdorfT)
que, si y et y7 sont deux points de r, les coordonnées de yy^ sont des
fonctions polynômes de celles de y et y'. Soit alors yo un point de F de
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coordonnées (^i, ..., E^). La donnée du système de coordonnées (œ^ ..., œ^)
permet d'identifier l'espace tangent en chaque point de r à R71. La transla-
tion à droite 7?y^ définie par Y() admet pour application tangente en e une
application linéaire dont la matrice est fonction polynôme de Ei, . . ., tn-
- . ^ à , -
Donc, si a i .— +. . .+ a^.— est un vecteur tangent a l en e, son trans-

OXy OX,^
n

formé par cette application linéaire est de la forme ^ Pi(ti^ • • . 5 tn) -^—»
-<—^ ' ' ÔXi
z'=i

où les Pi sont des polynômes. Ceci prouve (a) pour les champs de vecteurs
invariants à droite, et on raisonne de même pour les champs de vecteurs
invariants à gauche. Considérons maintenant l'application tangente en Y()
à 7?^-i ; son application transposée transforme l'espace des covecteurs
tangents en e à r en l'espace des covecteurs tangents en Y() à r. Comme les
coordonnées de y^1 sont ( — E i . . . , — E / ^ ) , (c) se démontre alors par la
même méthode que (a). L'assertion ( d ) résulte de (c). Prouvons (b).
Soit (c*)i, . . . . Cx)^) les formes différentielles invariantes à droite (resp. à
gauche) sur T constituant la base duale de (J^, . . ., Xn}. Ecrivons

à v.
"ki -^-S '̂ ^-2^^'

Â-=l k=i

où les Pki et les Çkj sont des polynômes. Les matrices (Pki) et (Çkj) sont

contrasrédientes, donc les -,— sont des combinaisons linéaires des JT; dont
dxk

les coefficients sont des polynômes Qkj'

LEAIME 2. — Soit (^Ti, ..., y^n) une base de V espace des champs de
vecteurs invariants à gauche (resp. à droite) sur T.Pour quune
fonction F indéfiniment différentiable sur F appartienne à ^(F),
il faut et il suffit que^ pour tout polynôme P, pour tout système
d'indices i^ ..., ic/ç. \ i, 2, .... n} et pour fout système d^entiers aj, .... a^^o,
la fonction P .X^ . . . X^^F soit bornée. Si Von pose

pp^.^^...^(F)=snp\P.^...^F^

les semi-normes pp,i^...,i ,ai...,a, sur ^(T) définissent la topologie de ^(T).

DÉMONSTRATION. — D'après le lemme 1(^)5 si F ç ' S ^ ) , toute fonc-
tion P.X^ .. .X^F est bornée, et pp,i,,...,i: , ai,..., a est majorée par une
semi-norme définissant la topologie de S»'(F), donc est continue sur ^(F).
D'après le lemme l (^ ) , si les fonctions P.X^...X^F sont bornées,
on a T^Çc^r), et toute semi-norme définissant la topologie de ^(T) est
majorée par une somme de semi-normes pp , i ^ . . . ,i ,ai , . . . , a, i de sorte que ces
semi-normes suffisent à définir la topologie de ^(F).



68 J. DIXMIER.

LEMME 3. — On a Ï(T)cLc(r), et l'application identique de ^(T)
dans Zc(r) est continue.

DÉMONSTRATION. — Soit F un élément de ^(T). Soit Q un polynôme tel
que la forme différentielle Qdx^. . . dx^ définisse une mesure de Haar sur T
(lemme i ( d ) ) . L'intégrale de [ F\ par rapport à cette mesure de Haar est

f>|^|ç^,...^,^[sup|^]Ç(I4-^2+...+^y^]
^r

X j ( i 4- x\ 4- . . . + x\ )~n dx^. . . dx,i.
JRH/R.

La dernière intégrale est une constante finie et le crochet est la valeur en F
d'une semi-norme définissant la topologie de ^(F). D'où les deux assertions
du lemme.

LEMME 4. — Pour toute Fç^(T) et tout yeF, notons L^F et R^F les
fonctions ^i—^F{^~1^^)^ Yi—^/^YiY). Alors L^et 7?y sont des applications
linéaires continues de cS'(r) dans ^(JT).

DÉMONSTRATION. — Soient yo^r et F ç ' S ( T ) . Soient Pi, . . . , Pn les poly-
nômes en n variables réelles tels que

œiW}')=pi(œi(^)^ • • ^^ ( ï ) ) ( ^ = 1 ) 2 , . . . , / l )

pour tout Y^r. La transformée de F==F(^^ . . . , tn) par ^vo es^ ^a fonction

F(Pi(^ ...,^), ...^.(^i, ...,^)).

Toute dérivée de cette fonction par rapport à certains des a est une combi-
naison linéaire à coefficients polynômiaux indépendants de F de fonctions
de la forme 6r(jPi(Ei , . . ., E^), . . ., P^(^i, . . ., E/z)) , où G est une dérivée
de F par rapport à certains des ^. Soit Ç un polynôme en n variables
réelles. On a

sup|Ç(^, ...,E,)W(^ ...,„), ...,^(;i, ...^))|
= ̂ P 1 Cl (^ • • ^ Ï.n) ̂ (El, • . . , In) |

où Ci est un nouveau polynôme lié à Ç de manière indépendante de F. Une
telle expression est de la forme p ( F ) ^ p étant une semi-norme continue
sur ^(-T); ceci prouve que Lv est une application continue de ^(JT) dans ^(T).
On raisonne de même pour 7?<^.

LEMME 5. — Soit Fç'<S(T). Avec les notations du lemme ^, les applica-
tions Y-^ZY^, Y—^7?v.F de F dans ^(T) sont indéfiniment différentiables.
Soit aç.^. L'application de R dans ^(F) :

t->L^^^ta} F (resp. t->JR^ta).^F)

a pour dérivée en o Isolément L^(a^F) (resp. R^(Fi^a)) de ^(T).
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DÉMONSTRATION. — (a ) Soit P un polynôme sur T. La fonc-
tion (y, Yi ) -> (-L^P) ( f i ) est une fonction polynôme des coordonnées
de y et de yi. Donc, quand Y parcourt une partie compacte de F, les
fonctions | L^P sont majorées par un polynôme fixe. Par suite, les
nombres sup | P ( L ^ F ) \ == sup (L^P)F\ sont majorés dans R quand y
parcourt une partie compacte de T.

(b) Soient toujours P un polynôme sur F, et X un opérateur différentiel
invariant à gauche sur T. Si K est une partie compacte de F, les nombres

PW [I + ̂  (ïl) +. . .+ ̂ (Tl)] WXF}) (Y,)

où y parcourt K et Yi parcourt F, sont majorés dans R d'après (a). Par
suite, étant donné s > o, il existe une partie compacte Ky de T telle
que |P (Y, ) (Z^( . r7Q) (Yi ) | ^£ quels que soient veA: et Yi^ATi. D'autre
part, quand Y --. e, P. {L^XF) tend vers P.{XF) uniformément sur K,.
Donc, pour v assez voisin de ^, on a

ou

sup 1 P . {L^XF) - P. (XF) | ^22

s u p \ P . ^ ( L ^ F - F ) ^2£.

Vu l'arbitraire de P et X, ceci prouve, compte tenu du lemme 2, que
l'application -(->L^F est continue en e, donc continue partout à cause de
la relation L^f=L^L^f.

(c) Soit a ç. <g. La fonction (Ci, ..., îni t) -> (^.(exp^)-^) (Sn . . . , E./z) a pour
dérivée par rapport à ^ l a fonction (Ei, ..., ̂ , t)—^(L.^^pia)(a^F)) (^i, ..., ̂ ).
Donc

„<
t-^L^^^F-L^F)^ .^^n)=t-1 ^.(exp^(^*^)(Si. ...,y^.

•^o

Le deuxième membre, en tant que fonction sur F, n'est autre que l'intégrale

vectorielle t-1 f L^^n^a^F) du. D'après la partie (b) de la démon-
v 0

stration, cet élément de ^(T) tend vers L^ (a* F) quand t->o. Donc la fonc-
tion t->L^^ta)F à valeurs dans ^(T) est dérivable et de dérivée L^(a-kF)
pour t=o. Comme a*.Fe^(T), on peut recommencer le raisonnement
précédent, et, de proche en proche, on voit que l'application ^->-L^F de F
dans ^(F) est indéfiniment différentiable. On raisonne de façon analogue
pour 7?v.

LEMME 6. — Soit P un sous-groupe fermé connexe de F. Soient F ç. ̂ (F),
et F ' la restriction de F à P. Alors, ^e^(P), e t F - > F ' est une appli-
cation linéaire continue de ^(F) dans '^(P).
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DÉMONSTRATION. — Soit ^ la sous-algèbre de 9 correspondant à F'. L'appli-
cation exponentielle de ^ dans P est la restriction à ^ ' de l'application
exponentielle de g dans -T. Pour prouver le lemme, il suffit de prouver
l'assertion correspondante pour ^(9) etS?(<^), et cette dernière est immédiate.

LEMME 7. — Soient P un sous-groupe fermé connexe de T. Soit F ç. ̂ (T).
Pour à, ô'çr, soit F^^y la fonction Y->F(^-1^'^) sur P. Alors l'appli-
cation (ô, ^)—^Fp^^' de T xT dans ^(P) est indéfiniment différentiable.

DÉMONSTRATION. — Ceci résulte des lemmes 5 et 6.

LEMME 8. — Soient ^f un idéal de 3, P le sous-groupe correspondant deT^
et îi un sous-espace vectoriel de ^ supplémentaire de ^ dans «. Soit F ç ̂ (T).
Pour tout açî», soit Fa la fonction Y—^ F (expa.^) (resp ^'•—>• F(^. exp a))
sur P, qui appartient à ^(P) diaprés les lemmes 4 et 6. Alors, a—>Fa
est une application indéfiniment différentiable à décroissance rapide de ï»
dans cS(P), au sens de [8].

DÉMONSTRATION. — Nous étudierons seulement le cas où Fa(Y) ==F(expa.Y)'
L'application a—>Fa est composée de l'application exponentielle de ï» dans F
et ï» une application qui est indéfiniment différentiable d'après le lemme 7;
elle est donc indéfiniment différentiable. Notons F~ l'application ^->L^F
de F dans ^(F) (avec les notations du lemme 4) ; elle est indéfiniment
différentiable, et, pour tout champ de vecteurs JT invariant à gauche, la
dérivée XF~ est de la forme G"', où Gç.'ë(T) (lemme 5). Donc, d'après le
lemme l (^ ) , toute dérivée de F" par rapport à certains des Xi est combi-
naison linéaire à coefficients polynômiaux de fonctions G^, où GçÏ>(T).
Nous pouvons par ailleurs supposer les coordonnées ^i, . . ., x^ choisies de
telle sorte que ^ soit défini par les équations Xy ==. . .== 3Cp==- o, et î» par les
équations Xp^ == . . .== Xn=- o. Alors, toute dérivée de la fonction a->Fa
est combinaison linéaire à coefficients polynômiaux (en ^i, . . . , Xp} de
fonctions a—>Ga-s où GG^SÇT). Pour établir le lemme, il suffît donc de
prouver que, étant donné un polynôme Q sur ï» et une fonction G ç ' S ( T ) ^
l'application a—> Ç(a)Ga de ï» dans ^(P) est bornée; autrement dit, il faut
montrer que, quels que soient les polynômes Ç(^i, .... \p) et Çi(E^,+i, ..., t^),
les fonctions

(Si, ...^)->Ç(^ •••^)
ô^

xsup,^,,.,^ Çi(^+i, •••^)*^——^^'••^^^ • • ^ ^ )
( -04-1 • ' ^

sont bornées. Or, soient (Pi(î,i, . . . , En) , . . . , PnCt,ii - - "> î,n)) les
coordonnées du produit de exp((^i, . . . , E^)) par le point de coor-
données (o, . . . , o, ^+i, . . . î,n)- Les Pi sont des polynômes, et

G(^,...,^)(^p+i, . . ., E,0= <r(Pi(,^, ...,^), ...,P,^i, ...,^)).
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Nous sommes en définitive ramenés à montrer qu'une fonction

(l) Ol, ...^)^(^ '-^n)If(Pi^ ...^n). ...^On • • -^ ) )

où Ç, est un polynôme et où //^(R^), est bornée. Comme l'application
exponentielle commute aux homomorphismes, l'image d'une classe module ^'
dans 9 par l'application exponentielle est une classe modulo F dans T.
Donc 1\C^ . . . , ln)=^ . - • , ^(^ -^ ^)==^ et^/^ ;•- -
s'expriment comme polynômes par rapport à ^i, ..., ̂  P^-+-i(ii, ..., ^ ) , . . . ,
^(£1, • • ^ H/0- La fonction (i) a donc même borne supérieure qu'une
fonction ^

(t,, ..., E/O—Ç^^ • • • . ̂ )^(^ " ^ -)

où Ç, est un nouveau polynôme, de sorte que cette borne supérieure est
finie.

LEMME 9. — Soient F un sous groupe fermé distingué connexe de F,
et r°==r/r, qui est niipotent simplement connexe. Soit Fç^(T). Pour
tout ver, l'intégrale de L^F sur F {intégrale qui converge d'après les
lemmes 3 et 6) ne dépend que de la classe y0 de v dans F0; soit F0^) sa
valeur. On a .F°e eS(T°), et F -> F° est une application continue de ^(F)
dans-ëÇT0).

DÉMONSTRATION. - II est clair que f ( L ^ F ) (y') d^ ne dépend que de 7°.
Jp

Soient ^ l'idéal de 9 correspondant à F, et l> un sous-espace vectoriel
supplémentaire de ^ dans $. Il s'agit de montrer que la fonction

f (Zexp^)(ïW
^P

a-> 1 (^cxp^
^r

sur ï est indéfiniment différentiable à décroissance rapide. Or, l'application
qui, à l'élément a, fait correspondre la restriction de L^aF à F, est une
application indéfiniment différentiable à décroissance rapide de î» dans ^(F)
(lemme 8). Il suffit alors d'appliquer le lemme 3. La continuité de l'appli-
cation F->F° résulte du théorème du graphe fermé et du lemme 3.

LEMME 10. — Soit D une dérivation niïpolente de 9. Pour tout ^eR,
soient Ai Vautomorphisme de F associé à F automorphisme exptD de ^
et Bt Fautomorphisme correspondant de ^(T). Soit p une semi-norme
continue sur ^(F). // existe un entier TV^o et une semi-norme continue?
sur ^(F) tels que p ( B , F ) ̂  (i + 1 1 ̂ p ' Ç F ) pour toute F ç ^ ( T ) et
touttç'R.

DÉMONSTRATION. — II suffit d'envisager le cas où
àxF

p(F)=s^ Q^ ,̂
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lé';:,.̂ r̂ ,z:";:î°̂ ;'.p:•c,'l:•;:"•»•;o^i•»"I't/)esl
iïs::̂ :""""Donc Jl ̂ -^^on,̂ p:

71

^-^^•(^

7=1

où les y .̂ sont des polynômes en t. Alors,

P(^F)==sup Ç———0^
^î1.. • à^ \ 'ou

G^ ••^^(^+...+^4, ...̂ +...+ .̂
^GDonc -——^-.,

Ô^. . . ri^n ̂ 1^7——^Œi, . . . ,^) est une combinaison linéaire de fonc-
^7^lions

^i • • •^7——^(^^+...+^^... ,^t.+...+^^ dont les... 6

cocftcitin, sont de, polynômes en i indépend.nt, de F. 0

""' <)(s- ••••s">.*^:(i"S-•-'..-.S., ..., >..,i,+...̂ ,,,,E,,)j

=."P Ç(.,,̂ ...+,,,,,,, ..„ ̂ ...̂ ,,,,ŷ ,̂, ..„ y •

^o^nZe'd l̂'Hnï;:̂ ——— ̂ f •——————— "••.. -

;::P :̂;1̂ ^̂

LEMME 1 1 . - ̂ ^< g' «„ idéal de 9 de codimension i P le sous ^rn,,^

ZZTTrde r ' t ̂  "-̂  wc<0^rf<' o -^^ÎT;
Î̂ J'̂ /̂ ^Tf;̂ ;07'̂ 0"!̂  ̂  r' ^ ̂  urp^^ non nllcleï Pour tout ôçA, définissons t(ô)çR par l'égalité ë=exp(t(S)a )

^^^Tr sur ^r)- // —————- enSerN^ J^rlouce ̂ ç À(I ̂  les/onctions '

(§,ô')-^(,+\t(§)\)-^(F^,)
(•s^')^(I+\t(S')\)-^p(Fs,s,)

sur A x A (ou Fs,,, est défini comme au lemme 7) soient bornées.

D^MO^O. La resu-iction à ,' de .̂ ^ est une dérivation niipo-

T, , e 8 ' et ^"'̂ o^isme de F associé à exp/7) est la restriction
a F de 1 auto.norphisme intérieur de T défini par exp .̂ Soit ̂  • u^o.or-
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phisme correspondant de S(P). Il existe (lemme 10) un entier TV^o et une
semi-norme continue p ' sur ^(P) tels que/?(^^)^(i 4- 1 1 \ ) N p f ( F f ) pour
toute F^ç-SÇr) et tout^eR. SoitFç^(T). Pour tout âçA, notons S^F
la restriction à P de JR^F. Si ôçA, (^eA, et y^çP, on a

(.B^So-^F) (Y)= (S^F) (ô-^ à)
= (B^F) (ô-^ ô) ̂  F(^Y ^) = F^, (^),

donc
p(F^)^(i+ t^)\)Np'(S^a'F)

Or, d'après le lemme 8, l'application S-^S^F de A dans ^(P) est bornée.
Donc la fonction (ô, ô')-^^-^- [ ^ ( ô ) [ ̂ ^(^ô^Q sur A X A est bornée. En
remplaçant les translations à droite /?o par les translations à gauche Zg, on
voit de même que la fonction (ô, ô') -> (i 4- [ t ( S ' ) [ ̂ ^(^ô.ô') est bornée.

CHAPITRE II. — Le théorème principal.

LEMME 12. — Soient F M/Î groupe de Lie réel niipotent simplement
connexe de dimension ^2, $[ ,?cw algèbre de Lie^ U une représentation
unitaire irréductible de T. Deux cas sont possibles :

Premier cas : le noyau de U est de dimension ̂  i.

Deuxième cas : il existe un idéal ^ de g de codimension i, un élément a
de § n^ appartenant pas à ̂ , un élément b du centre de 3', et une représen-
tation unitaire irréductible U' de P (sous-groupe de P correspondant à ̂ ')
tels que :

i° U est unitairement équivalente à la représentation de Y induite par U ;
2° pour tout tç'R,, l'opérateur différentiel U^(expadta) .b) est l'opé-

rateur scalaire itÇ=: \/— 1 1 ) .

DÉMONSTRATION. — II existe dans 9 un idéal t de dimension 2, et î est
nécessairement abélien. Pour tout cçg, soit Uc la restriction de adac à f.
Par rapport à une base (^i, e.^) convenablement choisie de f, la matrice de Uc
est de la forme

/ o o\
\Mc) oF

où ^ est une forme linéaire sur 9 qui s'annule sur f. On voit que R^ est un
idéal central de 9. Soient <I> et €>' les sous-groupes de F correspondant à £ et R^.
Ce sont des sous-groupes fermés distingués abéliens, et l'application expo-
nentielle de i sur 0 est un isomorphisme de groupe de Lie, de sorte qu'on
peut identifier <I> à un espace vectoriel de dimension i sur R. Soient Yi= exp Ci,
Y 2 = = e x p ^ 2 ; alors (yi, ^2) est une base de <I>. Soit <I> l'espace vectoriel dual
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de l'espace vectoriel <Ï>. Soit (v^, y ^ ) la base de <î> duale de (yi , y^) . Pour
cç 9, l'automorphisme de 0 défini par expc admet, par rapport à la base
(YI, Y.)), la matrice

( l ° } '\7.(c) i )

L'automorphisme transposé du précédent admet, par rapporta (y^ , y^ ) , la
matrice

/i À ( c ) \

V 0 I )
Considérons la restriction de U à <D. Le théorème de Stone généralisé lui
associe une mesure sur ̂ , qui est concentrée sur une orbite 0 de F dans 0 [5].
Soient ^ç 0 et P le stabilisateur de ^ dans T : c'est un sous-groupe fermé
dans T. Alors [o] U est unitairement équivalente à la représentation de T
induite par une représentation unitaire irréductible U' de P.

Soient (71, 7.2) les coordonnées de ^ par rapport à (v^, Y ^ ) . Le transformé
de ^ par expc a pour coordonnées (^1.4- ^ ( < ^ ) ^ 2 , %2). Donc P est l'ensemble
des exp c (<"€<0 tels que ^(c)^==o. Si .̂2 = o, l'orbite Ose réduit à { % } ,
et ^ est nul sur ̂  donc ^7 est triviale sur 0', et l'on est dans le premier
cas du lemme. Si À == o, f est contenu dans le centre de 9, donc 0 est contenu
dans le centre de T et U est scalaire sur <D; comme dim<l> > i, on est encore
dans le premier cas du lemme. Supposons désormais ^27^ o et À 7-= o. Soit ^
le noyau de À, qui est en même temps le noyau de la représentation c->Uc
de 0. C'est un idéal de codimension i de g, et le centre de ^ contient f. Le
sous-groupe P est l'ensemble des expc, c€^, donc est le sous-groupe de T
correspondant à ^. Puisque U' est irréductible, et que î est contenu dans le
centre de ^\ U' est scalaire sur 0. Supposons d'abord U' triviale sur ^ b ' .
Comme les points de <D^ sont fixes pour les automorphismes intérieurs de F,
U est triviale sur ̂  ce qui contredit l'hypothèse ^s^o. Donc U' est non
triviale sur <Ï>', de sorte que l'opérateur différentiel U ' ' (e.z) (qui est un opé-
rateur scalaire) est non nul. En multipliant e.^ par un nombre réel convenable
on peut supposer que U ' (e.z) == /. Posons par ailleurs U' (e^) == j3?', où |3çR.
Soit a un élément de 9 tel que ^ (û^^ i . On a a^ï^, et

[ a, (°i ] == }i ( a) <°2 == <?-2 [ <2, ^2 ] == o
donc

( exp ad ta).e^=zei-}- te^_
( exp ao? ta) .e.î=. e^

donc

^7 ((exp 6^a). (^ — (3 <°.2)) = ^(<?.i + ^2 — p ^2) == ̂  -4- it — ^[S == it.

Nous sommes dans le deuxième cas du lemme avec b == e^ — (3^î.
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THÉORÈME 1. — Soient T un groupe de Lie réel niipotent simplement
connexe, U une représentation unitaire irréductible de T dans un espace
hilbertien S). Il existe un entier p^o, un isomorphisme ^ de 4j) sur
l'espace hilbertien LQ (R^), et une application linéaire continue K de 'S(T)
dans ^(R2^) tels que, pour toute Fç^S{T), ^[^(F)^-1 soit l'opérateur
dans Lc(W) dé fini par le noyau K(F).

DÉMONSTRATION. — Soit n la dimension de F. Pour n=ï^ T est abélien.
L'espace ^ est de dimension i et s'identifie à C, c'est-à-dire à Zc(R^)
avec/? •==. o. La représentation U s'identifie à une fonction continue ^ sur T
telle que x(ïï') = xMxd^ \'X.^)\=Ï ^^ (îue soient ï^ '.€r pour

F ç ^ ( T ) , U(F) est l'opérateur scalaire \ F ^ ) - y ( ^ ) d ^ ' , l'application
^r

P—^ Ç F (v )^ (y ) d^ est une application linéaire continue de ^(T) dans
Jr *

ç ̂  ^(R2^), d'après le lemme 3. Le théorème est donc vérifié dans ce cas.
Raisonnant par récurrence sur n, nous supposerons désormais 71^2 et le
théorème démontré pour les groupes F de dimension < n.

Supposons qu'on soit dans le premier cas du lemme 12. Alors U est
triviale sur un sous-groupe fermé distingué connexe A de dimension ̂ i de F.
Le groupe P^IVA est niipotent simplement connexe. Soit U' la représen-
tation de F déduite de U par passage au quotient. D'après l'hypothèse de
récurrence, on peut supposer que U' opère dans un espace /^(R^), et qu'il
existe une application linéaire continue K' de ^(P) dans '^(R2^) tels que,
pour .F'e^r), U ^ F ' ) soit l'opérateur dans Zc(R^) défini par le noyau
K ' ( F ' ) . Pour jFe^(T), soit F ' la fonction sur P déduite de F par inté-
gration le long des classes module A. D'après le lemme 9, F-^ F ' est une
application linéaire continue de ^(T) dans ^(F). Si l'on pose K (F)=Kf(Ff),
F->K{F) est une application linéaire continue de ^(F) dans cS(R^).
D'autre part, soient y ç.T et y' sa classe modulo A. On a

r^ (yô)^(yô)^== f F ^ ) U ' ^ ) d ^ = F ' ^ ) U ' ^ ' )
JA ^ A

donc
U(F)= f^(ï)^(ï)^== f^(T)^(T)^ï=^(^).

Jr ^F

de sorte que U(F) est l'opérateur défini par le noyau K ( F ) . Le théorème
est donc établi dans ce cas.

Supposons qu'on soit dans le deuxième cas du lemme 12. Nous introduirons
les notations correspondantes ^\ P, a, b, U ' . D'après l'irypothèse de récur-
rence, U' s'identifie à une représentation unitaire de P dans un espace
ff=LcCRP'), et, pour toute F ' ç ^ Ç F ) , U ' ( F ' ) est l'opérateur défini par un
noyau K ' ( F 1 ) ç. ̂ (R2^), K' étant une application linéaire continue de ^(P)
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^^^^^.^^ ĵ̂ -â^- '̂ïïïr;^,^1
So.i Fe S(D. po», a, s A, ,-, SA, ,..6 r, „»„, po.»on,

^î.Atï'f^FtiY'Y'i,).

îl̂ ';''"'1"' (lemme'4 « 6)- "°«« •II»". d-.b.rd érb],, l..».,,»,

.̂ ..tSS.lf.̂ ŷ "• -
.nd r̂̂ &.î̂ T.zvïr-r̂ ^ •„'x A î';̂  •P^-OB

Sï255S^=,S£
^H—^S?^^^
; - — — i ( ^ , -^,:,0^^ ̂  ̂ :,̂ ^̂ ^̂ ^

^^^rĵ o :̂;;:;.0^
^nUnue ̂  su. .(F) .Ile ,ue .̂  ̂ ^ ̂ s^^

î^r^ existe un entier ̂ 0 tel que' p0-tout enti- ̂ " i-
(^^^-^(^l^â)!)-^/»'^^^^^)
(ô, ô') ̂  (i + | <(ô') ( ̂ ^'((^^éy^'ç,)

sur A x A soient bornées (lemme 11). Donc les fonctions

(^ê')-^(i+\t(S)\)-^h(Ji'((b7i,F)5^))
(S, §') ̂  (i + | f(S') 1 )-^h(K'((Fif bf)s^))

sont bornées. Or, sur r, on a :

ïo-.^*7^,=(^,^^)^_^^

=(expffrf^ô)a.é)?^(£,_,^.7?^^ )
donc, sur P :

(^^^^^^^^(expa'rf^ô)».^)^^^^^.
On en déduit

u'((bv^F)^•)=(U'(^paclt(S)a.b)y,U'(F^)=flt(S)<,u'(Fs,5,),
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donc
^((b^F^^i^t^K'ÇF^).

Ainsi, la fonction

(Ô,Ô /)-^( I+|^(Ô)|)-^( I+|^(Ô)| (7)^(^(^^))

est bornée, et ceci quel que soit l'entier <7^o. On en conclut aussitôt que,
quel que soit l'entier ^^o, la fonction

(ô,^)^!^)!^^^^))

est bornée. On voit de façon analogue que la fonction (à, §')->\t(^) ̂ hÇK' (F^^))
est bornée, et nous avons donc bien établi l'assertion (^).

Définissons une fonction A ( F ) sur R^=R X R^ X R X R^' en posant

K(F) (t,, c^, t._, w,) =K!(F^t,a^t,a) (^i, ̂ ) (^.i, ^€R, c^, c^eR^).

Il résulte de (^) et de [8], p. ii5, que K ( F ) € ' S ( ' R ^ ) . Identifions comme
plus haut Z|)'(A) à Zc(R^) en posant, pour/çZ^A),

( f (expia)) (^)=f(t, ûô) (^çR, c^eR^).

Soient fçLk'( A) et/ 'eZi^A). La fonction (ô, ô /)-^(^(^,ô0/(^) l/^^))
sur A X A est intégrable pour la mesure dô d^ et d'intégrale (U(F)f\f).
(Ceci résulte de la démonstration de [2], lemme 37, dans laquelle l'hypo-
thèse que F est continue à support compact peut être remplacée par
l'hypothèse que F ç ' S ( T ) ) . Donc
{U{F)f\f)

= (îif\K (F^y)) (GJ,, ̂ /(à^^J'^Y^d^d^d^dà'

= (ÏÏJK(F)(t,, c^i, t^ ^2)/(exp^a)(c.tl)/v(exp^a) (^)dw,d^dt^ dt^

•==. (ÏÎJK(F)(t^ ûûi, ^, ûû2)/(^, ̂ )f'{t^ ^) d^ d^ dt, dt^.

Donc ^7(^) est l'opérateur dans LcCRP) défini par le noyau K{F).
Soient ^i, F,ç^(T). L'opérateur U(F,^- F.) = U(F, ) + U(F,) est

défini par le noyau K ( F , ) 4- K(F^), donc les fonctions K ( F , - ^ - F ^ ) et
K ( F ^ ) + K(F^) sont égales presque partout et par suite partout. De même,
K{^F)=1K(F) pour À ç C. L'application K est donc linéaire. Soit enfin (/^)
une suite d'éléments de ^ ( T ) tendant vers F dans ^(F), et supposons que
les K(Fn) aient une limite K dans ^(R2^). Les jF,, tendent vers F
dans Zc(r) (lemme 3), donc || U(Fn) — U ( F ) ||-^o. D'autre part, K\F,,)
tend vers A dans Z^R2^), donc U(Fn) tend au sens d'Hilbert-Schmidt vers
l'opérateur U défini par le noyau K. Donc U = U(F), et par suite K •==. K{F).
Appliquant le théorème du graphe fermé aux. espaces de Fréchet ' S ( T ) et
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S(R2/'), on voit que l'application linéaire K est continue. Ceci achève la
démonstration du théorème 1.

COROLLAIRE 1. - Soient F un groupe de Lie réel niipotent simplement
connexe, U une représentation unitaire irréductible de T. Pour toute
Fç-S(T), U(F) est un opérateur à trace, et l'application F-. t r ( U ( F ) }
est une distribution tempérée sur T.

DÉMONSTRATION. - Utilisons le théorème 1 et ses notations. Puisque U(F)
est défini par le noyau K(F)ç-S(-R^), U(F) est un opérateur à trace, et

t r ( U ( F ) ) = l K(F)(œ,x)dx (cf. par exemple [3]). Or, l'application
" I { P

F - > K ( F ) de ^ ( P ) dans ^ (R^) est continue. Donc l'application

F-> ^ K(F) (œ, x) dx de ^(P) dans C est continue. D'où le corollaire
^iv

REMARQUE. - Rappelons que d'après [3], il peut arriver que la distri-
bution F~>tr(b(F)) ne soit pas une mesure. D'autre part, utilisant la
démonstration du théorème 1, il est facile de voir que cette distribution est
l'extension à F d'une distribution sur un sous-groupe connexe invariant de
codimension ̂ i (sauf si dïmU=i).

COROLLAIRE 2. - Soient P un groupe de Lie réel niipotent connexe,
L une représentation unitaire irréductible de T. Pour toute Fç^(F),
LI(F) est un opérateur à trace, et l'application F-^tr(U(F)) est une
distribution sur T.

DÉMONSTRATION. — Le groupe P peut être considéré comme quotient d'un
groupe de Lie niipotent simplement connexe F par un sous-groupe fermé A
Pour toute fonction F ' ç , ̂ (P), soit Tr^e^P) la fonction obtenue en
intégrant sur les classes modulo A. On sait ([l], p, i3i) qu'il existe une
application linéaire continue ^ de ^(JT) dans dD(P) telle que ^T(^f(F))=F
pour toute FÇ.CQ (T). Ceci posé, U définit une représentation unitaire U' de P
triviale sur A. Si F ' ç c O ^ ' ) , on voit comme dans la démonstration du
théorème 1 que U ' ( F ' ) = U ( r . ( F ' ) ) . Donc, si F ç ^ ( F ) , on a

U ( F ) = U ( n ( ^ ( F ) ) = U\7:'(F)).

D'après le corollaire 1, U(F) est un opérateur à trace, et

^(U(F))=:tr(U'(r.'(F)))=T(n\F)^

où T est une distribution sur P. Comme n' est linéaire continue
F - ^ t r ( U ( F ) ) est une distribution sur P.

COROLLAIRE 3. — Soient P un groupe de Lie réel niipotent connexe,
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U une représentation unitaire irréductible de T. Pour foute FçLcÇT),
U(F) est un opérateur complètement continu.

DÉMONSTRATION. — II existe une suite de fonctions FnG<^)(T) telles que

f\F(^)—Fn(^)\d^->o. Alors, || U(F) — U(Fn) \\->o, et les U(Fn) sont
^T
des opérateurs à trace, donc complètement continus. Donc U ( F ) est complè-
tement continu.

COROLLAIRE h'. — Tout groupe de Lie réel niipotent connexe a un dual
lisse ( <( smooth dual » au sens de [ 6 ] ).

DÉMONSTRATION. — Ceci résulte du corollaire 3 et de [^], corollaire du
théorème ^. i.
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