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SUR LES REPRESENTATIONS UNITAIRES
DES GROUPES DE LIE NILPOTENTS. V.

PAR

Jacques DIXMIER.
(Paris).

Soit I' un groupe de Lie réel nilpotent simplement connexe. Conformé-
ment & une conjecture émise dans [3], nous démontrons dans le présent
article que les caractéres des représentations unitaires irréductibles de T’
sont des distributions sur I'. On sait qu'un résultat analogue a été établi
par Harisa-CHANDRA pour les groupes semi-simples [7]. Ce résultat est par
contre en défaut pour les groupes résolubles, méme s’ils sont de type I.

En fait, nous verrons que les caractéres de I' sont méme des distributions
tempérées, c’est-a-dire transformées de distributions tempérées sur 'algébre
de Lie de I' par 'application exponentielle.

Le chapitre I est consacré a des lemmes concernant I'espace localement

convexe §(I'); ces lemmes sont analogues & des propriétés connues pour
Iespace $(R”) de L. Scuwartz.

NoraTions. — On désigne par R 'ensemble des nombres réels, par C celui
des nombres complexes. Si I' est un groupe de Lie réel, on désigne par @ (I')
I'espace des fonctions complexes indéfiniment différentiables a support
compact sur I, par L&(T) lespace des fonclions complexes intégrables
sur I' pour la mesure de Haar dy (on ne considére que des groupes nilpo-
tents, donc unimodulaires), par ¢ I’élément neutre de T', par ¢y la mesure
ponctuelle de masse 1 en y€T', par % le produit de convolution. Si U est
une représentation unitaire de I' et si e Lg(T), on note U(F) lopé-

raleurf F(v)U(y)dy.
r
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66 J. DIXMIER.

Cnaritre I. — Fonctions a décroissance rapide
sur un groupe de Lie nilpotent simplement connexe.

Soient I' un groupe de Lie réel nilpotent simplement connexe de dimen-
sion n, et g son algébre de Lie. On sait que Dapplication exponen-
tielle @ — expa est un isomorphisme de la variété analytique g sur la variété
analytique I'. Une fonction F sur I' sera dite une fonction polyndme (resp.
une fonction indéfiniment différentiable a décroissance rapide) si la fonc-
tion transportée de F sur g par l'application exponentielle est une fonction
polynéme (resp. une fonction indéfiniment différentiable & décroissance
rapide). Nous noterons $(I') I'espace vectoriel des fonctions indéfiniment
différentiables & décroissance rapide sur I'. L’application exponentielle
permet de transporter a $(I') la topologie de $(g), et S(I') devient ainsi
un espace de Fréchet. Nous appellerons distribution tempérée sur I' un
élément du dual de I'espace vectoriel topologique $(I'), c’est-d-dire une
distribution transformée par l'application exponentielle d’une distribution
tempérée sur g.

Dans ce chapitre, nous choisirons une base dans g, d’ou un systéme de
coordonnées dans g. En transportant ce systéme par I'application exponen-
tielle, nous obtenons un systéme de coordonnées dans I' que nous note-
rons zy. ..., ,. Quand cela sera commode nous pourrons alors identifier
une fonction F sur I' & une fonction (&,, ..., £,) = F(Ei, ..., £,) sur R,

Lemve 1. — (@) Tout champ de vecteurs invariant a droite ou a gauche
n

Jd \ )
sur T est de la forme ZPi (21y ooy 2p) 9z ou les P; sont des polynomes.
i=1 !
(b) Réciproquement, soit (1, ..., X)) une base de l'espace des champs
de vecteurs invariants a droite (vesp. a gauche) sur I'; les champs de

vecteurs —— sont des combinaisons linéaires des X; a coefficients

()(l‘i
polynomiauzx.

(¢) Toute forme différentielle de degré 1 invariante a droite ou a gauche
n

sur T est de la forme Z Qi(xiy ..., x,) dxy, ou les Q; sont des polynémes.
i=1
(d) La mesure de Haar sur I est définie par une forme différen-
tielle Q(x,, ..., x,)dx,...dz,, ou Q est un polynime.

DenonsTrRATION. — On sait (par exemple grace & la formule de Hausdorff)
que, si v et ¥ sont deux points de I', les coordonnées de yy' sont des
fonctions polynémes de celles de v et y'. Soit alors v, un point de I' de
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coordonnées (£y, ..., £,). La donnée du systéme de coordonnées (z,, ..., 2,)
permet d’identifier I'espace tangent en chaque point de I' # R”. La transla-
tion a droite Ry, définie par v, admet pour application tangente en e une
application linéaire dont la matrice est fonction polyndéme de %, ..

-
vy Cne

. 7 7}
Donc, S1 OCIJ; -+... .+ O(,ld? est un vecteur tangent al en e, son trans-
L1 n
n

formé par cette application linéaire est de la forme EPi(El, e E’")B%’

I3

i=1

ou les P; sont des polynomes. Ceci prouve (@) pour les champs de vecteurs
invariants a droite, et on raisonne de méme pour les champs de vecteurs
invariants a gauche. Considérons maintenant I'application tangente en v,
& Ry.; son application transposée transforme l'espace des covecteurs
tangents en ¢ 4 I' en 1'espace des covecteurs tangents en v, & I'. Comme les
coordonnées de v3' sont (—% ..., —&,), (¢) se démontre alors par la
méme méthode que (a). L’assertion (d) résulte de (¢). Prouvons (b).
Soit (wy, ..., w,) les formes différentielles invariantes a droite (resp. a

gauche) sur I' constituant la base duale de (X7, ..., .X},). Ecrivons

n n
. Jd ~
‘/Ii:ZP“(Q—JL’k, mj:ZQ]\./d.Z‘]U
k=1 k=1

ou les Py; et les Qy; sont des polynémes. Les matrices (Py;) et () sont

contragrédientes, donc les 9z sont des combinaisons linéaires des .X; dont
k

les coefficients sont des polyndmes Q.

Lesmve 2. — Soit (X, ..., X)) une base de U'espace des champs de
vecteurs invariants ¢ gauche (resp. « droite) sur T'. Pour qu'une
fonction F indéfiniment différentiable sur 1 appartienne a $(I),
i faut et il suffit que, pour tout polynéme P, pour tout systéme
d'indices iy, ..., 1,€11, 2, ..., n} et pour tout systéeme d’entiers a,, ..., 2,20,
la fonction P. X7} . .. JI',?;VF soit bornée. St U'on pose

PP,i.,...,i,,,oc,,...,ocq(F):S“PiP"XZl' : ./I’,?;‘IF|,

les semi-normes pp;,, ., sur S(I') définissent la topologie de S(I').

R

DemonsTRaTION. — D’aprés le lemme 1(a), si Fe$(I'), toute fonc-
tion P. A7 .. . A71F est bornée, et pp,, .. i a,...,«, €St majorée par une
semi-norme définissant la topologie de $(I'), donc est continue sur $(I').
D’aprés le lemme 1(5), si les fonctions P./I”Z‘.../I'?;VF sont bornées,
on a Fes(I'), et toute semi-norme définissant la topologie de S(I') est
majorée par une somme de semi-normes pp,, .., a,...,
semi-normes suffisent & définir la topologie de $(I').

a,, de sorte que ces
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Lemue 3. — On a S(T)cLe(T), et Uapplication identique de S(T)
dans L&(T) est continue.

DemoNsTRATION. — Soit /7 un élément de S(I'). Soit Q un polyndome tel
que la forme différentielle Qdx, ... dz, définisse une mesure de Haar sur T'
(lemme 1(d)). L’intégrale de | F'| par rapport a cette mesure de Haar est

f]F[de1...dxné[511p[FjQ(I—i—xf—!—...—l—xf’l)”]
-
><f (1+ 2} +...+22)"dz,...dz,.
R’I.

La derniére intégrale est une constante finie et le crochet est la valeur en F
d’une semi-norme définissant la topologie de S(I'). D’ou les deux assertions
du lemme.

Lemyug k. — Pour toute FeS(I') et tout vel, notons L, F et R,F les
Sonctions y,— F(y~'v1), Yo—> F(1:7). Alors Ly et Ry sont des applications

linéaires continues de S (I') dans S(I).

DEmonsTRATION. — Soient v, €I et F'€S(I'). Soient Py, ..., P, les poly-
ndmes en n variables réelles tels que

2, (v ) = Pi(xi (), ooy () (i=1,2, ..., n)
pour tout ye€T'. La transformée de /"= F (&, ..., £,) par Ly, est la fonction
F(Pl(zh "'7211)7 '-~7~Pn(£1> “',Zn))~

Toute dérivée de cette fonction par rapport a certains des ¢; est une combi-
naison linéaire a coefficients polyndmiaux indépendants de F' de fonctions
de la forme G (P (51, ...y En)y «oos Pu(Ery -, En)), ot G est une dérivée
de F par rapport a certains des %;. Soit ) un polyndme en n variables
réelles. On a

sup | Q (Z1y -y E0) G(PL(Ery ooy Cn)y ooy PuGry o5 20)) |
=sup | Qi (&, -, En)G(Ery ooy En) |

ol Q, est un nouveau polyndme lié & Q de maniére indépendante de . Une
telle expression est de la forme p(F), p étant une semi-norme continue
sur 8 (I); ceci prouve que Ly, est une application continue de $(I') dans S(I).
On raisonne de méme pour Rv,.

Lexue 5. — Soit FeS(T). Avec les notations du lemme &, les applica-
tions Y — L F', Y= R, F de I dans $(I') sont indéfiniment différentiables.
Soit a€ g. L'application de R dans S(TI') :

t— LY. exp La) F ("€5P~ t— R\e-“D 1“)-YF)

a pour dérivée en o ’élément Ly(ak F') (resp. Ry(F ¥ a)) de S(T').
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DimoxstraTiON. — (@) Soit P un polynéme sur I'. La fonc-
tion (v, v1) = (LyP) (Y1) est une fonction polyndme des coordonnées
de y et de y;. Donc, quand ¢ parcourt une partie compacte de I, les
fonctions | L, P | sont majorées par un polyndme fixe. Par suite, les
nombres sup | P(LyF) | =sup| (L, P)F| sont majorés dans R quand y
parcourt une partie compacte de I'.

(b) Soient toujours P un polynéme sur I, et .I" un opérateur différentiel
invariant a gauche sur I'. Si K est une partie compacte de I', les nombres

L) [+ 2t (yi) 4+ 4 2 (Y) [ (Ly (XF)) (1)

ou v parcourt K et v, parcourt I', sont majorés dans R d’aprés (a). Par
suite, étant donné & >>o, il existe une partie compacte K, de I' telle
que | P(y,) (Ly(AF)) (y1) ]| < ¢ quels que soient Y€ K et v, ¢ K,. D'autre
part, quand v ¢, P. (L, AF) tend vers P.(.X'F) uniformément sur K.
Donc, pour v assez voisin de ¢, on a

sup | P.(LyXF)—P.(XF)|Zo¢
ou
sup | P. X (L F —F)| < ae.

Vu Parbitraire de P et X, ceci prouve, compte tenu du lemme 2, que
I'application y — Ly F est continue en ¢, donc continue partout a cause de
la relation Lyyr= Ly L.

(c) Soitaeg. Lafonction (%1, ..., &n, &) = (Ly.expiyF7) (515 + .., Zn) @ pour
dérivée par rapport a ¢ lafonction (5, ..., £uy £) = (L exp i) (@K F)) Gy ey Z0)-
Donc

L
t_‘ (LY.(cxpm)]?_’_ LYF) (ZU ceey E_n) == t*lf L"{.(expu(z)(a*F) (E_l, ceey Ell) du-
0

Le deuxiéme membre, en tant que fonction sur I', n’est autre que l'intégrale
L
vectorielle t—1f Ly expua) (@ % ) du. D’aprés la partie (b) de la démon-
0

stration, cet élément de $(I') tend vers L (@ % F') quand ¢—o. Donc la fonc-
tion ¢ — Ly expua & @ valeurs dans 'S (') est dérivable et de dérivée Ly (akF')
pour ¢ —o. Comme a Fe$(I'), on peut recommencer le raisonnement
précédent, et, de proche en proche, on voit que I'application y— L, F de I'
dans $(T') est indéfiniment différentiable. On raisonne de facon analogue
pour R,.

LenMe 6. — Soit I un sous-groupe fermé connexe de I'. Soient F € S(T),
et ' la restriction de F al'. Alors, "€ S(I"), et F'— F"' est une appli-
cation linéaire continue de S (I') dans S(I").
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DeMoNsTRATION. — Soit ¢’ la sous-algébre de g correspondant a 1. L'appli-
cation exponentielle de ¢’ dans I" est la restriction & ¢’ de lapplication
exponentielle de g dans I'. Pour prouver le lemme, il suffit de prouver
I’assertion correspondante pour $(g) et S(g'), et celte derniére est immédiate.

Lemue 7. — Soient I' un sous-groupe fermé connexe de I'. Soit Fe's(T).
Pour d, o'€l, soit Fy i la fonction v'— F(o-1y'd") sur I'. Alors ’appli-
cation (9, 0') — Fj 5 de I'<T dans $(I") est indéfiniment différentiable.

DimonsTrRATION. — Ceci résulte des lemmes 5 et 6.

Lenve 8. — Soient g’ un idéal de g, 1" le sous-groupe correspondant deT,
et ¥ un sous-espace vectoriel de g supplémentaire de ¢' dans g. Soit Fe S (I).
Pour tout a€s, soit F, la fonction v'— F (expa.y’) (resp Y'— F(Y'.expa))
sur U, qui appartient a S(I') d’apreés les lemmes & et 6. Alors, a—F,
est une application indéfiniment différentiable a décroissance rapide de »
dans S (I"), au sens de [ 8].

DemoxsTrATION. — Nous étudierons seulement le cas ot Fo(y') = F (expa.y').
L’application a — F, est composée de I'application exponentielle de » dans I’
et b une application qui est indéfiniment différentiable d’aprés le lemme 7;
elle est donc indéfiniment différentiable. Notons F~ I'application vy — L, F
de T dans S(I') (avec les notations du lemme 4); elle est indéfiniment
différentiable, et, pour tout champ de vecteurs .I" invariant a gauche, la
dérivée X F~ est de la forme G7, ou GeS(I') (lemme 5). Donc, d’aprés le
lemme 1(6), toute dérivée de F'~ par rapport a certains des x; est combi-
naison linéaire & coefficients polyndmiaux de fonctions G~, ou GeS(TI).

Nous pouvons par ailleurs supposer les coordonnées x,, ..., z, choisies de
telle sorte que g’ soit défini par les équations #,—...=—ax,=—=o0, et » par les
équations x,,;—...= x,— 0. Alors, toute dérivée de la fonction a— F,

est combinaison linéaire a coefficients polynémiaux (en z;, ..., x,) de
fonctions @ — G,, ou GeS(I'). Pour établir le lemme, il suffit donc de
prouver que, étant donné un polynéme Q sur » et une fonction GeS(I),
l'application @ — Q(a) G, de v dans S(I") est bornée; autrement dit, il faut

montrer que, quels que soient les polynémes Q (%4, ..., £,) et Qu(Epray -y Z0)s
les fonctions
(E,lv te E_p)”‘*Q(ih ] E/!7)
0% - -
X SUPz, .y, by | Qi (Epey +ovs En) mG(Ep-.-,E,.)(QIH-“ “eesEn)
ENAN o

sont bornées. Or, soient (P;(Zi, ..vy En)y vovy Pu(Er, -ovy En)) les
coordonnées du produit de exp((%;, ..., £,)) par le point de coor-
données (0, ..., 0, Epp1, ... En). Les P; sont des polynomes, et

Gliu...,i,ﬂ(zpﬂw ceey E.n) - G(Pl(’i_“ ceey En)y e Pn(il» ceey zn))
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Nous sommes en définitive ramenés 4 montrer qu’une fonction
(1) (B vy B) > Qu(Eey oo G H(P(Zry ooy 20y vy PGy 200y 20)

ou (), est un polynéme et on He'S(R"), est bornée. Comme I'application
exponentielle commute aux homomorphismes, 'image d'une classe modulo g’
dans g par Papplication exponentielle est une classe modulo I" dans T.
Donc Pi(Ei, -y En) =Ly vvvy Pp(Cry vovy 20)==%,, €t I,y ooy 2
s’expriment comme polynémes par rapport & 21, ...y S0 Py (Giy ooey 20)5 oeny
P,(%, ..., En). La fonction (1) a donc méme borne supérieure qu'une

fonction
(ZI, L) E.")"}Q:’-(E_H ce ey EII)H(ZH ceey Z“)

ou () est un nouveau polyndéme, de sorte que cette borne supérieure est
finie.

Lenye 9. — Soient I" un sous groupe fermé distingué connexe de I,
et I'=T/I", qui est nilpotent simplement connexe. Soit FeS(I'). Pour
tout yel, lintégrale de L F sur X' (intégrale qui converge d’apres les
lemmes 3 et 6) ne dépend que de la classe v° de v dans I'°; soit F(v°) sa
valeur. On a F'eS(I°), et F— F" est une application continue de S(T')
dans S (I?).

DemonsTraTION. — Il est clair quef (L F) (y') dv' ne dépend que de ~°.
I

Soient g¢' I'idéal de g correspondant & I', et » un sous-espace vectoriel
supplémentaire de g’ dans g. Il s’agit de montrer que la fonction

a *‘/ (LexpaF) (') Y
I

sur » est indéfiniment différentiable a décroissance rapide. Or, P'application
qui, & I'élément «, fait corvespondre la restriction de L.y, F a I', est une
application indéfiniment différentiable & décroissance rapide de » dans S(I")
(lemme 8). Il suffit alors d’appliquer le lemme 3. La continuité de l'appli-
cation F—» F* résulte du théoréme du graphe fermé et du lemme 3.

Lemyve 10. — Soit D une dérivation nilpotente de g. Pour tout teR,
soient A, Uautomorphisme de I associé a U'automorphisme exptD de g,
et B, U'automorphisme correspondant de S(I'). Soit p une semi-norme
continue sur S(U). Il existe un entier /N> o et une semi-norme continue p'
sur S(I') tels que p(BF)<=(1+|t)Np'(F) pour toute Fe's(I') et
tout teR.

DemoxstraTioN. — Il suffit d’envisager le cas ou

9*F

pUF)=sup| QG0
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Q étant un polyndme. Puisque D est nilpotente, Pautomorphisme expz D est
une fonction polynéme de ¢. D’autre part, A4, est transformé de exptD par
I'application exponentielle. Donc A4, définit une transformation linéaire sur

les coordonnées a; :
n
-
J'l'ﬁz )\ij (l) x

j=1
ou les 2;; sont des polynémes en ¢. Alors,

0*G

p(B[F):sup QW 9

G(Eu o k) :F()\11£1+~ . ‘+;\1n£n7 ceey }Vllil—’—' . -+7\zmzn)-

0*G . . .
Donc W(Eh ..., £,) est une combinaison linéaire de fonc-
B .. 0%
. 0*F , . . "
tions m(h,g, oAby vy Aufr oo Lnls), dont les

coefficients sont des polyn6mes en ¢ indépendants de F. Or

, . 0*F .
suP Q(E.i’ M) tn) d’ﬁ 'B ()\1151“{_“-"}"}-!11;117 ey )\nlil_‘_---—l" )\nnz_n)[
1 n
. . . . eF
=sup Q(‘U‘IJ;I_F"'—')—‘UVIIL::IZV aeey Hnli_l"‘}"“‘*“}l'mzi_n)dfg“—(aly ey -n)
%1
e

en désignant par (u;;) la matrice inverse de (2;;), laquelle est aussi une
fonction polyndéme de ¢. Enfin, Q (2118~ o. 4 Panbns eovy FntBi— oo = nkn)
est une combinaison linéaire & coefficients indépendants de F de mondmes
par rapport a ¢ et aux ?;. D’ou le lemme.

Lemme 11. — Soient ¢' un idéal de g de codimension 1, I le sous-groupe
correspondant de T', v un sous-espace vectoriel de ¢ supplémentaire de g’
dans g, A le sous-groupe correspondant de ', et a, un élément non nul
dev. Pour tout €A, définissons t(d)eR par I'égalité 0 — exp (t(9)a,).
Soit p une semi-norme sur S(I"). Il existe un entier N> o tel que, pour
toute Fe S(T'), les fonctions

(0,0) = (1 [t(3) )V p(Fo,5)
(0, 0') = (14| £(3") )~ p (Fa,5)
sur A< A (ou Fj 5 est défini comme au lemme T) soient bornées.

DEMONSTRATION. — La restriction a g’ de adgao est une dérivation nilpo-
tente D de ¢/, et I'automorphisme de I associé a expz D) est la restriction
a I'" de 'automorphisme intérieur de I' défini par expta,. Soit B, I'automor-
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phisme correspondant de $(I"). Il existe (lemme 10) un entier V> 0 et une
semi-norme continue p’ sur S(I") tels que p (B, F') Z(1+ | ¢]|)Vp'(F') pour
toute /€ S(I") et tout t€R. Soit F€S(I'). Pour tout €A, notons Sz F
la restriction 2 IV de Rz F. Side€A, o'€A, et y'€l’, on a

(BuaySa—szr ) (') = (S F7) (01 9)
= (Rs—p F) (0'Y' 0) =F (0~'y' 8" = Fs5 (y),
donce
P(Foy) = (1+[1(0) )V p'(So—y F)

Or, d’aprés le lemme 8, I'application 6 = S3F de A dans S(I") est bornée.
Donc la fonction (0, ¢') — (1+ | £(3) | )~V p(F3,5) sur A< A est bornée. En
remplacant les translations a droite £2; par les translations & gauche L3, on
voit de méme que la fonction (0, ¢') = (1 + | £(0") | )~Np(F535) est bornée.

Cuarrrre II. — Le théoréme principal.

LemMe 12. — Soient I' un groupe de Lie réel nilpotent simplement
connexe de dimension > 2, g son algébre de Lie, U une représentation
unitaire irréductible de I'. Deux cas sont possibles :

Premier cas : le noyau de U est de dimension > 1.

Deuzxieme cas : Ul existe un idéal §' de g de codimension 1, un élément a
de § n’appartenant pas da g, un élément b du centre de ¢/, et une représen-
tation unitaire irréductible U' de 1" (sous-groupe de I' correspondant a g¢')
tels que :

1° Uest unitairement équivalente d la représentation de 1 induite par U;
2° pour tout te R, Uopérateur différentiel U ((expadta).b) est U'opé-

rateur scalaire it(=\/— 1t).

DimonsTrATION. — Il existe dans g un idéal £ de dimension 2, et £ est
nécessairement abélien. Pour tout c€g, soit u. la restriction de adgc i f.
Par rapport & une base (e, ;) convenablement choisie de £, la matrice de u.

est de la forme
( o o
A) o)’

ou 2 est une forme linéaire sur g qui s’annule sur £. On voit que Re, est un
idéal central de g. Soient ® et @' les sous-groupes de I' correspondant a £ et Re,.
Ce sont des sous-groupes fermés distingués abéliens, et 'application expo-
nentielle de £ sur @ est un isomorphisme de groupe de Lie, de sorte qu’on
peutidentifier @ & un espace vectoriel de dimension 2 sur R. Soient y,—expe,

2==exp e,; alors (yy, 12) est une base de ®. Soit & I'espace vectoriel dual
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de l'espace vectoriel ®. Soit (v], v;) la base de ® duale de (v1, v2). Pour
c€ g, 'automorphisme de ® défini par expc admet, par rapport a la base

(Y15 Y2), la matrice
1 o
r(e) 1 > ’

L’automorphisme transposé du précédent admet, par rapport a (v, v3), la

matrice
1 2(c)
s )

Considérons la restriction de U & ®. Le théoréme de Stone généralisé lui

associe une mesure sur @, qui est concentrée sur une orbite O de I dans & [3].
Soient y € O et I le stabilisateur de ;; dans I' : c’est un sous-groupe fermé
dans T'. Alors [5] U est unitairement équivalente 4 la représentation de T
induite par une représentation unitaire irréductible U’ de I".

Soient (3, %») les coordonnées de y par rapport a (y7, v5). Le transformé
de y par expc a pour coordonnées (.~ A(c) ¥z, %2). Donc I" est I'ensemble
des expc  (ceg) tels que 2(c)y>==o0. Si ¥, = o, l'orbite O se réduit a { |,
et y est nul sur @ donc U est triviale sur @', et 'on est dans le premier
cas du lemme. Si 2 — o, f est contenu dans le centre de g, donc ® est contenu
dans le centre de I' et U est scalaire sur ®; comme dim® > 1, on est encore
dans le premier cas du lemme. Supposons désormais y.5% o et 1 52 0. Soit g’
le noyau de %, qui est en méme temps le noyau de la représentation ¢ — u,
de g. C’est un idéal de codimension 1 de g, et le centre de ¢’ contient f. Le
sous-groupe 1" est ’ensemble des expc, c€ ¢, donc est le sous-groupe de I'
correspondant & g'. Puisque U’ est irréductible, et que £ est contenu dans le
centre de g/, U’ est scalaire sur @. Supposons d’abord U’ triviale sur @'.
Comme les points de @' sont fixes pour les automorphismes intérieurs de T',
U est triviale sur @', ce qui contredit ’hypothése y. 3~ 0. Donc U est non
triviale sur @', de sorte que I'opérateur différentiel U’ (e,) (qui est un opé-
rateur scalaire) est non nul. En multipliant e, par un nombre réel convenable
on peut supposer que U'(e,) = i. Posons par ailleurs U'(e;) = 37, ou 3€R.
Soit @ un élément de g tel que 2(a)—1.On a agyg/, et

la, e, ] =2 (a)e,=e, [a, ex]=0
donc
(expadta).e,—e, + te,
(exp adta).e;—e,
donc

U((expadta).(e,—Pe))=Ul(e,+les—Pe)=iB+ it —iB =1t

Nous sommes dans le deuxiéme cas du lemme avec &6 = e, — e,.
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Turorime 1. — Soient I' un groupe de Lie réel nilpotent simplement
connexe, U une représentation unitaire irréductible de I' dans un espace
hilbertien %. Il existe un entier p>o, un isomorphisme ® de % sur
Vespace hilbertien L§ (R?), et une application linéaire continue K de 'S (T')
dans S(R?) tels que, pour toute FeS(T'), ®U(F)D" soit l'opérateur
dans L&(RP) défini par le noyau K(F).

DEMONSTRATION. — Soit 7 la dimension de [. Pour n =1, I est abélien.
L'espace 4 est de dimension 1 et s’identifie & C, c’est-a-dire & L&(RP)
avec p = o. La leplésentation U s’identifie a une fonction continue y sur I'
telle que x(yY) =y (v)%(Y), | %(y)|=1 quels que soient v, v'€I'. Pour

FesT), U(F) est l’opérateur scalaire fF(y)x(y)dy; I'application
r

F—>f F(y)x(y)dy est une application linéaire continue de $(I') dans
r

C = $(R?), d’aprés le lemme 3. Le théoréme est donc vérifié dans ce cas.
Raisonnant par récurrence sur n, nous supposerons désormais n>x2 et le
théoréme démontré pour les groupes I' de dimension <C n.

Supposons qu’on soit dans le premier cas du lemme 12. Alors U est
triviale sur un sous-groupe fermé distingué connexe A de dimension>~1 de I.
Le groupe I'=T/A est nilpotent simplement connexe. Soit U’ la représen-
tation de I" déduite de U par passage au quotient. D’aprés I'bypothése de
récurrence, on peut supposer que U’ opére dans un espace Lg(R?), et qu'il
existe une application linéaire continue K’ de S(I") dans S(R¥) tels que,
pour F'e$(I"), U'(F') soit I'opérateur dans L&(R?) défini par le noyau
K'(F'). Pour Fe's(I'), soit F' la fonction sur I' déduite de F par inté-
gration le long des classes modulo A. D’aprés le lemme 9, /' — F" est une
application linéaire continue de S (I') dans S(I"). Si 'on pose K (F)—=K'(F"),
F -~ K(F) est une application linéaire continue de S(I') dans S(R¥).
D’autre part, soient y €I’ et v sa classe modulo A. On a

fFW®UWWﬁ:/fH®UWUﬁ:FﬁHUHV
A A
donc

wm:waU (Y)U (') dy'=U'(F),

de sorte que U(F') est 'opérateur défini par le noyau K(F) Le théoréme
est donc établi dans ce cas.

Supposons qu’on soit dans le deuxiéme cas du lemme 12. Nous introduirons
les notations correspondantes g/, I, @, b, U'. D’aprés I'hypothése de récur-
‘rence, U’ s’identifie & une représentation unitaire de I' dans un espace
H' = L& (R¥), et, pour toute F' € (1), U (F') est I'opérateur défini par un
noyau K’ (F') e 8(R*'), K' étant une application linéaire continue de $(I")
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dans $(R¥’). Soient ¥ =Ra, et A le sous-groupe correspondant de T.
Pour d€4, définissons ¢(d)€R par I'égalité = exp?(d)a. Le groupe I
s'identifie au produit semi-direct de I' et A. La représentation U, étant
induite par U', opére dans L (A)= Ly (R)= L&(R” < R)= L&(R”),
avec p = p'+1.

Soit Fe$(I'). Pour 0, €A, d, €4, v'€I”, nous poserons

Fap,(y) = F(37'Y' 82).

On a F; 3, €8(I") (lemmes & et 6). Nous allons d’abord établir 1'assertion
suilvante :

(%) L’application (9;, 6,) = K'(F3,5,) de Ax A dans S(R?) est une
application indéfiniment différentiable & décroissance rapide.

L’application (9;, d,) — F;_3, est la restriction & A < A d’une application
indéfiniment différentiable de I' xT' dans $(I") (lemme 7). Donc elle est
indéfiniment différentiable. Comme A’ est linéaire et continue, 'application
(01, 0y) =K' (F3,3,) est indéfiniment différentiable. D’autre part, les dérivées
des applications 6 — L3 F, 6 - R;F de A dans $(I') (avec les notations du
lemme %) sont de la forme ¢ —L;G, d = R;G, ou GeS(I') (lemme 5).
Donc les dérivées des applications (0, 0,) —Fj, 5, de A > A dans $(I") sont
de la forme (0, 0,)—> G35, ou GeS(I'). Pour achever de prouver
I'assertion (%), il suffit donc de prouver que, pour tout polynéme
(9,, 02) = P (9, 0,), 'application (d,, 8,) = P(9,, 0,) K'(F3,3,) est bornée.

Soit 2 une semi-norme continue sur S(R?'). Il existe une semi-norme
continue /' sur S(I") telle que A(K'(F')) Z ' (F') pour toute F'eS(I").
D’autre part, il existe un entier /Vx o tel que, pour tout entier ¢ > o, les
fonctions

(8, 8') = (1| £(3) | )"V A (b7 % F)a )
(3, 0") = (14 [ £(3) [ )VR ((F Kk b7)s5)

sur A < A soient bornées (lemme 11). Donc les fonctions

(8, 0") = (14 [£(3) | )"V A(K (7% F)33))
(0, 8") = (14 [£(3) | )V A(K ((F % b7)3,30))
sont hbornées. Or, sur I', on a :

S50k b7 de F e e = (e5-1 % b7 K £3) ke (€31 k F Kk ei)
= (expadt(d)a.b)? %k (e5—1 % F %k c3)
donc, sur I' :

(b7 9% Fs5 = (expadt(d)a.b) % Fj .

On en déduit

U((b7% Fy)=(U(expadt(0)a.b))1U (Fs5)=17t(0)1U (F33),
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donc
K ((b7%F)s5) =t(3) K (F).

Ainsi, la fonction
(8,8 = (1 £(3) [ )N (x4 [£(3) |7) b (K" (F3,))

est bornée, et ceci quel que soit 'entier g> 0. On en conclut aussitét que,
quel que soit I'entier ¢ > o, la fonction

(9, 0) = [2(0) |7h (K (F3,3))

estbornée. On voit de facon analogue que la fonction (3, 8')—| ¢ (0") |7h (K' (F33))
est bornée, et nous avons donc bien établi I'assertion (% ).
Définissons une fonction A (F) sur R7?—=R < R” < R < R en posant

K(F> (lla (‘)7 t".’, 0)-2) :K/(chplga,cxplla) ((1)1, (-1)2) (tla lQER) {’317 &)QGR”’).

Il résulte de (%) et de [8], p. 115, que K (F)eS(R?*). Identifions comme
plus haut Ly (A) a L&(RP) en posant, pour fe& L (A),

(f(expta)) (w) =f(t, ») (t€R, n€R).

Soient fe Ly (A) et f'e L (A). La fonction (3, )—(U (Fa3) f(3') | f'(9))
sur A < A est intégrable pour la mesure do dd’ et d'intégrale (U(F) f|f').
(Ceci résulte de la démonstration de [2], lemme 37, dans laquelle I'hypo-
thése que F est continue a support compact peut étre remplacée par
I'hypothese que F'€$(I')). Donc

(UF)f11)

:M(K’(F,;,ar)) (o1, 02) f(0") (1) f(0) (w2) doy dwy dd dd’
:MK(F) (1, w1, ty, o) fexplia) (wy) f'(exptra) (w.) dw, dows di, di,

:ﬂfK(F) (L1, 01, tay 03) (L1, 01) [/ (L, 02) doy do, diy dt,.

Donc U(F) est lopérateur dans Lg(R?) défini par le noyau K (F).

Soient Fy, F,e$S(I'). Lopérateur U(F,~+ F,) =U(F;)+ U(F,) est
défini par le noyau K (F,) + K(F,), donc les fonctions K (I',+ F,) et
K (F,) + K(IF,) sont égales presque partout et par suite partout. De méme,
K(AF)=2K(F)pour € C. L’application K est donc linéaire. Soit enfin (/)
une suite d’éléments de S(I') tendant vers I dans S(I'), et supposons que
les K(F,) aient une limite K dans S(R?’). Les F, tendent vers F
dans L&(T) (lemme 3), done || U(F,) — U(F) || —o. D’autre part, K(F,)
tend vers A dans L& (R27), donc U(F,) tend au sens d’Hilbert-Schmidt vers
l'opérateur U défini par le noyau K. Donc U=U(F), et par suite K —= K (F).
Appliquant le théoréme du graphe fermé aux espaces de Fréchet S(I') et
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$(R?), on voit que P'application linéaire K est continue. Ceci achéve la
démonstration du théoréme 1.

CoroLraire 1. — Soient T' un groupe de Lic réel nilpotent simplement
connexe, U une représentation unitaire irréductible de T. Pour toute
Fe$S(I), U(F) est un opérateur d trace, et Uapplication F —tr(U(F))
est une distribution tempérée sur .

DinmonsTrATION. — Utilisons le théoréme 1 et ses notations. Puisque U(F)

3

est défini par le noyau A (F)eS(R?*), U(F) est un opérateur a trace, et

tr(U(F))=| K(F)(x, x)dz (cf. par exemple [3]). Or, l'application
RY
F—K(F) de $(I') dans $(R?*) est continue. Donc lapplication

F— | K(F)(x, 2)dx de $(I') dans C est continue. D’ou le corollaire.
R’

RemarQue. — Rappelons que d’aprés [3], il peut arriver que la distri-
bution /'t (U(F)) ne soit pas une mesure. D’autre part, utilisant la
démonstration du théoréme 1, il est facile de voir que cette distribution est
Pextension & I' d'une distribution sur un sous-groupe connexe invariant de
codimension .1 (sauf si dim U =1).

CoroLLAIRE 2. — Soient T' un groupe de Lie réel nilpotent connexe,
U une représentation unitaire irréductible de Y. Pour toute Fe®(I'),
U(F) est un opérateur a trace, et Uapplication F—tc(U(F)) est une
distribution sur T.

DEMONSTRATION. — Le groupe I' peut étre considéré comme quotient d’un
groupe de Lie nilpotent simplement connexe I par un sous-groupe fermé A.
Pour toute fonction F'e @ (I"), soit n(F”)e®@(I') la fonction obtenue en
intégrant sur les classes modulo A. On sait ([1], p, 131) qu'il existe une
application linéaire continue 7' de @ (I') dans @ (I') telle que n (7' (F)) =F
pour toute F'€ @ (T'). Ceci posé, U définit une représentation unitaire {’ de I
triviale sur A. Si F'e®(I"), on voit comme dans la démonstration du
théoréme 1 que U'(F') = U(n(F")). Donc, si Fe®(I'), on a

UF)=U(n(n'(F))=U(7'(F))-
D’apres le corollaire 1, U'(F7) est un opérateur & trace, et
w(U(F)) =w(U (z'(F))) = T(x'(F)),

ou T est une distribution sur I'. Comme 7' est linéaire continue,
F —tr (U(F)) est une distribution sur I.

CoroLLalre 3. — Soient I' un groupe de Lie réel nilpotent connexe,
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U une représentation unitaire irréductible de T. Pour toute Fe L&(T),
U(F) est un opérateur complétement continu.

DimonsTraTION. — 11 existe une suite de fonctions F,€ @ (I') telles que
f}F(\") — Fo(y)|dvy—o. Alors, || U(F) — U(F,) || = o, et les U(F,) sont
r

des opérateurs a trace, donc complétement continus. Donc U(F') est complé-
tement continu.

Cororraire k. — Tout groupe de Lie réel nilpotent connexe a un dual
lisse (« smooth dual » au sens de [6]).

DemonsTraTION. — Ceci résulte du corollaire 3 et de [%], corollaire du
théoréme . 1.
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