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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE.

SUR QUELQUES EQUATIONS DU SECOND ORDRE
QUI ADMETTENT UNE TRANSFORMATION DE BACKLUND:

Par M. E. Goursar.

La recherche générale des équations aux dérivées partielles de
Monge-Ampére, qui admettent une transformation de Bicklund B,
ou By, parait difficile. Dans le travail ci-dessous, je me suis borne
a déterminer certaines équations de cette espéce quine renferment
que la dérivée du second ordre s et qui sont bilinéaires par rap-
port aux dérivées du premier ordre p et g. Les résultats, quoique
trés particuliers, ne me semblent pas dépourvus d’intérét, et
d’autre part la méthode suivie peut certainement s’appliquer a des
équations d’une forme plus générale.

1. Je rappellerai d’abord quelques résultats empruntés a un
Mémoire récent Sur le probléme de Bdcklund (). Soit (S) un
systéme de deux équations de Pfaff a six variables

wy = Aldz.+Agdwg+...+ Ajdzr; = o,

‘S
( ) m::B,dx1+B,dz‘2+...+Bf,dxo=o,

dont les coefficients A;, B; sont des fonctions quelconques des six

(') Annales de lu Faculte des Sciences de Toulouse, t. X, 1918.
XLIX. 1
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variables 2, z,, ..., Z%; ce systéme peut en général, parun choix
convenable des variables, étre ramené, de deux facons différentes
ct de deux facons seulement, a la forme réduite

Q=ds—pdr—qdy=o,

® @ =Xdz+Ydy +Pdp-+Qdg =o,

X, Y, P, Q étant des fonctions de z, y, z, p, ¢ et d'une
sixiéme variable u. Considérons une intégrale M, du systéme (S)
représentée par les quatre équations

0 )
5=f(-73,}’), P=T£’ q=°5}/-.) lt:?(.’b‘,y);

les deux fonctions 5 = f et u = o des variables indépendantes x
et y doivent satisfaire aux deux relations

(2) X+Pr+Qs=o, Y+Ps+Qt=o,
ol
_ef _ef o
"= oz’ s_dxdy’ T oy’

et Pélimination de u entre ces deux relations conduit & une équa-
tion aux dérivées partielles du second ordre E,, & laquelle doit
satisfaire la fonction 5 = f'{z, y),

(3) F(z,y, 5 p,q,r, s, t)y=o0.

Cette équation E, dont l'intégration est équivalente a celle du
systéme (S), je Pappelle une résolvante de premiére espéce du
systéme (S). D’apreés la facon méme dont cette équation (3) a été
obtenue, I'équation E; admet une famille de caractéristiques du
premier ordre, et inversement toute équation du second ordre
admettant une famille de caractéristiques du premier ordre est
une résolvante de premiére espéce pour un systéme de deux équa-
tions de Pfaff. Si I’équation E, est une équation de Monge-Ampére,
ayant ses deux familles de caractéristiques distinctes, elle est une
résolvante de premiére espéce pour deux systémes distincts de
deux équations de Pfaff a six variables, chacun de ces systémes
correspondant a une des familles de caractéristiques.

Puisque le systéme (S) peut en général étre ramené de deux

Iy

fagons différentes a la forme réduite (1), ce syst¢tme admet en
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général deux résolvantes de premiére espéce (Ey), (E,), qui ne
sont d’ailleurs déterminées qu’a une transformation de contact
pres.

Dans ce qui va suivre, nous ne regarderons pas comme distinctes
deux équations du second ordre qui se raménent I'une a I'autre
par une transformation de contact, ni comme distincts deux sys-
téemes de deux équations de Pfaff qui peuvent se ramener I'un a
Pautre par un changement de variables.

Les deux résolvantes de premiére espéce (E,), (E;) d'un
systeme de Pfafl’ (S) se déduisent 'une de I'autre par une trans-
formation de Bicklund B,, et inversement, deux équations du
second ordre qui se déduisent 'une de I'autre par une transfor-
mation de Bicklund B; sont les deux résolvantes de premiére
espéce d’'un systéme (S) de deux équations de Pfaff a six variables.
Ces propositions donnent aisément la solution des principaux
problémes que l'on peut se proposer relativement aux tramsfor-
mations By; je n’y reviendrai pas.

2. L'intégration du systéme (S) peut, dans certains cas, se
ramener d’une autre facon a lintégration d’ume équation de
Monge-Ampére. Prenons une équation gquelconque du systéme (S)

Q= Ao+ pw; =0,

el supposons cette ¢qualion ramencée, par un choix convenable
des variables, a une forme canonique

Q=ds —pdr—qgdy=o,

les variables étant z, y, 5, p, ¢, u. On peut former un systéme
&quivalentau systéme (S) en ajoutant a Q, = o une équation @, = o
ne renfermant pas dz. Si cette équation ne renferme pas da, le
systéme (S) est ramené a la forme réduite (1); c’est le cas qui
vient d’étre examiné, et que nous pouvons écarter. Ce systéme (S)

peut donc, d’une infinité de maniéres, étre ramené a la forme
@ Q =ds—pdr—gqdy=o,
' Q=du—Xdr—Ydy —Pdp—Qdg=o,

N\, Y, P, Q étant des fonctions des six variables z, y, z, p, ¢, u,
qui peuvent étre quelconques. Soit M; une multiplicité intégrale



-4
4 deux dimensions de ce systéme, représentée par les quatre
équations

9 aof N
z=flz,y), P=5'—£’ q=d7, w=c(x,y);
la fonction u = ¢ (z, y) est une intégrale de I'équation aux diffé-
rentielles totales

(3) du=(X+Pr-+-Qs)de +(Y+Ps+0Q)dy,
ou
o f _ef _of
r—dx“!’ s“dz'd ! t_dy"

La condition d’intégrabilité de cette équation renferme en général
la fonction #; mais il peut se faire que, pour un choix particulier

de I'équation Q,=o, c’est-a~dire du rapporll:, cette condition

d’intégrabilité ne renferme pas u. C'est alors une équation de
Monge-Ampére E', alaquelle doit satisfaire la fonction s = f(z, y).
A toute intégrale de cette équation correspondent une infinité de
fonctions u = o (x, y), dépendant d’une constante arbitraire, qui
Jobtiennent par l'intégration d'une équation aux différentielles
totales (5) complétement intégrable. Pour abréger, je dirai que E’
est une résolvante de seconde espéce du systéme (S).

Un systéme (S) n’admet pas forcément de résolvante de seconde
espéce, mais il péut aussi en admettre plusieurs ou méme une
infinité. Une résolvante de premiére espéce el une résolvante de
seconde espéce d'un méme systéme de Pfaff (S) se déduisent
I'une de Pautre par une transformation de Bicklund B,. Deux
résolvantes de seconde espéce d’un méme systeme de Pfafl se
déduisent I'une de I'autre par une transformation de Biicklund B.
Les réciproques sont vraies.

3. Etant donnée une équation de Monge-Ampeére E, la recherche
des équations aux dérivées partielles du second ordre que l'on
peut déduire de E par une transformation de Biicklund se décom-
pose d’aprés ce qui précéde en deux problémes distincts :

1* Trouver tous les sysi¢mes distincts (S) de deux équations
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de Pfaft a six variables qui admettent I'équation E pour résolvante
de seconde espece;

2° Trouver toutes les résolvantes de seconde espéce de chacun
de ces systemes (S).

Je ne m’occuperai dans ce Mémoire que du premier de ces pro-
blémes, pour une équation du second ordre

1) s”i“F(xy.}’v57P)q)=°!

ot la fonction F est bilinéaire en p et g. Quelle que son la fonc-
tion F(z,y, s, p, q), tout systéme de deux equauons de Pfaff
dont I'équation (6) est une résolvante de seconde espéce peut étre
ramené a la forme

(= Sdz—pdx-—-qd_y:o,
J ( du”—f(x’.yr % P u)dx_'?(xv.y’ %9, u)d_y:o,

et la condition d’intégmbilité de la scconde des équations (7)

f _0e\, Y 9, % g, U s
(F—2)erstrita—E—Fp+Fo—32r=o

doit étre identique a 'équation (6), ce qui exige que I'on ait

. (do r)f) f of dz Oy LY df dtpf=0‘

dag “op dy 027 "o " 0z T ou® T ou

Si cette condition est satisfaite, il est évident qu’en posant

0=0(z, ¥, 3 u)
el par suile

90 a0 a9° a0
dy = (-de—i- Wdy—\t- &(pdx—i-qdy)-l- &zdu,

la seconde des équations (7) est remplacée par une équation de
méme forme

(Q) dV:fl(x1.}’,zaP,V)d-z'“*‘?l(@‘a}’, =, q,")df

dont la condition d’'intégrabilité est la méme que pour la pre-
mi¢re. Mais les deux systémes de Pfaff ainsi obtenus ne sont pas
distincts, puisque l'on passe de I'un a I'autre par un simple chan-
gement de variables.

Lorsque les fonctions f(z, y, 3, p) et o(z, y, 3, ¢) ne ren-
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ferment pas la variable «, il est clair que la condition d’intégra-
bilité de I’équation
(10) du=f(z,y, s, p)de +¢(z, y, 5, q)dy
ne renferme pas u, et conduit bien a unc équation de la forme (6).
J’ai établi dans un Mémoire antérieur, Sur quelques transfor-

mations des équations aux dérivées partielles du second

ordre ('), les conditions nécessaires et suffisantes pour ¢u'une
équation

(rr) Ss+R=o0,

oiu R et S ne dépendent que de z, y, 5, p, ¢, provienne sans
aucune réduction de la condition d’intégrabilité d’une équation
de la forme (10). 11 faut et il suffit pour cela que I'on ait

opog — > opt ~ dy\p)’ 9 ~ d=\3gq)’ dpog ~ %’
Gy S LM ohydon
2 dz dy dz—d:v‘dp>+dy og )’

d_0 pd d_d. 4 d(d)
\dz = oz TPz dy — oy 752’ dedy ~ dz \dy)’

s L) 2R _ d <¢?§\ 2R a (dS) Jo*R 2S

Si ces conditions sont remplies, on peut trouver en eftet, d’'une-
infinité de maniéres, deux fonctions f(z, ¥, 5, p) et o(x, ¥, 3, ¢)
satisfaisant aux deux équations

S _%_g Y S _9%_ 9

I 2 _,=-R

op 9g=> oy 0:?1 T 5z 0z
11 existe évidemnrent une infinité de systémes de deux fonc-
tions f(z,y, 5, p), o(x,y; 5, ¢), satisfasant a la premiére de
. . . , 928 . .
ces équations, puisque lom a pag = ° Si folx, ¥, 5, p),
o(x, ¥, 5, q) forment un premier systéme de solutiens, tous les
autres sont de la forme

f=f,+UP-—1—-v, '{:(P‘-I—Uq—l—'“",

U, V, W étant des fonctions de z, y, 5. En portant ces expres-

(') Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2 série, t. IV, 1902
p. 299-34o.
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sions de f, o dans la seconde condition, elle devient

N (W), 0y,
dy  ox ay W) <dz 9z )T =%

ou I'on a posé, pour abréger,

R — afy _ do
‘R_R_<dy——¢7;>'

Or les derniéres conditions (12) peuvent s’écrire, on le voit faci-
lement,
NR NR aR
W0 PV ="
OR _ d [oR\  d (IR
0z dx (W) Ty (75)

(12)

’

R est donc une fonction linéaire de p ét de ¢, et par suite on doit
avoir
" U _W R ov_ou_om
) oy 03 op ox
vV dW OR IR

oy 0w '_pT)}T_qE
La condition d’intégrabilité bien connue

(4 AR PR i( IR _ o
4) opor " ogoy ~a\Pop "9 ag

IR oR )
=o0

est précisément identique a la derniére des conditions (12),
On peut donc trouver une infinité de solutiens.des équations (1.3).
On peut prendre par exemple

“oR *OR
Ui=o, V.=L S da Y@, w.=—f:_0 5 45+ ),

les fontions ¢ et = satisfaisant a la condition

oy o/ IR AR
Al GRS b W

Tout autre systéme de solutions des équations (13) est de la
forme

[
U=U;+ d_, V=v,+3? W=W.+z;

03 oz’

/1
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L’équation Ss + R = o s’obtient donc comme condition d’inté-
grabilité de ’équation aux différentielles totales

00 90
du = [/‘1'7‘ Vi+ E‘ —l—[)(U]'r‘d—z')] dx
9 00
+[§,+Wl+ _;y +9(U1+ ?E)] dy;

(uelle que soit la fonction §(z, y, 5), on voit que le systéme de
Pfaff dont Péquation Ss—+ R = o est une résolvante de seconde
espéce est toujours le méme

dz = pdr+ qdy,
du=[fi+Vi+Upldr + o+ W;+ U;q] dy.

Pour qu’une équation
(13) s+F(z, 5,5, p,9)=0

puisse étre obtenue comme condition d’intégrabilité d'une équa-
tion aux différentielles totales de la forme (10), il faut et il suffit
que 'on puisse trouver un facteur A(z, y, 5, p, ¢) tel qu’en posant

S:)\(x»}’, 5P q) "=)‘F»

les conditions (12) soient satisfaites. On a ainsi un systéme de
cinq équations aux dérivées partielles du second ordre auxquelles
doit satisfaire la fonction A. Toute solution de ces cinq équations
est un multiplicateur pour ’équation. D’aprés ce qu’on vient de
rappeler, a tout multiplicateur correspond un systéme de Pfaff et
un seul dont ’équation (15) est une résolvante de seconde espéce.

Dans le travail cité plus haut (p. 329 et suiv.), j’ai déterminé
tous les multiplicateurs pour une équation complétement linéaire

s+ap—+ bg+cs=o,
@, b, ¢ ne dépendant que de z, y. Je reprends d’abord le méme
probléme pour les équations plus générales ou s est une fonction

bilinéaire a coefficients quelconques des dérivées du premier
ordre p, g.

11.

4. Les équations bilinéaires en p et ¢

(16) s+ g(z, ¥, 3)pg +a(x,y,3)p+b(x, y,3)qg+c(z,¥,3)=0
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conservent la méme forme quand on prend pour inconnue une
fonction quelconque Z=14(z, y, 5), sans changer les variables indé-
pendantes, ou quand on prend pour variables nouvelles 2’ =2 (z),
Y'=4(y), les fonctions »(x) et ¢(y) étant arbitraires. Dans
I'équation obtenue en posant Z = b(z, y, 5), le coefficient de PQ

est
.90 220 X(dﬂ -3
® 9z ozt os)

on peut donc toujours faire disparaitre le terme en pg, en prenant
pour inconnue une intégrale Z =0 (z, y, 5) de 'équation

N _ fr

)z

Si par exemple g=o, I'équation conserve la méme forme

quand on prend pour inconnue une fonction linéaire quelconque
de s,
L=o(x, y)+s¥(z, y).

Cherchons dans quels cas I'équation (16) est intégrable par la
méthode de Monge. Pour que'les ¢quations diftérentielles

dr =o, ds = q dy, dp +~ (gpq +ap +bq+c)dy =o

de P'un des systémes de caractéristiques admettent la combinaison
intégrable dI° = o, la fonction F doit satisfaire aux deux relations

JF oF JF l)F(” N bg +¢) =
3(;—0 @-F;;;'I—T);,aPQ-“P-'- q+c)=0,

et par suite aux deux relations

JF ( JF
7)-;—— ap+c);;;_0,
JF JF
-’)—;—(épﬂ—b)’—);:o.

Or ce systéme ne peut admettre d’autre intégrale que I'intégrale
évidente F = z, a moins d’étre un systéme complet, ce qui exige
que Pon ait

Ja  Jg de  Jb

(17) '_)——-;:')._}', vd—:—g)j—%gc—ab:o.
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Si on a fait disparaitre le terme en pg, comme il vient d'étre
dit, on a g = o, et les conditions précédentes deviennent

da o dc _ db b
-’)—z = 0, (’E = ()‘7 -+ ab.
Le coefficient @ ne dépend donc pas de z; on peut alors, en

changeant 3 en \(z, y)z, faire disparaitre ce coefficient. Sia = o.

[
les dérivées partielles d’une fonction U(z, y, z) par rapport aux
variables y, z, et Féquation (16) est ramenée a la forme

. .. 0 0b . .
il reste une seule condition 2* = %2, qui exprime que b et ¢ sont
1z 9y

JU JU

S+7);q+w

:0;

on voit immédiatement qu’elle admet I'intégrale intermédiaire
p+U(z,y, 3)=X

On voit de méme que si les équations diftérentielles du second
systéme de caractéristiques admettent une combinaison intégrable
autre que dy = o, ’équation peut étre ramenée a la forme

NV
ST P Y ="

ct admet Pintégrale intermédiaire
g-+V(z, 5, 5)=Y.

Dans le cas particulier d’une équation.de la forme s + gpg = o,
p q 8Pq

| " (e . 0,
ot a=b=c=o0, les conditions (17) se réduisent a une seule d_g =o.

L’équation s+ g(z, 2)pg = o admet en effet 'intégrale intermé-
diaire
Logp +fg(a:, z)dz =X.

Pour la recherche des multiplicateurs d’une équation de la
forme (16), nous pouvons évidemment supposer que 'on a fait
disparaitre le coefficient de pg par un changement d’inconnue, et
prendre I'équation sous la forme réduite

(18) s+ap+bg+c=o.
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Si. poar cetle équation réduite, le cocfficient « est indépendant
de z, on peut aussi supposer que I'on a fait disparaitre ce coeffi-
cient. Remarquons aussi que, si’équation (16) admet un multipli-
cateur w(xr, »), indépendant de z, p, ¢, c’est-a-dire si I'on peut

trouver deux fonctions f(z, y, 3, p) et 3(=®, y, 5, q) telles que
I'on ait identiquement

df _ d )f 9
w(x, y)(s+gpg+ap+bg+c)= ,7§—d_3+(:%—:73) 5

I'équation
LY A
W -+ GPQ +...==0
que I'on dé¢duit de I'équation (16) en prenant pourinconnue Z=p.s
admet pour multiplicateur I'unité.

5. Ces remarques étant faites, cherchons a déterminer les mul-
tiplicateurs A(x, y, 3, p, q) pour I'équation réduite

(18) s+ap+ bg +c=o.
On doit poser, dans les équations générales (12),
S =1, R=Aap + bg +c¢).

Iles conditions obtenues sont linéaires et homogénes par rapport
a la fonction inconnue } et a ses dérivées; la somme d’un nombre
quelconque de multiplicateurs est donc aussi un multiplicateur,
résultat qu’il était facile de prevoir @ priori.
.. .. a2
La premiére des conditions (12), ——= 0, montre (ue tout
b dpd’] b
multiplicateur est de la forme
r=F(z, ¥y, 2, p)+D(x, 5, 3, q).
La condition

dS _ J*R
as dp dq
donnec ensuile
JFE  0d _ JF +a1)d’ JaF JF b P
ds  ds Jp T); ou Dz ’)—[;—a@-——-’—);,

la valeur commune de ces deux expressions est forcément indé-
pendante de p ct de g. C'est done une fonetion m(z, v, 3)des
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variables z, y, 5 que 'on peut supposer nulle; il suffit en effet de

2z 3
remplacer I par F+- f w(z, y,3)ds et@parfb——f w(z,y,s)ds,
ce qui ne change i)as la somme F 4+ & = 7\‘. “bn peut donc
toujours supposer que I'on a

JF_LOF _ N N
'E —_ ;')'; = O, ’—)-:- —Qa Jq— =0,
si nous posons
) )
(19) a= %, b= :—)i!,

tout multiplicateur 2 est donc de la forme
(20) )\ZF(.I‘,}’, l£)+‘b(1‘,y, ¢)

ou
g, ¢=q -+

h

u=p-+

Remarquons que lés fonctions « et 8 ne sont pas complétement
déterminées par les équations (19), car on peut ajouter a chacune
d’elles une fonction -arbitraire de z et dey, mais il vaut mieux
en vue de la suite ne pas préciser davantage, au moins pour le
moment.

La condition

R _ d [/JS

dpr ~ dy \dp
d suit -emplacant 9% ot b par 28
nous donne ensul e, en leﬂ|}) agdn apm 3;! [§ [)'II‘ ;;)

—_— — iy c 9 — =
Ju2 \ ds +-t)zq+ +

02F (Ja B JF Ja J*F JtF I8 7F 08
) — e Ly L,
du dz = Jdudy = Jut J5° Jur Jy

ce qu’on peut écrire, en remplagant p par « — 3,

J*F (4)1 g l)a) OF dx 2F
“+ 8 2

S Bty — _— = = —
Ju2 \Js Jdy Vos dJu Jds ~ ou r)y’
ou encore

t)_z( NF ()F>+<c 4)_{3 _Bc)a.) iF  JtF

(21 Jz \“Tn?* ou - dy T Js Jur T dud_y.

Nous avons plusieurs cas a examiner.
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1 Pour que les coefficients des dérivées de F soient indépen-
dants de z, il faut que 'on ait

Sa de 923 0z 0f
ol s dyd:—:)_:;ﬁ_o
c¢est-a-dire
Ja de db .
== d—‘;‘—(—,———abzo.

L’équation (18) admet alors, comme on I'a vu au paragraphe
précédent, une intégrale intermédiaire dépendant d'une fonction
arbitraire. Ce cas sera examiné plus loin.

2° Supposons

Na Jde 2B Jz 08
J32 5 dy ds 0z 05

en différentiant les deux membres de I'équation (21) par rapport

a 3, et tenant compte de la condition 5% — 0 on voit que I'on doit
. 9F ' N C
avoir ——. = 0. de sorte que I doit étre une fonction linéaire de w«
F=pu-+u.
L’équation (21) devient alors

4
‘).llp = (Wf’

el l'équation (21) admet une infinité¢ d’intégrales qui ne dépendent

.‘A
2‘/‘ ady

(221 F=Xue"" +w(x,y),

que de z. y, u

\ étant une fonction arbitraire de z, w(z, ») une fonction arbi-
traire des variables x et 1.
3* Supposons

0ty Ja

e ds

O

En différentiant les deux membres de I'équation (21) par rapport
a 3, 1l vient

)a ud’F 24)F de  db b Bdga 0’1“_0
Jzt " ou? Ju oz oy TP )z T
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. v o F 02F oF
Si le rapport des coefficients de 7= et de u 5+ » 5 n'est pas
mdépendant de z, il faudra que 'on ait
2 AF  JF _
Juz “our Tou T @

) . ()F 9. . b Q
el par suite o— = o. L’équation (21) n’admet donc que la solu-

tion ¥ =p(z, y), qui soit indépendante de s. Pour quiil y ait
d’autres solutions, il faut donc que le vapport

w(c—E—e5)

0%a
Jzt

soit ¢gal & une fonction H(z, y) indépendante de z. On a donc

a9 oz )
¢ — Iy = &(ﬁ—x—ll)—l—K(w,y).

Comme on peut augmenter 3 d’une fonction quelconque des
variables z, 7- sans changer I'équation (16), on peut supposer que
I'on a H= o, et la relation précédente devient

o

da
e =)

et la velation (21) se décompose cn deux équations distinctes.
. 0% o,

puisque u_; dépend de s,

PF  F

Jur ou

9:F 0*F
'K(x"y)m = ouay’

u

. .. oF 5
La premi¢re montre que T est de la forme ‘(—xu’—';—/), et la der-

ni¢re devient

op
—aK(2, y) .= dy .
ul YT oue?

il faut donc que Pon ait K(z, y) = o, ¢ = X. On en conclut que
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I'équation (21) admet une solution de la forme

X
F=;+P~($,}'),

st les deux équations
— =c—af

admettent une solution commune en 3. Elles ne peuvent former
un systéme complitement intégrable, car la condition d’intégra-
bilité
9 _de_da
dy 0z L
ne peut étre vérifiée identiquement que si 'on a

da _ ° 9 _ o ab:
95 ’ dy 0z ’
c’est le cas que novs avons réservé, ou 'équation (16) admet une
intégrale intermédiaire dépendant d’une fonction arbitraire.

En résumé, lorsque les équations différentielles du systéme de
caractéristiques,

dz = o, s =gqdy, dp + (ap +bg +c)dy =o

n’admettent pas d'autre combinaison intégrable que dz = o, la
fonction
F(z,y, ) =F[2,y,p+ (2.7, 3)]

a l'une des formes suivantes :

(A) F=uw= )
Y
2ady
(B) F=Xue'?  +pu(z,y)
X
(c) F=2u@ )

la premiére convient au cas général ou les coefficients a, b, ¢ et
lcurs dérivées ne vérifient aucune condition particuliére d’égalité.

0 ~
2% — o, et la forme (CG) au cas

La forme (B) convient au cas ou - =



. oa . . .
ou, -(;—_t n’étant pas nul, les deux équations

3 98 _ op 3
(‘20) == (—’; =c—ay

admettent une solution commune en 4.

On verrait de méme que, lorsque les équations différentielles
du second systéme de caractéristiques n’admettent pas d’autre
combinaison intégrable que dy = o, la fonction

Pz, v, v)=C(x, y, g +a)

a I'une des formes suivantes :

(f\,) b= :J.(.l‘, .y)v
tr2l.ul.;r
(B =Yoo+ ux, y),
. Y
(C" b= ;’-+p(z', ).

La forme (A’) convient au cas général, la forme (B') au cas ou
b : N "
— est nul, et la forme (C) au cas ou, — n'étant pas nul, les deux
93 ' 9z
équations
oa 02

(23’ m=% — =c—ba
admettent une solution commune en 4.

Il nous reste a associer de toutes les maniéres possibles les
diverses formes des fonctions F et @, en tenant compte de la
derniére équation de condition (12), dont on ne s’est pas servi
jusqu’ici.

6. Nous allons d’abord chercher dans quels cas ’équation (16)
admet un multiplicateur de la forme
< X Y

(h A=m+q+a+p(x,y), XY % o;

il faut pour cela que le systéme (23) admette une solution en f3,
et le systéme (23') une solution en a. Il est facile de voir quelle
est la signification de ces conditions. Des équations (23) on tire

b= o

=d'a" Cc =

+af,
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¢t I'équation (18) devient

. i )} ,
124) s-:«%‘;q+‘;j—,—:—a(1)+{3)=o;

clle admet donc toutes les intégrales de I'équation du premier
ordre

(.""?'> P+ 5(1':)" :):0'

Réciproquement, si I'équation (18) admet toutes les intégrales
de T'équation du premier ordre (25). elle doit étre vérifice
identiquement quand on y iremplace p par —B(x, y, 3) et s
ap a3

')a]‘ — —

dy 03

Si les équations (23") sont également compatibles en o, 'équa-

tion (18) admel aussi toutes les intégrales de I'équation du pre-
mier ordre

q: cette équation est donc de la forme (24)-

(23 q-+alx,y,31=o.

Cela posé, des relations (23) et (23") on déduit la nouvelle

relation
n )l »
9x 98 _0E 507
ox 03 oy Yoz

que l'on peut écrive

(=)
ox

o(—a) o(— %)
H( _ 3)___ — 1
v 03

(— o) ()(—{3)
9y s ) PER

el (qui montre que I'¢quation
ds+ady +~3dr=c¢

est complétement intégrable. On a donc pour « et 3 des expres-

sions de la forme
_ 90U U g U oU

et I'équation (18) admet toutes les intégrales des deux équations du
premier ordre

XLIN.

=
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c'est-a-dire toutes les fonctions 5(z, ) qui satisfont a 'une des
relations '
U(xay’5)=4‘(w)a U(z‘a}’1;):ﬁ()’)v

les fonctions Y et « étant arbitraires. Sil'on prend pour inconnue
la fonction U(z, y, 5) elle-méme, I'équation obtenue doit étre
vérifiée pourvu que l'une des dérivées du premier ordre de la
fonction inconnue soit nulle. Cette équation sera donc de la forme

(26) s+ g(x, ), 3)pg =0,

et par comséquent toute équation (18) qui admet un multipli-
cateur de la forme (1) peut étre ramenée, par un changement
d’inconnue, & la forme réduite (26).

11 est facile de trouver directement les multiplicateurs pour unec
équation de cette forme. On a en effet dans ce cas

.

S=’F(‘T)}/1 3»]’)"‘4’(1’}’,3:7)» R:g(F’*‘tb)pq'

.. 0:R d [0S ..
La condstion prialr ((—,;)—) est ici
02F dF) 02 F 02F

g’q(p;;)—; +2-d; =f)ydp +d::)p7;

oy op

oF . ; R
que 5 ne contienne pas ). Il en est de méme de

= o, c'est-a-dire
F O'F
F, 03 ()p’

I ne contenant pas ¢, il faut que I'on ait

et

la relation

° pdp’ "dp/) oz dp

donnera p0u~r Loune v leur indépendante de a moins que I'on
. (-] (0 I
ait ala fois

2F IF 02
— - 1) m— ——
L up? Cap ’ 03 0p ¢

La premiére hypothése est a rejeter, car Téquation (26) serait
alors intégrable par la méthode de Monge (n° 4). Il s'ensuit
que I est de la forme

F=—+/fi(2 7, 3);

A
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on verrait de méme que @ est de la forme
Y
P = ; +¢1(x, ¥, 5),

¢t par suite un multiplicateur de I'équation (26) est de la forme

: X_ Y .
an 7\—;+;1'+P($,)y~-

On a donc
R=XNgq+Ygp+o8pg

.. 0S J2R .
ct la conditien -== — —— donne ensuite
03 op oq
- dp
(27) o

Enfin la dernicre des conditions (12) se réduit, tous calculs
faits, a la forme simple

dgp dtlogp ,0tlogp
dzdy ~ T dydz +Y s

(28)

11 suffira donc, pour obtenir nne équation (26) ayant un multi-
plicateur de la forme voulue, de prendre pour p une intégrale de
Péquation (28), X et Y étant des fonctions données de x et de »
respectivement, puis de premdre pour g la dérivée logarithmique

__dlogp
T ds

11 est facile de vérifier ce résultat. Comsidérons en effet I'¢qua-
tion aux différentielles totales

(29) du=[Xlogp+ (@, y, 2)p +p]dr — (Ylogg + ps) dy
dont la condition d’intégrabilité est

dps dos
==

X3 ‘)‘04—')p -+ + 2y 4
. ; +9$+ (1)7’ s p l)}’ 3 7 q dx

Pour que cette condition soit identique i I'équation (26), il faut
que Yon ait

. dp do , "’E.’. _ Aoy _ 4oy das .
‘OO—.JE’ “)‘—y—\g—E—;'z—O, 7; Xg—o, W—l—ﬂ_n.
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On en tire
Pe Y g ), Pey Dy X D
drdy — dx  dzds’ drdz dyds Jdy
et enfin

2o Y«)!logp N\ JElogs
dxdy — " dwds Jdy ds

On détermine ensuite g, et 3, au moyen des ¢quations compa-
tibles

s ] ) ) ]
ey, P B X e UP2
E Ye r)y’ Js Xe dy — dz
Remarque. — En prenant pour variables indépendantes

J":fde et y=/{Ydy,
I'équation (28) prend la forme

(28") o%p - Jtlogp N dlogp
dzxdy dy ds dx s

) ) \ )
On obtient des intégrales ne dépendant que de s etde x4 =1,
en intégrant I'équation a deux variables
Jdto  Jtlogp

et T > Jt s

qui admet l'intégrale intermédiaive

dp . Jdlogp

ot PEE L.

7. Pour que I'équation (18) admette un multiplicateur de la
forme

x
X 2 [ bde

(M) ).=p+u+\'(¢]+u)e‘-”‘o “+ p(x, ¥), XY <o,

il faut d’abord que & soit indépendant de z, ct de plus que 'équa-
tion (18) admette toutes les intégrales de I'équation du premier
ordre p+3(z, ¥, 5) =o0. Si b est indépendant de =, on peut
d’abord, en changeant z en K(z, y)z, remplacer 'équation (18)
par une autre équation admettant un multiplicateur de la méme
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forme, pour laguelle on aura b = o. Cette transformaion étant effec-

. 9 , . .
luée, on a 0—? = 0, et 'équation est de la forme

)8 (z, .
s+ 22D o ap B, )] =o;
dy
entin, si 'on prend pour inconnue z+ [ 3(z, y) dx au lieu de =,
on voit que toute équation (18) admettant un multiplicateur
de la forme (I1) peut étre ramenée & la forme réduite
(301 S+ap=o.

D’aprés 'étude qui vient d’étre faite, tout multiplicateur de
cette ¢quation est de la forme

J

.

R

< X )
)= ; +Y(q + z)+ p(x,r), = a.

~
1Y)

ll reste a déterminer la fonction w(xz, y) de fagon a satisfaire a
la derniére des conditions (12). Nous emploierons pour cela la
méthode rappelée a la fin du n° 3. Nous avons, dans le cas actuel,

. X . -
.\:;—%—\((]—4—7.)—4.—1.1., R=Xa+ Yap(qg+2a)+ nap;
nous pouvons poser
Ji=Xlogp + up, tg,:—\'%—‘—l'zq,

et il vient

d_f| d9| X , l):J. X du
cﬂ—.l\—g;—e—a—;_,Xa-i—(\aa—o—‘ul—w)p——’);-q,
JR . . s IR .0z R oaR
-:)—-:\(lz—i—:La*—l)?’ W__\J.;’ eﬂ_-—p:;;;-—tlﬁ_‘\a,

¢t la condition d’intégrabilité

NR R +i< IR IR o\
dzdp " dydq " Uz Pop 7 dg ) -
qui estidentique a la derniére des conditions (12), devient

—X— =0
Jz ’

(31)

AN

2y Mpa) Jd(aa) J J Ja
T dzdy Jz + Y Jdx Jdy (Y ) X

ou a= gz
=

'~
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Si la fonction w(x, y) satisfait a cette eondition, on peut, d'une
nfinité de maniéres, déterminer deux fonctions w,(x, y, 3)
et wa(x, y, ) telles que la condition d’intégrabilité de Péquation
aux différentielles totales

du=|Xlogp+pp+ (2, r,3)]dw - [Y q; + Yag + p(a, y, z)] dy

soit identique a I'équation (30). 1l faut et i suffit pour eela que u,
et u, vérifient les relations
dus  dp

— = +4ap+aYaz,

Jus dpy da Jiry diy
dz Ty s

0z =Y Oy tor — b
qui sont compatibles d’apres I'équation. (31).

Il est évident que si le coefficient a est une fonction quelconque
des variables z, y, 3, ’équation (31) n’admet pas en général d’inté-
grale u(z, y) indépendante de z. Pour obtenir des équations (30)
admettant un multiplieateur de la forme voulwe, on pourra sc
donner arbitrairement les fonctions X, Y, w(x, x) et prendre
pour x une intégrale de I'équation (31), dépendant de la variable .

En échangeant le réle des variables z et y, on déterminerail de
méme les équations qui admettent un multiplicateur de la forme

Y i ,‘/"‘"ndy
)\=q—+—a+4\(p+'|3)e Yoo +u(@,));
ces équations peuvent, par un changement linéaire d'inconnuc.
étre ramenées a la forme réduite

(30") s+ b(x,y, 5)g =o0.
8. Toute équation (18), qui admct un multiplicateur de la forme
(I A= X + p(z,y) X#o
L = P+p (2, Y ) )
admet aussi (n° 6) toutes les intégrales de 'équation p + 5 =o.
Soit s =f(=, y, ¥) Vintégrale générale de cette égmation du
premicr ordre; I'équation. du second ordre obtenue en posant
s=f(x,y, L)

J
0.

N

=o0. Nous

doit admettre toutes les intégrales de I'équation

8
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pouvons done supposer ’équation (18) ramenée a la fovme

(32) s+gpqg+ap=o,

et 'on voit aisément que le multiplicateur de la nouvelle équation
doit étre de la forme

N A
h= ; -+ .o(ms Y 3).
On a done, dans ce cas,

A
S:;—i—p, R=Agy+Aa+gpepg+aszp,

et 'on peut poser
Ji=Alogp+op, ¢i=o,
A=n—

= =Agq+Aa+gopg +a —9,—'-\-
dy 8 P 4 dy

dz
dy

logp — p

Pour que R soit une fonction linéaire de p, ¢, on doit avoir

dA .
-&-};:0 ou A=X. g9 —

(
! Iz

0,
et 1l reste

A= (=2  Neog -+ Xa:
(\_<—7i+ap)p—r\,,q+h-a.

la derniére des conditions (12) devient

N J2p g Jd(ap) Jda _ . _ Jlog:z
() =gy Xt XE=e et =7

Les deux fonctions a(z, y, ) et g¢(z, y, z) sont liées par la
seule relation (33), et 'on peut choisir I'une d’elles arbitrairement
pour avoir une équation (32) admettant un multiplicateur

X
() )\=;+p(.1',y,z).
Inversement, la condition d’intégrabilité de I'équation aux diffé-
rentielles totales
du=[Xlogp+pp+zci]ldv —pady
est identique a I'équation (32) pourvu que I'on ait

. Ulogo doy
5= 9z 9z 8N

4_)p_,__ . Jo dp._'_l)ﬂ___

G ey —

9z T dy dy  Jdx
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Les trois derniéres équations sont compatibles en vertu de la
condition (33).

On déterminerait de méme, en échangeant le vole des variables .r
el y, les équations de la forme (18) qui admettent un multiplicateur

;% -+ uix, ¥), Y # o,

9. Si I'équation (18) admet un multiplicateur linéaire en p et

en g,

¥ x
2 ady 2 f bdx

(IV) A=X(p+ba)e’'" +Y({g+as)e o -+ u@, y), \Y: 9o,

@ et b sont indépendants de =, et nous écrirons ce multiplicateur,
pour simplifier les formules,

A=U(p+0b3)+\V(g+as)=+ u(x, y),

U et 'V étant des fonctions de x et de y qui satisfont aux deux
conditions
U . IV

(34) —y:?.ab, I—)‘;=2b\.

Nous avons dans ce cas

R=aUp?+bVqgr+ (aV +bU)py+-(cU+ap)p+(cV+dbu)g
+cg+(a\'+bU):(dp+b7—:—c),

et nous pouvons prendre

pr L .
f1=Lj:L—+—(a\ +bU)ps--up, py=—1\ o

il vient alors

_ _dfa dy,

A =R dy—i—z—; )
_ B . . . o . ' Jp
_[cL—l—ap.-f—a.(a\ -A—bl.‘)—..’—-)},(a\ +bU\—d—y]p

+[eV+bu+bs(aV+bU)]g+cp+cs(aV+0U),
et la derniére condition (12) devient

R J _ - . _d2(aV + bU) . e
(35) 5;[0U+ap.+a..(a\ +~b0U)]—=5 Tz dy Iz dy

'-4-5—1—/[1:\'—;—6‘11.—}—I):(aV—i—bU)]-y.::—i‘-—c(a\"+bU)

de . o
——»l)—;(ll\ —r-[ll))-——ﬂc
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En différentiant par rapport a z, on obtient I'équation

J D i J . 2(aV-+5bU)
,-'-;ia(a\ +[)L)]—|—-(—);[b(a\ +b6U)] — ————

Jx dy
S a2(cU) | 4)2(0\') )2 (cz) ” e
T Tdwds Dy s —(aV +bU) g O

. 0%¢
(qui donne une valeur unique de w si 5— n’est pas nul. Cette valcur

d .
de w doit étre indépendante de x et de y, et satisfaire i I'équation
précédente (35).
Le résultat est tout différent si ¢ est une fonction linéaire de z,
c=K(z, y)s+ H(z, y).
L'équation (35) se décompose alors en deux conditions distinctes :

(36) %[KU ~a(aV +bU)]

2(aV - 0U)

—:—'—)%[K\'—o-b(_a"-i—bU)]— —2K(aV+0U)=o,

dz dy
e e Jdaw) I(b)
t97) ’)‘Z")‘)’_ g
)
—Z—-(:.]\'+']](a\'+bU)__’)(HU)_V(H})__0

La relation (36) est une équation de condition a laquelle doit
satisfaire K(x, y) pour qu’il existe des multiplicateurs de la
forme indiquée. Si cette condition est satisfaite, il existe une
infinité de multiplicateurs, car wu(z, y) est déterminée par
I'équation linéaire (37). Nous retrouvons le cas d’une équation
linéaire, que j’ai traité dans le Mémoire cité plus haut (Annalés
de la Faculté de Toulouse, t. IV, 2° série, p. 333).

Fai montré, dans ce Mémoire, que l'on peut en multipliany
I'inconnue 5 par un facteur convenablement choisi, supposer que
I'on a @V + bU =o; les fonctions «, b U, V sont alors de la

forme
o 2o
) 1 drdy v dzdy
a4 =—— y b =— ~ CANN
5 de 2 de
x t-);
C=-1_1, v=1'_1,
3 e 2 o
Jz dy

la fonction ¢ (x, ) pouvant étre choisie arbitrairement.
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La condition (36) qui détermine K prend la forme

) /RN 0 /KN
dz| e r)__y P
)z Iy

/

on en conclut que K est de la forme

. de de

K= 0 ')__)’q‘(u)

Réciproquement, si la condition (33) est vérifiée pour une
fonction u(x, »), la condition d’intégrabilité¢ de I'équation
Ty ) )y g q

2
du = [U’—:— +(aV +bU)sp+ p(x,y)p+o(x, ¥, z)]_dar'

2
B [, o

2

est identique a I'équation s+ ap + bg -+ ¢ = o, pourvu que les
fonctions gy et g, vérifient les relations

%Ezl =¢V+b[p+s5(aV +bU)|,
dps P . Jd(aV +bU)
7 =cU+alp+3(aV+bU)]— ’Ty-—-z———(g———,
Joy dpa . i .
o + o =cu—+c3(aV +bU),

qui sont compatibles en vertu de I'équation (353).

10. Lorsque I'équation admet un multiplicateur linéaire en p
et indépendant de ¢, on peut supposer a = o, et 'équation (26)
ramenée a la forme réduite

s+bg+c=o.
Supposons qu'elle admette un multiplicateur de la forme

(V) r=X(p+B)+u(z,y), XFo,
o

ott == = 4. On a dans ce cas
R=Xbpy + Xcp +(XB+p)bg + (XB+pu)e,
¢t I'on peut prendre

. p2
fi=XE - XBprpp, =0,
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ct il vient

a afy [+ B o -
AR =R-— W_(Xc—x;)y—;{—},>p+(xp+;z)bq+(\;,+‘;)c.

La derniére des conditions (12) donne la relation

. D/ a8 )2
(37) '-)-;<xc.—x@>—l———)xdy
+x1)(bp) N A(byu) _ d(ep) X J(Be) =o;
Jy dy s Jz

les fonctions 6, ¢, X étaint données, pour qu’il existe un mulripli-
cateur de la forme ('V), il faudra que I'équation (37) admette unc
intégrale v indépendante de z. Pour obtenir des équations de
cette espéce, on pourra se donner arbitrairement X, w(z, 3°), et
I'une des fonctions ¢, 8; la seconde devra satisfaire a la condi-
ton (3=).
Dans le cas d’une équation linéaire, on peut prendve
B:b(x,y):, c=x(x,)y;s3,

et P'équation (37) se dédouble en deux équations distinctes, dont

I'une est I'équation adjointe de Déquation linéaire, tandis que
| ] q ) {

Iautre peut s’écrire

. D[ /9  \NT_ ,</9
(3%) ﬁ[.\@}—'a,)]_;b.\(@_‘)..

Or les invariants de I'équation linéaire

s+0(x, y)g+y(z,¥)s=0
sont

et I'on a, d’apres la relation (38),

0 .
o (XK) = 26Xk,
On en tire
d
2b= %log(_‘/(l\),
o rloghk

2()_y - dz dy ’

cl par suitce
Rloghk

2/\'—2’!:—’);;)}—'
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Cest le résultat que j'avais obtenu dircctement {p. 332 du
Mémoire cité plus haut). L'équation peut alors éire ramenée a la
forme suivante, en changeant 5 en 55 :

__ 1 dloge
2 dx

Y —vs=29,

et elle admet un multiplicateur

h= "',"'q - :"('1;1 .}’:)7

C étant une constante et w(x, ) une solution de I'équation
adjointe.

11. Lorsque I'équation (18) admet un multiplicateur 2 indé-
sendant de p et de ¢, la condition R _ 98 rouve que ce mul-
pen p > q, dpdq__dzp ‘q u
tiplicateur est aussi indépendant de z. Soit w(x, ¥) ce multipli-
cateur; les équations (12) sont vérifiées d’elles-mémes, sauf la

dernicre qui devient

. )2y dap)  d(bp)  diep)
¢ )9) dx l)_}/ - Jdx - I))/ + s =0

Si I'équation (18) est linéaire en p, ¢, 5, I'équation (39) est
identique a I'é¢quation adjointe. Mais, dans le cas général ou a,
b, ¢ sont des fonctions quelconques de z, y, 3, il est clair que
cette équation n’admet pas d'autre solution indépendante de s
que k =o.

Supposons (u’elle admette une solution différente de zéro. En
multipliant I'inconnuc z par un facteur convenable, nous pouvons
étre ramenés au cas ou ce multiplicateur est u = 1. L’équation
en w est alors

ot 02 l)y. J
(39") 2 b5k

-— — b= =o,

dzdy oz Jdy
et les fonctions a, b, ¢ doivent satisfaire a la condition

‘o de _ Jda b
t1o) Dz 0w T ay

On satisfait a cette condition d’unc fagon géncérale en posant

. 0 _dp __da a8
{4v) a—-;)—:, b_.(T:, —%—PT};,
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2. 3 étant des fonctions quelconques de z, y-, . L'équation

(18 R SN SN

§ e — P —

=P T 50T 0 T oy

est alors la condition d'intégrabilité de Péquation aux différen-
tielles totales

(41) du=|p+bir,y, s)]dr—a(z, y, 3)dy.

Cherchons si I'équation (39’) peut admettre deux intégrales
linéairement distinctes ., (x. 1), us(x, y). Des deux équations

Py ’)Ht Ppy (){J.; g O
dxdy a dr b rl)f dzdy oz or b5 4)}/

on tirera pour a. b des fonctions indépendantes de = et par suite
I'équation (18) sera linéaire en p, ¢. z, & moins que 'on ait

D( 21, 122) —
D(x.y)

S'il en est ainsi, on peut supposer 4y = f(,); il vient alors

s o l)p., l)y.,
e f(“)_! 1))’ f( 4)?

)21y .2 P2y " I)p, dp..
oz oy =F () g e oy +f (e Oz r)y

et il reste la condition
')P-l «)111 .
f C) 9z x ,)}, -

On peut satisfairve a cette condition de plusieurs maniéres :

©Si f (@) =0, on a pa=0Cyu+Cy, G, et C, étant deux
constantes arbitraires. On peut choisir arbitrairement p(z, y)
et 'une des fonctions «, b, et I'on obtient ainsi des équations (18)
admettant des multiplicateurs u(x, y) dépendant de deux cons-
tantes arbitraires.

.0 . . .
20 Si —d%':o. on a forcément b=o, et toute fonction de 3

seul p. =Y est un multiplicateur. L'équation (18) admet alors une
intégrale intermédiaire. En effet, st b=o0, la condition (40)
00

. dc da 00 ., .
devient = = —; on a donc ¢ = —, a = —, et I'équation admel
03 or oxr 0z
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I'intégrale intermédiaire
q+0(z,y,35)=1Y.
N A M 0|U~i 1, . . .
On voil de méme que, si —— = o, I'¢quation admet une inté-

oy
grale intermédiaire, et toute fonction X de la seule variahle & est
un multiplicateur.

En résumé, sauf dans le cas des équations lincaires en p, ¢, =,
¢t des ¢qualions admetlant une intégrale intermédiaire, les multi-
plicateurs indépendants de p, ¢, = dépendent au plus de deux
constantes arbitraires.

12. 11l nous reste a déterminer les multiplicateurs d’une équa-
tion admettant une intégrale intermédiaire. Nous peuvens sup-
poser cetle -e’-,qualdnn ramende a la forme

(ho .o J0 +()0_0
(42) "‘();‘I d}’__ ’
el nous traiterons d’abord le cas ou il existe une seule intégrale
intermédiaire, ce qui exclut le cas ou § serait de la forme
0 =Xz + W(2, y).
D'apres les résullats exposés aux paragraphes préocédents (n 3 el
suiv.), tout multiplicateur de cette ¢quation est de la forme
r=f(z, p+0)+o(2, 5, 9)
la fonction / ¢lant quelconque et la fonction o(x, y, ¢) doit étre
une intégrale, indépendante de z, de P'équation
s L] 9o Jp 20 9%p )2
) 77:(”? +"'W>+-93'-57’_"9dw'

Cette fonction satisfait donc aussi a I'équation

20/ g @«3) 70 g
( 0 o

44 — (g == -
(41) =\ P -+ "dq

Si la fonction 0(z, y, z) est quelconque, il cst clair gue cette
derniére eéquation exige que I'on .‘ul%:o, el par suite o se¢

réduit a une fonction p(z, y). Donc, dans le cas général ou la
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fonction §(z, y, =) ne satisfait a aucune condition particuliére
tout multiplicateur de I'équation (42) est de la forme

N . )F(x, p+ 0
r=J(r,p+0)+ (2, y) = '(,,———f——-) + ()
on a-dans ce cas

g _ UF R (PF (P, ®
—%—F{J., = —=— 4+ ()—;"q-i-@v

et I'on peut prendre
Ji=F(z, p+0) +pp, ©1=0,
ce qui donne
daf, _ )0 70 m
R=R— T =ppe e — 0P

La derniére des conditions (12) est alors

ETSNPYN NN
dzdy " dy :)z) Cdyds
ou
Pp_dw
dzdy — dy dz
si 22

557 1est pas nul, u est une fonction de la seule variable r. et
tout multiplicateur est de la forme

JF(z, p+0)
Jp ’

Il est évident en effet que la condition d’intégrabilit¢ de I'équa-
tion aux différentielles totales due = F (z, p + 0)dz est

JF s+ J9 -+ 20 —o
4)_/)- dy :)zq -
i 29 — o, Péquation (42) est linéaire en ¢, =, et tout mul-
155 =0, l'équau ) q, =,
tiplicateur est de la ferme

dF(z, p+9)
A=y @),
«(x, y) élant une solution de I'équation adjointe.

Cherchons encore dans quels cas I'équation (43) admet des
intégrales, indépendantes de 3, autres que o = u(x, ).
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e

020 . B . \ . .
Si 5= west pas nul, Péquation (44) montre que I'on doit avoir

)20 026
Tyas = ROV gae

En changeant 5 en 7. — /‘Kd"}', on remplace I'équation (42) par
— N 020 .
une équation de méme [orme pour laquelle on a Syas = O Llinté-

grale générale de I'équation (44) est alors
o= C
: -—-(-1--4—‘!.(.1‘,)’),

el, en substituant cette expression de o dans la relation (43). on
est conduit a la condition

G
L S ox
T
d'ot 'on tire :
L JC
;Ty = 0, '-)‘—z-_ =0,

La fonction 6 est donc indépendante de y; l'équation (f2)
devient
+ J0(z, 3) g =

s ?

et tout multiplicateur de cette ¢quation est de la forme

o= —:)F(x. p+0) -+ Y -+ p(x, ¥).
Jp q

En opérant comme dans les autres cas, on trouve pour la der-
nicre des conditions (12)

1u A do

dx dy dy ds Jds2

Une différentiation par rapport & 5 nous donne

. )30
T
a32

et la valeur commune de ces rapports étant indépendantede = et de s
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est forcément une fonction de la seule variable z. On a donc

) 2
2k Xy, _d.i‘_z_x'\‘,
Jy dz dy
et la fonction Az, 5) satisfait a I'équation différentielle lincairc

(
020 X-@—E—;\':o

dzt Tz
dont l'intégrale générale est

JlogX
dx

, Xz .
= S = 4\1(3 - \2,

N\, N\, X, étant des fonctions de la seule variable . L'¢quation (42)
est done de la forme
X’ © e X3
3+(j\’ - X, \ex‘)q = o.
En prenant \ z pour inconnue, ct en remplagant la variable z par
une fonction convenable de z, cctte équation peut étre ramencde a la
forme simple

X s--e*q =o0;

cette équation admelt une infinité de maltiplicateurs compris dans
la formule
N JF(x, p + e Y’
= E(mpte) YV

p + Y.

11 est facile en effet de vérifier que la condition d'intégrabilité de
I'équation aux différentielles totales

du=|F(x,p+e*)+Y(p+e)]de—Y(logg —s)dy,

est identique @
ik A\
— +—+Y)(s+qe2)=o0.
\p g
i 3. . 020 _— . .
Considérons enfin le cas o S = O L’équation (42) est alors
p )
lincaire en p. ¢, =, ct en changeant 5 ¢n s 4 o(x, y), on peut
supposer que I'on a fait disparaitre le terme indépendant. L’équa-
tion est alors de la forme
. , 11
(36 s - b(, s —o.
My $ (=, y)q-rdy 0

XLIN. 3
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écartons le cas ou 6 = &(z, y)z ne dépendrait pas de y; I'équa-
tion admettrait alors deux intégrales intermédiaires. On déduit de
I'équation (44 ) que toute intégrale o(z, ¥, ¢), qui dépend de ¢,
estlinéaire en g. Sil'équation (46) admet un multiplicateur linéaire
en (¢, on’ sait, d’ aprés un résultat rappelé plus haut, que cette
Lquauon peut étre ramenée a la forme

1 dlogv

(47) s—- 258

2 Odx

q—v3=0.

Pour que cette équation admette une inlégrale intermédiaire

1 dloge
=3 oz 2 =F(2),

la fonction ¢ (2, y) doit étre une intégrale de I'¢quation

, dtloge
(48) ')-l'l))’ - =
On a donc
_ XY
FEXYy

et I'équation (47) prend la forme

1 X'y’
(49) s— ( < \+\)q (x_'_Y)!z:o.

D’apres le résultat rappelé plus haut (n° 10), la forme générale
des multiplicateurs de cette équation est

_ OF(x prh)

|»—C [ )
d[l ;q+,1.(x,_y),

I' étant une fonction arbitraire, G une constante, et & une inté-
grale de 'équation adjointe.

En résumé, toute fonction f'(z, p +8) est un multiplicateur de
I'équation (42). Pour qu’il en existe d’autres, il faut que I'équa-
tion soit unc équation linéaire, ou qu’elle soit réductible a I'une
des formes (45) ou (49), qui sont'une et autre intégrables. L'inté-
grale générale de I'équation (45) est donnée par la formule

— x,
- XY’
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N\ étant unc fonction arbitraire de z, et Y une fonction arbitraire
de y.
Lorsque I'équation (18) admet deux intégrales intermédiaires,
on peut la ramener a la forme s=o, et les équations (12)
deviennent

028 98 S a9t S L)

BT =Y =% ga=® wa s

L’'intégrale générale est
S=flz,p)+e(y 9);
il ¢st ¢évident en effet que la condition d’intégrabilité de I'équation

du = F(x, p)dz + ®(y, q)dy

conduit, quelles que soient les fonctions F et ®, al'équation s = o.

13. Nous avons passé en revue, dans les paragraphes précédents,
toutes les formes possibles pour les multiplicateurs d’une équation

s+ ap - bg + c =v.
Les coefficients a, b, ¢ étant donnés, pour trouver effectivement
les multiplicateurs de cette équation, on aura i examiner si cer-

taines équations simultanées sont compatibles. Prenons par
exemple I'équation

{(H0) s+clz, y, 3)=o.
Un multiplicateur est de la forme
Y=F(z, 5, p)+2(x, 5, 9),

ct les équations (12) du n° 3 prouvent que les fonctions F et ®
doivent satisfaire aux relations
#F _ &F b e
0pdy—cdp¢’ dq().z'_—cdq’
Ecartons le cas ou ¢ serait indépendant de z; I'équation scrait
alors réductible a la forme s = 0. On doit donc avoir

2F OF L Y
Pt =" pay =" 9gE T ogor T ®
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et le multiplicateur est de la forme
Xp+Yq+p(z,y).

Lia derniére des conditions (12) donne ensuite

. 0% de  0(cX)  o(cY)
(51) dzay Yoz T Tom | oy

Pour qu’il existe un multiplicateur, il faut que 'on puisse choi-
sir les fonctions X et Y de facon que I'équation (51) admette une
intégrale w(z, )°) indépendante de z. Nous pouvons supposer
0%¢c
03?2
scrait ramené a un probléme dont la solution est connue. De
I'équation (51) on déduit alors, en différentiant par rapport a z.

(ue n’est pas nul, car I'équation serait linéaire en z, et I'on

9t 9r(eX) | ot(eY)
“95t = oroz dy 05

Une nouvelle différentiation par rapport & z conduit & une
relation de la forme

AN 4+BX 4 ¢Y + bY =o,
A, B, C, D ne dépendant que des dérivées de c. Il faudra que I'on
puisse satisfaire a cette relation en prenant pour X une fonction

de z et pour Y une fonction de y. Je laisserai de coté I'examen de

cette question.

1.

14. Etant donnée une équation bilinéaire quelconque en p, ¢
(32) s+ gpq + ap + bg + ¢ = o,

o g, a, b, ¢ sont des fonctivns de z, y, z, la recherche des sys-,
témes de deux équations de Pfaff a six variables, dont elle est une
résolvante de seconde espéce, revient a la détermination de deux
onctions f(z, y, 3, p, u), 9(z, ¥, 3, ¢, u) telles que la condition
('intégrabilité de I'équation aux différentielles totales

du=f(z, y, 3 p, u)dz+¢(x, ¥, 35, q, u)dy

soit identique, a un facteur prés, a 'équation (52). Or cette condi-
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tion d'intégrabilité est

()f of f . 4)f _dp  dJo do  do .
ay Tzl T 0= ds TP gt %

il faudra donc que I'on ait identiquement

. fop  Jdf df de N _
3) (\dq——577> pq+ap+bq+t)+———z;'+’m f o

Tous les termes de cette relation qui précédent les deux derniers
sont linéaires par rapport a 'une des variables p ou ¢, et satisfont

. . i . ;o . § ,
par conséquent i la relation aprog = O Il faudra donc que 'on

att aussi

o (Fo_%
apiagt \ ou® " oul)T™

ou. en développant,

Bf I PBo  9f
Judp? 9q2  dJudq? dpt

=0,

g2 f l) )
)p2

f k4
:)u log 4)p1) ou (lob dq’)

La valeur commune des deux membres est forcément indépendante
de p etde ¢; ¢’est donc une fonction des variables z, v, z, « seu-

cequelon peut éerire, en supposant ~— dcj/er ents de séro,

lement. et Pon a par conséquent

orf
’)7 = U(=, », 3, ©) fi(®, ¥, 5, P),
2o

dq U(.’L‘, Y, % u)‘“("”* Y S ‘/)-
On en déduit pour f et des expressions de la forme

A S =U(=,y, 35 0)F (2,5, 5 p)+ U(®, 3,5 0)p + Us(z, 7, 3, 1),
tp:[‘(z,y,..,u)‘b(.z',y,..,r])—f-\,(x,_y,y,u)q+\,(z‘,y,~,u),

.l L q’ne sontpasnuls
uu(-)T(, o= e pasnuls.

L’équation aux différentielles totales

di = (UF = Uyp + Us)dz + (Ud 4 Vyg + \,) dy
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peut se simplifier en prenant pour inconnue une nouvelle fonction
R . du
¢ =0(x, y, 3, u), ol 0=fv,

ce qui ne change pas la condition d’intégrabilit¢. On a en effet

dv = i.Ld.z'+—d‘y i d:—l—-;—igdu

_du (000N, by
=g *lmz*+7s: x+(Qr+q0z) v,
et 'équation devient

dv = F de+ ®dy + (Uip + Us) do

| do do

0
Si I'on remplace dans U, U,, U,, V,, V, — la variable «
b ? 29 () y
par son expression au moyen dc¢ r, y, 5, ¢, on esi finalement

ramenc¢ d une équation de la forme
(55) du=Fdr - ®dy+ (Uip+ Us)de +~(Viqg+V.)dy,

U,, Uy, V,, V, étant des fonctions de ., », 3, «, indépendantes

de p, ¢.
La condition d’intégrabilité cst

JF  odb . dr  dd
(56) (-E)'—‘-‘—’; U,—V, )s+7{;_2;
dU| I)U ) ’)\l )\/ !
+(-‘,7P+du)(‘l +V 1]+\~)—-<')uq T )(l+U,/;——(.)

dU| dUg d\ 1 da\ 2

—_— = 0.

N~

Supposons d’abord que U, — V, soit une fonction 4(z, ), 3)
indépendante de u. Pour que lavaleur de s déduite de cetie condi-
tion soit indépendante de u, il faut que la somme des termes (ui
suivent le premier ne renfermec pas u. Or les termes de cette
somme qui ne sont pas’ bilinéuircs cn p el g et qui peuvent
dépendre de u sont les suivants :

(U, U, (‘)\I + IV
(\71:[)_!_ O >q N\ 77 )[
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Les termes tels que p®, ®, ¢k, F ne peuvent se réduire avee

U, dV;y dV,
aucun autre. Il faudra done que == 5-5» (—)—- soient indépendants
de u, ou que U,, U,, V, soient des fonctions linéaires de w,

U]'—"A]ll‘FBx. Ug= Azll+B2, \"=A3u+B3.

En remplagant U,, V,, U,, V, par leurs expressions, et en
égalant i zéro les termes qui dépendent de w, on obtient les
conditions

DAY JA, JA,  JA, A JA,

—_—m — — T — —_— = —,

ay 03 N dr ' ay dx

(ui expriment que A, ds + A,dzx—+ A;dy =dV, et I'équation
(33) est de la forme

du=Fdr+ ®dy+ udV+ (Bip+ Bs)dor+ [(B;+d)g + B3l dy.

En posant u =e"¢, I'équation (55) est remplacée par une
équation aux différentielles totales

dv=e*-Vf(F+B,p+Bz)dx+[‘b—u(B,+'l_a)q+B3]d)':,

ot le second membre ne renferme pas ¢. Toute équation de la
forme (52) obtenue de cette facon est donc comprise parmi les
équations qui ont été étudiées dans la premiére partie de ce tra-
vail, et I'on n’obtient pas de systéme de Pfaff différent de ceux qui
ont été déja déterminés.

15. Supposons maintenant que U, — V, dépende de u. En don-
nant & v deux valeurs ug, u,, telles que (U, — V), et (U, — V),
soient différents, et retranchant les deux égalités ainsi déduites de
la formule (56), il vient

[((Ur— Vi) — (U= Va)o]s
( [ /U, IU, oUs\ _ [dUs
+ ( o Ju P +( du ) Ou iq:
JdV, av, L (9Va dV,
—3[(,,u) (mr)o]q'(mr)r(«m)of“
les termes non écrits étant bilinéaires en p, ¢. Pour que I'expres-
sion de s obtenue soit elle-méme bilinéaire en p et ¢, il faut évi-
demment que les termes en F et ® disparaissent, quelles qué

soient les valeurs w,, u,, ce qui exige que U,, Uy, V,, V, soient
des fonctions linéaires de «. Nous sommes ainsi conduits a recher-
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cher les équations aux différentielles totales

(’57) d“=[[“(x1)’7 ) P)"‘"(“P‘F?)]dﬂ"
+|®(2,y, 5, )+ u(yq + ) dy,
o a2, 3, v, & sont des fonctions de z, y, z, dont la condition
d’intégrabilité conduit & une équation de la forme (52). Les cal-
. . 12F )2 cops
culs qui vont suivre ne supposent pas que ;);2— et 1()7? sont diffé-
rents de zéro.
La condition d’intégrabilité de I'équation (57 ) est, en ordonnant

par rapport a u,

dF  do . v [IF O

& +(ap+3)P—(vqg+o)F = (;7,;— ,7(;)5

e (a_.)s+ )‘_lg'__x_ié__ ﬂ_(ﬁ_ =0
N A ( ldy " dy Tdr ~ d=

Pour que cette condition soit indépendante de u, il faut et. il
suffit que les expressions de s obtenues en égalant a zéro le coeffi-
cient de u et le terme indépendant de « soient identiques. S'il en
est ainsi, I'équation obtenue est aussi la condition d’intégrabilité
de Péquation aux différentielles totales

(58) dv = (ap-+B)dr -+ (yq +d)dy.

On n'obtient donc pas de cette fagon d’équations diftérentes de
celles qui ont été déja étudiées, mais ces équations peuvent étre
des résolvantes de seconde espéce pour de nouveaux systémes de
deux équations de Pfaff, ce qui conduit & de nouvelles espéces de
transformations de Biacklund. _

La condition d'intégrabilité de I'équation (38) conduit & une
¢quation du second ordre (')

s+ap+bg+c=o0

qui admet le multiplicateur 2 —v. En multipliant s par une fonction
convenable de z, y, on peut toujours supposer que cette équation
admet pour multiplicateur I'unité, ¢’est-a-dire que'onaa — v =1;
¢'est ce que nous ferons par la suite. L'équation (57) est alors

du=Fde-+~ddy +uy(pdr+qgdy)+ul(p—+B)de+3ddy),

(') On suppose que l'on choisit Pinconnue 5 de facen qu'il n’y ait pas de terme
en pq dans l'équation (n° 4).
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ou
o

die—uvds=Fde+®dy +u[(p=+8)de+3dy].

frs

)0 70
d)"—.— ’Tzd‘.>——00;dd

Posons u=1v8(x, y, 5), o l=c¢ , Péquation devient

bde o (w2
\dz Jdy

=Fdr--®dy+v0[(p+ B)dzr - ¢dy],

ot
o Fdes+ody Jlogh . dlog0
<1«_—T———~——~u[<p+ﬁ——'—)x—-)dz‘+(0— (l_)/ )d_}’]'

En modifiant un peu les notations, nous écrirons cette équa-

tion :

(59) du=Fdr+ody+ul[(p+B)de —adyy

pour ue la condition d'intégrabilité soit indépendante de u, il
faut et il suftit que 'on ait identiquement

. (o JF\ ‘da dp dF  do P _
{60) (;)—l[-——’)7> Zﬁ—ﬁ;) — 4+ ®(p+ L)+Fa=o,

&~ @
et cette condition d’intégrabilité est alors

(61) s»:—-tia-t——i—ﬂ:o.
dr = dy

Les fonctions z(x, y, 3) et B(z,», 5) étant données, nous
allons chercher s'il est possible de déterminer deux fonctions
F(x,y, s, p) et ®(z,y, 5, q) satisfaisant a la relation (60).
Remarquons que I'on peut, sans changer I'équation (61), rem-
placer z par 2 — (—,9, et § par B+ g’ O (z, y) étant une fonction
arbitraire des deux variables z et ). On peut donc toujours ajouter
a 'une des fonctions « ou 3 une fonction quelconque de x et de y,
a condition d’ajouter aussi a 'autre une fonction convenablement
choisie des mémes variables.

Nous pouvons observer aussi que, siles fonctions I (z, y, =, p),
®(z,y, 5, q) véritient la relation (60), il en est de méme des
fonctions CF, C®, quelle que soit la constante C. Si I'on connait
deux systémes de solutions (Fy, ®,), (F;, ®,), F =C,F, 4 G, F,,
® = C,®, + C,®, est un autre systéme de solutions, quelles que
soient les constantes C,, C,.
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16. Cherchons d’abord s'il est possible de satisfaire & la rela-
tion (60) en prenant pour F et ® des fonctions linéaires de p et
dc g respectivement

F=A(x,y5,3)p+B(,y, s), b =C(x.y,35)g +Diz, y, 3).

En remplacant I et @ par ces expressions, la condition (6u)

devient
oz | I3 0z B JA I\ Y
(C—..\)<'—ET@—,+I’_~1)+ Eq)—k (:)7"‘57)
N I3 JB . M N JGC oD on
~ 4,7*52’/*/6; ‘ ,T;P)“ dz  as!

—;—(Cq+D)(p+ﬁ)+a(Ap+B)=o;

les fonctions A, B, C, D doivent donc satisfaire aux quatre condi-
tions

2.8 o(.
= =a 0
((}—_‘\)ZZ;—F:{i—f—i\u——’)—Q-{—D:n,
(62) “! s Jdy s
o i3 JB JC
(C—.‘\)E—e—;-)—;——%—f—C?:o,
(c_,\)(ﬁf+"3> , "B—:;—';+D,B+Bu=o.

dz " dy) T dy
Si Von posc C= c_)&.z;;:y_,z_}’
oA __2U 90

- = o — 35 b par suite, on a
JU

A= 7)—_‘ — U+ XJ.(.Z', )’)-

la premiére équation donne

Comme on peut ajouter a U une fonction quelconque de z et
de y, sans changer C, nous pouvons remplacer U par U4-u(x, 1),
¢l poser, par conséquent,

-0U , . JU
A= — —U, C=

03 03]

U=C—A.

[.a seconde des conditions (62) devient alors

o 92U JU JU JD
U;)_: +t)yl): _7)__},——’_1(7); —U>—I +D=o
on )
l)(’l-[i)__:__li 22_[) -—-aU:t-)-lz_D’
s ’))’ i3 0



— 43 —

ce que L'on peut encore écrire, en multipliant les deux membres

pare <,
P U ) )
T[ ( 2U + U)] = 53 (D),

U
D= T +aU-+ez0(x, y).

ct 'on en tire

On déduit de méme de la troisiéme des conditions (62) que B
est de Ja forme

B=-———8U-f(z, »).

En remplacant A, B, G, D par les expressions précédentes dans
la derniére des conditions (62), on trouve, aprés réductions, la
nouvelle condition

) ’)/ . = 17/[] '\
(63) ay zf = e (’)T cr)

L ¢quation (5g) peuat s'éerive, lorsque F et @ sont linéaires en p
ct g rf‘sp(-('livvm('nl,
du.=[u(p— ,,)+("U U) AL g+/]

18] JU
+(\4’)—;q+'—);+all +c*w—au>dl’

ou, cn posant ¢ — U=,
(39") dv = v(p+ 8)dr —vady -+ fdr + e3o dy.

Si f et = sont nuls, cette ¢quation (39') conduit évidemment a

; ) q ¢

la condition ¢'intégrabilité (61); cette solution était facile a pre-
voir @ priori, mais elle ne donne pas de systémes de Pfaff nou-
veaux.

Pour qu'il y ail une solution différente de cette solution l)dndl( .

il faut que P'on puisse déterminer deux fonctions f(x, y), o\l. 1)
satisfaisant & la velation (63). On pourra prendre alors

A =o, B = f(x)), C=o, D-——c:'.?(.’l', Y
et le svstéme de Paft,

61 \ 45 = pdz + q.dy,
' do=v[(p+B)dr—ady|+[fdr+ eody,
¥ rl+/ :

admettra I'équation (62) pour résolvante de seconde espece.
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Nous pouvons encore transformer la condition (63). Supposons
que les fonctions f(z, y) et ¢(z, y) satisfassent a cette condition.
Si 'on pose, dans l'équation aux différentielles totales (39"),
¢ =wf, clle devient

_ Jdlogf Jdlogf ) -
dw = sv[<])+_(%—%—>dx—<a+ ﬁ)dy]—;dx—}—e 7dy.,

¢'est une équation de méme forme que la premiére, ou 2, 3, f,

.

sont remplacés respectivement par

dlogf . dlogf ©
A S

Or la relation (63) peut s’¢erire

Jx P T

on peut donc supposer la fonction f(z, y) égale a 'unité, les

coefficients z, 3 satisfaisant @ une relation de la forme
dJo
63’ —es( —= — .
(63") %= (()z ?)
Si nou;lposons ensuite z =7 —logo(z, ), 8 est remplacée
o . - . v
par 3 — df? , et la relation (63") devient finalement
(63") 2+ 3e=o.

Donc, toutes les fois qu’il existe des fonctions f(z, y), ¢(x, ¥)
satisfaisant @ une relation de la forme (63), on peut, par une
transformation simple, ramener 1’équation (5¢9') a la forme

(59") de =v¢[(p+ B)dr — 2dy) + dz + ez dy,

o et 3 étant liés par la condition (63").

On vérifie immédiatement que la condition d'intégrabilité est
indépendante de ¢.

Le calcul précédent suppose toutefois que les deux fonctions f
¢t o sont différentes de zéro. Si o = o, a doit étre indépendant
de s, et l'on peut alors, d’aprés une remarque déja utilisée, sup-

. . 9 . . .
poser o = o. On doit alors avoir Jyj_‘ = o0, et I'équation aux diffé-
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rentielles totales (3¢9') se réduit a
de =[v(p—+3)+Xldx,

dont la condition d'intégrabilité est

d|
S+ — = o,
dy
quelle que soit la fonction X. On est donc conduit & une équation
admettant une intégrale intermédiaire du premier ordre.
De méme, si f=o, B ne dépend pas de s: on peut supposer
L =o0.o=1Y, et I'équation (59") devient

4

dv =vpdr+ (Yes—zv)dy.
La condition d'intégrabilité est, quelle que soit la fonction Y,

da

$4+—=0
dx ’

et admet une intégrale intermédiaire du premier ordre.

Supposons enfin qu’il existe une infinité de systémes de deux
fonctions (f, ¢), différentes de zéro, satisfaisant a la condi-
tion (63). Soient (fy, ©.), (fs, ¢2) deux systémes distincts de
solutions de cette équation. Des deux relations

2‘& +af,=e=<d—3.l-— -'3:;,),

dy J g
4)‘f’ . - l)?z
Wy +afo= e’(',}‘;—p%),
on tire
. e, dos aofs ~fr
“(fi‘?z—fz?l)-—e (?zn;--%w)—l'?l(d?—?z;)}—f
dfs JIfy doy %
) 0y Iy — e—=3 LD —_ —_
blfiva—Sag) = ( ’d_y J dy)+f’ da ™
et o A . ¢2 __JSr
On ne peut avour j2 “h ___f, Ca en effel, en posant ;—1 = f_l- =g,
. . ., . Jz 0
les équations précédentes donneraient = = o, 28 — o, et les deux
ox oy

systémes de solutions (f,, @,), (f:, ©2) ne seraient pas distincts.
Les fonctions o et 8 sont donc de la forme

a=a(z, y)es -+ (2, ¥),
B=b(z, y)es+ 7 (2, ¥).
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Ainsi qu'on I'a déja remarqué plusieurs fois, nous pouvons, ¢n
changeant s en z + 4 (z, y), augmenter o ct £ de fonctions arbi-
traires de z et de y. On peut donc, sans diminuer la généralité,
supposer les deux fonctions 2 et 8 de la forme

(65) a=alx, y)es, B=b(x,y)e=.

Toutes les fois que les fonctions 2 el B sont de cette forme, il
exisle une infinité de systémes de deux fonctions f(z,y), o(x,)),
satisfaisant a la condition (63). Cette condition devient, en effet,

o cm ez -
I—y—ka.fe =e ((E—/'?C ),

<t Ton a, pour délerminer fet o, les deux équations simultanées

i __, Jo

(66) 5=t E=af;

dx
I'¢limination de ¢ conduit a une équation linéaire de Laplace pour
la fonction f(z, y).

En résumé, quatre cas peuvent se présenter :

1° Si o et B sont des fonctions quelconques, il n’y a pas d’autres
fonctions f(z, y), ¢(x, y) satisfaisant a la relation (63) que
JS==0,9=0.

2° Si, en ajoutant & z une fonction de z, y convenable, on peut
ramener I'équation aux différentielles totales a la forme (59") ol =
¢t @ sont liées par la relation

a—+ Bei=o,

la fonction 3 étant quelconque; 'équation (63) admet le systéme
de solutions f=1, © = — 1, et celui-la seulement.

39 Si I'une seule des fonctions a«, §, la premiére par exemple,
est n.ldcpendanle de z, on peut supposer @ = o, f—= )’, ©=o0.

4* Enlin, si les fonctions o, 2 sont de la forme (653), ou peuvent
¢ire ramenées a cette forme, il existe une infinité de systémes de
deux fonctions f(x, y), o(z,y) satisfaisant & la condition (63),
et dépendant de deux fonctions arbitraires d’une variable.

17. Considérons en particulier le dernier cas. Nous écerirons
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I'équation aux différentielles totales en changeaut u en ui’
dlogu=—(p+be=:)dr +ace>dy;

des deux relations

_ dlogu . Jdlogu
(67) - =—p—bes,  SE=ae

on tire, en éliminant u, I'équation

)2z d . d o
— (be -)T%(ae =o,

tandis que I'élimination de z conduit & une équation linéaire en «

N2u Jloga Ju

() wdy T aw o dy

+abu=o.

L’équation (68) est une équation de Moutard qui se déduit de
I'¢quation linéaire (69) par la transformation de Bicklund B,
définie par les formules (67).

Soient f et © un systéme de solutions des équations (6G).
['équation aux différentielles Lotales

(-0) de=v[(p+bes)dr—acdyl+fdr+e:ody

conduit encore a la condition d’intégrabilité (68), et la fonction ¢
est elle-méme une intégrale d’une équation du second ordre (ui
se déduit de I'équation linéaire (69) par une transformation
connue. En effet, si 'on rapproche les relations

. ) )
(7 :%;:v(p—i—be‘-")%-f, :{}i,:ez('.?—av)

des conditions (67), elles deviennent, en ¢liminant 3 el p,

o . Jlogu

?

dr dz
o dlogu ¢ dlogu
—_——_—— -+ L N
Dy dy a Jy

ce qu'on peul écrire

) Ju
4_(uv)=uf’ 4)(uo)=2£ti.
Jx Jy a dy
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I’élimination de u¢ conduit encorc a I'équation (69)‘, tandis
(ue l'élimination de w« conduit & une aulre équation linéaire, a
laquelle satisfait le produit ue. Ce sont des transformations bien
connues, et nous n’obtenons pas de cette facon de résultats essen-
tiellement nouveaux.

18. Cherchons maintenant sil est possible de satisfaire a la
relation (60) en prenant pour F(z, y, 5, p) une fonction nor
linéaire de p. En différentiant cette relation (6o) deux fois par
rapport a p, on obtient une nouvelle relation, ou ne figure plus
la fonction @,

»F dp 2F 9z SF  BF 2F
*ﬁfﬂ*@ Yapt gz T apray aprazd T Ropr =
qui se décompose en deux équations distinctes :
»BF B BF
optdz _azdps
»BF nF ()1 2F o3F ( ap E
ST T e o= — 7 4+ b _p)::o.
Jdptdy 9pt >0z Ip? Jap3 h " adst
On déduit de la premiére que oF
op?
z. ¥y, v =p+5,
2F o
'(F =fiz, 7, p+ B);
on a ensuite
BF ()_/-' SF _ﬁ_}_ d/ /)B

l_);"— o’ dprdy - Jy v l)_y

et la seconde équation devient

af Dz 4)/ :)f ) Jx
(72) gy T = ( )“‘ b 4)x "pd..)
Nous avons a examiner dans quels cas cette équation admet une
intégrale différente de zéro et indépendante de s. En différen-
tiant par rapport a 3, on obtient la nouvelle relation

)z P2a\  If 2z )2z a8 I d-
@”fb-*m>aJ ~9s 05 )-0

Jst + drds Js d3 )'”

: . 0 02 . ;
Supposons d'abord que d—;‘ —2 Ej ne soit pas nul. lLe ‘quo-
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uent
02a 2a B da J2a
Jo_ 9@ wes _9:0: Po=
S
o A st Js T0z2

ne doit dépendre que de x, y, ¢. Il faut donc que le coefficient
de ¢ soit une fonction des seules variables x. 1. c¢'est-i-dire que
Fon ait

2a _dx g
proilb PSR

Si g (x, ¥) n'est pas nul, ce que nous supposerons d’abord, a est
de la forme

‘T/I 3 A= ?l(‘rr .7')4'"(.;!(1'7 .7’:""7’("“‘"57

et. en remplacant 2 [.a' cetle expression dans I'équation (72), elle
devient
af
ay

[P+ C2e?W 0 f = gy, s ()f— v ——\
d{'(c)c‘cl 4 % 4);2

W\ dzr ' Oz

- l)(F . _"
P o, ;Eze?‘—- @9,3:(3%).

of

En donnant a ¢ une valeur telle que 5 ne soit pas nul, on voil

((ue, pourvu que © ne soit pas nul, £ est de la forme
'7h) B=Vo(x, )+ Y12, y)s+ ba(a, y)e=¥°

Substituons ces expressions de a et de § dans I'équation (72
elle devient

if- 4 (g1~ a0 ;)f=?°?z°"”<’./'+ "%(f')

) d_/lf)f,—*_(/.r,e? g

5 2% sevr— stz o+ s b7

x Jdx 2 o

et se décompose en trois équations distincles :

J af [ de \
e Y (),

) if (s,
(7 C o= ?9:()f+V'f :,f('—i—-?e*z\l*o),

d
A b ) =
290 <r)m ?!{1) =0

XLIX.

FaN
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~. of . . . .
Si o, 0% n'est pas nul, on tire de la derniére de ces relations

= Jdloge ,
‘ x
¢t les deux premiéres donnent
[ dlogf T— 20
_ 9
v op - Jdloge, o
(77) ' dx
’)l)-g—f- = ’——)log'f<’-)?J —_ ?Qzlbz) — <1,
4 dv ox ey '

ear le dénominateur ne peut étre nul, puisque @ est supposé ditfeé-
rvent de zéro. Pour obtenir la condition d'intégrabilité de ce sys-

. o s * I3 2
téme, il suffit de calculer de deux fagons la dérivée seconde %%f-
En différentiant les deux équations par rappert a ¢, on a

2 2logo v (0@ —
i} log_f:r) logf f)?—'——‘&(?z’bz) = dﬂ—w?!d,’ e(29—1)
dy dv der \dz TP dz TV dlog ¢, %
Yy T Y )

Si Fon différentie la premiére par rapport a y, on a, d’autre

part,
o2 logf
t)"l)}l
o de (4)|0g:p1 , > loges  d(edy)
—aC 2\ T o) U2 | s - ]
) log 2
(99 + '—If - 9%)
- . otlogf . A .
Pour que ces deux expressions de y soient les mémes, il est
ly 00

. . 0 .  qe .
nécessaire que ? soit nul, c’est-a-dire que ¢(x, y) soit une fonc-

dy
tion \ de la seule variable . Les formules (76) donnent alors
dlogf 1—2X
= Lk
Jdv Xp+dlog?,_x¢o
dx *
(76") dlogf dlogf (e, -
T_T<Ti_x<ﬁ" — 1

.y

b=
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La condition d'intégrabilité des deux premiéres équations
devient

\

. . ) R J2log N
N(2X —1) (52 Xg,d —) (5289 x %
(= 2 <4)z' \"""2) _ (2N —1n) < dz dy X )y )
, Jdlog @, IRt . J 1og ps o\
. —_—t X . —_—t
(Xor 08P x f(.) (\‘ + 1 \%)

ou. en supposant (') a\ -1 0,

1)210.‘.,'?: x’_)_"kf:“_)zl —xz‘{;g\bg,
dx dy dy )z ‘
d'ou l'on tire
b _l_ (‘)?l ,_):{,2) 1 1)2103?1.

: Xz Dx Jdy - X2g, dzdy

On a donc les expressions générales des coefficients « et £,

| 2= o1(z, ¥)+ os(x, y)ers,

(78 . N\’ ez [0y, U 1 0tlogo,
o= st o = et — 2 T
| &=z, y) X* X’Q,(l)x dy X ozxdy )’

qui dépendent d'une fonction arbitraire X de la variable x et de
trots fonctions arbitraires o,(z, y), ¢2(z.y), Yo(x,y) des
deux variables x et y.

Lexpression correspondante de la fonction f est

“1|'I. , ) X
_/:X.e-/? '(\v+"%“’—’--x¢.,) ,
s ,

\, ¢tant une nouvelle fonction arbitraire de z.

Mais on peut, par quelques transformations simples, faire dis-
paraitre quelques-unes des fonctions arbitraires qui figurent dans
les expressions de 2, 8. /. Dans I'équation aux diftérentielles totales

dlogu = (p+8)dr —ady,

ot 2 et B ont les expressions (78), posons

I I Pt X Jogoy— & 0loge:.
s=17 - logz,, I"-l'*‘xs'Og"P’ X oJr °’

. JPx da
() On aurait alors 2 — =
[}

TS a0 C8 qui sera examiné plus loin.
ECENE



|
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i

celle équation devienl

X 1 dloge X' 1
dlogu = [P-;—-‘—:log?,— X _a;_t} + Yo+ .i(z._ XIOg?:)

+ e—XZ+log @, <d?| . ()q}o 1 0’log¢pg)](h

Xo. oxr 3 T N dxar

— (Q.Dl -+ ?gexz—k’g?a) dy.

(Vest unc équation de méme forme que la premiére, ou l'on
. . . . 1 dlog
aurait @, =1, et ou ¢, serait remplacé par ¢,-- X ”?’ On peut
donc, sans restreindre la généralité. prendre pour = ct f les
expressions

(o= i, 7)+ e¥,
(78') . AP (% - oo’
' L

L’équation aux différentielles totales

. X’ e—X3 /oo Mo\’
dlogu = [p -+ do+ <%+ T('d_‘:ﬁ + -(g-,g)JdJ'—— (®1+ ¥y dy

peut i son tour étre remplacce par I'équation

5\ e—Xz
dlogu—lp—'—'.';o—-l—/‘)%d —(-: ; (‘:‘l;f +¢()Tq;>('\ ]dr —eNdy.

qui donne la méme condition d'intégrabilité. Les valeurs corres-
pondantes de a et 3 sont

‘ > = C‘X:,

\ 0%y N\ e\ fdoy by’
N et <~ < ; ’ ;

FEDSYE TS S

ce sont encore des expressions de la forme (78) ou I'on aurait

(78"

- . . o1
¢y =0, ©a==1. ¢l ot 'on aurait remplacé do par 4o+ . /‘ﬁ d
Nous pouvons donc prendre pour 2 ct § les expressions
. X' e¥say,
~9) a = e\s =Y+ = 5+ —/— —>
79) ) @ uo 5N -+ X oy

Yo (2, 3°) étant une fonction arbitraire. On a alors

LI <=
=Xi(v—do)t =Xi(p+B -
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N\, ¢tant une autre fonction arbitraire de z ou, en tenant compte:
de Vexpression de B,

1
—x3\
(80) =X, (p-+~ > .:-1'—%6 )

Si Xest différent de Punité, F(z, y. 3, p) est de la forme
1

:-—7/ .X/-")q‘oe_x_-,j\’. .
l—.xz(l)—r.—‘-.e-7<-(w X ) —rAP-.—]),

et on véritie facilement (ue Pon satisfait a la condition (60) en
prenant

1

- X of e X\

1_\2(p+x + o x)’ b= o,

quelle que soit la fonction arbitraire X, (x).
[’équation aux différentielles totales

r

o L 4 X - e Xs d"l‘“ X3
81) m_u[(p+¥o+ X+ ‘)‘y)dx 2 d_y]

X' 0, e—Xs <
““*(’“’T”WT) do

donne donc toujours la méme condition d’intégrabilité, quelle que
soit la fonction X,
a X' d2g, e—Xs

’ . Mo ,x:( (' eX5 3 X3 p —
|.82) S+~¢—2—7————x—'(l -’7;’— ~ —‘—078 (1—;—\(, +\6zp 0.

Nous traiterons plus loin le cas ou 'on peut satisfaire a la con-
dition (60) en prenant pour F une fonction non linéaire de p ct
pour ® une fonction non linéaire de gq.

Dans le cas particulier ou-X =1, on a

), -

et Von vérifie de méme que l'on satisfait a la condition (60) en
prenant

. oy .
F=k.(p+ d—j}-‘-’ew)%log(p-s—?}'f ) :ui, = o;

Féquation aux différentielles totales correspondante conduit & la
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condition d’intégrabilité

e, e
-y ayr dy

e—rq +-e*p=o,
qui se déduit de I'équation (82) en y faisant X =1.

0z 0%z 0« 0z

19. On a supposé, dans ce qui précede, que i L e T
J . . .
Y e sont pas nuls; la relation (53) prouve d’ailleurs que la der-
o0 /

niére hypothése entraine la troisiéme. I reste donc seulement
trois cas 4 examiner.

.07 . .
1* Si :—)—f =0, a est indépendant de¢ 35 et Pon a vu plus haut que

. P . of
I'on peut supposer a == o. I’équation (52) donne alors o = O cl

I'on peut prendre pour f unc fonction arbitraive de x et de p+ 2.
L’équation
du=[u(p+38)+F(x, p+B)ldr

conduit toujours, quelle que soit la fonction F, a la méme condi-
tion d'intégrabilité

0% o2 . . . L,
2° Supposons e Z 0, 5o = 0; o est une fonction linéaire de =
a=2(x, ¥)s+ (@, ¥),

et la condition (=2) montre quc 3 est aussi une fonction lincaire
V )

de s
=Y(x, y)z+$i(, y).

L’équation aux différentielles totales

dlogu=[p-+Y(z, y)zs+d(z, ¥)]dr —[9(x, y)s +o1(x, ¥)] dy

ne change pas de forme, etles coefficients » et ¢ vestent les

mémes, quand on change 5 en s+ p(2, y). On peut donc sup-
poser (ue z=o0 et une intégrale de l'¢quation linéairc qui
exprime la condition d'intégrabilité, ¢’est-a-dire que ¢, dz — erdy
est une différentielle exacte d). En changeant u cn ue”, I'équation



aux différentielles Lotales devient
dlogu =[p+ Y(x, y)s]ldz —¢(x, y)sdy.

On peut donc supposer ?.:'.!4.:0. I’équation (72) deviem
alors

J ) L ()f‘_L()f do o\,
@"‘fr*—‘?(?‘f-'—",,—v -,-,;(,,—m"—f‘l'v),

on en déduit que I'on a

dlogf ¢

e do

el par suite f est de la forme

f — eAv+B — g\ ;;+-{;.~.\+H,

A et B étant des fonctions de z, ). La relation (72) devient, en
divisant par I’exponentielle,
JA JB ) do
e — t+os=o(2+Ar =3 —obs
d}’;—t—()yﬁ-.? ‘()+\‘)+'\(o.r e )

ce qui exige que 'on ait

dlogA JB VY
Ty D o =29 r—A('ﬂ.—rY),
on en tire '
[ )
¢ = : lf)’f}\, B =log A2+ logX,

(R3)

A(x, y) “tant une fonction arbitraire des variables x et y, et X
ane fonction arbitraire de z. On vérifie aisément.que I'on satisfail
a la condition (Go) en prenant

F = XeAp+¥2), d = o,
¢t par suite la condition d’intégrabilité de I'¢quation aux diflé-
rentielles totales

du=ul[(p +¢3)dr —osdy]+ XeAlp+¥3) dr

conduit toujours a I'équation linéaire

PRTE W )
\34) S+@;~+¢q+£3+?p::(l,
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quelle que soit la fonction X. De méme, Uélimination de 5 entre
les denx rvelations

[ .
= p -+ b))+ Xedp+is,
- Jr :
t83) <
, Ju

conduit 3 une autre ¢quation du second wrdre en u, qui se déduit
de I'équation linéaire par une transformation B,.

2.,

e Q- dz .
3¢ Silon A= =0 ——. gest de la forme

54l y)
R LA
z=e¢ * oz, y)

Ainsi qu'on I'a remarqué plusieurs fois, on peut ajouter a a une
fonction quelconque de z, y, a condition de changer aussi 3. On
. 3 —_—ncar I’ ~ <113 - - o
peut donc supposer 9, = o; si 'on change ensuite 5 en 3 — 2. on
voit que 'on est ramené a une équation de la forme

(R3]

dlogu = (p~+ 8)dc—e*dy.

L'équation (72) devient
W _ ¥ gee_a)of.
gy = 5C 0 p)m,

comme f ne dépend que de z, )y, ¢ et que B est indépendant de ¢.
R . . d, d , Y
cette égalité n’est possible que si on a = = - 0, c’est-a-dire
dy dv
que f doit se réduire a une fonction de la scule variable z.
Nous sommes donc conduits a chercher a satisfaire al'identité (60)

en prenant pour F et @ des expressions de la forme suivante :

(86) F=Xp*+ \p+B, ®=Cqg+ D,

A, B, C, D étant des fonctions de z, y, 5. La condition (60) s’éerit
alors

. AN 4){3> JA  OA 0B oB
(L—A—z.\.p}(;e il vl +p(-‘5’-+-d-;q + +az1

't)_)f / \ ‘T}’
IC IC JD oD . 3% o2 _
(55 + 52P) 1~ G5 — 2 P(Ca+DXp+By+e (X prrAp-+B)=o.

Le premicr membre est une fonction bilinéaire en p et g et, en
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¢galant & zévo les coeflicients de pg, p, ¢, ct le terme indépendant.,
on obtient les quatre relations

i oA .J3  JC
— — 2

7R Pl P

S0 \)e: x2, A W p. \e§=0,
(8- ) ly  Jy  ds

(0% BT g,

(C—‘\)I)'J 8 -l)—l-)+D3~7-Be;=o

On satisfait a la premiére relation de la fagon la plus générale
¢n prenant
JU JU

(8R) C=-)-v A=2X3}3 —x—T——U C—A=U—2X3,

U ¢tant une fonction arbitraire de z, y, 5. La troisi¢éme relation

devient
2
U ),)3,4_)_3_,)U+Qp=0

Jz Jdx Jz Js
ou

J - na " Ju _
‘-)—z(l‘l—.\‘a‘-r-b ——-a:;}—-o.
On aura done
JU

(89) B—IT-.-—Uﬁ—.—\S*—i—?(.T,y)

La sceonde des conditions (87) devient

Jap U JuU JD
-(l’—)\a)f——l‘(—_‘- \t)y 1)1':)5—7;/—7)_:

+D 4+ (2\@-—4—)-2—U)=n,

ou, en multipliant par e—=,

] "z _.Ju . N R. 2
d—;(Ue +e ~’—);—e D)—x—‘\ﬁe =o.

Si nous posons

A
(go) D—W—Le U+ eV,
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on en tire
—; oV
(9') xpe = sz
En substituant les expressions précédentes de A, B, C, D dans
la derniére des conditions (87), U disparait et il rveste la relation

"

(g2 @—l-e 9—e3%+?e3\'+X@’e§=o.

Sil'on y remplace § par sa valeur tirée de la formule (91). on a
unc équation aux dérivées partielles du premier ordre pour déter-
miner V(z, y, z). Les fonctions X et o(z, y) peuvent étre’ choi-
sics arbitrairement. En particulier, pour que @ soit nul, il faut
prendre pour U une fonction indépendante de 3, et les relations
(9o) et (g1) montrent que B doit étre de la forme

B=d(w, ) +aghe "

Les relations qui donnent A et B montrent ensuite que on

s\ 2
_ '1)41 3
F-X(p—&z;}—’e >,

et I'équation aux différentielles totales

doit prendre

W ~; 3 o =3\’
L _ \ S 2 2 g, N A 4 .
($1") du= u(p—i—q—i— s )dz—uc dy +X<p ; :.’—-——)ye > dux

wia

conduit, quelle que soit la fonction X, a la condition d'intégra-
bilité

4(2) d( oy -3\ oy _
(8" S—i—d—xe +(Ty<2;)3;e +@:-—o.

Remarquons que les équations (81') et (82') se déduisent des

¢quations générales (81) et (82) en y faisant X = ;

20. On peut opcrer de la méme facon pour trouver les cas ou
il est possible de satisfaire a la condition (6o) en prenant pour ¢
une fonction non linéaive de ¢. En différentiant deux fois par
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rapport a g cette relation, elle devient

Bbd [da N l)lﬁ 123 4)ﬁ
Ags \dz "~ Jdy - =Pt o: 7)

:)“ b I8 Pd 3D 1) D
+ :)r/- 3 dmdgr P33 r)ql aqr (p+3)=o:
en égalant & zéro le coefficient de p et le terme indépendant de p.
on obtient les deux équations
dg 7 do

dgds gz TEEO

s (i’{ 41p+i)il\)+9l)[3 __:)_V_ B=o
s ¥ =%

-z +
g \dx Ay Js
e , o2 .. .
ot on a posé » = Pl La premiére montre que ¢ est de la forme
s =e3g(x,y, w), oul w=q+a,

ct la deunieme devient

g L5/ dg dg (0B g
(93) ﬂ_g‘iO - I)_,s<!‘° +wl)w>+7);(4_); l)..)

¢est une équation analogue a I'équation (72), et que P'on peut
discuter de la méme facon. En différentiant les deux membres par
rapport @ z, on obtient la nouvelle é¢quation

(?dzg ();3> .08 (‘ Nng 0B Jz JB x«’))_,?;):

dsr 0 Taw \" a5 T dyds  J3 Jds
. ‘ sy 08 02p 98 8 dg .
Supposons d’abord que T2 om’ oo T 25 5o soienl dific-
rents de zéro; on cn conclut, comme plus haut, que le rapport
02, d ; s des vari . ar sud 4 de s
gt g he dépend que des variables z, -, et par suite § est de la
forme
(94) B=wi(z,y)+ wa(2, )2

En substituant cette expression de 8 dans la rclation (93), on
voit de méme que o a une expression de la forme

(95) a =% (2, )) + 71(2,¥)5 + 7o (2, y)em N,

En substituant ces expressions de z et de 3 dans équation (3).
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on oblient les trois conditions

d o, Jw
g Sy = V8 (Do w07 ),
Jz Jw

Jdy
g dg [dw \
Iy o= - v 9 (1D e, =
(96) 02 g = LW, (20 +w ()rv) + 30 ( Ty ©W, o),
dg [Jw
4 (OTY ’)—“;(’-)—; _ 4.1(!)) = 0,

w. el g n’étant pas nuls par hvpothése, on a donc
2 e ANt pd p yp ’

dlogw

(97) my = Ty

b

et les deux premicres ¢quations peuvent s'éerive

Jloge 20 +
= - ’
Jw dlogw,
i WW —— ——— — Ty
(98) dy
dlog g Jdlogg [dw
_—B Wy —— —t2 ( juhad SN W T
x Jw dy

Pour que ces deux équations soient compatibles, on voit.
. . dw
comme plus haut, que Pon doit avoir gy =0 on w=Y. La
condition d’intégrabilit¢ donne alors

1 ( dwy Jdro 1 J2logw,
ma (@, y) = Y w, (\7}_' - Tt-)_ Yiw, dzdy

et les expressions générales des fonctions « et 3 sont les sui-
vantes @

. Y’ 1 dwy  dxy) I :)ﬂngw,] e
=Ty, v 5+ v — 5 ———|e~¥*
P R LN [(G+2) e,

Y Yo, l\oy 7 9z ) Y “azdy
( p=uwi(a,y)+ wsels,

Y étant une fonction arbitraire de la variable y, v, w3, 7, trois
fonctions arbitraires des deux variables x et y.

On verrait, comme au n° 18, que I'on peut alors satisfaire
'identité (60) en prenant- pour ® une fonction non linéaire de ¢
¢t pour F la valeur zéro. ‘

21. Si et 3 sont a la fois de la forme (78) et de la forme (gg).
on peut satisfaire a I'identité (60) en prenant pour ¥ une fonction
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non lincaire de p et pour ® une fonction non linéaire de ¢. Il faul
Fabord pour cela que Fon ait X\ =—Y=m, m étant unc
constante diflérente de zéro. 1l fant, en outre, que Pon ait

dz " dy m dzdy
== ,= —L <"_‘°_'_,_"_"~f1+_'_”"'°a‘."°f\,
mws \ Jdy dr m  dxdy

! )2 -
b= . = ! (')?I , My 1 logg,,)’

Supposons, comme on 1'a cxpliqui’- plus haut (n* 18). que l'on
ail ramen¢ 2 et & a une forme simple: on aura alors
©y =0, g =0, Yo=o, Te== 0,

el 1l veste les deax conditions

loggs _ logw,
dx dy T dx dv

100

=— migy .

On peut encore faive les calculs d'une fagon plus symétrique.
Si 2 et 8 sont de la forme

A=c

e

(a‘,")')(‘”"", 3 = w,! r, ¥y )p—m.

les velations en f et g deviennent respectivement

) ) ) ),
’)'—/ - zaeM3fz= /pzygc"'“(af—f- c*’f) ‘f<' ems— n o»m.)
)

e e \ dx ,
Dy . g g [dw,
_— TN = — MWy eI (2 L - P = ) e e | =TI W3 Gy
o oy do \ dy

La premiéve se décompose en deux équations distinetes

df__ )
J:): = — Ill?g(t)aT’
oo f = e o O 5 Af
sof = ompef+ msa p i vl i
ou
Jlog, r—am
\ e . dlogeg,
! ox
101 ‘
jdlogf  —m(1—am)gaw,
) - )1 °
' r me -+ 08¢

\ da
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Féquation en ¢ donne de méme les deux conditions

[ dlegg I--2m
= ’
Jdw Jdlogw,
my — —2—=
dy
(102)
Jlogg m(r—om)w,e,
dr Jlagm,
my — ———=
\ dy

Si 2m—1 £ 0, les conditions d'intéerabilité des équations(1o1)

b ta) "
<l (102) sont précisément les équations (100). Si ces conditions
sont satisfaites, on a pour f et g les expressions générales sui-

S
viantes :
1
/ L
1 dlogza\™
— X pMs . e DT
3 s f ’ (P W m  dx ) ’
(103) \ 1
' =Y <q+ geems— L L'o___)

m dy

X étant une fonction arbitraive de x et Y une fonction arbitraire
de y.

On vérific aisément que on satisfait & la condition (Go),
pourvu que m soit différent de I'onité, en prenant

1

F=X (p+owems b 1'1__)

m  Jxr !
P = Yes 'q - we eM3s L M ”
v m  Jdy ’

de sorte que 'équation aux différentielles totales

(104) du=u|(p -+ wse-Mm)dr — zsemzdy]
1

. 1 Jdlog "
+ X (pamemiyp — ZO8F2) " gy
m  Jdx

. ) . 1 dlogm n
+ Yes <q —i- gaeM= -—;)-l‘ ———1))/—2> dy

conduil toujours a la méme condition d’intégrabilité,

d d
(105) s+%(;«,e'"=)+d—y(tu,e—m;):o,

quelles que sment les fonctions arbitraires X et Y.
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22. On peut ramener 'équation (104) & une forme canonique
simple par un changement de variables et d'inconnues. Des rela-
tions (100) on déduit immédiatement que le rapport ws @ 9, est
le produit d’une fonction de x par une fonction de y, ce qui con-
duil a une équation du second ordre se ramenant a 'équation de
Liouville. On en’conclut que les fonctions o, et w, sont de la forme

© X,\', g = Xng
PEX Y 2=EXTEY

N. N\, X, étant des fonctions de z, et Y, Y,, Y, des fonctions
(ley En substituant dans les relations (100), on trouve que ces
six fonctions doivent vérifier la relation

{(106) XY =—m2X,X5Y;Y,.

X; X,
Le quotient est donc constant et, comme X\, n'est déter-

XI
minée qll a un facteur constant PI‘HS, on PClll SUPPOSCI' que PFon a

'(10:) X'= mx,Xi, \"=—mY1 Yg.

11 est visible que I'équation (105) ne change pas de forme quand
on prend pour variables indépendantes, au licu de z et y, deux
fonctions quelconques de ces variables. On peut donc supposer
que 'on a X = mz, Y =— my, et les rclations (107) deviennent

(l():‘) X,X== Y|Y3=|.

Si I'on pose ensuite

I

. 1 .
;.:I,—;]—l(logk,+logY,), lt:-\_'i"

on voit que l'équation (104) est ramenée a une forme toute
paveille, ot Pon aurait

m(xr—y)
(104") dv=v [p+ L"L]dz——fl—dy)
m(x—y) m(xr—y) ! (
e—ms 1 m
+Xs [p+ m(z—y) m(x——y)] dr

Y.e: ems 1 ’—'Td
+ Xt mz—y) mz—y)] U
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Supposons en particulier \;=Y.=0: en posant ms =17.

i . . v .
logr=— '—,-llogv, Péquation aux difféventielles totales donne les
deux conditions

Jloge 7. e
(10%) Jr e w -
’ Jdloge e’
( dy ="

ct I'élimination de 7 conduit & I'équation linéaire

Je I oy ¢

(109 4)xl)y+x—y7y_+(x—;')=

= 0.

dont Pintégrale générale est .
\‘1 + X
. 1

(110} v = X|-
) r—=y

\, ¢tant une fonction arbitraire de z et Y, une fonction arbitraive
de y. Onvoit donc que, quelles que soient les fonctions arbitraires
qué l'on prenne dans la formule (104’). les résolvantes du
systtme de Pfaff défini par Péquation (104") et la relation
dz = p dz + q dy, seront intégrables.

Le calcul précédent supposc implicitement que X dépend
clfectivement de z, et Y de 7. Si 'une de ces fonctions se réduit
i une constante, on peut prendr(-

?22—‘1\1, wy = X» Y.

ct les formules (100) montrent que I'une de ces fonctions ., ©.,

doit étre nulle. Supposons par exemple w, = 0, v, n'étant pas nul.
On peat alors, par la méme transformation que plus haut.
ramener le cas général au cas ot ©, =1, c'est-a-dire supposer

2% = M3, p = 0.
L_,
On peut prendre alors /= Xp™ , et g doit étre égal & une

fonction arbitraire dc y et de g +e™=. On vérifie en eftet que
I'équation aux différentielles totales

1
du = u(pdr —em>dy)-+ Xp"de + e3®(y,q +—ems)dy
conduit toujours a la méme condition d'intégrabilité

Ss--memnip = o,
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quelles que soient les deux fonctions \ ¢t @. On obtiendra done
ainsi de nouveaux systémes de Pfaff intégrables par des quadra-
tures. Sil'on suppose, en particulier, la fonction @ indépendante
de g, on aura une résolvante de premiére cspéce en éliminant =
entre les deux équations

1
Ju ™ I

-— =up + X p", pr

Py =—emit+ e3b(y).

Par exemple, si I'on prend m =1, N\ =1, ® =1, on retrouve
unc transformation de Bicklund que jai signalée antérieure-
ment (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse.
2® série, G0 p. 443).

En résumé, nous avons déterminé toutes les é¢quations aux
différentielles totales

di=f(xr.y, s, p, u)yde +ve(x. v, 3 ¢q,u)dr,

dont la condition d'intégrabilité conduit & une équation agx
dérivées partielles

s+glr, v, 3)pg+-a(x, y, s ) p--bix. y,3)q+c(x. ), 5)=0,

e, . . e, 2f 0?2
bilinéaire cn p et ¢, lorsque les deux déricées { et =% sont
? Jp? g2
différentes de zéro. La méthode suivie n’exige pas dimlleurs

que cette condition soit remplie, mais elle ne donne pas touates les
solutions du probléme lorsque 'une au moins de ces denx déri-
vées n’est pas nulle. J'examinerai ce cas particulier dans un autee
travail.



