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BULLETIN

DE LA

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE.

SUR QUELQUES ÉQUATIONS DU SECOND ORDRE
QUI ADMETTENT UNE TRANSFORMATION DE BÀCKLUND;

PAR M. E. GOURSAT.

La recherche générale des équations aux dérivées partielles de
Monge-Ampère, qui admettent une transformation de Bàcklund B.»
ou 83, paraît difficile. Dans le travail ci-dessous, je me suis borne
à déterminer certaines équations de cette espèce qui. ne renferment
que la dérivée du second ordre s et qui sont bilinéaires par rap-
port aux dérivées du premier ordre p et y. Les résultats, quoique
très particuliers, ne me semblent pas dépourvus d'intérêt, et
d'autre part la méthode suivie peut certainement s'appliquer à des
équations d'une forme plus générale.

I.

1. Je rappellerai d^abord quelques résultats empruntés à un
Mémoire récent Sur le problème de Bâcklund (1). Soit (S) un
système de deux équations de Pfaffà six variables

toi = Ai dx\ -h As dxï 4-... 4- As dx^ == o,
(Oa = Bidxi-+- Bîda'z-+-... 4- Be^c = o,

CS)

dont les coefficients A/, B/ sont des fonctions quelconques des six

( l) Annotes de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. X, 191^ .
XLIX. 1
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variables a^, x^ ..., *r^; ce système peut en générale par un choix
convenable des variables, être ramené, de deux façons différentes
et de deux façons seulement, à la forme réduite

( ûi = dz —p dx — ^ dy = o,
(l/ ( Û2==X^^Y^4-P^4-Q^=o,

X, Y, P, Q étant des fonctions de x^ y, ^, /?, q et d'une
sixième variable u. Considérons une intégrale Ma du système (S)
représentée par les quatre équations

^=/(^y), P=ê9 q^Ïy' ^=<p(^y);

les deux fonctions z =f et u == o des variables indépendantes x
et y doivent satisfaire aux deux relations

(2) X-+-Pr-+-Q5 ==o, Y-h P^-4-Q<=o,

où
_à^f à^f ,_^/

r ~à^9 ' " O x ô y ' ày^

et l^élinimation de u entre ces deux relations conduit à une équa-
tion aux dérivées partielles du second ordre E|, à laquelle doit
satisfaire la fonction z ==/(;r,^y),

(3) F(.y, y» ^, /?, ̂  ̂ » ^ 0 == o-
Cette équation E, dont l'intégration est équivalente à celle du

système (S), je l'appelle une résolvante de première espèce du
système (S). D'après la façon même dont cette équation (3) a été
obtenue, l'équation E, admet une famille de caractéristiques du
premier ordre, et inversement toute équation du second ordre
admettant une famille de caractéristiques du premier ordre est
une résolvante de première espèce pour un système de deux équa-
tions de Pfaff. Si l'équation E, est une équation de Monge-Ampère,
ayant ses deux familles de caractéristiques distinctes, elle est une
résolvante de première espèce pour deux systèmes distincts de
deux équations de Pfaff à six variables, chacun de ces systèmes
correspondant à une des familles de caractéristiques.

Puisque le système (S) peut en général être ramené de deux
façons différentes à la forme réduite (i), ce système admet en



général deux résolvantes de preffuère espèce (£<),, i(iEa)» qtii ne
sont d'ailleurs déterminées qu'à une transformation de contact
près.

Dans ce qui va suivre, nous ne regarderons pas comme distinctes
deux équations du second ordre qui se ramènent l'une à l'autre
par une transformation de contact, ni comme distincts deux sys-
tèmes de deux équations de Pfaff qui peuvent se ramener l'un à
l'autre par un changement de variables.

Les deux résolvantes de première espèce (E|), (Ea) d'un
système de Pfaff (S) se déduisent l'une de l'autre par une trans-
formation de Backlund Bi, et inversement, deux équations du
second ordre qui se déduisent Pune de Pautre par une transfor-
mation de Backlund B< sont les deux résolvantes de première
espèce d'un système (S) de deux équations de Pfaff à six variables.
Ces propositions donnent aisément la solution des principaux
problèmes que l'on peut se proposer relativement aux transfor-
mations BI ; je n'y reviendrai pas.

2. L'intégration du système (S) peut, dans certains cas, se
ramener d'une autre façon à l'intégration d'une équation de
Monge-Ampère. Prenons une équation quelconque du système (S)

ûl= Xwi-h (JL(U2= 0,

et supposons cette équation ramenée, par un choix convenable
des variables, à une forme canonique

Q^ == dz — p dx — q dy = o,

les variables étant a?, y, 5, jy, <y, u. On peut former un système
équivalent.au système (S) en ajoutant à Ûi == o une équation ûa — o
ne renfermant pas dz. Si cette équation ne renferme pas du. le
système (S) est ramené à la forme réduite (i); c'est le cas qui
\ient d'être examiné, et que nous pouvons écarter. Ce système (S)
peut donc, d'une infinité de manières, être ramené à la forme

(4)
ûi = ̂ iz — p dx — q dy == o,
QS = du — X dx — Y dy — P dp — Q dq :

x? ^? P? Q étant des fonctions des six variables a*, y, ^, /?, <y, u^
qui peuvent être quelconques. Soit Ma une multiplicité intégrale
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à deux dimensions de ce système, représentée par les- quatre
équations

-=/(^.r), P^^ <7==^ u==^(y,y):

la fonction u === o ('.r,y) est une intégrale de l'équation aux diffé-
rentielles totales

(5) du = (X -4- ?/• 4- Os) dx -+- ( Y -4- PS — QQ <r,

où
^/ ^>/' ^/'y ——. " ç ___ ^ / __. ___•'

• ———— \ 4» / " """—— \ 1 ~ ————" ~—————— *àx2 àx dy ày1

La condition d^intégrabilité de cette équation renferme en général
la fonction u ; mais il peut se faire que, pour un choix particulier

»,
de Inéquation Q, ==o, c^est-a-dire du rappor t—? cette condition

d'intégrabilité ne renferme pas u. Cest alors une équation de
Monge-Ampère E\ à laquelle doit satisfaire la fonction z=f{ x^ y ).
A toute intégrale de cette équation correspondent une infinité de
fonctions u === ç (.r, y), dépendant d'une constante arbitraire, qui
^obtiennent par Fintégration d'une équation aux différentielles
totales (5) complètement intégrable. Pour abréger, je dirai queE'
est une résolvante de seconde espèce du système (S).

Un système (S) n'admet pas forcément de résolvante de seconde
espèce, mais il peut aussi en admettre plusieurs ou même une
infinité. Une résolvante de première espèce et une résolvante de
seconde espèce d'un même système de Pfaff (S) se déduisent
l'âne de l'autre par une transformation de Backlund B.j. Deux
résolvantes de seconde espèce d'un même système de Pfaff se
déduisent Fune de l'autre par une transformation de Biicklund B:^.
Les réciproques sont vraies.

3. Etant donnée une équation de Monge-Ampère E, la recherche
des équations aux dérivées partielles du second ordre que Fon
peut déduire de E par une transformation de Backlund se décom-
pose d'après ce qui précède en deux problèmes distincts :

1° Trouver tous les systèmes distincts (S) de deux équations
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de Pfaff à six variables qui admettent l'équation E pour résolvante
de seconde espèce ;

2° Trouver toutes les résolvantes de seconde espèce de chacun
de ces systèmes (S).

•Te ne m'occuperai dans ce Mémoire que du premier de ces pro-
blèmes, pour une équation du second ordre

< ( » ) ^r-F(a?,y, s , p , < y ) = = o ,

où la fonction F est bilinéaire en p et q. Quelle que soit la fonc-
tion F(a*,y, ^i pf q)j tout système de deux équations de Pfaff
dont l'équation (6) est une résolvante de seconde espèce peut être
ramené à la forme

( dz — p dx — q dy == o,
( du —f(x, y, z, p, u) dx — ̂ {x, y, z, q, u) dy = o,

et la condition d'intégrabilité de la seconde des équations (^)

^_-^^^+^^^-^n+^^^y=o
\àp àq) à y ' à z 9 àx à ^ • àu^ au7

doit être identique a Inéquation (6), ce qui exige que l'on ait

/ à^ àf\ _ àf àf as àw ôf à^ „
' ^ (5y-^}F+^+^^-^-tf->+5ic-^=o•

Si cette condition est satisfaite, il est évident qu'en posant

v == 0(a?,y, 2, u)
et par suite

, d 6 - <)6 - < ) 6 , - , . < ^ »d^^dx-^^dy-^-^pdx^qdy^^du,

la seconde des équations ( ^ 7 ) est remplacée par une équation de
même forme

^9) ^==/i(^y, z,p, v)dx^-^^x,y, s, q,v)dy

dont la condition d'intégrabilité est la même que pour la pre-
mière. Mais les deux systèmes de Pfaff ainsi obtenus ne sont pas
distincts, puisque Pon passe de Fun à l'autre par un simple chan-
gement de variables.

Lorsque les fonctions /(rc, y, :?, p ) et y(.r, y, -s, q) ne ren-
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ferment pas la variable u, il est clair qw la condition tf intégra-
bilité de Inéquation

(I0) ^=/(^J^ z. P)dx^^(x,y,z, q)dy

ne renferme pas u, et conduit bien à une équation de la forme (6 L
J'ai établi dans un Mémoire antérieur, Sur quelques transfor-

mations des équations aux dérivées partielles du second
ordre ( f ) , les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une
équation

(u) S^4-R=o,

où R et S ne dépendent que de x, y , z, p , q, provienne sans
aucune réduction de la condition d'intégrabilité d'une équation
de la forme (10). II faut et il suffit pour cela que Fon dit

i-^L^o ^--^/^ à^\_d'/àS\ ^R OS
{àpàq. î àp^ dy\àpr ~àq- - dx W -àpàq = ̂ f

(^ J-^-..^- d / ^ \ . d (à^\
- I 2 / ^ d x d y ^ ^ ^ d x \ T p ) ^ ~ d y { T y ^

^à-^,p^. ^L^0,..,0- -^L- -^ /^^
àx ^à^ dy ày q àz9 dx dy ~~dx\dy)r

Si ces conditions sont remplies, on peut trouver en effet, d'une
infinité de manières, deux fonctions/(a?, yy ^, p ) et y(^,y, ^, q}
satisfaisant aux deux équations

àf àfo __ àf àf àe à^
-ôp^Jq- s? ^+^^-'^-^^=R•

11 existe évidemnïent une infinité de systèmes de deux fonc-
tions }\x,y, z, p ) , <?0,y, z, q), satisfciisant à la première de

\a ç

ces équatM)o&,, puisque ÏOQ a ^-==0. Si fy(x, y, z, p } ,

^^^y-i z^ y) forment un premier système de solutions, ton & les
autres sont de la forme

/ = f\ -4- U/? i- V, <p == <?i +. \]q -+- W,

U, ^ , W étant Ses fonctions de x^ y, 5. En portant ces expres-

( 1 ) Annales de la Faculté dés Sciences de Toulouse, 2e série, t. IT, u^-î
p. 299-340.



sions de/*, ® dan^la seconde cônrfi'riôn., elle dévient

à\ àW /àV àW\ /(A' àU\ ^
~ày^^^\~ày^•^)p^\~ôz^~àxîq=^

où l'on a posé, pour abréger,

^K--(^^l).
\ dy dx f

Or les dernières conditions (iîï) peuvent s^écrire, on le voit faci-
lement,

(«2')

(̂  _ ^2^1 _ (̂  _

"^F"0' "^î'"0' 'ô/ràq^09

à^{___d_/à^\ d /àS^.\ ,
^ ~ ̂ .r^'^/4"^^"^^

l̂ est donc une fonction linéaire de p et de <y, et par suite on doit
avoir

^U__^W^<^ âV _à{^^à^
ày àz àp ^ àz àx à^ )

w — ̂ ï == ^ -. ^L_ ^Ê
C>y (fSF c Û>/? ^

La condition d întégrabilité bien connue

, , à^ ^^- à ( à^ àèK ^\
( Î 4 } ^^+5^+^^^--h^-^=o

est précisément identique à la decuière des coûjdrilions (12),
On? peut donc trouver une infinité de solutiôûs.des éq5uation6-( r3).

On peut prendre par exemple

/* ^' /)ft / ^ ^ / î ^ f t
Ui=o. V,=y ^^+A(a-,y), wl=-Jf ^-^+^(^,y)>

les fontions A et T; satisfaisant à la condition

à^ àr. /- àS{. à^\
ày~^=^-p^p-q•àq)^,:

Tout autre système de solutions des équations ( i3) est de la
forme

T T T T à\ï -, ou .-,,. (?6
U=Lt.4-j-» V = = V i + — , W=.Wi4--r-«v2 ôv ày

-t/i



L'équation S^ 4- R ses o s9 obtient donc comme condition d'inté-
grabilité de l'équation aux différentielles totales

^=[/^v.^^(^)]^oa- • f\-1 • as,

^ . -/„ . <»'^W.^,(^)]^;

quelle que soit la fonction 6(*r,y, ^), on voit que le système de
Pfaff dont l'équation S54-B-===o est une résolvante de seconde
espèce est toujours le même

dz == p dx 4- q dy,

du, == [/, + Vi -+- Vip] dx -+- [tsi-4- Wi -4- Ui q} dy.

Pour qu^une équation
( 1 5 ) 5-+- V(x, y, z, p, q) = o

puisse être obtenue comme condition d^intégrabilité d'une équa-
tion aux différentielles totales de la forme (10), il faut et il suffit
que l'on puisse trouver un facteur \(x^y^ ^,/?, y) tel qu'en posant

S = \(x, y, z, p, y), H = \V,

les conditions ( i ^ ) soient satisfaites. On a ainsi un système de
cinq équations aux dérivées partielles du second ordre auxquelles
doit satisfaire la fonction A. Toute solution de ces cinq équations
est un multiplicateur pour Inéquation. Diaprés ce qu^on vient de
rappeler, à tout multiplicateur correspond un système de Pfaff et
un seul dont l'équation ( i5) est une résolvante de seconde espèce.

Dans le travail cité plus haut (p. 329 et suiv.), j'ai déterminé
tous les multiplicateurs pour une équation complètement linéaire

s -+- dp -4- bq •+- cz = o,

a^ 6, c ne dépendant que de x^ y\ Je reprends d'abord le même
problème pour les équations plus générales où s est une fonction
bilinéaire à coefficients quelconques des dérivées du premier
ordre/?, q.

II.

4. Les équations bilinéaires en p et q

(16) S-+- § ( x , y , z ) p q - ^ - a ( x , y , z ) p ^ - b ( x , y , z)q + c ( x , y , z) = o
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conservent la même forme quand on prend pour inconnue une
fonction quelconque Z == 9(.c,y, ^), sans changer les variables indé-
pendantes, ou quand on prend pour variables nouvelles x ' ==^(x)^
Y Î = ^ Ç y ' ) ^ les fonctions ^(x) et A ( y ) étant arbitraires. Dans
l'équation obtenue en posant Z == 9(.r, y, ^ '), le coefficient de PQ
est

/ ()Q ^o\ /< )e \ -3
(^^^M^ ;

on peut donc toujours faire disparaître le terme en/?y, en prenant
pour inconnue une intégrale Z == 9 (.c, y, ^) de réquation

^0 /^— = ̂
^

Si par exemple g == o, Inéquation conserve la même forme
quand on prend pour inconnue une fonction linéaire quelconque
de ;?,

x==cp(a7, .r)-+-^(.r,.r).

Cherchons dans quels cas Féquation ( ï 6 ) est integrable par la
méthode de Mon^e. Pour que'ies équations difïérentielles

dx == o, cl^ = q dy^ dp -+- (^joy -:- ap -i- 6(7, -r- c)cly = o

<le l'un des systèmes de caractéristiques admettent la combinaison
intégrable cIV == o, la fonction F doit satisfaire aux deux relations

^ <^F f)¥ <)¥ , - ,
^ = = 0 ^^-T^^^^^^4-^0-

et par suite aux deux relations

f)F . , f)F
-———(07? -h C)-— == 0,^y ^

<)F / ^.^(}F^-(^+&)^=0.

Or ce système ne peut admettre d'autre intégrale que l'intégrale
évidente F == x^ à moins d'être un système complet, ce qui exige
que l'on ait
. . <)a àg <)c <)b ,
(17) -r- = —9 — — — — ^c—ab= o.<)s <)y f)s ôy 9
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Si l'on a fait disparaître le ternie enpq^ comme il vient d'être

dit, on a g == o, et les conditions précédantes deviennent

àa <)c àb
-r == o, -r = — -+- ̂ -(fz àz ôy

Le coefficient a ne dépend donc pas de .z'y on peut alors, en
changeant z en X(a-, y)Zi faire disparaître ce coefficient. Si a = o.

il reste une seule condition — == —, qui exprime que b et c sont

les dérivées partielles d^une fonction U(.r, y, z) par rapport aux
variables y, ^, et Féquation (16) est ramenée à la forme

W <AJs -+- —a 4- — =0;
^ * ày '

on voit immédiatement qu'elle admet l'intégrale intermédiaire

^-4-U(.r,y, 5 )=X.

On voit de même que si les équations différentielles du second
système de caractéristiques admettent une combinaison intégrable
autre que dy == o, l'équation peut être ramenée à la forme

à\ àV
s -+- — p -+- — = o,àz ' àx

et admet l'intégrale intermédiaire

y+V(^y,^)=Y.

Pans le cas particulier d'une équation de la forme s-\- gpq == o,

où a==&==c==o, les conditions ( 17 ) se réduisent à une seule -& == o •

L'équation .ç+^(a-, ^)/?<7 == o admet en effet l'intégrale intermé-
diaire

Lo^p 4- jf g(x, z) ds == X.

Pour la recherche des multiplicateurs d'une équation de la
forme (i6), nous pouvons évidemment supposer que l'on a fait
disparaître le coefficient de p'q par un changement d'inconnue, et
prendre l'équation sous la forme réduite

(18) s 4- ap -h bq •+- c = o.
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Si, pour celle équation réd'uite, le coefficient a est indépendant
<le ;?, on peut aussi supposer que Von a fait disparaître ce coeffi-
cient. Remarquons aussi que, si Inéquation (16) admet un multipli-
cateur [Ji(.r, y), indépendant de 5, p , y, c'est-à-dire si Von peut
trouver deux fonctions /(.r, y, ;?, y>) et ©Ya?,y, s, 7) telles que
l'on ait identiquement

, . , , ^ df de / ()f f)'^\
^(^^)^+^<7+^+^-^c)==^-^4-(^^-^^,

l'équation

- / lz^-GPQ+...-o^a? <)y ~

que 1 on déduit de l'équation (16) en prenant pour inconnue Z=== 03
admet pour multiplicateur Punité.

o. Ccs remarques étant faites, cherchons à déterminer les mul-
tiplicateurs A(.r, y, 5, /?, <y) pour Inéquation réduite

( i s ) ^ + a/? -h ^7 -+- c == o.

On doit poser, duns les équations générales (12) ,

S == A, R = \(ap -4- bq -h c).

Les conditions obtenues sont linéaires et homogènes par rapport
à la fonction inconnue ). et à ses dérivées; la somme d^un nombre
quelconque de multiplicateurs est donc aussi un multiplicateur,
résultat qu^il était facile de prévoir a priori.

La première des conditions (12), = o, montre que tout
multiplicateur est de la forme

À == F-(.r, y , s, p ) -{- «î»(A-, y, .-, q).

La condition
r)S _ ^«R
r)s f)p àq

donne ensuite

^F ^ ^ ^F ^ ^T _ ^F _ ^ ^
^-3 <^ /̂? ^<7 </5 ^^ ~ ^<7 /^Z )

la valeur commune de ces deux expressions est forcément indé-
pendante de p et de 7. C/cs^ <t©n« une fonction ;ji(rc, r, J^ des
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variables x^ y, ^ que l'on peut supposer nulle; il suffit en effet de
/»2 ^

remplacer F par F+ j ^(*r,y, 3 ) ûb et <î> par <1> — ^ ^(^y, ^W^,
^o V;o

ce qui ne change pas la somme F+0==X. On peut donc
toujours supposer que Fon a

^ _ / <;F — <M> ^ —
<À3 <)p ^ oî Tiz ~~ a ~àq ~^ oî

si nous posons
/, ^a , ^(19) a == —, /^ == -î-,f)z ()s

tout multiplicateur À est donc de la forme

(20) X = F(.r, y, M.) -i- 4>(a-, v, ^),

OU
u = /? + ^, p == y + a.

Remarquons que lés fonctions a et ,6 ne sont pas complètement
déterminées par les équations (19), car on peut ajouter à chacune
d'elles une fonction arbitraire de x et dey, mais il vaut mieux
en vue de la suite ne pas préciser davantage, au moins pour le
moment.

La condition
^R _ J;H^\
f)?9 ~ dy \àp)

nous donne ensuite, en remplaçant a par -ï» et b par - • »
OS 0.5

^F /^a ^ \ ^F ^a _ ^F <^F ^? ^F ^p
^2 \^p~Jf~ ̂  ) ^ ' ' î ou ôz '"" ^T^'4"'^ ^^^^î" ̂ î

ce qu'on peut écrire, en remplaçant/? par u -— ^,

^ F / r^a ^8 -, ^a \ ^F r^a ^ F
^(,^^^c-^~'8^;+2^^=^^?

ou encore

^ a / ^F ()F\ / <^ ^a\ ()IF ^F
( •21 ) <7i ( u ̂  ^ •> ̂  ; 4- (c - ̂  - 8 ̂ } 7^ = J^ •

Nous avons plusieurs cas à examiner.



— 13 —

ï ° Pour que les coefficients des dérivées de F soient indépen-
dants de ^, il faut que Fon ait

^q _ ^ __ <^p àx à^ _
0^2 ~~ 0< </-; àj^ ~~ <)z1)z~~ 0'

c est-.i-dire
<)a __ <)c àb
<)ï ~ ' <)s ày ~ '

L'équation (18) admet alors, comme on l'a vu au paragraphe
précédent, une intégrale intermédiaire dépendant d'une fonction
arbitraire. Ce cas sera examiné plus loin.

2° Supposons

^a _ Oc à2^ i)ï à^
~^ ~oî às~ J^th ~ àzàz ^ o î

en dinerentiant les deux membres de l'équation (21) par rappori
/)V

à ^5 et tenant compte de la condition — == o, on voit que l'on doit

avoir—, =-= o. de sorte que F doit être une fonction linéaire de //au'1 l

F == çu 4- u.

L'équation ^ .^ i ) devient alors
àa

•20p = ——,ày

et l'équation ( a i ) admet une infinité d'intégrales qui ne dépendent
que de a?, y, u

/lr
îf a iïy

( •Î1 > F = X ne ro 4- y-(.y-) y ),

\ étant une fonction arbitraire de rc, y.(\x^ y) une fonction arbi-
traire des variables x et r.

3° Supposons
<^1 a <)a
~iî^ == Tz • ()"

En différentiant les deux membres de Inéquation (21) |>ar rapport
a ;?, il vient

^a [ ^F ^F\ l a c àb , . ( )2a\^F
^[u^^2Ju)+{^"^^^~^)J^=o•
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Si le rapport des coefficients de — et de u —— -\- a t— n'est pas1 l àu^ Ou2 ' au l

indépendant de 5, il faudra que l'on ait

^2 F <)îF ^F
—— == o, IA —— -4- •< -— = o,
()M2 ()M2 <^

et par suite ,—==0. L'équation (21) n'admet donc que la solu-

tion F == y.{x^ y), qui soit indépendante de z. Pour qu^l v ait
d'autres solutions, il faut donc que le rapport

^f ,_^_^a

Os \ ôy r à zf ,_^_B^
\ ày ^ à z )

^a
^

soit égal à une fonction H(j?,y) indépendante de z. On a donc

-l-^-")-1^)-
Comme on peut augmenter j3 d'une fonction quelconque drs
variables .r, y sans changer l'équation (i()), on peut supposer que
l'on a H== o, et la relation précédente devient

^-^_^=K(a.,y)
ày " a s v •' /

<?t la relation ( a i ) se décompose en deux équations distinctes.

puisque — dépend de ^,
^ F <)F

M ——— 4- 2 —— = 0,^M2 au
„ . .^F ^F
^^^^i-?^-

La première montre que -—est de la forme ^ ^•^^ et la der-
nière devient

à!
— aK(a-, y) _ ()y ^

(̂  p "~ î^2 ;

il faut donc que Fon ait K(.T, y) == o, p == X. On en conclut que
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l'équation (21) admet une solution de la forme

^F == ^-+-^(^y),
-i les deux équations

^ , <^ .
^ = b " ^-^^

admettent une solution commune en ^3. Elles ne peuvent former
un système complètement intégrable, car la condition d'intégra-
bilité

àb __ àc àa ^
ày ~~ àz Jz [ ~~ a

ne peut être vérifiée identiquement que si Pon a

<)a __ àb _ àc
à^ ~ 0! 'ày ~~ 'àz ~ a î

c'est le cas que nous avons réservé, où l'équation (16) admet une
intégrale intermédiaire dépendant d'une fonction arbitraire.

En résumé, lorsque les équations différentielles du système de
caractéristiques,

da7==o, dz = q dy^ dp -+- (ap 4- bq -4- c) dy = o

n'admettent pas d'autre combinaison intégrable que dx === o, la
fonction

F(rr, y, u) == F[^, y,p -4- P(.r, y, z)]

a l'une des formes suivantes :

(A) F==(JL(.y,y),
/*y
/ ïady

(B) F=X^ J^ ^.^y),

(C) F=^4 -^ (^ , ^ ) ;

la preinière convient au cas général où les coefficients a, &, c et
leurs dérivées ne vérifient aucune condition particulière d'égalité.

La forme (B) convient au cas où -^ = o, et la forme (C) au cas
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où, — n'étant pas nul, les deux équationsfi=., ^..-.?
admettent une solution commune en S.

On verrait de même que, lorsque les équations différentielles
du second système de caractéristiques n'admettent pas d'autre
combinaison intégrable que dy = o, la fonction

<I*(.y, v, v) = ^(rr, y. q -+- a)

a Pune des formes suivantes :

(A') <I»==; jL(^y) ,

f î b i l j c
(B') ^Y^o -{Ji(rr,y),

(€') 4)= ï-h^Or,^).

La forme (A7) convient au cas général, la forme (B') au cas où
— est nul, et la forme ( C } au cas où, — n'étant pas nul, les deuxos ' àz r 7
équations
(î3') — == a, — = c — bv.' as ' àx

admettent une solution commune en a.
Il nous reste à associer de toutes les manières possibles les

diverses formes des fonctions F et ^, en tenant compte de la
dernière équation de condition (12), dont on ne s^est pas servi
jusqu4ci.

6. Nous allons d^abord chercher dans quels cas Inéquation (16)
admet un multiplicateur de la forme

( [ ) ^J^-^Y^^^^ X Y^0 ;
il faut pour cela que le système (a3) admette une solution en j3,
et le système (23') une solution en a. Il est facile de voir quelle
est la signification de ces conditions. Des équations (a3) on tire

, ^ ^ a
6=^ ^J?-"^
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et l'équation* (18 ) devient

^.) .-;-gy+^--a.^^=o;

^lle admet donc toutes les intégrales de l'équation du premier
ordre

r.•-)-•)) /?-+- &(.r,jr, ^) =o.

Réciproquement, si l'équation ( i 8 ) admet toutes les intégrales
de Inéquation du premier ordre ( a F ) ) , elle doit être vérifiée
identiquement quand on y remplace p par —p(.r ,y, ^ et s

à^ à^
1^' — ^y ^^ : <>ette équation est donc de la forme (24)*

Si les équations ( a3') sont également compatibles en a, l'équa-
tion (18) admet aussi toutes les intégrales de l'équation du pre-
mier ordre
( 2 "» ' q -L- a ( x^ y, ^ » = o.

Cela posé, des relations ( ^ 3 ) et (2.3') on déduit la nouvelle
relation

à^ ^? _ ^Ê _,_ o ̂
as- '4" a Ji ~ ^y ~ •'J as '

que l'on peut écrire

à(-^) , / ,^(-«) à(-^} .à(-^)~^r -( - ̂ -^r- = —^— ---(^^ -̂ L-
et qui montre que l'équation

dz -4- a ffy — ^ (̂ T == o

e-t complètement intégrable. On a donc pour a et ^ des expres-
sions de la^ forme

_ à\] ^ à\J. àV
""^•"^^ t 4 = = ^ : •5J ?

et l'équation ( 18) admet toutes les intégrales des deux équations du
premier ordre

àV ai ()L dL
"^-JT7^0- ^;-^</=0»

XLI\ . ^
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c'est-à-dire toutes les fonctions z(x^ y ) qui salisfont à l'une des
relations

UO, y , z } == ^(.r), U(.r, y , ^ ) == 7:(y),

les fonctions ^ et TÎ étant arbitraires. Si l'on prend pour inconnue
la fonction U(.r, y, z) elle-même, l'équation obtenue doit être
vérifiée pourvu que l'une des dérivées du premier ordre de la
fonction inconnue soit nulle. Cette équation sera donc de la forme

(26 ) s -i- ̂  ( x, y , z )pq == ̂

et par .conséquent toute équation (18) cfui admet un multipli-
cateur de la forme (I) peut être ramenée^ par un changement
d inconnue^ à la forme réduite (26).

îl -est facile de trouver directement les multiplicateurs pour une
équation âe cette forme. On a en effet dans ce cas

S == F(a^, ^ p ) 4- 4>(.r, 7, 3, q), Y\ = ^(¥ -h <Ï»)/^.

y .. . (^R d /àS\ . .La .condition —— = — ( — ) est iciàp^ dy\àp/

{ ^ F à¥ \ _ aï F ^F
^ïl\p^ 'J-2'^/ <^~^ -4- ^o<7;

^•> v
F ne contenant pas q^ il faut que l'on ait .—— == o, c'est-à-dire

àF , y, .. , , ^F ^F(ïiie — ne contienne pas r. Il en est de même de -•—» ——» et1 àp f v àp^- f)^ôp
la relation

/ ^F ^^ ^F
^ ̂  '̂  -h >) Jp] - •^Jp

donnera pour .g une valeur indépendante de y, à moins que l'on
ait à la fois

^ F ^F c)2 F
^-^==oï ^==0

La première hypothèse est à rejeter, car l'équation (26) serait
alors intégrable par la méthode de Monge (n° 4). Il s'ensuit
que F est de la forme

F==^-r-/l(^^^);
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on verrait de même que <Iï est de la forme
Y

<p== a '4'(?l^^» ̂

e't par suite un multiplicateur de l'équation (26) est de la form-e

(n x = ^4-^-?^,^).
On À donc

H = \gq 4-Y^/)+ ^ g p q

, ,. . <)S <^Ret la condition — == -—— donne ensuiteàz ôp àq
. , c/p
(^7) 0 ^ = ^•

Enfin la dernière des conditions ( 1 2 ) se réduit, tous calculs
faits, à la forme simple

<,8) ^=x^P+Y^P./ t}x ùy ày àz f)sK àz

11 suffira donc, pour obtenir une équation (26) ayant un multi-
plicateur de la forme voulue, de prendre pour p une intégrale de
l'équation (28), \ et Y étant des fonctions données de x et de y
respectivement, puis de preia'dre pour g la dérivée logarithmique

^ _ _ ^log?
^ - àz *

11 est facile de vérifier ce résultat. Considérons en eflet l'équa-
tion aux différentielles totales

(29) du == [X \o^p 4- p(.y, y, s}y -+- pi] clx — (Y logy -(- pi) dy

dont la condition d'intégrabilité est

„ 5 / ào ÔQ \ ôo i ^?i ,,5 ^p, r/o^
\ - 4 -os -4 - (—+—y) /? - ^ - - r - ' 4 - T^^ +Y- -4- ——-h ——p == o.p > \ ̂ y /^ •7 / ' ^y ^ •' y /^ ^5 /

Pour qu?e ceUe co»ditlon soit identique à Inéquation (26), il fau-t
que l^on ait

fh fh „ <^p2 ^QI v ^?i ^?s)
0^=—, — —Y^4 - -.'- = o, — — X ^ = = o , —-+- —-==<>.
k 0 <^ .t)y 0 <)Z t^ 0 » ^y ^y
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On en tire

-^ = Y^ ~ ^fi2 ^ ^ __ ^fii _ ,. ̂ •
^ ̂  .̂r /^ /^? ^ ̂  ^y ̂  — A j,;

et enlin
^fi ^ y ̂ logfi _ ^ ^logfi

^^y ^^^ ôyi)z

On détermine ensuite pi et pa au moyen des équations compa-
tibles

^1 - Y^ — ̂  , ^P1 - x - ^ ^^
^ -^ ^' -^-x- ^=-^

Remarque. — En prenant pour variables indépendantes

v ' = f X d x et y ' = Ç \ d v f

réqualion (28) prend la forme

(yS') ^P ^ ^^OSP ̂  ^logp ^
^.r^y ^y^ ' f)srf)z

On obtient des intégrales ne dépendant que de z et de x-{-r = /,
en intégrant l'équation à deux variables

<^p _ ^logp
'̂  =:= 9 /^ ̂  ?

qui admet l'intégrale intermédiaire

4 __ , ^Og? __ y

^ f)Z ~ '

7. Pour que l'équation (18) admette un multiplicateur de la
forme

/ r i ' x ^F bd.v
( r l ) Â == p^ + Y(^ -^ ̂ ^ •ro + ̂ ^r- .r), XY ^ o,

il faut dabord que b soit indépendant de z, et de plus que l'équa-
tion (18) admette toutes les intégrales de Inéquation du premier
ordre ^+?(^,y^)==o. Si b est indépendant de ^ on peut
dabord, en changeant z en K ( x , y ) z , remplacer Féquation (18)
par une autre équation admettant un multiplicateur de la même
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forme, pour laquelle on aura b = o. Cette transformaion étant enec-
\Q

luée, on a -j == o, et Inéquation est de la forme

.ç+^y)^[^p(^)]^o;

entin, si l'on prend pour inconnue z-\- f p(.r, y) rf.z* au lieu de ^,
on voit que toute équation (18) admettant un multiplicateur
de la forme (II) /^Mf être ramenée à la forme réduite

< îo » s 4- a/? = o.

D'après l'étude qui vient d^être faite, tout multiplicateur de
cette équation est de la forme

X , t)y,
À = - -^ (^ -+- 7-) — ^(•r?.»'), -TT == a-Jt/ f/^t

11 reste à déterminer la fonction a(rc, y) de façon à satisfaire à
la dernière des conditions (12). Nous emploierons pour cela la
méthode rappelée à la tin du n° 3. INous avons, dans le cas actuel,

S = — — Y (' q -(- y. ) -L- p., R = X a -4- Y ap ( q -+• a ) -t- y, a^ ;

nous pouvons poser

/i == X log^ + ;jiyo, 91 = — Y 2- — Yay,
et il vient

df\ dQ^ -, /-, ^;JL\ Y ()y.^= R — -—-L- —— ==,XŒ-4-(Yaa.4-;Jia—— ^ — -——y,^y dx \ l /^' y • i)x 1

^ ,- .̂a ^ „ ^a , ^c^ 1̂ , ,—— == ï a a -h a a — — » —— == — i — » c»t — /? — — </ -— = X a,^/? ' ^y ^y ()x ' <)p 1 <)q

et la condition d'intégrabilité

i)1^. ^M. à [ ô^ ô^ ^ \-—— 4- -—— .+. — ( p ——. + q —— —^ ) = o,àx àp <)yàq àz \ àp àq ]

qui est identique à la dernière des conditions (12), devient

.3.) _ ^ + ^ + Y ^ ^ f Y ^ ) - X ^ = o ,àx ày ()x àx <iy \ àx J àz

av.ou a == — •wz



Si la fonction, ̂ (^r-y) satisfait à cette eo»dibion, on peut, d'u-no
infinité de manières, déterminer deux fonctions u, ( x ^ r, ,;)
et ^(;r, y, ^) telles que la condition d'intégrabilité de l'équation
aux différentielles totales

du = [Xlo§/?4-^/?4- ^i(.y,r,3)1rfa7—[Y^-+-Va(74-îJi,(.r,y,^)1^

soist identique à réqttafeion (:$o). H faut efc bl suffît pour cela que a,
et ^2 vérifient les relations

^ ^ + ^ _ ^ Y a , ^=^Y^, ^i-^-,x^ ^y t y ^ ^l ^ ^ ̂  -a A,

qui sont compatibles d'après l'équation (3i),
II est évident que si le coefficient a est une fonction quelconque

des variables x^ y, ̂  l'équation (31 ) n'admet pas en général d'inté-
grale ^(x, y ) indépendante de ^. Pour obtenir des équations (3o )
admettant un multiplieateur de Isa forme vouhte, on pourra se
donner arbitraire nient les fonctions X, Yy [A(.T, y) et prendre
pour a une intégrale de l'équation (3i), dépendant de la variables.

En échangeant le rôle des variables x et y, on déterminerail do
même les équations qui admettent un multiplicateur de la forme

Y sF'^
1 - y-^ +X(/.+ ?)^o + ̂ ,j);

ces équations peuvent, par un changement linéaire d'inconnue.
être ramenées à la forme réduite

(3<Q s - } - b ( x , y , .z)y == o.

8. Toute équation (18), qui admet un multiplicateur de la forme

(nn x=^-^+^,y), x^o ,

admet aussi (n0 6) toutes les intégrales de l'équation p -(- ̂  == o.
Soit ^ ===/(a?, y, Y) l'intégrale générale de cette é<pat;on du
premier ordre; l'équation du second ordre obtenue en posant

^=/(^y, ^.)
doit admettre toutes les intégrales de l'équation ôz = o. Nous
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pouvons donc supposer F équation (18) ramenée à la foirnie

(32 ) s -4- gpq -+- ap = o,

et l'on voit aisément que le m-ultiplicateur de l'a. nxwvelle éqaïaliou
doit être de la forme

^
À== 7; ~s~^(y^^ z}'

On a donc, dans ce cas,
^

S == —-t -p , R = \^(/ — A a -+-.yppq -h «?/9,

et Fon peut poser
fi = A log/? -+- p/?, ci = o,

a i> ^A A » dA. ^/o^ = R — -^ =^gq^.\a-^§^pq+a^p— ^\o^p—p—.

Pour que c^ soit une fonction linéaire de p, ç, on doit avoir

dA . ^ 1)0
-dy-0 ou A = x - ^ ? -^ = = o ï

et il reste

^ = (—^ + ̂ p)^ - ̂ ^^^ + ̂  ;

la dernière des conditions ( l a ) devient

,.,.,, ^p „ ̂  ^(ap) _^a , ^ lof f î
(JJ) — ——L- 4-X -2. 4- ———— —X-F =0, où ^=——-^-•v ()xf)y i)y ôx ()s <y ^3

Les deux fonctions a(a?,y, ^) et p(a?,y, ^) sont liées par la
seule relation (33), et Fon peut choisir Fune déciles arbitrairement
pour avoir une équation (32) admettant un multiplicateur

( i ir) ) .=^+p(^^^) .

Inversement, la condition d^intégrabilité de Inéquation aux diffé-
rentielles totales

du == [X log/? -h p7? 4- pi ] dx — pi dy

est identique à Inéquation (32) pourvu que Fon ait

^logp ^pi y 0^ ()? ^pi ^pi y
.0 == ——•———> -1- == S^A, —— == ûtî — ——? T- -l- •—— == Aff.0 ôz as 0 î ^5 k ^y ^ (̂ .r
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Les trois dernières équations sont compatibles en vertu de la
condition (33).

On déterminerait de même, en échangeant le rôle des variables x
et y, les équations de la forme (18) qui admettent un multiplicateur

;̂ -;̂ .r), v^o.

9. Si l'équation (18) admet un multiplicateur linéaire en p et
en y,

î| fi'ïy îÇ hiïx
(IV) À==XGp+^)^o -\u^a.)cJ^ 4-;^, y), XY:..o,

a et b sont indépendants de ^, et nous écrirons ce multiplicateur,
pour simplifier les formules,

À == L'(/)—^)-4-V{y+a^)-r- \i{x,y),

U et V étant des fonctions de x et de y qui satisfont aux deux
conditions
^f\ ^ r- ^V^0 —=9.at', -—=2&v.

^y lîx

^Nous avons dans ce cas

R === aU/?î4- b\qî -+-(aV - &L)^ - (c U- - a ^L)/? 4- (cV 4- ^;Ji)<7
•4- ça-4- (aV-h ÔL!)^^/? -\- bq — c),

et nous pouvons prendre

/i= —f- —'aV+^U)/?, ;—^, ai=-v^;

il vient alors
iû p ^A ^icH. == K — —— -{- __!L

rfy ^
== c U 4 - « a 4 - a 3 ( â \ 4 - & Ï ' ) — z 4- ( Ct\ + ̂  in — ^1n

L ^y ^1
-+- [c\-r-b[j.-rbs(a\-r-b{])]y-}-c[i-r-cz(a\— ^ U ) ,

et la dernière condition ( 12) devient

(35) ^[cU+a^^a^aV^^J)]-^2^^^^)..^,
^^ .̂r<^ Oxày

-+- ̂  1 c v - ̂  + &5 (av -r- ^U)] - ̂  ̂  - c(aV +bV)

-^^(aV-^»LT)=o.
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En différentiant par rapport à ^, on obtient l'équation

^ , , , - / T - 1 ^ r 7 / I - » T T M ^2 ( <<f V -T- & U )^\a,a\+bL)]+^[b(a\+bV)]-——;^———

^^,.^_^-^U)'^-^=o.'Ay<À3 < ) y ( ) z / /A32 * ^3 2

qui donne une valeur unique de y. si j^ n'est pas nul. Cette valeur
de a doit être indépendante de x et de y, et satisfaire à l'équation
précédente (3;V).

Le résultat est tout différent si c est une fonction linéaire de ^,

c==K(^,^) .54-H(^, j ) .

L'équation ( 35 ) se décompose tilors en deux conditions distinctes :

(3 (>) ^ - [KU-araV-^U)]//^c

.-^[KY+^^+bV^-^^^^—^aX+bV}^,à y i)x <)y •

tft\s. <)(ay.) < ) (b [ j . }
<)x i}y ()x <)y

(3;)

1 TJ/ ^ A T T ^ ( H U ) ^(HV)— [A K 4- H ( a \ 4- 6 U ) — ———- — ———'- == o.
ôx <)y

La relation (36) est une équation de condition à laquelle doit
satisfaire K(JC, y } pour qu'il existe des multiplicateurs de la
forme indiquée. Si cette condition est satisfaite, il existe une
iniinité de multiplicateurs, car ^(a?, r) est déterminée par
l'équation linéaire (3^). Nous retrouvons le cas d'une équation
linéaire, que j'ai traité dans le Mémoire cité plus haut (Aîznalés
de la Faculté de Toulouse^ t. IV, 2e série, p. 333).

J'ai montré, dans ce Mémoire, que Ion peut en multipliant
l'inconnue z par un facteur convenablement choisi, supposer que
l'on a a V 4 - & U = = o ; les fonctions ^, &, U, V sont alors de la
forme

^v ^v
,,=-1^1, ^_1 àx^y

•l <fV -2 (h

<)x <)y

L' == - î- ——, y- T ]
'i <A» > -2 ()v

()x <)y

la fonction v{x^ y) pouvant être choisie arbitrairement.
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La condition (36) qui détermine K prend la forme

-^ /JL\ _ -^ /JL\ -
i)x[ fh ) <J^( ^ ^ - a î

\^ / \^/

on en conclut que K est de la forme

,, <)v i)v , ,K== — —^(P).
<).r <)y

Réciproquement, si la condition (35) est vérifiée pour une
fonction ;^*r, y ), la condition d^intégrabilité de Inéquation

du= J ^ ' -4~(av+6u)^4-;Jl(^^)^-+-?l(•^>'^ s)\dx

~ | ^ "^P2^'^' 3) ûfy

est identique a l'équation s-\-ap + 6y + c == o, pourvu que les
fonctions p, et p^ vérifient les relations

^=<.V4-&[^4-^(oV+6L-)J,

^p2 T T , / , Ï . T T i ^^ ^(aV-i-éU)^ =cU-t-a[^+^(r t \ 4-6U)]- j--^-——^-———/?

^-.-^=c^+^(aV+&U),^y i)x t v '

qui sont compatibles en vertu de l'équation (35),

10. Lorsque l'équation admet un multiplicateur linéaire en p
et indépendant de y, on peut supposer a = o, et Féquation (26)
ramenée à la forme réduite

s — bcj 4- c •== o.

Supposons qu'elle admette un multiplicateur de la forme

0) ^=X(/?-t-?)+;JL(.r,y), X^o ,

où -J- = b. On a dans ce cas
02

R==X^(/-h XrY?-4-(Xp-4-{J)^-4-(Xp-{-^)^

cl l'on peut prendre
/?2

/i==X^ -+-X(î/?-h (AJO, <pi=o,
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cl il vient

•• î l=R-^=(xc-x^-^)^- t-(XP+IJ l)A<?+(xa^:x 'c•
La dernière des conditions (12) donne la relation

.,-. -'-(x.-x^)--^-t ) (\c X^\ ^
tîx \ ^y ) àx ôy

. y ̂ P) ^ (b [ i ) ^(C|JL) f)(^c) _
~T~ A. -———. —•— ,————— ——~ . ——— A. ———. —— 0 •<)y ày <)z <)z

fîx \ à y J i)x ()y

les lonction^» 6, c, X étant données, pour qu^il existe un multipli-
cateur de la forme (V), il faudra que Inéquation (3^) admette une
intégrale a indépendante de z. Pour obtenir des équations de
cette espèce, on pourra se donner arbitraire nient X, a(rc,y), et
l'une des fonctions c, ^; la seconde devra satisfaire à la condi-
tion ( ' \ " } .

Dans le cas d'une équation linéaire, on peut prendre

3 =- b ( x , y ) ^ , c== Y0,j^3,

et 1 équat ion ( 3 j ) se dédouble en deux équations distinctes, doni
l 'une est l'équation adjointe de l'équation linéaire, tandis que
1 au t re peut s'écrire

^rx^-.M^^x^-,)..^L W 7J \^r 7
Or les invariants de l'équation linéaire

s-^-b(v,y)q^-^(x,y)z =o
sont

, . àb
A=-^ k=^-^

et 1 on a, d'après la relation (38),

- i !-(XÂ')==26XÂ.
ff3C

On en tire

cl par suite

^==^log(XÂ-),

àb fftïosk
2—— == ———2--,

à y ()x ()y

1 t. ^IOÛÂ-ik — ïh = —.—?- •
ôx ôy
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C'est le résultat que j'avais obtenu directement (p. 33a du
Mémoire cité plus haut). L'équation peut alors être ramenée à la
forme suivante, en changeant z en o^ :

I f)\OSVs — - —°- ̂  — ç j = o
•2 ÔX

et elle admet un multiplicateur

C
Â == ;;y— ̂ .^J^

G étant une constante et ;JL(.T, y\ une solution de l'équation
adjointe.

11. Lorsque l'équation (18) admet un multiplicateur À indé-
pendant de p et de y, la condition ^-R == os prouve que ce mul-
tiplicateur est aussi indépendant de s. Soit ;JL( ';/•, y } ce multipli-
cateur; les équations (12 ) sont vérifiées d'elles-mêmes, sauf la
dernière qui devient

< î n ^ <)îy- ^(a*11) ^(b^} ^(C{JL)9/ ^^y ~^~ ""• ~jjr~ -^ -̂ r~ := 0'

Si l'équation (18) est linéaire en p, q^ ^, Péquation (.^9) est
identique à l'équation adjointe. Mais, dans le cas général ou a,
65 c sont des fonctions quelconques de x^ y. ^, il est clair que
cette équation n'admet pas d'autre solution indépendante de z
que y. == o.

Supposons qu'elle admette une solution différente de zéro. En
multipliant l'inconnue z par un facteur convenable, nous pouvons
être ramenés au cas où ce multiplicateur est y.= i. L'équation
en a est alors
/ o , ^ ^VL <î^ , <)U.
<-»9 ) ->—— -- a — — b -^ == o,<fx (îy ôx ôy

et les fonctions a, &, c doivent satisfaire à la condition

<)c ()a <)b
<)s i)x ()y

On satisfait à cette condition d'une façon générale en posant

/ / , \ <h i ^ av. ^3^ 4 ' ) ^=-7:* ^ = — î /• ==—-+--£-,<^ (75 </.r <^
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a, |3 étant des fonctions quelconques de x^ y-, :•- L'équation

, o , ^ ^ ^a ^6
f i 8 ) ^ -— —p — -f-q -}- — 4--— ==o

//5' ^ i <^ ŷ

est alors la condition d'inté^rabilité de Inéquation aux différen-
tielles totîiles

<' 1 1 ) du = [ p -r- J5 ^ .r, ;r, .̂  ) ') d.r — a ( .r, y, s ) <:/;'.

Cherchons si lequîition ( .^9 ) peut admettre deux intégrales
linéairement distinctes U ( < \ y . î '), ^2 (.r, y). Des deux équations

^^i ^^i ^(Jii ^^ ^ ^^3
-—— == r̂ —— -- b —— î -;—-j— == a -;— -T- b —.—
<ix <fy <ïx iiy iix ôy ox ôy

on tirera pour a. b des fonctions indépendantes de z et par suih*
1 équation (iS ) sera linéaire en p. </, ^, «i moins que l'on ait

P ( ? ^ 2 ) .
D(^.y) -°-

S'il en est ainsi, on peut supposer ^=f\y.^)', il vient alors

^ -, f'(^ 1)^ ^ - /•//., \^
^-• /( : ' l )^^ î •^7-'/(^)7F'Î

^2 ^2 _ .,./ ^^1 , .̂  v^l ^1

^r"1' (tAl;<)^-r'J (!A1)'^' ^-ï

et il reste la condition
..„, ^{AI ^î^iy ( 'j.i ) -p -J-- == o.*- • i)x <)y

On peut satisfaire à cette condition de plusieurs manières :

i° Si f" (^\) == o, on a ^= C^JL( + Cg, Ci et €3 étant deux
constantes arbitraires. On peut choisir arbitrairement ^ ( x . y }
et l'une des fonctions a. b. et l'on obtient ainsi des équations ( 18)
admettant des multiplicateurs ^ ( j r ,y ) dépendant de deux cons-
tantes arbitraires.

2° Si -^1 = o, on a forcément b == o, et toute fonction de yàx
seul y. = Y est un multiplicateur. L'équation (18) admet alors une
intégrale intermédiaire. En effet, si b === o, la condition ( 4 ° )
, . àc àa j àQ àQ ,,, . ,devient— == — ; on a donc c == — ? a == -—? et leouation admet

(is .̂r o>.r y^ 1
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l'intégrale intermédiaire

^-h6(.r,7,, z)== Y.

On voit de même que, si —Ll == o, l'équation admet une inté-

grale intermédiaire, et t on te fonction X de la seule variasUe x esl
1111 multiplicateur.

En résumé, sauf dans le cas des équations linéaires en p . <j, z^
<îl des équations admettant une intégrale intermédiaire, le*» multi-
plicateurs IndépendHnts de jo, y, z dépendent au plus de deux
constantes arbitraires.

12. Il nous reste a déterminer les mulliplicalenrs d'une équa-
tion admettant une intégrale intermédiaire. Nous pouvons sup-
poser cette équation ramenée à la forme

^0 ^6
(4>. ) .4-^+^-0,

et nous Iraiterons d'abord le cas où il existe inné seule intégrale
intermédiaire, ce qui exclut le cas où 9 serait de la forme

0 ==X^-+-^r(.r,y).

D'après les résultats exposés aux paragraphes préoédents (n0'1 !Ï et
suiv.), t ou t multiplicateur de cette équation est de la forme

X=/(.r,7?-4-e).-i-(?(;r,y, y),

la fonction f étant quelconque et la fonction î&(.y, y, y) doit être
une intégrale, indépendante de z^ de Péqitatîon

^9 / ^œ ^<p\ ^e ^îç ^2<p
( 43 ) — ( a —^ -+- 9. —^ 1 4- — —^ == T—— •/ f)z \/ àq^ àq] ây ^àq^ Àq àx

Cette fonction î5 satisfait donc aussi à Inéquation

^0 / ^(D à^\ ^e ^îç
( 4 Î ) ^i^^"-•^)-+-^S^=o•

Si la fonction 9(^î^, ^) est queloonque, il est clair q-ue cette

dernière équation exige que l'on ait -Xsso, et par suite v se

réduit a une fonction ^(.x1? y). Donc, dans le cas général où la
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fonction 9(*r, y, ^ ) ne satisfait à aucune condition particulière,
t o u t multiplicateur de Inéquation (42) est de la forme

A -/(^, P+ 0) 4- ;̂ , y) = ̂ ^^ + î^^);

on a dans ce cas

<)¥ .. /^F \ /^e <mS = — -+- u, R = ( — -- a ) ( — a -+- — 1,,)p l ' \^ k / y/,;2 ^/

et l'on peut prendre

/i = F(a-, /? -h 6) -+- ^/?, 91 = o,
Cf (lui donne

, ^ rf/i ^e ^e <^
< ^ = = R — — -J-1- = UL —— y 4- ,UL —— —— ——JD.rfy l ^ - > ^y ^y

La dernière des conditions (12) est alors

^ ^ / < ) Q . ^e _
.̂r ̂ y ^y \ ôz ) t ^y ̂

<»u
^;JL __ ̂  ^0 _

<^ </^ ^ àz
\a C\

Si —^ n'est pas nul, y. est une fonction de la seule variable ,r, et
lou t multiplicateur est de la forme

^Fo, /?4-e>
^ P *

II est évident en effet que la condition d^intégrabilité de l'équa-
tion aux différentielles totales du == F(.y, p + QW^r est

^F / ^e à^ \
^^+^-4-jî^=o•
/;F / ^e ()e
^V^^r4"^

^. ^oSi-5-^ = o, Féquation (42) est linéaire en y, ^, et tout mul-
tiplicateur est de la forme

. ^F(.y,/?-4-0) , .
X=-^f——— /4-^,^),

^(^r, y) étant une solution de réquation adjointe.
Cherchons encore dans quels cas Inéquation (43) admet des

intégrales^ mdépendaïltes de ,5, autres que ® === [x(.r, y).
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3i — n'est pas nul, Féquation (44) montre qur l'on doit avoir

^0 „ f^o-—— == K ( .r, y ) -—.
^ <)z " / f)s2

En changeant z en Z — ^ Kû()'? on remplace Féq nation ( {2 ) par

une équation de même (orme pour laquelle on a —7- == o. L'intr-

grale générale de Inéquation (44) est alors

?=--+- ^-(^ y)-

et, en substituant celte expression de ® dans la relation ( /^}. on
est conduit à la condition

^C

. r^° .̂ — — ^
^ ̂  ~ 72 '

d'où l'on tire
^0 _ /^C _
^- ~ °' ^x ~~ '

La fonction 6 est donc indépendante dey; l 'équalion ( \ f ï )
devient

^eo, z)
.+———^^=0,

et lou t multiplicateur de cette équation est de la forme

^F(.r. /?-t-0) YÂ=——^——--^^.n.

En opérant comme dans les autres cas, on trouve pour la der-
nière des conditions ( i ' . i )

^ f),^ ^o f)9 0 _
<)x <)y <)y i)z ^.s2

Une difTéren liât ion par rapport à z nous donne

ôy. /^e
'JY __ 7733
T'~ "̂ P

//32

et la valeur commune de ces rapports étant indépendantede ; et de r
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est forcément une fonction de la seule variable x. On a donc

^-XV, _^=-X 'Y,
if y ôx if y

et la fonction 9(^, 3) satisfait à l'équation différentielle linéaire

^o „ ^e
—— — X — 4- X ==of)^î <)z

dniil l'intégrale générale esl

^lo^X , , ,, x- „
0=-^——.-:-Xi6- -\2,

\, \ t . Xa étant des fonctions de la seule variable x. L'équation (42)
r-'t donc de la forme

^+(^ i-XiX^^y^o.

En prenant \^ pour inconnue, et en remplaçant la variable .z* par
une fonction convenable de x^ cette équation peut être ramenée a la
forme simple
( ('» > s - e^y == o:

cette équation admet une infinité de multiplicateurs compris dans
la formule

_ ^F(.r^-}-g2) V .
A — " . — — 1 ~?~ l •

i)p q

11 est facile en effet de vérifier que la condition d'intégrabilité de
l'équation aux différentielles totales

du = [ F(.r, p -T- <?2) -+- \(p -i- e2),] d.r — V^Io^ -- s) dy,

est identique à

(^ 4-ll+Y)^4-^^)=o.
\^ q I 1 /

Considérons enfin le cas où —— =^ o. L'équation (^a ) est alors
linéaire en p. q. z. et en changeant z en z + <p(^r, y), on peut
supposer que l'on a fait disparaître le terme indépendant. L'équa-
tion est alors de la forme

,„. i / \ ^^( ̂  > .v ; b(x. y)q -r- j-- = o.

X L 1 \ . 3
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écartons le cas où Ô == b{x^ y ) z ne dépendrait pas de y\ Inéqua-
tion admettrait alors deux intégrales intermédiaires. On déduit de
l'équation (44) q116 toute intégrale ^ { x ^ y ^ q\ qui dépend de y,
est linéaire en y. Si l'équation (46) admet un multiplicateur linéaire
en <y, on sait, d'après un résultat rappelé plus haut, que cette
équation peut être ramenée à la forme

i à\oev
(4;) s— - ———q—vz = o./ / 2 àx -

Pour que cette équation admette une intégrale intermédiaire

i f)\osv -, .
^-î-d-^w'

la fonction v{x^ y ) doit être une intégrale de l'équation

/ ^ /^loep
(48) -3——S—==-2F." / iîx<)y

On a donc
\'\'

(X-hY)î

et l'équation (47) prend la forme

i /X ' %X' \ X'Y'
^ ^^(r-x-rY^-cxTTr-^0 '

D'après le résultat rappelé plus haut (n° 10), la forme générale
des multiplicateurs de cette équation est

. ()F(.r, ^>-}-0) C ,>-= ——^—— -^ ̂ 9^\^y).

F étant une fonction arbitraire, G une constante, et ;JL une inté-
grale de l'équation îidjointe.

En résumé, toute fonction f (^', p-\-^) est un multiplicateur de
l'équation (4 2 ) - Pour qu'il en existe d'autres, il faut que l'équa-
tion soit une équation linéaire, ou qu^elle soit réductible à l'une
de» formes (45 ) ou (49)? qui sont l'une et l'autre intégrables. L'inté-
grale générale de l'équation (45) est donnée par la formule

X'
^x-;-^
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X étant une fonction arbitraire de x^ et Y une fonction arbitraire
«le >'.

Lorsque Inéquation (18) admet deux intégrales intermédiaires,
on peut la ramener à la forme .s* = o, et les équations (12)
deviennent

à'ï S _ àS __ <)»S _ <)îS d^S
^y"0' ^"~0' 'àpày^^ ^ï"01 'àoTày = °-

L'intégrale générale est

S=/(.y,/?)-4-©(y, ^);

il est évident en effet que la condition d^intégrabilité de Inéquation

du = F(.r, p)dx -^- ̂ (y, q)dy

conduit, quelles que soient les fonctions F et <î>, à l'équation s = o.

13. Nous avons passé en revue, dans les paragraphes précédents,
loutés les formes possibles pour les multiplicateurs d'une équation

s 4- ap -T- bq -h c =«o.

Les coefficients a, é, c étant donnés, pour trouver effectivement
les multiplicateurs de cette équation, on aura à examiner si cer-
taines équations simultanées sont compatibles. Prenons par
exemple réquation

( > o ) s - r - c { x , y ^ <s )==o .

Un multiplicateur est de la forme

^==F(;r ,y, /?)- t-<ï>(a- ,y, q),

cl les équations (12) du n° 3 prouvent que les fonctions F et 0
doivent satisfaire aux relations

à9 F _ à^¥ à*^ __ ^<î>
àp ôy àp^ ' àq àx ~ dy2

Ecartons le cas où c serait indépendant de z ; l'équation serait
^ilors réductible a la forme s == o. On doit donc avoir

àî¥ — àî¥ — àî{lî — <)2<ï>

"^'-oî àp^'~~^ â q ! " 0 1 àq^"0'
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et le multiplicateur est de la forme

X^4-Y<7-+-;A(.r,y).

La dernière des conditions (12) donne ensuite

^u àf à(cX) à(c\)(5l) ———-^—^-l-—'. 4- v—i.
ôx ày dz àx ày

Pour qu'il existe un multiplicateur, il faut que l'on puisse choi-
sir les fonctions X et Y de façon que Inéquation (5i) admette unr
inté°Tale a(\z', y ' ) indépendante de z. Nous pouvons supposer

que ,— n'est pas nul, car l'équation serait linéaire en ^, et l'on

serait ramené a un problème dont la solution est connue. D^
l'équation (5i ) on déduit alors, en différentiant par rapport à 3,

^ aï c _ à^(cX) à^(c\)
^~à^ '" (fjcàz 4- à y à ^ 9

Une nouvelle différentiation par rapport à z conduit a um'
relation de la forme

\\ + BV -h cY -4- bV = o,

\, B, C, D ne dépendant que des dérivées de c. Il faudra que l'on
puisse satisfaire à cette relation en prenant pour X une fonction
de x et pour Y une fonction de y. Je laisserai de côté Fexamen de
cette question.

III.

14. Étant donnée une équation bilinéaire quelconque en/?, q

{' 5a) s -+- gpq -4- ap 4- bq 4- c = o,

où g^ a, 6, c sont des fonctions de *r, y, z^ la recherche des sys-^
ternes de deux équations de Pfaffà six variables, dont elle est une
résolvante de seconde espèce, revient à la détermination de deux
onctions /(^? y-, ^? pi u\ çC2^ y-i ^ ^i u) telles que la condition

d'intégrabilité de l'équation aux différentielles totales

d u ^ = f { x , y , z , p , u ) d x ^ r - ^ ( x , y , z, q, u) dy

soit identique, à un facteur près, à l'équation ( îa^ . Or cette condi-
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(ion d'intégrabilité est

^f à/ ù/ ^f à^ ÔQ à^ ^
Ty^^q^is^T^=^--t.P+^s-r-^

il faudra donc que l'on ait identiquement

• - "> (l -10 <^-''-^-)^-â^-?./•".
Tous les termes de cette relation qui précèdent les deux derniers

sont linéaires par rapport à l'une des variables /) ou y, et satisfont
par conséquent à la relation ——S = °* n ^d^ donc que l'on
ait aussi

-^-^.-^y^o
Op^ôq^ \àu • àîi" )

ou. en développant,
à^f à^ ̂  ^<p à^f _

au àpî àqî f)u àq1 àp1 ~ !

ce que l'on peut écrire, en supposant Ç-^ et ̂  différents de zéro,

^•<<)=À(•«^)•
La valeur commune des deux membres est forcément indépendante
de/? et de q\ c'est donc une fonction des variables .r, r, s, u seu-
lement. et Fon a par conséquent

à2f
^5 ̂ ^(^^ ^^ /<)/l(^y—,/?),

^ = lJ(^ y. ̂  ")œl(^ y, ̂  qV

On en déduit pour/et y des expressions de la forme

^ ( / = lJ(a?»y» ̂  ^)F(^7, ̂ P) -4- Ui(^, y, <5, u)p -h Us(.r,^, .-, /^),
( y = U(A-,y, -;, (/-)<ï>(.r,^, ̂  q) -4- Vi(.r,y, 5, ^)y — V,(.y,y, ̂  ^),

, ^F ^»<î» ,ou j-^- et -.— ne sontpasnuls.
L'équation aux différentielles totales

du = ( L'F -i- Ui7? 4- Us ) dx 4- ( IT «î» -4 ^ i <y 4- V.» ) dy
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peut se simplifier en prenant pour inconnue une nouvelle fonction

r =e(a-, y, 3, u), où 0 = j -^,

ce qui ne change pas la condition (Tintégrabilité. On a en edcl

. ^6 . ^6 , ^6 , <)6 .
dv = — aa? -h — or -+- — a<; 4- -— a^<w (/y ^<ï <^

^ /^e àf)\^ /^o <m .
== —7r -+- 1 T~ -+• /? T" I dx + ( T" "̂  9 T" ) <'r^U \àaf ' à z j \ày ' à z j " '

et Inéquation devient

dv-=- F dx+^dy-}- —(Ui^+Us)^

i ,,. ,r » ^ » û?e ^
+u(vly+vl)<<r+3î^'4"^rfr•

\{\ ^f\
Si l'on remplace dans U, L», L'a, ^ i ? V^? -r-> —» la varial)le //— ' w ^y

par son expression au moyen de .r, y, ^, ^, on est finalement
ramené à une équation de la forme

(5:"») du == F dx -i- <ï> <<r+( ̂ i/^ + ̂ 2)^ + (Viy 4- \ J dy,

Ui, U.*, V(, Va étant des fonctions de .r, y, ^, «, indépendaiilc^
de p, q.

l^a condition d întégrabilité est

, , /f)F M ,. ,, \ d¥ d^
(56) (— — — . - 4 - L i — V i ) 5 4 - - î - — -j-

V^ ^ '/ dy dx

-(^-S)'^'.^1.'-^'-1-^)"'-""-"-
rfUi ^Ug ^Vi ^\2

-+- ———P -}- "~7— — •̂ ~~ f/ — "~7~" == °-dy dy dx ~ dx

Supposons d^abord que Ui — V^ soit une fonction ^(.r, Vf ^ )
indépendante de u. Pour que la valeur de s déduite de cette condi-
tion soit indépendante de K, il faut que la somme des termes qui
suivent le premier ne renferme pas u. Or les termes de cettr
somme qui ne sont pas bilinéaircs en p et q et qui pcuvcnl
dépendre de u sont les suivants :

(W^ Wï\. /<AI /A2\.,
(^^^)fi^[1h^^^)^



— 39 -

Les termes tels que /)<î>, <Ï>, q F, F ne peuvent se réduire avec
„ p . , <Wi à\i à\î . . ,, ,aucun autre. 11 faudra donc que ——9 —9 — soient indépendants* ou au au r

de (/, ou que U<, Ua, V 2 soient des fonctions linéaires de ?/,

U ï = A i M 4 - BÎ, Uî= AsM+B:» , \ 2 = = A 3 M 4 - B 3 .

En remplaçant Ui, Vi, Us, Va P111* leurs expressions, et en
égalant à zéro les termes qui dépendent de ?/, on obtient les
conditions

^Vj _ <^\3 JA^__^ ^A; _ ^A.,
(̂ y c>^ ^3 ~~ <Àr ? ^y .̂r

qui expriment que A, c/z 4- A^ d;r-4-A3 r/y == rfV, et réqualion
(53) est de la forme

du= F ^-+-<ï* <r-+- ud\ 4-(Bi/? -+- B,)^-h [(Bi-t-^)^4-B3]^,

En posant ^^e^, l'équation (55) est remplacée par une
équation aux différentielles totales

dv = e- v ;; (F -4- Bi p 4- Bâ) ̂  -+- [<t> -^ ^Bi -+- ^ )y 4- B3] < '̂ j ,

où le second membre ne renferme pas F. Toute équation de la
forme (5 2) obtenue de cette façon est donc comprise parmi les
équations qui ont été étudiées dans la première partie de ce tra-
vail, et l'on n^obtient pas de système de Pfaff différent de ceux qui
ont été déjà déterminés.

13. Supposons maintenant que L< — \ \ dépende de u. En don-
nant à il deux valeurs «o? ^n telles que(Ui — V < )o et ( U < —V/),
soient différents, et retranchant les deux égalités ainsi déduites de
la formule (56), il vient

r^i-vi)i-(Ui-vi)oi^
-S[(S),-(^).]^fê).-(^).!*-iKm-^j^m-fê).!'---

les termes non écrits étant bilinéaires en/?, q. Pour que Fexpres-
sion de s obtenue soit elle-même bilinéaire en p et y, il faut évi-
demment que les termes en F et ^ disparaissent, quelles que
soient les valeurs ^o? ^ < ? ce q111 exige que Ui, Ua, Vi, Va soient
des fonctions linéaires de //. Nous sommes ainsi conduits àrecher-
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cher les équations aux différentielles totales

07) du-=[¥(x,y\ ^ p)-^u(ap+^)]dx
-r-[^(x,y, ^, <7)4-M(Y<7-+-ô)ûÇr,

où a, ^, y, 3 sont des fonctions de x^ y, ^, dont la condition
d^intégrabilité conduit à une équation de la forme (5a). Les cal-

, . . ^2 F f)^ ,.-.culs qui vont suivre ne supposent pas que -j-j- et -.-7 sont uitte-
rents de zéro.

La condition d'intégrabilité de l'équation ( ̂  ) est, en ordonnant
par rapport à M,

dF d^ , ... . —— /f)F ^\
— — — -h(a/^ 4- ? ) «î» — ( y <7 -+• o ) F — ( -— — — p
dy dx ' l k / v k J / \()p àq f

F, ^a ^6 d-( rfo 1
-4- (/ ( a — ^ ) s -^ P —— -4- —•- — q —— — -j— == o.[ ' ' dy dy 1 dx dx \

Pour que cette condition soit indépendante de «, il faut et il
suffit que les expressions de s obtenues en égalant à zéro le coeffi-
cient de u et le terme indépendant de u soient identiques. S'il en
est ainsi, l'équation obtenue est aussi la condition d'intégrabilité
de Inéquation aux différentielles totales

(58) dv == (».p -r- ̂ )dx-^- (^q -r- ^)dy.

On n'obtient donc pas de cette façon d^équations différentes de
celles qui ont été déjà étudiées, mais ces équations peuvent être
des résolvantes de seconde espèce pour de nouveaux systèmes de
deux équations de Pfafi, ce qui conduit à de nouvelles espèces de
transformations de Backlund.

La condition d'intégrabilité de l'équation (^8) conduit à une
équation du second ordre ( J )

s -+- ap -L- bq -+- e == o

qui admet le multiplicateur a — Y. En multipliant z par une fonction
convenable de .r, y, on peut toujours supposer que cette équation
admet pour multiplicateur Punité, c^est-à-dire que Fon a a — y == i ;
c'est ce que nous ferons par la suite- L'équation (37) est alors

du = F dx — f!» dy -r- n^(p dx -}- q dy) -+- u [(p -4- P ) dx -4- $ dy\^

( 1 ) On sappose que l'on choisit l'inconnue^ de façon qu'il n^y ait pas de terme
en pq dans l'équation (n0 4).
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du — îAy d^ = F ̂  — <î> ûfy -+- M[(/? -r- 3) â?^ -4- $ r/y).

fy^
Po<ons ^ == t- 0 ( .y, y, .^), où 0 = = = < ? ' ", l'équation devient

, , / ^0 . t)Q , ^ , \ , ,
0 <'/(' 4- v ( — ̂  — — dy — — ̂  ) — pOy <:̂

\^.r </^ •' ^3 / *

== F dx — <î» dy -+- ^ 0 [(/^ 4- ?) dx -4- o ̂ ],
un

Vdx^-^dy V f . ^ i o g 0 \ - /, d\o^\ , ~\</.-————,————-.^^p^_^)^H-(ô_^)^J.

En modifiant un peu les notations, nous écrirons cette équa-
tion :

{ ÎQ ' du == F dx -\- 4* c(y -+- u\ ( p -r- p ) dx — a â?y | ;'

pour que la condition d'intégrabilité soit indépendante de u^ il
faut et il suffît que l'on ait identiquement

. ^ /à^ ^F\ /r/a rffi\ dF d^ , . ., -
«»o) ( — — ) - - » - ) -4- • — — .T- -+- ^ (/? 4- S ) — Fa = o,

\àq ôp / \d.v dy f dy dx l 1 /

et cette condition d'intégrabilité est alors

dy. cB
{6 l ) S — -7- -+- —î- = 0.

o^y d[y

Les fonctions y.(J?, y, ^) et ^(^,^'5 ^) étant données, nous
allons chercher s'il est possible de déterminer deux fonctions
P(;r, y, ;?,/?) et ^ ( x ^ y ^ z ^ q ) satisfaisant à la relation (60).
Remarquons que l'on peut, sans changer l'équation (61), rem-

ïÇk ^û

placer a par a — —, et p par jî+ — î ^{x'> y) ét^nt une fonction
arbitraire des deux variables x et y. On peut donc toujours ajouter
a l'une des fonctions a ou |3 une fonction quelconque de A? et dey,
a condition d'ajouter aussi à l'autre une fonction convenablement
choisie des mêmes variables.

Nous pouvons observer aussi que, si les fonctions F(;r,y, ^ ,y^)<
^(^y, ^, y) vérifient la relation (60), il en est de même des
fonctions CF, C^, quelle que soit la constante C. Si l'on connaît
deux systèmes de solutions (F(, <î»i ), (Fa, ^2), F == Ci F^-f-CaFa,
<[> = Ci <Ï>i 4- Ca^a est un autre système de solutions, quelles que
soient les constantes G,, €3.



- i2 -

16. Cherchons d'abord s'il est possible de satisfaire à la rela-
tion (60) en prenant pour F et <î> des fonctions linéaires de p et
de q respectivement

F==A(.r ,^ ,^) /?4-B(. r ,y , ^), <ï> = C(.r, y, ^)y+D(. r ,y , .;).

En remplaçant F et <î> par ces expressions, la condition ^60)
devient

^ /^ , ^8 ^2 ^(3 \ /^A </V \
^^^-^^^^^^^^(^^^^

f)B àB /<X: ^C \ àD r)D
^ - ̂ ^-^^-^ -h J3^- ̂  - ̂ ^

( C -

+ (Cy 4- D)(p -+. p) + a(A/) 4- B) = a;

les fonctions A, B, G, D doivent donc satisfaire aux quatre condi-
tions

f)\ àC
•C,()z

<)y. f)\ , f)D
^ + A a - ^ + D = o ,(C~A)

((.2) ^ . / n ^B ^c
(C — A.) — -4- — — — -(- G ? = o,

uZ l)^ ()x r '

IC ^ ( 1 ) Q i ^?\ /;B ^D( C — A ) v - 4 - - J - 4 - — — — 4 - D â - ^ B a = = o .\^ ^/ ^y ^a? *

Si l'on pose C == ——,/ ' " -> la première équation donne
à\ à^V ai]
Jz == ~à^ ~~ ~àï e^ P^ salteî on a

, WA = ̂  - t+^f^v).

Comme on peut ajouter à U une fonction quelconque de .r et
de y, sans changer G, nous pouvons remplacer U par U+;jL(.r,r)y
cl poser, par conséquent,

A== W W
C-A.

f.a seconde des conditions (62) devient alors
x̂ ^- U

f)z ' <}y àz
îÏî (f-^-^\ <)z / f)z + D == < >

^(^LJ) à (W ,,\ ,. </D
'^~-^(^-u)-aL==^- D,
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ce que l'on peut encore écrire, en multipliant les deux membres
par e -\

^L-^u 4-^)1 — O-D),^L \ ^r/J ^
el 1 on en tire

D == — 4- a U --t- e^ (p (.r, y ).

On déduit de même de la troisième des conditions ( < ) 2 ) ((lie B
est de la forme

B^-pU-/^-).

'En remplaçant A, B, G, D par les expressions précédentes dans
la dernière des conditions (62"), on trouve, après réductions, la
nouvelle condition

(^ ^-^(Ê-^)-

1/équation (.x/) peut s'écrire, lorsque F et <Ï» sont linéaires e n / )
et q respectivement,

du. = [^ - ?) + (^ ~ v)p + ̂  - u .& -4-y] ̂
/^u ^u ,- / \ ,

4- ( — Q -+• — -+- a l) + e3 eu — a M ) dy\ ,̂; ày ' /

ou, en posant ^ -— L == »',

( 3(/ ) dv =- v( p -}- 3) (/.c — ^ a (/y -h/' dx -+- c^ o //T.

Si/cl ^ sont nuls, cette équation (^9) conduit évidemment à
la condition d'intégrakilité ( ^ » ) î cette solution était facile à pré-
voir a / ï florin mais elït- ne ^lo-niie pas de systèmes de Plan nou-
veaux.

Pour qu'il y ait une solution différente de cette solution banale,
il faut que l'on puisse déterminer deux fonctions j\i'^ y), î?(.z', r^
satisfaisant à la relation (63^. On pourra prendre alors

A = = o , B=±/(.r,j-), C=o, D = ('^(.r,^),

et le svsiéme de Pian',

\ ̂  == pdx^-q.dy,
\ cfv == v \ ( p-\- p) d.r — a cly \ -\-fdx -+- ̂ o dy^

admettra l'équation ((}•>.) pour résolvante de seconde espèce.
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Nous pouvons encore transformer la condition (63). Supposons

que les fonctions f{x^ y) et es (a?, y) satisfassent à cette condition.
Si l'on pose, dans Inéquation aux différentielles totales (S?'*)?
r == (vy, elle devient

^=^[(p^,-^d.-(^^)dy\-d^e-^dr,

c'est une équation de même forme que la première, où %; ^3, /, y
sont remplaces respectivement par

<)\0îîf „ ^IOS/' CD
a-^-~——-î P — — — — — ' I» -7-'^y ^A' f

Or la relation (63) peut s^écrire

r /® \ ~i
^^f_ J \ / 2 /q ^ lof tA? |.
^T - ̂  L"̂ " "V ~ ~^/7ï

on peut donc supposer la fonction /(.^ y) égale à l'unité, les
coefficients a, ^ satisfaisant à une relation de la forme

(03') ———CS-^)-

Si nous posons ensuite z = Z—log<p(;r , y), ^ est remplacée
par 3 — og?^ et la relation (63') devient finalementox
(G3") a-h 3e——o.

Donc, toutes les fois qu^il existe des fonctions /(^ Y ) - ) ?(^î y)
satisfaisant à une relation de la forme (63), on peut, par une
transformation simple, ramener Féquation (Sy') à la forme

( J9") dv == v[(p 4- p) ̂  — y. ̂ y] -+- dx -}- ez df,

y. et p étant liés par la condition (63").
On vérifie immédiatement que la condition d'intégrabilité est

indépendante de v.
Le calcul précédent suppose toutefois que les deux fonctions^/

cl o sont différentes de zéro. Si o == o, a doit être indépendant
< l e ^, et l'on peut alors, diaprés une remarque déjà utilisée, sup-
poser a == o. On doit alors avoir — === o, et l'équation aux diffe-
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rentielles totales (Fx/) se réduit a

^ '==[ r (^+? ) -X1^ ,

dont la condition d^intégrabilité est

d^
s 4- — == o,

^

quelle que soit la fonction X. On est donc conduit a âne équation
admettant une intégrale intermédiaire du premier ordre.

De même, si f==o, ^ ne dépend pas de ^; on peut supposer
^ === o, ^ == Y, et l'équation {SQ'} devient

dv = vp dx -+- ( Y e^ — a r ) dy.

La condition d'intégrabilité est, quelle que soit la fonction Y,

dy.
s -i- -.- == o,

< .̂7- '

et admet une intégrale intermédiaire du premier ordre.
Supposons enfin qu^il existe une infinité de systèmes de deux

fonctions (f^ y), différentes de zéro, satisfaisant à la condi-
tion (63). Soient (/<, ©2)1 (/l»? <?a) deux systèmes distincts de
solutions de cette équation. Des deux relations

^-/—(£-p4
^-V——(Ï-P».).

on tire

.(/.»-/.,,)».'(„£-», "g)^, ̂ -^,
-^'-^—^-^Vf'î-f-'î-

On ne peut avoir f^ '^ =f\ 'fa ; en effet, en posant ?! == J— == py

les équations précédentes donneraient — = o, -^ == o, et les deux
systèmes de solutions (/,, <p, ) , (/s, ©2) ne seraient pas distincts.
Les fonctions a et [î sont donc de la forme

a=a(x,y)e^ -r- ^ (a-, y),
P=6(.r,y)e-^-t-7:i(.r,^).
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Ainsi qu'on l'a déjà remarqué plusieurs Ibis, nous pouvons, en
changeant z- en ^+^(;y, y), augmenter a et (3 de fondions arbi-
traires de x et de y. On peut donc, sans diminuer la généralité,
supposer les deux fonctions a et ^ de la fornu*

((n) a == af.y, y)ez^ ? = &(a*, y)^-^.

Toutes les fois que les fonctions a et (î sont de c<*tte forme, il
4îxisle une infinité de systèmes de deux fonctions f (a?, y). ®(;r,y),
satisfaisant à la condition (63). Celte condition devient, en effet,

/V . ,/^<p , .\^^-afe^e^^-^e-^

<4 Pon a, pour déterminer y et o, les deux équations simultanées

(<3(>) ^——&y, ?=»/;/ ôy " i)x v

l'élimination de es conduit à une équation linéaire de Laptace pour
1 a fonction /*( a*, y ).

En résumé, quatre cas peuvent se présenter :

i° Si a et ? sont des fonctions quelconques, il n'y a pas d^autres
fonctions f{x^ y), ç^ y) satisfaisant à la relation (63) que
/ ^o ,y==o .

f.>o Si, en ajoutant à z une fonction de .r, y convenable, on peut
ramener Inéquation aux différentielles totales à la forme (SQ") ou a
<4 [3 sont liées par la relation

a -T- p<?a= o,

la fonction 48 étant quelconque; l'équation (63) admet le système
de solutionsy== \, ̂  ==— i, et celui-là seulement.

3° Si l'une seule des fonctions a, j3, la première par exemple,
<;;st indépendante de ^, on peut supposer a == o, f -== Y, <p =-= o.

4° Enfin, si les fonctions a, ^ sont de la forme (65), ou peuvent
être ramenées à cette forme, il existe une infinité de systèmes de
deux fonctions /(.y, y), ^ { x ^ y ) satisfaisant à la condition (63),
et dépcndfint de deux fonctions arbitraires d'une variable.

17. Considérons en particulier le dernier cas. Nous écrirons
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Ùéquation aux différentielles totales en changeant u en s-,

d log u = — (^4-6 e-^ )dx ^- aez dy ;

des deux relations

/p x ^lopu ^lo^-iA(6-) -^L-=-^^-., _^_=^,

on tire, en éliminant u^ l'équation

. 6^) -^ 4- 4•^be~z) - 4- (a<") =°.^^ â^' / ^.y' /

landis que l*élimination de z conduit à une équation linéaire en u

,. . i^u <) \osa <)u ,
< 69} -T—— — ——— — -+• a b u = o.

<)x à y <)x ày

L'équation (68) est une équation de Moutard qui se déduit de
l'équation linéaire (69) par la transformation de Bàcklund B^
définie par les formules (67).

Soient f et y un système de solutions des équations (66).
L'équation aux différentielles totales

< 70) dv == v [(p •+- be s) dx— ae^dy^ -+- /dx 4- ezfs dy

conduit encore à la condition d'inlégrabilité (68), et la fonction r
est elle-même une intégrale d^une équation du second ordre qui
se déduit de l'équation linéaire (69) par une transformation
connue. En effet, si l'on rapproche les relations

<;i) ^ ==< ;(^-T-6e—)-4-/, — =^(î!>~.ap)

des conditions (67), elles deviennent, en éliminant ^ et jy,

<)v . <)\o^u
1)x=ZJ"v~)x~~'

<)v <) [osu ® /? io^ïz
— == — p ——°— -f- — ——

r

— ,
<}y t)y a <)y

ce qu on peut écrire

<f(uv) _ /. < ) ( u v ) _ 9 f)u
<)x ()Y ~~ a ()y
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L'élimination de uv conduit encore à l'équation (69). tandis
que l'élimination de a conduit à une aulre équation linéaire, < <
laquelle satisfait le produit uv. Ce sont des transformations bien
connues, et nous n'obtenons pas de cette façon de résultats essen-
tiellement nouveaux.

18. Cherchons maintenant s'il est possible de satisfairr a la
relation (60) en prenant pour F(.r, y, ^, y?) une fonction non
linéaire de p . En différentiant cette relation (60) deux fois par
rapport à p. on obtient une nouvelle relation, où ne d^im* plu>
la fonction <t>,

^F / -7a d^\ ^F Oï ^ F ^¥ ^V __
~~ ^P3 \dx ~ d y ) ~" > f)?2 <)^ <)p2 Oy ôp1 <îz ^ a ^2 ~ °'

qui se décompose en deux équations distinctes :

^ F à^ ^ F __
àp^ôz~~ 7b 'fïp^ ~'°'

(^ ¥ f^F __ (h_ fft F _ ^_F /<^a _^ ^ _ ^ v _
0^2^ -r' a '3^ -' 2 ïïz 'fïpï' ""' ̂  Y^ ~L' <h" ~ ̂  ̂ / ~ °'

On déduit de la première que —— est une fonction des variable-

^y? ^=^+?<
<)ÎF
-j^ =f\^.y.p-Jr EÎ ) ;

on a ensuite
^ F __ ôf '̂F _ ^/' àf ̂
ôp^ ôv> ' ^p1 à y i)y àv <)y

et la seconde équation devient

, , f)f . ^a / . ()f\ ^f/ôï - ^ a \(7^) ^^^-^^^^^i^-^)-
Nous avons à examiner dans quels cas cette équation admet un< '

intégrale différente de zéro et indépendante de z. En difleren-
tiant par rapport à z^ on obtient la nouvelle relation

. . ,/^y. ^a\ àf / f^y. ^y. ^ ^a o ^ a \
(7J) ^^"'^^-^(/^^^^-^^-P^^0-

Supposons d'abord que -^ — 2 —^ ne soit pas nul. Le /juo-
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tient
ô^i ^« ^ ^q ^ g

/ _ ^s2 ^rrhî ^i^"""1^'2

^/' ^a ^a ^a ^a
/"A7 Jï ~ <> -5 '̂ Js ~~ ' 7>Ï2

ne doit dépendre que de .r, y, r. Il faut donc que le coefficient
de v soit une fonction des seules variables ;r. r. c'est-à-dire que
l'on ait

fft a iH ,^=^=(^^,.
Si y (.2*, y^ n'est pas nul, ce que nous supposerons d'abord, a est

de la forme

<7^) a == œi^.y)-1-^^,^^^ ;,

et. en remplaçant a j..a*r celte expression dans l'équation (7'^), ell<'
devient

ÏL _ [^4- 9^?- r -J/= r^5^/- ̂ )
^/Y^ ^^^ ^^,_^ v
^^ \ ̂ r ^a? t .̂r k • • /

En donnant a r une valeur telle que — ne soit pas nul, on voil
((lie. pourvu que es ne soit pas nul, p est de la forme

.-^ [î^A^j^+'M^y^+^^-r)^"®'-
Substituon;; ces expressions de a et de ^ dans l'équation ( 7 2 ) ^

elle devient

^^(o,.-.y^-)/==^.?^V-^)

_ ̂ f^ + «'? <>? = -4- e.^ ^9 --- oc. eî ^ ,'A, + 4-, ,—— .̂, <-?')1
^v \_ i)a- (>T " fl».r ' " ' " J

et se décompose en trois équations dislincics :

1' 'V / ^//^i , \
Ty+•1•s^i{^-^-)^

(:'• , c^=tP^(•^+•'^)-T-^(È-co2t^'<)'

1 àf /f)a , \h^CI-^1}-0-
XLIX. 4
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Si ̂  -^ n'est pas nul, on tire de la dernière de ces relations

^logg
^~)x~'

cl les deux premières donnent

f)\OSif i — 2 0

! <)v ^log9î ,
(;7) ^--^-^o

^log/ rflog//^, \
-^-=^^^ -y?^-?.,

car le dénoininaleiir ne peut être nul, puisque ® est supposé difle-
rent de zéro. Pour obtenir la condition d'intégrabilité de ce sys-

tème, il suffit de calculer de deux façons la dérivée seconde —°
àyàv

En differentiant les deux équations par rapport à c, on a

^log/ ^log/A^i . \ /^, ,.\ ?('ay-»)
•^^:=-^-^^-gyî^=^-o?i^/^ ^ ,|o^ ^

Si l'on differentie la première par rapport à y, on a, d^autre
part,

^ ̂ o^f
fîv <)y

_^,,_..<V/^ log?1 ^,\ ^ ^J^'Qg?2 ^9^^
^ ^r\ ^ ^^^V v ^L ^^ ^y J

/ ^10}Ç9, , \ 2(ot;+-^--^0)
Pour que ces deux expressions de ogj soient les mêmes, il est

nécessaire que —p soit nul, c^est-à-dire que y(.r, y) soife une fonc-

tion \ de la seule variable x. Les formules (76) donnent alors

( ) JOg/ _ ______J—9.X______

^ ""Xp+^^-X^'
& /j'y *l ^

ce') ^ ^ log./' ^iog//^i , ^^lo^/' ^log//^?! ^(^^=-^(^-x^^)~^
..=v.

^ -îr = -^ ̂  -xç?^)- ?i,
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La condition d'intégrabilité des deux premières équations

devient

v,.x-,,(^-x-^.) r.x-,)(^-x^)

ix^-^sî.-.xt.y - (x,,̂ .-x,.y •
mi. en .supposant ( 1 ) ?. \ 1 7^ 0?

^0^2 __X^° =\'-Î21 -\25,^
ôx <)y ' <)y i)x ' râ • ̂

d'où l'on lire
_ _ /^ci ^o\ _ 1 ^Qg^

l;i XsTv^ ^/ x2^ ^^y

On <i donc les expressions générales des coefficients a et p,

. a =9l(;r,^)-r-cp2(.y,y)<îxr•,

i : S > \' ^^^/<)9i ^o i <^log0i\
( '; == ^ ^ x , y } - r - -..z -+- -ç—(^-4--—-—^ , p ' p' ' • •' X X ï»i \ ̂  d^ \ ^ ày ]

qu i dépendent d'une fond ion arbitraire X de la variable x et de
//•o<5 fonctions arbitraires ^(.^ y), ^(«^.y)? ^{^^ y ) aes

deux variables x et y .
L'expression correspondante de la fonction y* est

. 1-2
. .. -p.^ /.. / ) IOSOî Y 1 \

/=x le l / (x ( < 4 -——^——~x^ î

\i étant une nouvelle fonction arbitraire de x.
Mais on peut, par quelques transformations simples, faire dis-

paraître quelques-unes des fonctions arbitraires qui figurent dans
les expressions de a, jî»./. Dans l'équation aux différentielles totales

d log u = (p -+- p ) dx — a dy^

où a el p ont les expressions (7^), posons

i , .» ^ i 1 à ^£ç->^ = /- ^log^ y. -- l>4- ̂ log^- ^ ——^L.,

( l ) on aurait alors 2 —^ -= _ , ras qui sera pxamin<'- plu^s loin.
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celte équation devieni

^lo§<(=[p4-^logy,-^ (^pd-^+^(z~^log^)

g-xz^-iogça y^ ^ i ^log^M
'+' ——X^" V^î ^ "̂  " \ r̂ /J
— ( ©i -4- <p2 ̂ xz -10& ?s ) ûty'.

('/est iine équation de même forme que la première, ou l'on

aurait ©^ == i, et où A^ serait remplacé par A() - - — os?2 • On peut

donc, sans restreindre la généralité, prendre pour a et JÏ les
expressions

!' a=- <pl(;y,.r)-+-<?xr,
('78') o , / ^ x/ e-^ /à^ à^\?-^o(^r)+^^+-^-^4-^).

L^ équation au\ ditlerentielles totales

,. r . X' e-^/à^ ^o\1, , v- .rflogtf ^ /?-r- ^O-T- -^-^ -1- —^— ( — -l- ——j dx — (<?i-4- ̂  » o^t

peut a son tour être remplacée par Inéquation

^ = [^^f^ -. ̂ .- (̂  ̂  S)£?](/r -px;</r-
qui donne la même condition d^intégrabilité. Les valeurs corn1^-
pondantes de a et [3 sont

/ a == -̂-,
(78") T / ' ^Çi . Y e-^7fhi ^o'.

(^^^•ê^^x^-T-^-^^

ce sont encore des expressions de la forme (78 ) où l'on aurait

ç^ === o, ^-^ i . et où l'on aurait remplacé <^o P^11' '%+ / .—^ ^/ï ' -
Nous pouvons donc prendre pour a et p les expressions

xr ff-^ <^o79) a = e^-, ? == ^o-l- ̂  s ̂  ~ -̂ ^0,

'^(^r, 3') étani une fonction arbitraire. On a alors

- X,(^ - ̂ "^ X, ( p -4- ? - ̂ x^
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Xi étant une autre fonction arbitraire de x ou, en tenant compte
<le rexpression de p,

/-x,(^.^^)1-

Si X'est difFérent de Fumte, V(x^ r, ;?, p } est de la forme

i- v- / v ^o e-^N^ ,l'^x,^-^.-^-^-) -.A^-n,

et l'on vérifie facilement (iue ron satisfait à la eondition (60) en
prenant

i
., .. / X' ^o e-xs\^^S^x—Tr-ir)- ï^oî

(|uelle que soit la fonction arbitraire Xa^.r).
t/équation aux différentielles totales

. 8 1 ) .u == u ï(p + ̂ 0-4- ,̂; -+- ̂  -̂) ̂  - e^<fy1
i

,. / X' ^o é-^x^,
"^^^ï—^-^r) dx

donne donc toujours la même condition d^intégrabilité, quelle que
soit la fonction X^,

.8,^ ,+ «^ - r + ̂  ̂  _ ̂ ,-x.y + x.,x^ ̂  x^ ̂  o.
cĵ ' X ' t)/1 \ ày z '

^lous traiterons plus loin le cas où Pon peut satisfaire à la con-
dition (60) en prenant pour F une fonction non linéaire de p et
pour ^ une fonction non linéaire de q.

Dans le cas particulier o,ù*X •===-1, on a

,̂ , ?=^-^e-, /=X,(^^)-1

et Fon vérifie de même que ron satisfait à la condition (60) en
prenant

F=X.(^^<-.)jlog(^^<.-.)-..(. .I>=o;

Féquation aux différentielles totales correspondante conduit à la
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condition d'intégrabililé

^o (̂ o - ^o .5 "h ~r~ -+" "TV^ " "~ T-<? 7 -'- ez? == ̂ày ày^ <)y i l

qui se déduit de l'équation (82) en y faisant X .= \.

19. On a supposé, dans ce (lui précède, (me ~Ï? -^, -a — ^ — ^ r
1 1 l 1 ^ (A32 (),; 0^2

ĵ^ne sont pas nuls; la relation (;3) prouve d'ailleurs que la der-

nière hypothèse entraîne la troisième. Il reste donc seulement
trois cas à examiner.

' ^' ai -= 011 a est l^(^ePen(^<^ll du z et Fon a vu plus l iant que

l'on peut supposer a == o. L'équation (;2) donne alors ̂  == o, e(

l'on peut prendre pour/ une fonction arbitraire de x et de p-{-^-
L'équation

du== [uip-^ [J)4-F(.r,7)+ ̂ )}dx

conduit toujours, quelle que soit la fonction F, à la même condi-
tion d'intégrabilité

d^
5-+- --• == o.dy

o c aï , (^a „ . ,. . ,2 bupposons ~ 7" o, —;== o; a est une fonction linéaire de z.
0^» (J^t~

a= ^(^^Q^+piC^.y^

et la condition ^72) montre que p est aussi une fonction linéaire-
de ;

P===^(a7,^)34-<^i(.r,7).

L'équation aux différentielles totales

dio^u == [ p -r-^(x, y ) s + ^i(a-, y)} dx — [<p(.r, y).; -+- ©1 (.p, ̂ )] ̂

ne change pas de forme, et les coefficients ^ et A restent les
mêmes, quand on change z en ^ 4-[ji(a1, y). On peut donc sup-
poser que z == o est une intégrale de l'équation linéaire qui
exprime la condition d'intégrabilité, c'est-à-dire que A< dx — ©i dy
est une difterentielle exacte cH.. En changeant u en ̂ ), l'équation
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aux différentielles totales devient

d\o^u = Lp-1-^^ y ) ^ } d x — ^ ( x , y ' ) s d y .

On peut donc supposer o< = ̂  == o. L'équation (72) deviem
«dors

^/' , / , ôf\ ()f / <)Q , \
-1- -+-/Ç3 == o(9,/+P-^ )-t- -^ —— ^ — © 4 ^ ) ;ày J T • \ l/ /ÀV ^ \/Ar 1 ' /

on en déduit que l'on a

à^Sf ̂  ?
^ ^o

r7î ""'̂
et par suite y est de la forme

y == eA^+B== e-vi/'+'^i+H

A et B étant des fonctions de a", y. La relation (72) devient, en
divisant pîir l^exponentielle,

^A ^B , , , /^ , \
—('-+- — 4- îs<; = ^(^. + A c ) -4- -V — ^ — ®^^- ,ày ()y ' • v \c>.r • • /

ce qui exige que F on ait
à}os\ <)B . /àe ,\—-2— == o — == 2®, ® = A ( — — S ^ ;

<^ t ï c^ • ' • \^ t i 'ày t ï <^
on en tire

( î < ' î )

,=!̂ , B=logA^logX,

^loge 1 (^logA ^Iog:A i
u '- ^a* A ~ .̂r ^y * ^y ^f

A^,y) étant une fonction arbitraire des variables x et y, et X
une fonction arbitraire de x. On vérifie aisément.que l'on satisfait
a la condition ( 60) en prenant

F = X^/^^, «î> =-. o,

et par suite la condition d'intégrabilité de l'équation aux diffé-
rentielles totales

du. == u[(p -+- ̂ z)dx— ^ ^ d y } -\- Xe^P-^^^ dx

conduit toujours à Inéquation linéaire

> r ' Ô^ . U^
^4' ^+^T , ;-^-<^^4-^5-^-y/)-=o,
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quelle que soit la (onction X. De même, l'élimination de z entre
les deux relations

(85)

Î

-^ == u( p — '^s) -h Xe^-'-^51,
tf.C

^u
^—^

conduil à une autre équation du second -ordre en u, qui se déduil
de Inéquation linéaire par une transformation B^.

'ïo c* i1 dy. fi^y. i l , .< > ^11 on a^ == ^ ̂ . % est de la forme

s->-?(.r.y>

y. =: e î -r- (?i f^, y).

Ainsi qu on l'a remarqué plusieurs fois, on peut ajouter à a une
fonction quelconque de .r, y, à condition de changer aussi ^3. On
peut donc supposer y, === o; si l'on change ensuite z en ;? — îp. on
\oit que l'on est ramené aune équation de la forme

d IÛQ il = ( p -r- ^3) </.r — e2 dy.

L'équation (72) devient

^=.'^<,-p)^
ôy •< ' "^^

comme /' ne dépend que de a-, j-, <> et que p est indépendant de (^,
cette égalité n'est possible que si l'on a ̂  == fi^ = o, c'est-à-dire"-y av

que / doit se réduire à une fonction de la seule variable x.
Nous sommes donc conduits à chercher à satisfaire à l'identité (60 »
en prenant pour'F et <I> des expressions de la forme suivante :

(86) F=X/?2^.v^n-B, 4 > = C < y - + . D ,

Y, B, G, D étant des fonctions de a?, y, z. La condition (60^ s'écril
alors

(G \ Y Y1 s </? <)? \ /^A ^A \ àB ^B( ̂  — A — '>,\p ) l - e / > - + - — - - h — < 7 J - h J D ( - — . 4 - —— <7)-i- — -4--—</
\2 t)y f)5\/ '\ôy as -/ ày ^z 1

/^C <>C \ t)D àD s-
~~\^ ̂  ̂ p)^ ~ ̂  ~ ̂ />~(^-T-DXP+P)+^(X^+A^^R)=O.

Le premier membre est une fonction bilinéairc en p et q et, en



calant a zéro les coefiicients de p q ^ p ^ y, cl le terme indépendant,
on obtient les quatre relations

i ' ^ . X ^ ^ - C ^ o .dj ^ ,)z

^7)

. ̂ 3 ^ _ ()D
' ^y ^y ^3

• r" i \ 2 v< /^ //A </u ^ » ^-i ̂  --A)e2- •>.X--- - + - — - — — — D — \c-== o,

/,. ^^ ^B ^C ,..,
( C -A )^--^-^+ C?= 0 '

[ (C-A)^-^-^- .Dâ-.BJ=o./^ t}y t)x

On satisfait à la première relation de la façon la plus générale
« • 1 1 prenant

( W ) ^^ A =• 2 X ?-^-^•-U, C - À = L T - • 2 X ? .

l étant une fonction arbitraire de je, y, j. La troisième relation
devient

^3 ^B ^U ^U.( L! — -2 X 3 ) — --r- — — -—— -+- —— Q == o
as ()z ôx ()2 i)z t

ou

^B-Xp^L^-f^o.<^ V. * ' </»/
On aura donc

w
(89) B = -^ - U ? 4- X3î-r- 9(.r, j.).

La seconde des conditions (87) devient

» . Y Q ^ ^ Y^? V^P ^21J ^ ^D

-(l; — • 2 X 3)2?-—aX-^- + • îX -l- 4- -T—r- — — — -—
•̂  r ^y ôy àv <)2 ôy <)2

-^D^e9 2X ^.«(.Xp-,-^-^.o,

ni. en multipliant par (r" ,̂

//U— [ V e 'ï^-e-———e-^]-r-\^e = o.S — D J — X I
<^ \ ày I I

Si nous posons

( 9") D= ^+^l}-h^V,
^
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on en tire

(<) î ) X^"^^.
nz

En substituant les expressions précédentes de A, B, C, D dans
la dernière des conditions (87), U disparaît et il reste la relation

( 9 ^ > ^ -4 -e 2 ®-^^ 4-3^V-+-X^<52= o.('y ux

Si l'on y remplace (î par sa valeur tirée de la formule (91), on ;i
une équation aux dérivées partielles du premier ordre pour déter-
miner V(a1, y^ z\ Les fonctions X et o( ' x^ y ) peuvent être choi-
sies arbitrairement. En particulier, pour que <Iî soit nul, il faut
prendre pour U une fonction indépendante de ^, et les relations
(90) et (91) montrent que [î doit être de la forme

P-^,y)-+-2^^.

Les relations qui donnent A et B montrent ensuite que l'on
do i l prendre

F.4 .̂-;y,
el l'équation aux différentielles totales

f .S i ' ) du = u^p-}-^ -+- •2 -^e ÎJdx—ucî<^Jf-^\^p—'ï<-^e 2 ) cLr

conduit, quelle que soit la fonction X, à la condition d'inténra-
hilité

/, . d ( ^ d ( ()^ -|\ ô^( S > / ) 5-h —\e-/+ — t a-î-e - )+ -L==o.
dx dy \ ôy ) i)y

Remarquons que les équations (81') et (82') se déduisent des

équations générales (81) et (82) en y faisant X = ^.

20. On peut opérer de la même façon pour trouver les cas où
il est possible de satisfaire a la condition (60) en prenant pour <ï>
inie fonction non linéaire de y. En différentiant deux fois par
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mppori a q cette relation, elle devient

^^/f)y. ^8 <)y. ^8 \
TT 1 -7^4-—-h-T-^-»--1 -^)^73 \^ ^y ^- fïz 1 ]

^2<T* ̂  ^3^ ^3<Iï ^îïlï
+ '7^ ^ ~ JÏ̂ T? ~~p^1^qï + ̂ -(^ + ̂  = 0:

en égalant a zéro le coefficient de p et le terme indépendant de/?.
on obtient les deux équations

(ÎQ, f)y. f)<û
— -i — — + o == o,<)q <)z f)3 1 '

^ /iH r)Q ô^ \ f)^ ^
^(^+^- }-^^-4-s j j5-^-+-^=o-

r • ^->ff> i • ' i i <•on 1 on a pose ^ -= ——. \/d première montre que ^ est de la tonne"

ç = ̂ ^(.r,r, <v), où w=y -4 -a ,

et la d en-Même devient

^ ^ Q ^/ ^^ ^ /^ ^\
(93) ^-^'=^(^'+(^)+^(^-a^);

<•<es( une équation analogue à l'équation (^2) , et que l\:)n peu!
disciller de la même façon. En dinerentiant les deux membres par
rapport a z^ OAI obtient la nouvelle équation

/ r)^ ^\ ày ( ^? ^|3 ^a ^8 ^8\
\^——-^—} ^ — T- ( w —— -L- ——— — 7- J- — % —Ç ) == o.\ ,̂;-> </3/ ^w \ </52 ^y^ ^5 <)s f)^/

C 1 < 1. 1 ()3 ^i3 ^ , ^-)^ ^ • !•«•supposons d abord que — » — > ---^-^-—, —L soient d i f fé -11 1 àz as1 àz cfz1 àw
rents de zéro; on en conclut, comme plus liant, que le rapport
(— : -2 ne dépend que des variables x, j', et par suite P est de la

forme

(î)4) P = ̂ (x,y)^^{x,y)ew^\

En substituant cette expression de ^3 dans la relation (()3), on
voit de même que a a une expression de la forme

(93) a== r^{x,y)^- r.i (x,y)z 4- r^(x, y)e-w^y^.

En substituant ces expressions de a et de j3 dans l'équation fc)3).
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on obtient les trois conditions

( ̂  <1^ /^i \l ^ --.- o. ̂  == ° ( l —— COCO, ^2 ,
\ fîx <)w \ ()y ~ I

' l ^'\ <)^ /^i \
(96) / — 0)20 = co(u^ ( 'îo' -4- ((^ -— ) -h -— ( —— — c()(x)^ ^0 îv * ' / l - ^ o <A^/ <A^ \ <)y /

] à g AÀO \! "2^^^-7:l(xï)=oï

(o.^ et — n'étant pus nuls par hypothèse, on a donc

^lOïtOw) ^-^r-'
cl les deux premières équations peuvent s'écrire

^lûg..^ 2(0 -+- l; <)w ^tosîtOa
tri W — ———-——— — (ri 7-o

(9^) ^
(} \0!r£r <) \OSff' t (̂rii \
——°2- == (0 -̂ ——-tîl ( • — (Ot.).. 7:.» .

i)v ôw \ <)y ~ "/

Pour que ces deux équations soient compatibles, on voit.

comme plus haut, que l'on doit avoir -.- =-==0, ou (0 == Y. La
condition d^intégrabilite donne alors

- / r i^-- —L-/!^ -- <hîj)^— j ^^g^
^ 'Jf~\^\^)y ' ^.r/ Yî(.riâ ^^y

et les expressions générales des fonctions a et ^ sont les sui-
vantes :

. , Y' i r/^°i ^o \ I ̂ ^s^îi v-
^9) ^-^"^^T^Y^l^^^^-Y-^^

( P= ^Ol(.Z•,^)-i-t*)2<îv-•,

Y étant une fonction arbitraire de la variable y, o)i, (1)2? ^o? trois
fonctions arbitraires des deux variables x et y.

On verrait, comme au n° 18, que Fon peut/alors satisfaire a
l'identité (60) en prenant" pour 0 une fonction non linéaire de q
et pour F la valeur zéro.

21. Si a et |3 sont à la fois de la forme (78) et de la forme (99 L
on peut satisfaire a l'identité (60) en prenant pour F une fonction
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non linéaire de /) cl pour <ï> une fond uni non linéaire de q. Il faut
(l'aLord pour cela que l'on ait X ==—\--=. m^ m étant une
constante dificrenle de zéro. Il faut, en outre, que l'on ail

.̂ ,,,,. .^——('^-^--L^10^),
m^î \ nx à y m àx <)y f

» — — 1 /^t0( ^7:o l <^lo^'(0î\
rl ""' r î ///o)^ \ ^y ^ AM tî.T <)y •

Supposon's, <'c»unue on l'a expliqué plus haut ( n" IS^. que l'on
ail ramené a et S a une forme simple: on aura alors

ç^ --= o, (Oi = o, ^o == °< ^o ̂  0-

el il rcsh' les drn\ conditions

/^logça <^Io^co.,. 100 • . > -: , . =— w^gto'»./Ày ny <IT if\ * ~

On peut cneore faire les ealculs d'une tae.on plus svmétrique.
Si a et ^ sont de la (orme

a •== ^î(x,r)emr•, p =^ to^.r,^')^-7"^

'le> relalions enyel ^y deviennent respeeti\eiueul

^/' ^ / r ^/\ àf 1^., \—• 4- coC"^/^ /^^ç.»cw3(î/4- r—- ) 4- —-( ——r^— wooto., ,
^»' "' ' \ ' th" j àv\<)x ' " " '

'̂ ' / àfr\ i)^ /^(o. \— _ (y., (.-/HZ ̂  == — m oj., ̂ -ws ( % y -.- w -^- } -r- — ( —— e-"^— m 10^2)
i i j ' ~ " ~ \ ' ih\'/ <h\'\i)y " ' /

La première se décompose en deux équations distinctes

àf àf
^=-mc,co^,

../=.„^^-^.,^-^4/',
"*/ • " " àv <)x <k

on
, <) logy r — 'im

"^"^m--^10^
' ^

1 1 0 1 l <
t ^ log/' —7?»(i— im)^ï^^
I ày ^logeo» f

f •/ /??(• + ——^—
1 .̂r
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1 équation en y donne de même les deux conditions

i ^S^- ̂  ï—^m
\ i)\V 1Î lo'ÏOJ, '1 m {Y — ——"—^
' ^Y

< 1 0 2 ) l J

( ^ 10^ ^ m\\ — 9.//t)(i)jC3

.̂r ^ lo {?(».>.»m^ — ————( ) y

Si 'ÀÎH— i ̂ f o, les conditions d'intégraijilit/î des équations ( i« -» i )
< t l ( 1 0 2 ) sont précisément les équations (100). Si ces conditions
sont satisfaites, on a pour f et ^' les expressions générales sui-
vantes :

^ i/̂ .......-̂ --,
\ „ / I ^10<Ç(02^W 2

F ^ =\ (y4-ç ,e^=— — —J—2 )
\ /^ ^y 1

\ étant une fonction arbitraire de x et Y une fonction arbi traire
<lej.

On vérilie aisément que Fon satisfait a la condition ( < j o ) ,
pourvu que m soit différent de F imité, en prenant

i

F = X (p+^e-^+.l-')^l\',\ " m àx j

4.=Y..fy+»,<.- -^'-^^îr
\ m ^y 1

de sorte que l'équation aux différentielles totales

{\o\ ') du == // | ( p + w^e-"^) dx — z^c^dy \

^ x L+^e --.-L '^SlY^
\' ~ m ()x I

^.^(y^^ --L^ir^\ i^ ^y f

conduit toujours a la même condition d^intégrabilité,

(Iû5) S -4- ̂  (?2^) 4- ̂ ((0,^^) = 0,

quelles que soient les fonctions arbitraires \ et Y.
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22. On peut ramener l'équation (io4) à une forme canonique
simple par un changement de variables et cTinconnucs. Des rela-
tions (100) on déduit immédiatement que le rapport co^ : ̂  est
le produir d'une fonction de x par une fonction de y, ce qui con-
duit à une équation du second ordre se ramenant à Inéquation de
Liouville. On en conclut que les fonctions cs.j et o)_. sont de la forme

XiYi X,Y,
02 == ~v——v ' ^X- r -Y 7 - - X - + - Y 7

\, \ i , X:.» étant des fonctions de x^ et Y, Y | , Y 2 des fonctions
<ley. En substituant dans les relations (100), on trouve que ces
•six fonctions doivent vérifier la relation

< 106) X' Y' == — /^Xi X^YI YÎ.

X X
Le quotient——2 est donc constant et, comme Xi n'est déter-

minée qu'à un facteur constant prés, on peut supposer que Fon a

<io;) X '=wX,Xâ , Y '==—mYiY2.

11 est visible que l'équation (10;')) ne change pas de forme quand
on prend pour variables indépendantes, au lieu de x et y, deux
fonctions quelconques de ces variables. On peut donc supposer
que Pon a X == mx^ \ =— my, et les relations (107) deviennent

<io;') X,X,=YiY,=i .

Si l'on pose ensuite

^ Î=Z--<10^X1+10SY^ ^= v^'lu ^v «

on voit que l'équation (io4) est ramenée à une forme toute
pareille, où l'on aurait

^-^ m(^y)9

{ F e-mz ~î çmz \
(104') dv = v \ \p -h —————• dx— —-————-dy>

( L ^ ( ^—yîJ m{x—y) ^\

v F e~t^z ï T1-,+X; /?4-—-,———-—————-1 dy|/ m(x— y) m(x—y)\
i

[ pmz t T»
-+-Y^ y+—————:—————: dy.- m( . r—y) tn(x~~y)\
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Supposons en particulier \ ^ = = ^ ^ ; ^ = o : en posant mz == Z.
lo i ;^===——log( \ l'équation aux différentielles totales donne les
deux conditions

f)ÏO!!f f)7. C~1-

( ' IO.S)
f)x (h- a'— r

^lo^r _ _^_
~îy~ ~~ ^—J' '

et l'élimination de Z conduit à l'équation linéaire
^r i fh- c _

( 10( ) > »—;'""'' i ~~—~~~~ . ~t~ . -— 0 •
^tx <)y x — y i)f {x—^y/-'

dont l'intégrale générale est
fno, ^x.+XLr-^,1 .ï-—y

\( étant une fonction arbitraire de x et ^ i une fonction arbitram1

dey. On voit donc que, quelles que soient les fonctions arbitraire^
que l'on prenne dans la formule ( I o 4 / ) « les résolvantes du
système de PtafT défini par réquation (io4 ) ^t la relation
dz ==/? dx -\~ y dy^ seront intégrables.

Le calcul précédent suppose implicitement que X dépend
effectivement de x^ et ^ de r. Si Fune de ces fonctions se réduit
a une constante, on peut prendre

"rî^ X^ i, i0â== XsV^

et les formules (100) montrent que l'une de ces fonctions ç^», to^
doit être nulle. Supposons par exemple (x)2== o, ys n'étant pas nul.
On peut alors, par la même transformation que plus haut.
ramener le cas général au cas où 02== i, c'est-à-dire supposer

a == e^, ? = o.

On peut prendre alors f = X/?"1 , et g doit être égal a u n e
fonction arbitraire de y et de cf-^-o111^. On vérifie en effet qne
l'équation aux différentielles totales

i
du = u(p dx — e'^ dy} -1- \pïn dx — ̂ ^(y, y — e " 1 ^ ) dy

conduit toujours à la même condition d'intégrabilité

s — memzp == <»,
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quelles que soient les deux fonctions \ el <i>. On obtiendra donc
ainsi de nouveaux systèmes de Pfaff intégrables par des quadra-
tures. Si l'on suppose, en particulier, la fonction <I> indépendante
de y, on aura une résolvante de première espèce en éliminant z
entre les deux équations

<)u -, •— on
^ == ^P + ̂ P ' ^ =~ e^-4- e^(y).

Par exemple, si l'on prend in === j , \ === i , 0 •==- i . on retrouve
une transformation de Bàcklund que fai signalée antérieure-
ment (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse.
^ sirie, t. I, p. /j^).

En résumé, nous avons déterminé toutes les équations aux
différentielles totales

du ==y(.r. j', ^, p, n) dx -f- c (:r. ( , J, </, u) cîy,

dont la condition d'intégrabilité conduit à une équation aiiv
dérivées partielles

s — y ('.r, j-, z) pq -+- a (.r, y, ^ >/? -;- /> { x . y^ z) q 4- c (a", .r, •;) == o,

bilinéairc <'n p el </, lorsque les deux dérivées — et ——- son!1 Â - 1 ôp^ f)^
différentes de zéro. La méthode suivie n'exige pas d'ailleurs
que cette condition soit remplie, mais elle ne donne pas toutes les
solutions du problème lorsque l'une au moins de ces deux déri-
vées n'est pas nulle. J'examinerai ce cas particulier dans un autre
travail.


