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Ann. scient. Éc. Norm. Sup.,
4e série, t. 15, 1982, p. 513 à 542.

INÉGALITÉS ISOPÉRIMÉTRIQUES
ET APPLICATIONS

PAR PIERRE BÉRARD ET DANIEL MEYER

Cet article se compose de deux parties relativement indépendantes, et de cinq appendices.
Dans la première partie, nous donnons une généralisation de l'inégalité de Faber-Krahn

pour la première valeur propre du problème de Dirichlet pour le laplacien dans des ouverts
bornés d'une variété à courbure de Ricci strictement positive, c'est le (théorème 1.5) :

THÉORÈME. — Soit (M, g) une variété riemannienne lisse, compacte, sans bord, de
dimension n. On suppose que la plus petite valeur propre de la courbure de Ricci de (M, g) est
supérieure ou égale à (n— 1). Soit V un ouvert de M, dont le bord soit une sous-variété lisse
de M. Soit V* une boule géodésique, de la sphère canonique S", dont le volume relatif dans S"
soit égal au volume relatif de V dans M. Alors, la première valeur propre du problème de
Dirichlet dans N est supérieure ou égale à la première valeur propre du problème de Dirichlet
dans V*, et l'égalité a lieu si et seulement si le triplet (M, g, V) est isométrique au triplet
(S",can,V*).

L'idée de base pour démontrer ce théorème remonte à Krahn, mais l'ingrédient essentiel
est une inégalité isopérimétrique de M. Gromov. Nous donnons deux preuves de cette
inégalité à la Faber-Krahn. Elles diffèrent plus dans la forme que dans l'esprit. La première
met mieux en valeur le rôle joué par l'inégalité de Gromov; la seconde permet d'obtenir une
estimation d'une constante de plongement de Sobolev, pour des variétés riemanniennes à
courbure de Ricci strictement positive {voir n° 1.18). La méthode de démonstration du
théorème 1.5 nous conduit à donner une preuve assez géométrique (bien que non
élémentaire) du théorème de Lichnerowicz-Obata (voir corollaire 1.6).

Dans la deuxième partie de l'article, nous nous intéressons à une amélioration du théorème
de Courant sur les domaines nodaux des fonctions propres. Soit (N, g) une variété
riemannienne compacte, avec ou sans bord, et soit ̂  < ̂  ̂  ̂ 3 ̂  . . • -^ oo, la suite des valeurs
propres (avec multiplicités) du laplacien pour le problème de Dirichlet (si N a un bord) ou le
problème sans bord (si N n'a pas de bord). Le théorème de Courant dit que le nombre
maximal v ( k ) de domaines nodaux que peut avoir une fonction propre associée à la
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514 INÉGALITÉS ISOPÉRIMÉTRIQUES ET APPLICATIONS

k-ième valeur propre ̂  est au plus égal à k. Dans cette deuxième partie, nous démontrons le
(théorème 11.7) :

THÉORÈME. — Considérons l'un des problèmes de valeurs propres indiqués ci-dessus. I l existe
une constante numérique y (n) < 1, qui ne dépend que de la dimension n de la variété (N, g), telle
que :

lim supv(k)/lc^y(n).
k oo

Ce théorème a été démontré par Pleijel dans le cas d'un ouvert borné assez régulier du plan
euclidien, puis généralisé par Peetre au cas de certains ouverts bornés d'une surface
riemannienne complète. Ces deux auteurs utilisent une inégalité à la Faber-Krahn; leurs
résultats s'étendent facilement au cas des ouverts bornés des espaces riemanniens à courbure
constante, de dimension quelconque (on a, en effet, pour ces espaces, des extensions de
l'inégalité de Faber-Krahn). Le cas général était, semble-t-il, ouvert. Notons que le
théorème 1.5 nous permet de généraliser les résultats de Pleijel et Peetre aux variétés à
courbure de Ricci strictement positive, et auxquelles nous imposons en plus une borne
supérieure sur la courbure sectionnelle (voir proposition II. 10). Le théorème II. 7 généralise
ces divers résultats. Sa démonstration repose sur un lemme (lemme II. 15) qui donne une
inégalité isopérimétrique asymptotique :

LEMME. — Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension naisse, compacte, avec ou sans
bord. Pour tout e>0, il existe un nombre A=A(M, g, e) tel que, pour tout ouvert régulier D
de M, de volume inférieur ou égal à A, on ait :

Vol(aD)^(l-£)Vol((9D*),

où D* est une boule euclidienne de R" de volume égal au volume de D.
L'appendice C est consacré à la démonstration de ce lemme; nous y donnons aussi une

estimée de A en fonction de la courbure de (M, g). Les appendices A, B, et D sont consacrés
à des résultats « classiques » dont nous n'avons pas localisé la preuve dans la littérature.

La nécessité de l'appendice D nous est apparue quand Y. Colin de Verdière nous a
communiqué que la preuve du théorème de Cheng, sur la régularité des ensembles nodaux,
était incomplète (voir [CG] et appendice E). Nous avions besoin essentiellement d'une
« formule de Green avec singularités ». Il se trouve alors que le cadre naturel devient celui du
« problème de Dirichlet généralisé » (voir [B-J-S]). Ce matériel étant peu familier aux
géomètres différentiels, nous avons jugé bon de l'esquisser dans l'appendice D. Nous en
avons profité pour donner une preuve du théorème de Courant dans ce même cadre.

Des références bibliographiques sont données dans le corps du texte. Nous remercions
M. Gromov dont l'article [GV] et les conférences ont beaucoup motivé et inspiré notre
travail. Nous remercions S. Gallot pour ses remarques (en particulier le n° 1.18). Pour
plusieurs techniques de démonstration, nous nous sommes inspirés des travaux de T. Aubin.

Pour la rédaction de l'appendice C nous avons profité des critiques constructives de
A. Bellaiche. Les conseils de L. Boutet de Monvel et de J. Kazdan nous ont été fort utiles lors
de la mise au point de l'appendice D.
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P. BÉRARD ET D. MEYER 515

Pour tout un matériel relié au présent travail, nous renvoyons aux articles suivants : [AN],
[B-D], et [GA].

Le premier auteur remercie l'LM.P.A. (Rio de Janeiro), et en particulier M. do Carmo,
pour l'hospitalité dont il a bénéficié pendant la préparation d'une partie de ce travail; le
second auteur remercie le Sonderforschungsinstitut der Universitàt Bonn pour lui avoir
permis d'y travailler pendant 1 mois.

I. - Généralisation de l'inégalité de Faber-Krahn

1. Nous désignons par (M, g) une variété riemannienne complète sans bord, de
dimension n, et par V une sous-variété de M, compacte, à bord, de dimension n (munie de la
métrique induite). Nous désignons par À-i (V) la première valeur propre du laplacien A pour
le problème de Dirichlet dans 'V.

2. Si la variété à bord V est une sous-variété de l'espace euclidien R" muni de sa structure
canonique, nous désignons par V* une boule euclidienne de IR" de volume Vol(V*) égal au
volumedeV,Vol(V).

L'inégalité de Faber-Krahn classique s'écrit alors (voir [FR], [KN] ou [BE], p. 111,
théorème 3.8) :

/ fi(^\ \2/n

(3) ^^^(v^V)) 7?"-2"2'

où P(^) est le volume de la boule euclidienne de rayon unité dans V et où j^ _ ̂ 2 est le
premier zéro positif de la fonction de Bessel d'indice (n—2)/2.

4. Introduisons le nombre :

R(M, g)=Inf{Ric(M, u); î^eUM},

où Rie désigne la courbure de Ricci de (M, g) et UM le fibre unitaire tangent. Ainsi, si (S", ^*)
désigne la sphère de rayon 1 dans R"4'1, avec la métrique induite, on a R(S", g*)=n—l.

Nous supposerons désormais que le nombre R(M,^) est strictement positif. Nous
supposerons en fait (après une normalisation éventuelle de la métrique g) que l'on a :

R(M,^R(S",g*)=(^-l).

Soit P le nombre :

P: =Vol(M,g)/Vol(S",^)

[ici, Vol désigne le volume relatif aux mesures riemanniennes naturelles associées aux
métriques g et g*', remarquons que le volume de (M, g) est fini car (M, g) est compacte
d'après le théorème de Myers, à cause de l'hypothèse R(M, g)^n—l].

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



516 INÉGALITÉS ISOPÉRIMÉTRIQUES ET APPLICATIONS

Étant donnée une sous-variété à bord lisse, V, de dimension n dans M, on désigne par V*
une boule géodésique de (S", g * ) de volume vérifiant :

pVol(V*)==Vol(V).

5. THÉORÈME. — Les notations et les hypothèses étant celles du n° 4, on a :

MV^UV*)
et l'égalité a lieu si et seulement si le triplet (M, V, g) est isométrique au triplet (S", V*, g*).

Il est intéressant de remarquer que le théorème de Lichnerowicz-Obata ([B-G-M], p. 178)
découle des méthodes de démonstration du théorème 5.

6. COROLLAIRE. — Les notations et les hypothèses étant celles du n° 4, on désigne par
^2 (M, g) la première valeur propre non nulle du laplacien sur M. Alors :

MM,^a,(S^*)=^

et ? égalité a lieu si et seulement si la variété (M, g) est isométrique à la sphère canonique
(S", ̂ *).

7. Remarques. — (a) L'ingrédient essentiel, pour démontrer le théorème 5 est l'inégalité
isopérimétrique de M. Gromov ([GV] l'6 partie). Les notations et les hypothèses étant celles
du n° 4, cette inégalité s'écrit :

(8) Vol(âV)^pVol(3V*)

et l'égalité a lieu si et seulement si les triplets (M, V, g) et (S", V*, g * ) sont isométriques [ici
Vol désigne le volume (n — 1 )-dimensionnel relatif à g ou g*];

(b) La première valeur propre Xi(S^(Â:)) de l'hémisphère d'une sphère à courbure
constante k tendant vers l'infini avec k, nous voyons que l'estimée du théorème 5 [qui s'écrit
ici À-i(S^. (k))^n] n'est pas aussi bonne qu'on le souhaiterait. Ce défaut tient au fait que
l'inégalité (8) n'est pas complètement satisfaisante;

(c) Prenant un domaine Vg = S" (A:)\B (x, e) (le complémentaire d'une boule géodésique
de rayon s sur une sphère à courbure constante k) nous voyons que l'on peut avoir
simultanément Vol(V,) petit et Xi (V,) petit (faire k grand et e petit car ̂  (VJ tend vers 0
avec 6 d'après [C-N], p. 199). Ceci montre la nécessité de prendre une boule V^ dont le
volume relatif dsins (S", g * ) est le même que celui de Vg dans S" (k) : si sur (S", g^) le volume
Vol(V^) de V^ est petit alors ̂  (V?) est grand;

(d) Si l'on fait (M, g)=(S", g * ) dans le théorème 5, on retrouve le théorème classique de
symétrisation sur S" que l'on peut déduire de l'inégalité isopérimétrique de Schmidt sur S"
(voir^ST] et aussi [SR]);

(e} Nous donnerons deux preuves de la partie inégalité dans le théorème 5 (et aussi du
corollaire 6). La première preuve met mieux en valeur la manière dont on utilise l'inégalité
isopérimétrique de Gromov. Sa mise en forme est plus délicate et fait appel à des théorèmes
assez fins sur les fonctions propres. La deuxième preuve est plus élémentaire (plus près aussi
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P. BÉRARD ET D. MEYER 517

de la preuve originale de Krahn). Elle permet en outre d'obtenir des informations sur les
meilleures constantes de Sobolev.

9. Première preuve de l'inégalité du théorème 5. — Dans ce qui suit, nous désignons
par ûfvol les mesures riemanniennes naturelles [n- ou (n— l)-dimensionnelles] sur (M, g) ou
(S", g * ) (ou sur des hypersurfaces) : aucune confusion n'est à craindre. Rappelons la
caractérisation variationnelle de À<i (V) :

r
W^vol

(10) ^(V)=Inf J——————, /^O, C1 par morceaux,/] ô V=0 ,
f2d\o\

Jv

où 1 df\ désigne la norme (riemannienne) de la différentielle de /. L'égalité est atteinte
dans (10) si et seulement si/est C2 et est une fonction propre associée à ^i (V). D'après le
théorème de Courant ([C-H], p. 452, [PL], p. 544 et appendice D) une fonction propre u
associée à ̂  (V) (pour le problème de Dirichlet) est caractérisée, parmi les fonctions propres,
par le fait qu'elle ne s'annule pas dans l'intérieur de V (cela implique en particulier que la
valeur propre 'k^ (V) est simple). Nous supposerons donc u positive. L'idée de la preuve est de
construire une fonction u^ sur V* pour laquelle on montrera que :

r r r r
\du\2dvo\/\ u2dvo\^\ \du^\2d\o\/\ î vol,

Jv Jv Jv* Jv*

ce qui permettra de conclure que À^(V)^À-i(V*) d'après la caractérisation
variationnelle (10).

Pour 0 < r ̂  m = Sup { u (x), x e V }, on définit les ensembles :

V ( r ) = { x e V : M ( x ) > r }

et on introduit les fonctions :

A (r) = | rfvol = Vol (V (r)); L (r) = f dvo\ = Vol (3V (r));
Jv(r) JôV(r)

r r
H (r) = u2 rfvol; G (r) = | du \2 dvo\.

Jv(r) Jv(r)

On définit les boules géodésiques concentriques V*(r) de (S", g*)) par la condition :

Vol(V(r))=pVol(V*(r))

(où p est définie au n° 4). On introduit la fonction u^ : V*(0)=V* -> R telle que :

MjôV*(r)=r=M|aV(r)

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE ^



518 INÉGALITÉS ISOPÉRIMÉTRIQUES ET APPLICATIONS

(c'est le procédé de symétrisation qui remonte à Krahn [KN]; voir aussi [P-S], Note F, p. 230
et [BE], p. 104).

On définit alors pour la fonction u^ et les domaines V* (r), les fonctions A^ (r), L^ (r), H^ (r)
et G^ (r) analogues des fonctions définies ci-dessus. On peut montrer que u^ est
dans H1 (V*); on a aussi u^ \ 3V* =0 par construction (voir appendice B ou [BE], p. 50). On
montre facilement (appendice A ou [BE], p. 53, lemme 2.5) que l'on a :

r rA'(r)=- \du\~ldvo\ et G'(r)=- \du\dvo\
JôV(r) JôV(r)

et de plus (puisque u^ est radiale par construction) :

A^——I^J-^L^) et G^(r)= -\du^ |(r)L^(r).

L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors :

L^^A'MG'M,

alors que :

l4(r)=A^(r)G^(r).

Appliquons maintenant l'inégalité de Gromov (8) i. e. :

L(r)^pL^(r)

et le fait que par construction A(r)=pA^(r) . Il vient alors :

-G'(r)^-pG,(r),

d'où en intégrant de r à m :

G(r)^pG^r).

Il est facile de voir en utilisant la formule de co-aire (appendice A), que H (r) = P H^ (r). On
en déduit que :

G(r)^G^r)
HM-H^r) -

En particulier,

'̂-ĵ ^.
l'inégalité de droite résulte de la caractérisation variationnelle (10).

L'égalité À,i(V)=À-i(V*) implique les égalités L(r )=pL^(r) d'où l'on tire, d'après le
théorème de Gromov, que le triplet (M, V, g) est isométrique au triplet (S", V*, g*).
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P. BÉRARD ET D. MEYER 519

La preuve ci-dessus n'est parfaitement rigoureuse que si la première fonction propre u est
de Morse, et n'admet dans V qu'un nombre fini de points critiques. Si cette propriété
(générique pour la première fonction propre) n'est pas vérifiée, on conclut la démonstration
de l'inégalité par un argument d'approximation :

10. bis. LEMME. - I I existe une suite de fonctions positives, de Morse, u^ : V-^ R+,
n'admet tant pas 0 comme valeur critique, et n'ayant qu'un nombre fini dépeints critiques dans V
telles que u^ tende vers u dans H1 (V) et dans C° (V), et telles que u^ 13V=0.

On peut donner deux preuves de ce lemme, selon le cadre dans lequel on se place. Dans le
cadre de la première preuve, on utilise les résultats de généricité de K. Uhlenbeck [UK] : il
existe une suite/^ de fonctions de classe C00, à supports dans un ouvert fixe U de V, qui tende
vers la fonction nulle au sens de la topologie C^, pour p assez grand, de telle sorte que la
première fonction propre (normalisée, positive) u^ du problème de Dirichlet pour l'opérateur
A+/^ dans V ait les deux propriétés suivantes :

(i) u^ est une fonction de Morse dans l'intérieur de V;
(ii) (ôu^/ov) 13V admet 0 comme valeur régulière.
De la propriété (ii), et du fait que la première fonction propre u^ n'a qu'un seul domaine

nodal, on déduit que la dérivée normale de u^ ne s'annule pas sur le bord de V. Il en résulte
que u^ n'a qu'un nombre fini de points critiques.

Remarque. — On peut donner du lemme 10 bis une preuve plus simple, par des arguments
analogues à ceux donnés par T. Aubin dans la preuve de son lemme 1, page 586 de [AN]; les
fonctions u^ sont alors seulement dans la classe m^ (V) définie au n° 11.

Ceci termine la preuve de la partie inégalité du théorème 5. Le cas de l'égalité est plus
délicat, et sera traité au n° 12.

11. Deuxième preuve de l'inégalité du théorème 5. - La démonstration qui suit est plus
élémentaire que celle donnée plus haut. Notons surtout qu'elle permet aussi de donner une
estimée de la constante de Sobolev du plongement W1 'q -> L^ avec :

l^^/p^(n—q)/nq (voir remarque 18).

Soit u une fonction de H^(V) [l'adhérence de C^(V) espace des fonctions à support
compact dans l'intérieur de V, dans H1 (M) espace des fonctions de carré sommable, ayant
une dérivée première de carré sommable]. Alors le quotient de Rayleigh-Ritz de u,/» ,•» ' - •

\du\2 d\o\/\ u2 d\o\ est le même que celui de la fonction \u\ qui appartient aussi à
Jv Jv
H^(V) (voir [G-T], p. 145). Soit mo (V) l'ensemble des fonctions continues, à support compact
inclus dans l'intérieur de V qui sont C00 et ont des points critiques non dégénérés en nombre
fini sur l'intérieur de leurs supports. Alors mo(V) est dense dans Hi(V) ([AN], lemme 1,
p. 586). On suppose désormais que u est la valeur absolue d'une fonction de mo(V).
Pour toute fonction / continue sur V on a l'égalité classique (formule de co-aire, voir
appendice A ou [BE], p. 53, lemme 2.5) :

r r^rr ~i
fdvo\=\ f\du\-^\ds,

Ju^Qa,^) J aUu-^s) J

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



520 INÉGALITÉS ISOPÉRIMÉTRIQUES ET APPLICATIONS

où CT est la mesure induite par g sur u ~1 (s) et où ]a, b[ est un intervalle de valeurs régulières de
u. On a alors l'inégalité de Hôlder géométrique :

f \du\q-la^(s)/(-Af(s))q-\
Ju-^s)

pour tout réel q^1 et pour toute valeur valeur régulière s de M [pour la notation L(^), A(^)
voir le n° 9]. De plus, on a égalité si et seulement si du ne dépend que de s. On définit alors u^,
fonction symétrisée de u comme au n° 9. D'après l'appendice B, u^ est dans H^(V*). On
vérifie facilement que l'on a | |M | | p== | |Mj |p pour tout/? ̂  1. Pour la fonction u^ on a l'égalité :

f \du^-la=Li(s)/(-A^s)Y-l.
Ju^(s)J<(^)

Si on fait ^=2 et si on applique l'inégalité de Gromov (8) qui se lit ici :

L(^pL^)

(notations du n° 9) on obtient G(5')^pG^(5') puis :

G^>G*^ G(^1>G*^>, rv*vH^-H^r mo-H^o)-^ "
on termine alors avec un argument de densité : mo (V) est dense dans H^ (V).

12. LE CAS DE L'ÉGALITÉ DANS LE THÉORÈME 5. - L'hypothèse est que ^i (V) = À,i (V*). On
désigne par u^ une suite de fonctions donnée par le lemme 10 bis. On désigne par R(/) le
quotient de Rayleigh-Ritz de la fonction / sur V ou V*.

Le premier pas est l'égalité suivante :

(a) ^(V)=R(u)=R(uJ=MV*).

Preuve de l'égalité (a). — Comme la suite u^ tend vers u dans H1 (V), par hypothèse, on en
déduit que la suite u^ y est uniformément bornée. D'après le n° 11, il en résulte que la suite u^
(fonctions symétrisées des u^) est uniformément bornée dans H^V*).

Comme l'inclusion de H1 (V*) dans L^V*) est compacte, on peut, quitte à prendre une
sous-suite, supposer que u^ converge vers une fonction v dans L2 (V* ). Du lemme de Banach-
Saks (lemme 7, p. 196, [B-J-S]) on peut déduire que u est dans H1 (V*). Si l'on a/ ^g-\-a ouf
et g sont des fonctions et a est une constante, on a une inégalité analogue pour les
symétrisées : f^g^-\-a. Comme u^ converge vers u uniformément, u^ converge vers u^
uniformément, donc u^ = v est dans H1 (V*) n C° (V*), et donc dans H^ (V*), car u^ s'annule
sur le bord de V* qui est lisse.

On a alors, au moins pour des sous-suites :

^(V)=R(î,)=lim R^J^lim R(u^)=R(uJ^(V*).
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P. BÉRARD ET D. MEYER 521

De l'égalité ̂ i (V) = ̂ i (V* ) on déduit que la fonction u^ est la première fonction propre de
V* qui est une fonction C1, radiale, strictement décroissante, et de dérivée bornée
intérieurement sur tout intervalle de la forme [e, sup (u)], avec e>0. Étant donnés deux
nombres a et b, on désigne par R (û, b) (u) le quotient de Rayleigh-Ritz restreint à u ~1 (]û, b[).
D'après le n° 11, on a, pour tout intervalle ]a, b[ de valeurs régulières de u l'inégalité :

(e} R(û, b)(uW(a, b)(u^

Par compacité, l'ensemble des valeurs régulières de u est un ouvert que l'on peut écrire
comme une réunion dénombrable d'intervalles }a^ b^[, soit I. De plus, le complémentaire de 1
dans l'intervalle [0, sup (u)] est de mesure nulle. On déduit des propriétés de u^ citées
ci-dessus que l'ensemble u^1 ([0, sup (u)]\I) est de mesure nulle dans S". On déduit alors
de l'inégalité (e) que l'on a :

R(u)^R(û,, ^)(u)^R(^, ^)(^)=R(^).

De l'égalité entre les termes extrêmes, on déduit que pour tout intervalle de valeurs régulières
on a l'égalité :

R(û, b)(u)=R(a, b)(u^

d'où l'on tire facilement, que, pour toute valeur régulière s de u on a l'égalité :

VoKu-^^pVol^1^)).

On termine alors la preuve du théorème 5 en appliquant le cas de l'égalité dans l'inégalité
isopérimétrique de Gromov au domaine u~1 Qs, + oo[).

Remarque A. — II n'est pas difficile de montrer que l'on a toujours l'inégalité
R(M)^R(u^)^^i(V*) : remarquer que la fonction u^ est dans H^V*) car elle est
lipschitzienne comme u, voir [BE], chap. II.

Remarque B. — Sans rien connaître de la régularité de l'ouvert V, l'appendice D et la
construction précédente nous permettent d'affirmer les points suivants :

(i) On peut toujours parler de la première valeur propre de V pour le problème de Dirichlet
généralisé, ^i(V), et caractériser la première fonction propre u par R(M)=À-i(V). En
particulier, si u est une fonction propre de M associée à la valeur propre a et si V est l'un des
domaines nodaux de u, alors u-=^i (V);

(ii) Sous l'hypothèse R(u)=^i (V*), la construction précédente fournit une fonction M^,
symétrisée de M, bien que a priori la fonction u ne soit pas dans la classe utilisée aux sections 9
et 11. Cette symétrisée étant construite, et sous l'hypothèse ci-dessus, on peut alors conclure
que les paires (M, V, g) et (S", V*, g * ) sont isométriques.

13. Première preuve du corollaire 6. — Soit u une fonction propre associée à ^(M, g).
Alors, d'après le théorème de Courant (voir appendice D, corollaire 5) la fonction u a
exactement deux domaines nodaux V\ et V^.

14. LEMME. — Avec les notations ci-dessus, on a :
^(M,^)=^(V,), z = l , 2 .
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Voir lemme 2 de l'appendice D. .
L'un des domaines nodaux V, a un volume inférieur pu égal à . Vol (M). Supposons que

ce soit V^.
Si nous appliquons le théorème 5, nous avons :

^(M,g)==^(V^UVÎ),

où Vf est une boule géodésique de (S", g* ) de volume inférieur à celui d'un hémisphère, donc :

^(\î)^(S^)=n d'où ^(M,g)=MVi)^i(VÎ)^.

15. Pour traiter le cas de l'égalité, on applique la remarque B du n° 12 à l'un des deux
domaines nodaux de la fonction u\ la version plus faible du lemme 10 bis, signalée en
remarque, est alors plus appropriée pour obtenir l'approximation nécessaire dans le n° 12.

16. Deuxième preuve du corollaire 6. — Soit / une fonction de Morse sur M, dont 0 ne soit
pas valeur critique, de moyenne nulle. Ces fonctions sont denses dans l'hyperplan de H1 (M),
constitué des fonctions de moyenne nulle. On applique la construction du n° 11 à
/ + = Sup (/, 0) et à / ~ = Sup ( —/, 0) séparément. On construit ainsi une fonction/^ sur une
boule géodésique de (S", g*), soit V* et une fonction /^ sur une boule géodésique V*.
Comme on doit avoir Vol(V*)+Vol(V*)=Vol(S"), on peut choisir V*==S"\V*. La
fonction f^ ==f^ —f^ est de moyenne nulle sur (S", g * ) si / est de moyenne nulle sur (M, g).
Comme on a :

f l^l^vol^f \df^2dvo\
Jv± J<

et :

f /^vol=f f2^^
Jv+ Jv^

il vient :

f \df\2 dvo\/( f2 dvo\^ \ l^/J^vol /[ fî d vol
JM / JM Js" / Js"

[cf. le n" 11), on en déduit par densité :

^(M,g)^^(S",g*)=^

Pour le cas de l'égalité voir n° 15.
17. Remarque. — Le théorème 5 généralise aussi un résultat de R. C. Reilly, [RY] (dont la

démonstration est plus dans l'esprit de la démonstration originale de Lichnerowicz-Obata).
On peut étendre le théorème 5 en une inégalité de Schwarz, généralisant le théorème 3.5,

page 105 de [BE]. On retrouve alors certains résultats qui étendent le théorème de
Lichnerowicz-Obata : [B—K].
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18. Remarque. — Sous les mêmes hypothèses, et avec les mêmes notations que dans le
théorème 5 et le corollaire 6, on peut (ainsi que S. Gallot nous l'a fait remarquer) généraliser le
résultat précédent pour donner une estimée de la constante de Sobolev du plongement de
W^'^V) dans L^V) (lorsque V=M et BV=0, W^(V) est mis pour l'hyperplan de
W^^M) des fonctions de moyenne nulle), avec 1^1 /p^(n—q)/nq. Posons :

K(^^^)=Inf{|iJ/!!,/| |/ | | ,;/GW;^(V*)}.

Alors, pour toute fonction u de W^'^(V), on a l'inégalité optimale :

\\u\\^K(n,p,q)^-^^\\du\\,.

Les preuves sont analogues à celles du théorème 5 (n° 11) et du corollaire 6 (n° 16).

II. — Généralisation du théorème de Pleijel-Courant

1. Soit (N, g) une variété riemannienne compacte de dimension n et de bord 3N
(éventuellement vide). On désigne par :

Çl<Ç2^3...^+^

la suite des valeurs propres (écrites avec multiplicités) de l'un des problèmes suivants :

f A M = Ç M dans N,
Dirichlet [u |aN=o(aN^0),
Sans bord : A u = Ç u dans N (BN =0).

Etant donnée une fonction u telle que AK = ̂  u (vérifiant la condition au bord appropriée),
on s'intéresse au nombre v(u) de composantes connexes de N\K~1 (0) (i. e. au nombre de
domaines nodaux de u). On définit aussi les nombres : v(k)=Sup[v(u); M^=O, u fonction
propre associée à ̂  pour le problème de Dirichlet ou le problème sans bord}.

Un théorème classique de Courant ([C — H], p. 452, [PL], p. 544 et appendice D, théorème
4) est le :

2. THÉORÈME. — Soit (N, g) comme ci-dessus. Alors on a :

v(k)^k.

3. En dimension 1, problème de Sturm-Liouville, on a v(Â:)=k pour tout k.

4. Il résulte en particulier du théorème de Courant que v (1 ) = 1 : la première valeur propre
est simple (sinon nous aurions deux fonctions propres orthogonales ne changeant pas de
signe dans N). Les fonctions propres associées aux ̂ ,7^2, étant orthogonales à la première
fonction propre, on doit avoir v (7) ̂ 2 si 7^2. En particulier, une fonction propre associée à
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£,2 a exactement deux domaines nodaux. Nous avons déjà utilisé ces résultats dans les preuves
du théorème 5 et du corollaire 6.

5. Une question naturelle qui se pose est de savoir si dans le théorème 2 il est possible
d'avoir égalité pour une infinité de valeurs de k en dimension ^ 2. Dans [PL], Pleijel montre
que la réponse est négative, si N est un domaine euclidien. Dans [PE], Peetre généralise le
résultat de Pleijel au cas de certains ouverts bornés N d'une surface riemannienne complète S.
Il précise que le résultat s'étend au cas d'une sous-variété à bord N d'un espace riemannien de
dimension n, à courbure constante, mais que le cas général reste ouvert.

Les résultats de Pleijel et Peetre peuvent s'énoncer :

6. THÉORÈME. — (a) (Pleijel). Si N est un ouvert borné assez régulier de R", on a :

lim sup —— ^ 8 < 1 (et, pour n = 2 on a 5 = 4/y2);
fcoo K

(b) (Peetre). Si N est un ouvert borné assez régulier cTune surface riemannienne complète S,
alors :

lim sup ̂ ^/JÏ
k oo K

et le résultat s'étend au cas où S est un espace riemannien à courbure constante, de dimension
quelconque.

Dans cette section nous démontrons le :

7. THÉORÈME. — Soit N une variété riemannienne compacte à bord (éventuellement vide).
Alors on a (avec les notations du n° 1) :

lim sup - ,—^y(^)<l,k =>
k oo

où la constante y(n) ne dépend que de la dimension.

8. Au lieu de donner simplement la valeur de la constante y(n), nous l'introduisons en
esquissant la preuve du théorème de Pleijel [Théorème 6 (a)] en dimension quelconque.

Soit donc Ne R" un ouvert borné, régulier, et soit À^(N) la Â:-ième valeur propre pour le
problème de Dirichlet dans N. Soit u une fonction propre associée à À^. Nous désignerons
par Ci, . . . . 0^ avec v=v(u)^v(k) les domaines nodaux de u. On a en particulier l'égalité
suivante (voir appendice D) À^ (N) = ̂  (Q,) pour 1 ̂  i^ v. De l'inégalité de Faber-Krahn en
dimension n, [voir inégalité I.(3)], on déduit que :

^2(N)V01(Q,)^P(/2)^-2)/2

d'où par sommation sur / :

^2(N)Vol(N)^v(M)P(^)^_,^
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et, puisque le membre de gauche ne dépend pas du choix de u :

v(k) ^(îsOVoUN) 1
k = k ft(n)j\(n-2)/2

On déduit alors de la formule de Weyl qui donne le comportement asymptotique des
valeurs propres ([D-G], p. 52) que :

v(k) ̂ _W__ , ,hm sup -,- ̂  -^^——— =j(n}.
f coo K PW J(n-2)/2

On peut écrire :

. , 2n-2/^2^(^^/2)2

j(n}=
7(n-2)/2

En particulier, pour n=2, on trouve :

y (2) =4//^ 0,692.

9. LEMME. — La constante y (n) définie ci-dessus est toujours strictement plus petite que 1
(et même en fait que 0,7).

On utilise les faits suivants :
(û) ^(x)^xx~l/2e~x^r2nel/12x([W-W], p. 153);

(b) j\ : = 1er zéro positif de J^ ̂  ̂ /v(v+2) ([WN], p. 485) pour conclure que si n ̂  18 alors
j(n)<l.

Pour les cas n ̂ 17, on utilise les tables numériques donnant les premières valeurs des jp et
J p + i / 2 avec/?e^J ([G-M], [WN]) ainsi que la relation j^ <7v+i.

Le théorème de Peetre [théorème 6 (b)] se démontre essentiellement de la même manière. Il
faut utiliser une inégalité isopérimétrique valable sur une surface riemannienne S.

Nous donnons maintenant deux preuves du théorème 7. La première preuve ne permet pas
de démontrer le théorème 7 dans toute sa généralité. Elle nous paraît cependant intéressante
et c'est pourquoi nous la donnons ici.

10. PROPOSITION. — Les no ta fions son t celles du n° 1. On suppose main tenon t que N est une
sous-variété à bord d'une variété simplement connexe (M, g) telle que R(M, g)^(n—l) [si
ÔN=0 cette condition devient : R(N, g)^(n—l)]. Posons :

R(M, ^)=Sup {courbures sectionnelles de M}.

Alors, pour toutnombrey, vérifianttl>y>y(n), il existe un nombre s>0, telquesiR(M, g)est
plus petit que (1 +e),

r v^ <hm sup —y— ^Y.
k oo K
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Pour démontrer la proposition 10, on a besoin du :

11. LEMME. - Soit V une boule géodésique de la sphère (S", g*). Alors on a pour lapremière
valeur propre du problème de Dirichlet :

^ (Y^^'^TTi ^vol(v)Y/T[(n-l)/n]^^^[nyo^}) L l̂ n J 7(n-2)/25

oùa(^)=Vol(S",^*).
D D'après [AN], p. 579 preuve du théorème 5, on a toujours l'inégalité suivante :

[ /VoKV^2^"!(12) vouavy^-^a^-i^^voHV) i -—-— .
\ aw / J

Soit M la première fonction propre (positive) pour le problème de Dirichlet dans V.
Posons :

V(r)={xeV:u(x)>r}.

Il est facile de voir que la fonction u est radiale et décroissante. Il en résulte que les V (r) sont
des boules géodésique centrées au centre de V, qui sont emboîtées. On reprend les notations
de la 1^ preuve du théorème 1.5 (cf. n° 9). De (12) on déduit :

[ / \(r\ \2/»i~|2[(n-l)/n]
n2^-1^^-!)21^^)2^-1^ 1- (—-) ^(^A'MG'M.

On a donc sur (S", g * ) :
A (y\2 [(M-l)/n]r / A (y\ \ ~\

^[(.-l)/^(^)2/nM^^__ ^_ A^ 2/n 2 [(n-l)/n] ̂  _ Q, (,)

-A'(r) |_ \^(n) J J

On désigne maintenant par V* (r) la boule euclidienne dans W de centre 0 et de
volume A(r). On définit une fonction radiale u^ par :

^|aV*(r)=r.

Dans [R", par homogénéité, on peut écrire :

/ A,(r) Y ^ n - D / n ] / L,(r) \2

^^(n-l)) VOG^-I); ?

d'où l'on déduit :
^2[(n-l)/n]^^_^2/n^^2[(n-l)/n]^H(^^Q^^^(^

et puisque A(r)=A^(r) par construction,

F / \(r\\21n-Yl[(n-\)ln\

-['-(^) ] G•Ma-G'(r)•
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On intègre de r à oo et on divise par H(r)=H^(r) pour conclure (en faisant r=0) :

/A(0)\2

\^n))
^(V)^!"!-^^^""!2^-1^^^*),

d'où le résultat. D
13. Remarque. — (a) Quand ^=2, on retrouve dans un cas particulier l'inégalité sur la

première valeur propre utilisée par Peetre dans [PE];
{b) Le lemme 11 ne donne pas la meilleure estimée possible, de meilleures estimées sont

données dans [F-H]. Elle est suffisante pour nos besoins et commode dans la mesure où il
n'est pas nécessaire de faire des distinctions selon les valeurs du rapport Vol(V)/a(/2).

Preuve de la proposition^. — Soit ^(N) la Â:-ième valeur propre pour le problème de
Dirichlet dans N ou pour le problème sans bord. Alors, d'après l'appendice D, lemme 2, on
peut écrire :

^(N)=?4(Q,) où l^v(u),

où v{u) est le nombre de domaines nodaux 0^ d'une fonction propre associée à À^(N) et où
Xi (Q.i) est la première valeur propre du problème de Dirichlet généralisé dans Q^. D'après le
théorème 1 . 5 :

Mû,) î(û*),

où Q* est une boule géodésique de (S", g * ) vérifiant :

pVol(Q*)=Vol(Q,) avec P= Vol (M)/ Vol (S").

Du lemme 11 on déduit :

r /VoHQ*^ \2/n-|n-l

^2(N)Vol(Qn^PM^-2)/2[l-^^^J J

et donc par sommation :

v («) r / vol (0.*} \2/n~^n~l

^(N^oKN^PP^U",^ E l - ————
1 = 1 L \ OCVAÏ/ / J

La fonction x -> (1 - x2^)" ~1 a un graphe convexe tel que pour tout b, 0 < b < 1, il existe
a=a(b)>0 tel que :

(l-x^Y-^-ax+b pour O^x^l .

On a alors :

v(" ) / VoKû*) \
^(^oW^mn)^-^ Z -a——^V-+b )'i=i \ ^{fï) )
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On en déduit comme au n° 8 :

— v(k) j(n)
lim -,— ^ -,Q- ,
f c o o k b^

Étant donné y>y(^), on choisit b près de 1 puis e de telle sorte que j(n)/bft^y d'où le
résultat. D

14. Remarque. - Quand P =1 [i. e. (M, g) == (S", g* )] on retrouve le théorème sur la sphère
comme indiqué par Peetre ([PE], p. 19). Si p^ 1 la proposition 10 ne donne pas le meilleur
résultat possible (comparer avec 11.7). Remarquons cependant que le théorème 7 découle
par la méthode ci-dessus (au moins dans certains cas) de la conjecture 1 de [AN], p. 581.
Cette conjecture n'étant pas encore démontrée, sauf en dimension 2 ([AN], p. 582), nous
utiliserons le :

15. LEMME. - Soit (M, g) une variété riemannienne compacte {avec éventuellement un
bord ÔM). Alors pour tout £ > 0, // existe un nombre A = A (M, £, g ) tel que pour toute sous-
variété à bord V de M (dimV=dimM), de volume Vol(V) inférieur ou égal à A, on ait
l'inégalité :

Vol(âV)^(l-e)Vol(^V*),

où V* est une boule euclidienne de volume Vol(V).

16. LEMME. — Dans les conditions du lemme 15 on a aussi :

^(V^l-e)2^*)-

On peut déduire le lemme 16 du lemme 15 par la méthode de symétrisation utilisée pour
démontrer le lemme 11 (ou le théorème 1.5).

La preuve du lemme 15 étant assez longue, nous la donnons dans l'appendice C, où l'on
trouvera aussi une estimée du nombre A en fonction de bornes sur la courbure de la
variété (M, g).

Preuve du théorème 7. — Soit e positif. Soit A=A(N, g, e) donné par le lemme 15. Soit u
une fonction propre associée à la valeur propre ̂  et ayant v (k) domaines nodaux. Il y a au
plus /= partie entière de Vol(N)/A domaines nodaux de volume supérieur à A. Soient Q^,
Q^, . . . , 0.^ les domaines nodaux de volume inférieur ou égal à A. Il est clair que l'on a
v (k) — l^ [i ̂  v (À:). D'après le lemme 2 de l'appendice D, on a À^ = À,i (Q(). Pour les domaines
nodaux de volume inférieur ou égal à A, on a, par application du lemme 16 ci-dessus (1) :

^^(1-C)2(P(^)/V01(Q,))2/^-2)/2.

En élevant cette inégalité à la puissance n / 2 et en sommant sur les [i premiers
H

domaines nodaux, on obtient, puisque ^ Vol (0^.)^ Vol (N), l'inégalité :
1=1

^2Vol(N)^(l-£)"p(^_,^[v(/r)-/].

(1) II est facile de voir que le lemme 16 s'applique ici : mêmes méthodes que dans l'appendice D.
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La formule de H. Weyl pour le comportement asymptotique des valeurs propres
(cf. [D-G]) donne À^2 / k - (2 n Y / ^ ( n ) Vol (N) et ceci démontre le théorème 7 en faisant
tendre e vers 0.

17. Remarque. - II peut être intéressant de déterminer la valeur kç à partir de laquelle on
a v(k)^y(n)k. Il faudrait avoir une information plus fine que celle que donne la formule
asymptotique de Weyl (du genre des inégalités obtenues par Gromov dans [GV], 2e partie,
mais pour lesquelles les meilleures constantes ne sont pas encore explicitement connues). De
ce point de vue, la proposition 10 peut donner un résultat plus fin que celui du théorème 7.

18. COMPLÉMENTS. — (a) L'équivalent du théorème 11.7 pour le problème de Neumann
n'est pas connu, sauf pour certains domaines très particuliers (voir [PL]);

(b) II est intéressant de remarquer que le nombre v(k) intervient pour estimer la
multiplicité de la /r-ième valeur propre Çj^ : travaux de Cheng et Besson ([CG] et [BN]);

(c) II existe des exemples de fonctions propres u n'ayant que deux domaines nodaux, et
associées à des valeurs propres d'indice aussi grand qu'on le veut (voir [C-H], p. 455-456,
[LY], [B-B], corollaire 6.7). Les variétés pour lesquelles on sait construire de tels exemples
admettent des valeurs propres multiples. Comme le montre le cas d'un rectangle
« générique » on ne peut pas, a priori, avoir de borne inférieure universelle pour

lim infv(Â:)/À:. Pour un résultat de nature différente dans cette direction voir [BG].
k oo

APPENDICE A

FORMULE DE CO-AIRE

Soit u une fonction propre (au sens de la topologie) de classe C1 définie sur une variété
riemannienne, à valeurs réelles,

u : (M, g) -> R.

Soit ]û, &[c R un intervalle ne contenant pas de valeurs critiques de u. Alors pour toute
fonction continue/ : M -> R, on a :

f /rfvo4=[T[ /W-1^,
Ju-1^,^) J aLju-^s) J

où CT est la mesure induite par la métrique g sur u~1 (s). En particulier, la formule précédente
est vraie pour toutes valeurs de a et b si la fonction u est de Morse.

D Soit r une valeur (régulière) dans ]a, b[. Soit n l'application de ]û, b[ xu~^(r) dans
u~1 (]û, b[) qui au point (s, x) associe le point intersection de la sous-variété u~1 (s) avec la
ligne intégrale du gradient de M issue de x. Si on pose dv=du/\du\, alors on a
n^(dv)=ds/\du\ on. On applique alors le théorème de Fubini en remarquant que :

dvo\g = dv A * dv = dv A a,
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d'où l'on tire :

fdv A a= foKTJ~^— \ds'
:) J a UM--^) \du\.K\^ l { } a , b [ ) J a LJMx""1^)

On termine en faisant un changement de variables dans l'intégrale entre crochets. Si u est
de Morse, on applique ce qui précède et le fait que l'ensemble des points critiques de u est de
mesure nulle dans M.

APPENDICE B

SUR LA RÉGULARITÉ DE LA SYMÉTRISÉE

Soit H^' + (V) le sous-ensemble des fonctions de H^ (V) (où V est une sous-variété à bord de
dimension n d'une variété riemannienne compacte M) qui sont positives ou nulles presque
partout. Soit m^ (V) le sous-ensemble de celles qui sont la valeur absolue d'une fonction
demo(V) (voirn°ï.ll). On a défini, n°1.9, une application K : m^ (V) -> Lg' + (V*)
(u->u*). On se propose de montrer dans cet appendice le lemme suivant (comparer
avec [BE], chap. II, p. 47).

LEMME. - L'application K envoie mj" (V) dans H^' + (V*).
On reprend les notations du n° 1.9 et suivants. Soit s une valeur régulière de uem^ (V),

s>Q. Alors :

A^)=-f \du\-lçJ.
Ju-^s)

Or, par définition de î^, on a :

^W=A^(Vol(B(N,p))),

où p est la distance au pôle nord N de S" d'un point x situé sur le bord de la boule
riemannienne B(N, p) de S" et où pA^(r)=A(r) , La fonction u^ sera donc dérivable
radialement (remarquer que u^ est radiale) sur V*, sauf peut-être au pôle nord N, pour les
valeurs de p correspondant aux valeurs critiques de u et au rayon de V*. La fonction u^
admet donc une dérivée presque partout.

Soient ÎQ=O< t^ <... < ̂ =sup(u) les valeurs critiques et extrêmes de u. Alors, notant
V^ g les tranches { ^ + e < ̂  < ^+1 - £}, pour / allant de 0 à k -1, on a :

r r
(*) P. \du^\2d^o\^ \du\2dvo\,

Jv^c Jv,,

d'après le principe de symétrisation que nous pouvons légitimement appliquer dans chaque
tranche (de valeurs régulières de u) V^ g; remarquons aussi que d'après le choix de M,

k-i r k -[
lim U V* ^=V*\ U ^B(N, p,) , où p, est déterminé par ^(BB(N, p,))=^.
e - ^ 0 i = 0 ' U=0 J
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fe-1 ç ç

Mais P. ^ lû^p^vol^ vl^l2^0^- Donc, en appliquant le théorème de
i=0 Jv*,. J

Lebesgue dans ("Ar), on obtient :

P.!!^J!^v*)^IWb(v).

Il reste à vérifier que du^ est bien la dérivée au sens des distributions de u^, i. e. que pour
tout champ de vecteurs X sur S" et toute /î-forme différentielle © sur S", on a :

f ^(X).œ=-[ ^.^x(œ).
Jv* Jv*

Or, dans V^ g la formule de Green nous permet d'écrire :

[ ^(X).cù=-[ ^.^x(œ)+[ î^.œ.
Jv*, Jv*, Jav*,

D'où, par sommation et en utilisant le fait que u~^1 (sup(i<))==N et aussi u^(u~1 (0))=0,
l'on tire le résultat en faisant tendre 8 vers 0 (par continuité de u, toutes les intégrales de bord
se détruisent 2 à 2, sauf les extrêmes, pour lesquelles on fait appel aux remarques ci-
dessus). D

APPENDICE C
UNE INÉGALITÉ ISOPÉRIMÉTRIQUE ASYMPTOTIQUE

THÉORÈME. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, lisse, de dimension n. Alors,
pour tout s positif, il existe un nombre A=A (M, g, s) tel que, si (V, 5V) est une sous-variété
lisse de dimension n de M et si le volume de V est inférieur ou égal à A alors :

Vol(aV) VoKBB")
VoKvy"-1^ =v 8 voUBT-1^ '

où Vol désigne le volume riemannien dans M [en dimension n ou (n — 1 )], où Vol désigne le volume
euclidien dans W1 [en dimension n ou (n— 1)] et où B" est une boule euclidienne dans IR".

La démonstration de ce théorème résulte du lemme de localisation suivant qui en est la
version locale :

LEMME DE LOCALISATION I. — Sous les hypothèses du théorème, il existe un nombre p = p
(M, g, e) tel que, pour tout point xdeM tel que (V, 5V) soit contenue dans la boule géodésique
B(x, 2p), on ait :

_Youav)_ voi(aB-)
voKvy"-1^^1 e/ 'VOKBT-^'
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La preuve de ce lemme est une conséquence directe du fait que la métrique riemannienne g
est asymptotiquement euclidienne dans de petites boules géodésiques. Dans le lemme de
localisation II que nous donnerons plus loin, nous indiquerons une estimée de p (et donc
de A) en fonction de bornes sur la courbure de la variété M.

Preuve du théorème. — Choisissons un nombre s positif, une fois pour toutes. Soit p = p
(M, g, s) le nombre donné par le lemme de localisation. Soit [x^, . . . , xj [où /=/(p)] une
famille maximale de points de M telle que, pour tous p -^ q on ait B (Xp, p/2) n B (Xq, p/2) = 0.
La maximalité de la famille implique que UB (Xp, p)=M. En particulier, on a :

EVol(B(^, p/2))^Vol(M)^2:Vol(B(x,, p)),

d'où les estimées sur le nombre / :

(1) /inf[Vol(B(^, p/2)]^Vol(M)^/sup[Vol(B(^, p)].

Les inégalités (1) permettent d'évaluer le nombre /==/ (p) en fonction du nombre p et de la
géométrie de la variété (M, g).

Posons B^=B(x^, t). Alors, on a :
f2p

Vol(B^nV)^ p Vol(âB^nV)^.
J

Le théorème de la moyenne donne : il existe une valeur t(s) comprise entre p et 2 p telle
que :

(2) VoHaB^nV^VoKVVp.

On déduit de (2) l'inégalité :

(3) ^ Vol(âB,nV)^/Vol(V)/p,
1 = 1

où B^ désigne la boule B(Xp t(i)). Définissons les ensembles suivants : ̂ = l'ensemble des
(

composantes connexes de M\(J 3B^, V= V (V r\b), [réunion disjointe].
( = 1 beSS

De l'inégalité (3) on tire :

(4) voi(av')^voi(av)+2/voi(v)/p.
Appliquons maintenant le lemme de localisation (rappelons le choix de p) à chaque V n b.

Il vient :

(5) \o\(8\f)^(l-£/2)c(n)^ [Vo\(Vr^b)'\(n~l)/^
be^

OÙ :

c(^)=Vol(âBn)/v5l(Bn)(n-l)/n=^p(/2)l/".
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Comme (n—l)<n, on a l'inégalité :

(6) £[Vol(Vn&)](n-l)/n^[SVol(Vn&)](n-l)/n.

II résulte alors des inégalités (4), (5) et (6) que :

Vol(aV)+2/Vol(V)/p^(l-£/2)c(^)Vol(V) ("- l ) /^

d'où :

voi(av)
vouvy"-1(7) v.irvvn-i)/^^-8/2)^^-2^01^^/?-

Il suffit de choisir maintenant pour nombre A le nombre :

(8) A=A(M,^£)=(£p^/4/ ) n p(^) .

Si Vol (V)^A, on a alors Vol (ôV)^(l-e) c (^) VoUV)01-1^.
Preuve du lemme de localisation et lemme de localisation I I . — Soit x un point quelconque

de M et soit r un nombre réel positif, inférieur à Inj^ (M, g), le rayon d'injectivité de (M, g) en
x (ce nombre est borné intérieurement par un nombre strictement positif car M est compacte).
Posons B=B (x, Inj^ (M, g)) et B(r)=B(x, r). Dans tout ce qui suit, on suppose que
(v,av)c:B.

Considérons la métrique riemannienne g définie dans B par ̂ =^=(expJ1)*^. Soient :
gj (resp. g-r) la restriction de g (resp. g) à TôV;
œ, la forme volume de g^ ;
<j, la forme volume de g.
Soient :
D (y) : le déterminant de g^ par rapport à g^ en y e 3V;
A (y) : le déterminant de g par rapport à g en y e V.
On a alors, avec les notations évidentes :

Vol(aV)-Vol(aV)= (^D(y)-l)w',
JôV

(10)

Vol(V)-Vol(V)= (^A(^)-l)a.
Jv

Posons maintenant :

(11) ^),(y}=sup{g(v,v)/g(v,v),ve\JyM};
(p^)=inf{^(y, v ) / g ( v , v\ ve\JyM}.

On a donc les inégalités suivantes :

(12) l-^^-^/^l-^/DbQ^l-q)^^-1)/2
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pour tout y de B(r). Posons :

(13) (D(r)=sup[sup{|l-(p,(};) ( M- l ) /2 |^eB(r)}, sup{ 11-(p,^-^/2 |, };eB(r)}].

De l'inégalité (12) et des définitions (13) on déduit que, pour tout y de B(r) on a
\l-^D(y}\^(r).

La première égalité dans (10) et ce qui précède donnent, si (V, ^V)cB(x, r) :

(14) | Vol (aV)- Vol (BV) | ̂  0 (r) Vol (ÔV).

D'après le lemme de Gauss, on a de même :

(14') | Vol (V) - Vol (V) | ̂  0) (r) Vol (V).

Si donc (V, BV)c:B (x, r), on déduit de (14) et (14') que :

Vol(aV) ,, l-Q(r) Vol(aV) ^ l-O(r) Vol(aV)

voi^^-^/^o+oMV"-1^ vouvy"-1^ ^I+OM voi^y"-1^'
Pour que :

vol(w) ^(l-s/2)-vol(^vouvy"-1^^ ' 'voi^y"-1^5

il suffit que 0 (r)^e/4. Cette condition est réalisable car on a :

(15) lim0(r)=0.
r -^ 0

Nous allons maintenant estimer la valeur p = p (M, g, e) telle que. pour r ^ p on ait

(D^^s.

Posons :

(Â^rr^in^1^) si k>0,
S(k,r)= 1 si fc=0,

(-yk)- l / 2r- lsh((-^) l / 2r) si À:<0.

Supposons que l'on a (M est compacte) :

(16) ^Sect(M,^K,

où Sect (M, g) désigne la courbure sectionnelle de (M, g).

Si r=dg (x, y)=d^(x, y ) et si g ( v , v)= 1 (où l'on désigne par ̂  la distance riemannienne
calculée pour la métrique g), on a :

S^r^^^S^K.r)
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(voir [B-C]), et donc :
(17) OM^suptsupdi-S^-^K.r)!}; svip{\l-S(n~l)(k,r)\}].

Ces deux inégalités permettent de calculer la valeur de p, telle que, pour r ^ p on ait

0(r)^8.

Remarques. - (1) Quand r tend vers 0, on a 1-S""1 (K, r)=0 (r2) d'où l'on tire p
(M,g,£)=0(£1 /2);

(2) D'après (1) et les estimées du volume en fonction de la courbure (voir [B-C)), on a
/(p)=0 (c-^2^), d'où l'on tire A (M, g, s)=0 (g(i /2)"("+3)^

(3) En dimension 2, il suffit d'avoir une majoration de la courbure.
De ce qui précède on déduit l'énoncé suivant :

LEMME DE LOCALISATION II. — Soit(M, g) une variété riemannienne, compacte, lisse, telle que
k ̂  Sect (M. g) ̂  K (où Sect désigne la courbure secîionnelle). Soit p = p (M, g, e) la plus petite
racine positive de l'équation < D ( r ) = — £ (voir n^ 13 et 17) (1). Alors, pour r^p, et pour un
domaine lisse (V, 3V) contenu dans la boule géodésique B(r), on a l'inégalité :

Vol(BV) / ^ \ Vol (BB")
vouvy"-1)/"^ "^voKBT-1^'

Z^ nombre A (M, g, E) ̂  théorème est alors :

A (M, g, e)=[£p(M, g, G)n/4 /(M, g, e)]"?^)

^ Ame A (M, g, £)=0 (ed/2)n("+3)) ^^^g tend vers 0.

Remarques. — On peut aussi énoncer un théorème analogue au théorème ci-dessus pour
une variété M à bord lisse. Il faut alors modifier légèrement la preuve ci-dessus (en particulier
le lemme de localisation) pour tenir compte de la géométrie du bord.

Pour des domaines bornés (V, 3V) à bord lisse, d'une variété riemannienne complète
(M, g), il suffit de considérer une partie ouverte et relativement compacte Mo de (M, g) qui
contienne V, et de remarquer que la démonstration précédente s'applique sans changement.

Remarquons enfin que l'inégalité isopérimétrique asymptotique est fausse sans bornes sur
la courbure, ou sans borne inférieure sur le rayon d'injectivité. Il suffit de considérer la surface
de révolution obtenue à partir de la méridienne suivante, voir la figure page suivante, où C^
s'obtient à partir de ^i par homothétie de rapport 1/2... et €„ à partir de C ^ _ i . . . de
rapport 1/2, i.e. C^ à partir de C ^ . . . de rapport 1/2"~1, et translation à droite.

Si l'on arrête le processus à gauche et si / est assez petit on a une variété de volume borné
pour laquelle l'inégalité de la proposition est fausse.

(1) Nous supposons toujours implicitement que p (M, g, s) est inférieur au rayon d'injectivité de (M, g).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



536 INEGALITES ISOPERIMETRIQLJES ET APPLICATIONS

APPENDICE D

THÉORÈME DE COURANT SUR LES DOMAINES NODAUX

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte lisse. On s'intéresse au laplacien sur M
(avec conditions de Dirichlet si le bord de M n'est pas vide); dans ce qui suit « problème de
Dirichlet » signifie « problème de Dirichlet généralisé » au sens de [B — J — S], chap. II. 4.5,
p. 196-198.

1. LEMME. — Soit u une fonction dans C2 (M) et soit v une fonction dans C1 (M). Soit D un
domaine nodal de u [i. e. une composante connexe de M\u~1 (0)]. Alors :

(*) v AM ûfvol = (du., dv) dvo\.
JD JD

v^udvo\=
JD JD

Supposons u positive sur D et, pour s > 0, posons Dg = { x e D : u (x) > e }. Soit u^ la fonction
qui vaut M — £ sur D, et 0 ailleurs. Alors :

(**) | uMdvo\= | \du\2dvo\^(D,) \ u^ol,
JD JD JD,

où Ai (Dg) désigne la première valeur propre du problème de Dirichlet dans Dg.
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Preuve. — Soit e^ une suite de valeurs régulières de u qui tende vers 0. Posons u^u^ et
D; = Dg. Comme le bord ÔD^ de D^ est lisse, on peut appliquer la formule de Green, d'où l'on
tire :

(*.) uAî^ûfvol= {dv, dUi)dvo\.
JD, JD.

on a aussi, pour une certaine constante C :

(a) UÀM^VOl—
JD JD,

v AM dvo\ — \ v Au; û?vol
JD\D.

uAu^vol ^CVol(D\D,),

car u est dans C2 (M) et v dans C1 (M) par hypothèse. De même :

(b) (dv, du)dvo\— {dv, dUi)dvo\
JD\D,

(dv, du) d\o\ ^ C Vol (D\D,).

Comme D= U D^, le volume de D\D^ tend vers 0 quand ; tend vers l'infini. Appliquant
1=1

(*^), (a) et (b), en faisant tendre ; vers l'infini, on établit (*). Il résulte de (*), avec u = u, que :

r r ru^udvo\=\ \du\2dvo\^\ \du,\2dvo\.
JD JD JD,

Comme u^ est dans H^DJ^G-T], 7.4, p. 145-147) on a aussi :

f i^J^ol^UDjf l^eP^vol,
JD, JD,

d'après la caractérisation variationnelle des valeurs propres du problème de Dirichlet
généralisé (pour un résumé voir [BE]). D

2. LEMME. — Soit u une fonction vérifiant AM=^M dans M. Soit D un domaine nodal de u.
Alors ^=^i(D), première valeur propre du problème de Dirichlet généralisé pour le
laplacien dans D.

Preuve. — (1) Les théorèmes de régularité classiques nous assurent que M est dans C2 (M).
Supposons u positive dans D et soit, pour c > 0, Dg = { x e D : u (x) > s }. D'après le lemme 1,

on a ' k \ i^ol^i (DJ î^rfvol. Comme D,<=D, on a H;(D,)cH;(D), d'où ^
JD JD,

(D,)^Xi(D), et donc :

r r
K î^rfvol^^D) u^avoL

JD JD,

Comme Mg tend vers u dans L2 (D), on en déduit que À-^^i (D).
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(2) Montrons maintenant que À,i (D)^. Prenons Dg comme ci-dessus, avec e valeur
régulière de u. Soit y, e H^ (DJ telle que Ug soit > 0 et ÀUg = ?4 (DJ Ug. Comme le bord <9Dg de
Dg est lisse, on a par la formule de Green :

f r rv^ Au dvo\ = À, Ug u dvo\ = M Aî;e dvo\
JD, JD, JD,

/» ^ /* /* ^
,+ M-^rfvol^^DJ. w^vol+ u-^rfvol,

JôD, ^ JD, JôD, ^

où TÎ est la normale extérieure à Dç. Comme Ug > 0 dans Dg on a Ai^g > 0 et, d'après le principe
du maximum fort ([G - T], p. 32, notre laplacien est un opérateur positif ! ) on a ôvj8n ̂  0. Il
résulte alors de l'égalité ci-dessus et de la positivité de Ug et u que X^ (Dg) ̂  À- pour toute valeur
régulière e de u. D'après la caractérisation variationnelle de ^i (D), on a :

MI^infiRRCA/eCo^D)},

où RR (/) désigne le quotient de Rayleigh-Ritz de/. Étant donné a > 0, il existe une fonction
/eC?(D) telle que:

^(D)^RR(/)-OL

Comme/eC^(D), on peut trouver un nombre 8 qui soit valeur régulière de u et tel que
Supp(/)^D,. On a alors /eH;(DJ, d'où ^ (DJ^RR(/) et donc ^ (D)^i
(De)—a^—a. Comme oc est arbitraire on a démontré que À,i(D)^À-. D

Remarque. — Ces deux lemmes sont utilisés implicitement dans la littérature, mais n'y sont
pas explicités. Ils sont nécessaires : les propriétés de régularité de l'ensemble nodal d'une
fonction propre ne sont pas établies (voir appendice E et n° D.6), sauf en dimension 2.

3. LEMME. — Sous les hypothèses du lemme 2, on a MeH^(D).

Preuve. - Le matériel des sections 7.4,7.5,7.6 de [G - T] permet de démontrer ce lemme
sans difficulté particulière et dans le même esprit que les précédents.

Remarque. - On peut en fait démontrer le lemme suivant [KZ] : si u e H1 (D) n C° (D ) et si
u 1 oD =0, alors u e H^ (D) (où D est un domaine borné quelconque). L'idée est que sur un
ensemble {^=Cte}, le gradient du est nul presque partout.

4. THÉORÈME (des domaines nodaux de Courant). — Soit (M, g) une variété riemannienne
compacte lisse. On s'intéresse au laplacien sur M (avec conditions de Dirichlet si le bord n'est
pas vide). On désigne par O^À-i 5:̂  ̂ 3^ • • • ^°o ^ suite des valeurs propres du laplacien
(^i=0 si ÔM=0), écrites avec leurs multiplicités. Soit u une fonction propre quelconque
associée à la k-ième valeur propre X^. Alors le nombre de domaines nodaux de u est au plus
égal à k.

Preuve. - Par l'absurde : soient D^, D^, . . . . D^, D^, . . . . les domaines nodaux de

u. Soit Vj la fonction égale à u sur Dj et à 0 ailleurs, 1 ̂  j^k. Posons v = ̂  a. v . D'après le
j= i
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lemme 3, ^.eH^(D^) et donc v e H1 (M) et à H^(M) si 8M est non vide. On peut choisir les
constantes ûy de telle sorte que || v HL^M) == 1 et que v soit orthogonale, dans L2 (M), aux k — 1
premières fonctions propres. D'après la caractérisation variationnelle, on a :

[ \dv\2dvo\ ^ a] [ \dVj\2dvo\
^ <JM_________ j=l JD,__________
^s-^—————————————=—————k——————-ç——————————————•

1 v2dvo\ ^ ^2 i^vol
JM j= l JD,

r r r rD'après le lemme 1, on a | dv,\2 d^o\ = 1 du \2 ^vol = M AM ûfvol = .̂  M2

JD, JD, JD, JD,

r
Jvol == ̂  y2 û?vol. Il en résulte que l'égalité a lieu dans l'inégalité ci-dessus et donc (d'après

JD,
le choix des a^) que v est une fonction propre normalisée associée à À-^. Comme v s'annule sur
l'ouvert Dfc+1, elle s'annule identiquement d'après le principe du prolongement unique [AR],
ce qui est absurde. D

5. COROLLAIRE. — Soit u une première fonction propre du problème de Dirichlet dans M {i. e.
associée à la première valeur propre). Alors u est positive strictement ou négative strictement
dans M. En particulier la première valeur propre ̂  est simple. Toute fonction propre associée à
une valeur propre strictement plus grande que À,i a au moins deux domaines nodaux.

6. Remarques. — (1) Le théorème 4 est énoncé dans [C—H], volume I, VI. 6, p. 452, et
démontré dans le cas de la dimension 2. Noter l'hypothèse (ibid., p. 451, note (1) en bas de
page) que l'ensemble nodal est C1 par morceaux.

(2) La preuve du théorème de Courant donnée dans [CG] n'est pas complètement
satisfaisante : (i) le théorème 2.2, p. 46 de [CG] n'est pas démontré à notre connaissance en
dimension supérieure ou égale à 3 (voir appendice E); (ii) même en admettant le
théorème 2.2 de [CG], il n'est pas clair que l'on puisse appliquer directement la formule de
Green à un domaine nodal en dimension supérieure ou égale à 3.

(3) Au moins en dimension 2, on peut donner des théorèmes analogues au théorème 4,
pour d'autres conditions aux limites homogènes (dont celles de Neumann) : [C-H],
volume I, VI. 6.

APPENDICE E

UN CONTRE EXEMPLE

Dans [CG], théorème 2.2, p. 46, Cheng énonce un résultat sur la régularité des ensembles
nodaux, en dimension quelconque. Comme cela nous a été signalé par Y. Colin de Verdière
[CV], la démonstration de ce théorème est incomplète en dimension supérieure ou égale à 3.
En effet, la preuve donnée dans [CG] repose sur le lemme suivant (dont la version topologique
est due à Kuo, voir [CG], lemme 2.4).
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LEMME. — Soient fet p deux fonctions C00 dans un voisinage de 0 dans V et telles que :

(a) f(^=p(x)+0(\x^+^
pour N entier et £6]0, 1[;

(b) ^^ll0^00^"1^

(c) S^0^05 O^ l a l ^N-1 ;

(d) \dp(x}\^x^-\ C>0.
Alors, il existe un difféomorphisme local F de -R", F (0)=0, tel que F on aitf(x)=p(¥(x)\

La preuve du théorème 2.2 de [CG] est incomplète en ce sens qu'elle utilise implicitement le
lemme ci-dessus dans un cas où il ne s'applique pas : en effet l'hypothèse (d) est nécessaire
pour que le lemme soit vrai, comme le contre exemple suivant [CV].

Contre exemple. - Considérons dans R3, au voisinage de 0, les fonctions :

/(x,^,z)==x^-z4,

p ( x , y , z ) = x y .
Prenons N = 2, et s < 1 quelconque. Alors,/et^ vérifient les conditions {a) — (c) du lemme,

mais p ne vérifie pas la condition (d ). Il est facile de voir que, près de 0, IR3^"1 (0) a trois
composantes connexes, alors que R3^"1 (0) en a quatre.

Remarquons par ailleurs que 0 est une singularité isolée de/et que la fonction/vérifie
l'équation (elliptique au voisinage de 0) L/=0, où :

L——A+12Z 2 - 5 2

ôxoy

Remarquons aussi que l'opérateur L ne s'étend pas en un opérateur elliptique global.
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