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STRUCTURES GEOMETRIQUES HOLOMORPHES
SUR LES VARIETES COMPLEXES COMPACTES

PArR SORIN DUMITRESCU

ABSTRACT. — We study holomorphic geometric structures on compact complex manifolds. We show
that, contrary to the situation in the real domain, a holomorphic geometric structure on a compact complex
manifold usually admits a “big” pseudogroup of local isometries. We exhibit very general conditions which
imply that the pseudogroup of local isometries acts transitively.
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RESUME. — Nous étudions les structures géométriques holomorphes sur les variétés complexes
compactes. Nous montrons que, contrairement au cas réel, une telle structure possede souvent un « grand »
pseudogroupe d’isométries locales. Nous exhibons des conditions trés générales qui garantissent I'existence
d’une action transitive du pseudogroupe des isométries locales.
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1. Introduction

L'étude des structures géométriques sur les variétés différentiables doit beaucoup de son
développement actuel a l'immense ceuvre d’Elie Cartan.

Avant d'introduire la définition rigoureuse du concept steucture géométriqueprécisons
gu’'un champ de tenseurs holomorphe, un champ de plans holomorphe, une connexion affine
holomorphe, ou encore une structure symplectique holomorphe sont des cas particuliers (mais
importants) de structures géométriques holomorphes.

Contrairement a la géométrie réelle, I'hypothése de I'existence d’une structure géométrique
holomorphe sur une variété complec@npacteest une condition trés restrictive pour la variété.

Le but de cet article est de montrer que, contrairement au cas réel, une structure géométrique
holomorphe sur une variété complexe compacte posséde souvent un «grand» pseudogroupe
d’'isométries locales. Dans ce sens, nous exhibons des conditions trés générales qui garantissent
I'existence d’une action transitive du pseudogroupe des isométries locales.

Le sujet de cet article nous a été proposé par Etienne Ghys. Nous tenons a le remercier ici pour
son aide précieuse et pour ses encouragements constants.

1.1. Cadregéométrique

Pour définir rigoureusement le concept plutét abstrait de structure géométrique, il est agréable
de se placer dans le cadre des structures infinitésimales créé par Charles Ehresmann a cet effet.

Associons a une variété complei& de dimensiom I'espace des germes énde tous les
biholomorphismes d’un ouvert d&" qui contient0 a valeurs dans un ouvert dé. Identifions

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE
0012-9593/01/041 2001 Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved



558 S. DUMITRESCU

deux éléments de cet espace s'ils ont le mésget en0 (i.e. méme polyndéme de Taylor a l'ordre
r en 0). La légitimité de cette opération est assurée par le fait que la relation d’équivalence
«avoir le méme développement de Taylor @m ne dépend pas du choix d'un systeme de
coordonnées locales). Nous admettrons que les éléments du quotient précédent s’organisent en
un fibré principal au-dessus dé : le fibré des-repéresDésignons-le paR” (M) et précisons
que le fibré desg-repéres est un fibré principal au-dessusidele groupe structurab”(C"™),
ou D" (C™) est le groupe des-jets en0 des biholomorphismes locaux @& qui préservent.
Ce groupe porte une structure naturelle de groupe algébrique. Par exemple, le fibrépees
s’identifie avec I'ensemble des bases de tous les espaces tangents a la vaNg@ et n’est
rien d’autre queGL(n, C).

Par la suite nous allons considérer aussi I'espace-gets en0 d’applications holomorphes
d’'un ouvert deCP qui contient) a valeurs dans la variéfd . |l s'agit d’une variétéJ™? (M) qui
fibre surM, la projection étant simplement I'évaluation @n

Pour des précisions supplémentaires sur la théorie des fibrés des jets nous référons a [21] et
a[3l.

La définition suivante coincide avec le concept destructure introduit dans [13] par
M. Gromov.

DEFINITION 1.1.— SoitZ une variété quasiprojective (i.e. un ouvert de Zariski d'une variété
projective) munie d'une action algébrique @¥ (C™). Une structure géométrique de tyge
et d’ordrer sur la variété complex@/ est une application holomorpHe”(C")-équivariante
¢:R"(M)— Z,ie.¢(s-g)=g 1 ¢(s),Vs€ R (M) etVg e D"(C").

Une structure géomeétrique s'interpréte également comme une section d'un fibré naturel
construit au-dessus de la variété.

Une structure géométrique est dide type algébrique affinsi la variétéZ est affine (par
exemple, un champ de vecteurs est une structure géométrique de type algébrique affine, un champ
de droites ne I'est pas).

Dans I'esprit de la définition précédente un champ holomorphe de formes quadratiques
complexes sur I'espace tangentla est une application holomorph&L(n, C)-équivariante
du fibré desl-repéres a valeurs dans I'espace vectofielormée par les formes bilinéaires
symétriques su€™. L'action de GL(n, C) surZ est I'action usuelle obtenue par changement de
base.

Plus généralement, un champ de tenseurs holomorphe degypesur la variété)M, qui
est par définition une section holomorphe du fibré vectdfiel®? ® (TM*)®4, se présente a
la lumiere de la définition 1.1 comme une structure géométrique d’drdient le type est la
représentatiofC™)®? @ (C"*)®? de GL(n,C) (ou C™* désigne la représentation duale de la
représentation canonique).

Une connexion affine holomorphe sur une variété complexe de dimens@xprime dans
une carte locale pat® fonctions holomorphes a valeurs da@s:. les célébres coefficients de
Christoffel Fifj. Le type de cette structure est I'ensemble @igsts de germes de connexion :

Z = {FZ(O) |1<i,j,k<n}~C". LavariétéZ est munie de l'action du groupg?(C")
obtenue de la maniére suivante : I'image d'un germe de connexidhar le germe d'un
biholomorphisme local d&€™ qui préserve) est un autre germe de connexion @mlont le
0-jet ne dépend que dirjet de la connexion de départ et Ajet en0 du biholomorphisme de
transport. Pour plus de détails nous renvoyons a [3], [8].

Le jet d'ordre s d'une structure géométrique d’ordre r est une nouvelle structure
géométrique d'ordres 4+ r. Si dans une carte locale de la varigtéest déterminée par une
application a valeurs dans la variété son jet d’ordres, que nous notons(®), s’exprime dans
la méme carte par le-jet de I'application initiale. Formellement®) est une structure de type
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J*™(Z), oun désigne la dimension de la variété. Pour se convaincre que ceci se formalise bien
et que le jet d’'une structure de type algébrique affine est encore une structure de type algébrique
affine nous référons a [3], [8].

Dans le cas particulier ou la structure géométriguest telle que I'image de dansZ est
exactement un@®"(C"™)-orbite, nous avons aussi la terminologie @estructure le groupeG
étant le stabilisateur dadi¥ (C™) de I'orbite en question. Dans ce gdest un groupe structural
pour le fibréR™ (M).

Par exemple, un champ de formes quadratiques complexes sur I'espace tahfest aine
G-structure si le rang ne dépend pas du point.

Quand ce rang est en tout point maximal nous avonsnéteque riemannienne holomorphe
gu'il convient d’envisager comme l'analogue complexe d’'une métrique pseudo-riemannienne.
En effet, de maniére analogue a la géométrie pseudo-riemannienne, a une métrique riemannienne
holomorphe il est associé une unique connexion (holomorphe) de Levi-Civita, des courbes
géodésiques (les géodésiques sont des courbes holomorphes dont le vecteur tangent est paralléle
et un tenseur de courbure.

Parmi les structures géométriques nous allons parfois distinguer celles quigsdes dans
le sens de M. Gromov [13]une structure géométriqug d’ordre r est dite rigide s'il existe un
entier! tel que tout{r + [ + 1)-jet de biholomorphisme local d& qui préserve Il + 1)-jet de
¢ est entierement détérminé par sa partie d’ordre [.

Exemples : une connexion affine holomorphe ou bien une métrique riemannienne holomorphe
sont des structures géométriques holomorphes rigides (I'explication réside essentiellement dans
le fait que, pour ces deux structures géométriques, une isométrie locale qui fixe un point est
entierement détérminée par sa différentielle au point fixe).

Si la variété M est munie d'une structure géométriqye nous conviendrons d'appeler
isométrie localede ¢ un biholomorphisme entre deux ouverts te qui préserve la structure
#. Lensemble des isométries localeé’® est un pseudogroupe pour la composition.

Deux points deV/ sont dans la méme orbite du pseudogroupe des isométries locales s'il existe
des systémes de coordonnées centrés en ces points dans lesquels les expregsions lés
mémes.

Quand le pseudogroupe’*® agit transitivement sud/, la structure géométriqug est dite
localement homogén€ela veut dire qu’il existe une unique forme locale pour la structure.

1.2. Exemples et motivations

Si le théoréme classique de Darboux assure, dans le cas d'une structure symplectique,
I'existence d’'une action transitive du pseudogroupe des isométries locales, ceci est entierement
faux lorsqu'il s’agit d’'une métrique riemannienne holomorphe. Dans ce dernier cas nous
disposons d’un invariant local fort qui est la courbure.

Pour la suite de cet article, nous nous plagons sur une variété consplepacteonnexel/
munie d’une structure géométrique holomorpghéen général, I'existence d’'une telle structure
n’est nullement assurée, mais impose des conditions restrictived suRemarquons que tout
invariantscalairede la structureb est constant suk/ en tant que fonction holomorphe définie
sur une variété compacte.

Ceci suffit dans certains cas pour conclure a ’lhomogénéité locale de la structure. Considérons,
par exemple, une métrique riemannienne holomorphe sur une surface complexe canplacte
n'est pas difficile de définir la notion de courbure sectionnelle (voir [8]) qui est une fonction
holomorphe sus. La compacité de&5 implique que cette courbure sectionnelle est constante et,
par conséquent, un argument classique montre que la métrique est localement homogene.
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Le théoreme suivant, di a Wang, constitue un deuxieme exemple ou la remarque précédente
permet de classifier toutes les variétés complexes compactes dont le fibré tangent est holomor-
phiqguement trivial (une trivialisation holomorphe du fibré tangent est un exemple particulier de
G-structure holomorphe ofi vautid) :

THEOREME 1.2 (Wang). -Soit M une variété complexe compacte de dimensiaiont le
fibré tangent est holomorphiquementtriviag. il existen sections holomorphes du fibré tangent,
en chaque point linéairement indépendept@dors M est nécessairement un quotient d’'un
groupe de Lie complex@ par un réseau cocompaktt

Le théoréeme précédent affirme, en particulier, qu’'une trivialisation holomorphe du fibré
tangent d’'une variété complexe compacte est une structure géométrique localement homogeéne.
La preuve du théoreme de Wang est facile, mais instructive. Considérons une famille
X4,...,X,, de champs de vecteurs holomorphes&lqui forment en chaque point une base
de I'espace tangent. Les crochets de Lie de ces champs, pris deux a deux, sont :

X0, X5 = el Xy
k=1

Les fonctionsd-“j ainsi définies sont holomorphes et, par conséquent, constantes. Ceci montre
gue les champX; forment une algebre de Lie de dimension finie. D’aprés un résultat classique,
dd a S. Lie, il s’agit de I'algébre de Lig des champs de vecteurs invariants a droite d'un
groupe de Lie complexe connexe et simplement conr@xgissant a gauche suif. Cette

action est nécessairement transitivélts’identifie au quotient dé& par un réseau cocompact

T'. Les translations & gauche d& sont des biholomorphismes globaux 6¢T" qui agissent

surg par la représentation adjointe. Ce qui montre qu’en général I'action précédente n’est pas
isométrique. En revanche, dans une carte localéd/edonnée par une section locale de la
projectionG — G/T', les translations & droite définissent des isométries locales. Le parallélisme
est donc une structure localement homogéne, qui n'est pas globalement homogéne. Le lecteur
habitué au langage des-structures remarquera que dans le casGCoin’est pas abélien la
structure n’est pas intégrable.

En revanche, il existe des structures géométriques holomorphes sur des variétés compactes
qui ne sont pas localement homogénes (méme pas sur un ouvert dense) : la droite projective
P1(C) munie de deux champs de vecteurs holomorphes linéairement indépendants fournit un
exemple de variété complexe compacte qui posséde une structure géométrique holomorphe non
localement homogéne. En effet, nous pouvons fabriquer l'invariant scalaire qui, awpdimt
P1(C), vaut la valeur emn de la fraction rationnelle « quotient » des sections en question. Cette
fraction rationnelle n’est pas constante et elle sépare les orbites du pseudalf&upe

1.3. Enoncésdesrésultats

Nous pouvons a présent énoncer nos principaux résultats. Un premier théoréme que nous avons
obtenu se situe dans le cadre kahlérien :

THEOREME 1. — Soit M une variété kahlérienne compacte connexe dont la premiére classe
de Chern est nulle. Alors toute structure géométrique holomorphe de type algébrique affine sur
M est localement homogeéne.

L'hypothese faite sur le type de la structure ne peut pas étre évitée. Ceci devient entierement
clair si nous considérons un plongement holomorphe d'un tore algébrique dans un espace

4° SERIE— TOME 34 — 2001 N° 4



STRUCTURES GEOMETRIQUES HOLOMORPHES 561

projectif. Ce plongement est une structure géomeétrique rigide non localement homogéne (car
non constante).

En revanche, toute application holomorphe d’une variété compacte dans une variété affine est
constante et donc localement homogéne en tant que structure géométrique.

Un exemple plus élaboré de structure géométrique holomorphe (de type non affine) non
localement homogéne sur un tore est inspiré par la construction suivante due a E. Ghys [11].
Considérons un toré = C?/A et supposons qu'il existe une forme linéaireC? — C qui
envoieA sur un réseair’ de C. Par abus de notation nous désignons aussirparprojection
deT sur la courbe eIIiptiqu@/A’. Soit f une fonction méromorphe non constanteéum' ;
considérons suf’ la forme différentielle méromorphe = w + 7*(fdz), ol w est une forme
holomorphe globale sdF. Il n'est pas difficile de s’assurer queest fermée et que le feuilletage
holomorophe défini pab en dehors de ses pdles se prolonge en un feuilletage holomorphe non
singulier surl” qui s’exprime en coordonnées locales :

f(zl)dzl +dze =0

Contrairement au feuilletage linéaire défini pate feuilletage donné par n’est pas homogeéne :

il n’est pas invariant par les translations’Helans la dlrectlona— Ceci montre que la structure
géométriques obtenue par la juxtaposition de ce feuilletage et de la métrique plate héritée par
de la métrique canoniqui? + dz3 n’est pas localement homogeéne.

Le corollaire 4 que nous allons voir un peu plus loin affirme que de telles structures ne peuvent
exister sur des tores complexes qui n’admettent pas de fonctions méromorphes non constantes.

Remarquons aussi que la structure géométrigueest pas unes-structure car la droite
tangente au feuilletage deest isotrope (pour la métrique) en certains point$'dt non isotrope
en d’autres.

Un complément intéressant au théoréme précédent est le résultat récent de J.-M. Hwang
et N. Mok qui montrent dans [17] que sur les variétés projectives unirationnelles toutes
les G-structures d’ordred holomorphes réductives et irréductibles sont plates (en particulier,
localement homogenes).

En ce qui concerne les structures rigides notre résultat se précise de la maniére suivante :

THEOREME 2. — Soit M une variété kahlérienne compacte connexe dont la premiere classe
de Chern est nulle. S\M possede une structure géométrique holomorphe rigide de type
algébrique affine, alors M a un revétement fini qui est un tore.

Exemple d'application : il n’existe pas de structure géométrique holomorphe rigide de type
algébrique affine sur une surfaées.

Ces variétés supportent en revanche des structures symplectiques holomorphes ou bien des
formes volumes holomorphes [2].

Le résultat 2 généralise un théoréme de M. Inoue, S. Kobayashi et T. Ochiai [18] valable
dans le cas particulier des connexions affines. Il importe de mentionner ici que la présence
d'une connexion affine holomorphe ou (a plus forte raison) d’une métrique riemannienne
holomorphe sur une variété kahlérienne compacte entraine automatiquement I'annulation de
la premiére classe de Chern de la variété [18]. Le résultat de [18] régle entierement le cas
des connexions affines holomorphes et celui des métriques riemanniennes holomorphes sur les
variétés kahlériennes compactes : seuls les tores admettent des telles structures et celles-ci sont
nécessairement localement homogénes (plates dans le cas des métriques).

Pour ce qui est des structures géométriques rigides, un théoreme de M. Gromov [13] montre
gu'il existe un ouvert dens€ de M invariant par le pseudogroupe des isométries locales de
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dans lequel les orbites de ce pseudogroupe sont les fibres d’une fibration holomorphe localement
triviale. Nous avons le résultat suivant :

THEOREME 3. — Soit ¢ une structure géométrigue holomorphe rigide sur une variété
complexe compact&/ de dimensiom. Sip est la dimension des orbites du pseudogroupe des
isométries locales dé sur un ouvert dense invariaif de M etd est la dimension algébrique
deM, alorsp+d>=n.

Pourd = 0, nous avons le corollaire suivant qui nous permet, dans le cas particulier des
tenseurs holomorphes rigides, de retrouver un résultat de F.A. Bogomolov [4].

COROLLAIRE 4. — SiM est une variété complexe compacte sans fonctions méromorphes non
constantes, alors toute structure géomeétrique holomorphe rigid&/sest localement homogéne
en dehors d’un sous-ensemble analytiquéfle

La suite de ce papier s’organise selon le plan suivant. La section 2 est exclusivementtechnique
et explique le passage d’'une isométrie formelle a une isométrie locale convergente. La section 3
traite du cadre kahlérien et contient la preuve des théoremes 1 et 2. La section 4 étudie les liens
entre le pseudogroupe des isométries locales d’'une structure géométrique holomorphe et le corps
des fonctions méromorphes de la variété. Nous y trouverons les démonstrations des théorémes 3
et 4. La derniére section aborde quelques conjectures et de nouvelles directions d’étude.

2. Passage d’uneisométrie formelle a une isométrie conver gente

Considérons une structure géométrique holomorpser une variété complext . Sim,m’
sont deux points dé/, le probléeme de I'existence d’une isométrie locglgui envoiem sur
m’ comporte d’abord un nombre dénombrable d’obstacles algébriques : pour toutseTties
devons trouver une transformation locglequi envoiem surm’ et qui préserve le-jet de la
structure :J°(fX¢)(m) = J¢p(m).

Comme la structure est d’ordreles solutions de cette équation aux dérivées partielles doivent
étre cherchées dans I'ensemble des r-jets de biholomorphismes locaux. Une solution de
I'équation ci-dessus s’appelle urH r-jet isométrique. Il s'agit dws + r-jet en un point d'un
biholomorphisme local d&/ dansM qui préserve le-jet de la structure au point considéréa
question de I'existence d'un+ r-jet isométrique constitue un probléme purement algébrique.
Avoir résolu ce probléme pour toutes les valeurs dpporte une solution formelle. Pour trouver
une isométrie locale il faut encore s’attaquer a un probleme d’analyse : trouver une solution
formelle qui converge.

L'ensemble des+ r-jets isométriques (pour tous les couples m’)) forme un pseudogroupe
pour la composition notds*"". Deux points deM se trouvent dans la méme orbite du
pseudogroupds®t” s'il existe des systémes de coordonnées dans lesquelles la structure
géomeétrique admet le méme développement de Taylor a I'ardrex deux points en question.

Si le pseudogroupe des+ r-jets isométriques agit transitivement suf, pour touts € N,
nous disons que la structure géométriguest formellement localement homogérgeci est
équivalent au fait que le-jet de la structurep a la propriété quelm ¢(*) C J*"(Z) est
formée d’une seule orbite d&*"(Z) sous I'action deD+"(C™). Autrement dit,¢(*) est une
G-structure pour tout entiet. En particulier une structure géométrique localement homogéne
est nécessairement uéestructure.

Le but de cette section est de montrer qu'une structure géométrique holomorphe est
formellement localement homogéne si et seulement si elle est localement homogeéne. Ce résultat
est une conséquence du théoréme de Cartan—Kéahler [6].
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Précisons avant tout ce que nous entendons par systeme d’équations aux dérivées partielles.
Considérons/" (N, M) — N le fibré desr-jets d’applications d’une variétd a valeurs dans
une variété\/.

DEFINITION 2.1.—Un systéme d’équations aux dérivées partielles est une partie féfmée
de J"(N, M). Une solution deP est une application d& dansM dont ler-jet en tout point
appartient aP.

Pour une introduction aux notions geolongementt d’intégrabilité formelled’'un systeme
d’équations aux dérivées partielles nous référons a [6].

THEOREME 2.2 (Cartan—K&hler). Soit P C J"(N, M) un systeme formellement intégrable
d’équations aux dérivées partielles analytiques. Alors pour fogt P il existe une solution
locale analytique de”, dont ler-jet en un point vaup.

Si ¢ est une structure géométrique holomorphe d’ordser une variété complexi/, nous
rappelons que I'ensemblg*™" c J*+7 (M, M) dess + r-jets isométriques est formé par les
jets d’applications dé// dansM qui préservent le-jet de ¢. Trouver une isométrie locale de
¢ revient a résoudre une équation aux dérivées partielles, dans le sens qu'il faut construire un
biholomorphisme local dé/ dansM tel que en tout point de son domaine de définition son
r-jet appartient ds”.

Dans la preuve du lemme suivant, nous expliquons que le systéme d’équations aux dérivées
partielles qui caractérise une isométrie d’une structure géométrique holomorphe formellement
localement homogéne devient formellement intégrable aprés un nombre fini de prolongements.
La conclusion du lemme sera alors une conséquence du théoreme de Cartan—Kahler.

LEMME 2.3.— Si ¢ est une structure géométrique holomorphe formellement localement
homogeéne sur une variété complexe alors ¢ est localement homogene.

Démonstration. Comme¢ est formellement localement homogéne, tousssiess ¢(*) sont
des G-structures. Nous pouvons donc identifier la struciit® a un sous-fibré principal du
fibré des repéreR*+" (M) de groupe structural®*" (m), le groupels®*" (m) étant formé par
les s + r-jets isométriques qui fixent un point d& (ceci ne dépend pas du point carest
formellement localement homogeéne). Il s’agit d’un sous-groupe algébrigiiétfe Il est donc
vrai quels*™" C J*TT(M, M) est une sous-variété complexe qui fibre 8tir< M avec fibre
Is*T"(m).

Considérons les images successives des projeckiéns — Is”, pours > 0. Il s'agit d’une
suite décroissante de fibrés principaux au-dessul/de M dont les groupes structuraux sont
des sous-groupes algébriquesidgm). Cette suite stabilise. Notords™ le fibré minimal ainsi
obtenu. Il s’agit d’un sous-fibré principal de".

De maniére similaire, en considérant les projections minimales sur tous les/iibrésnous
construisons une suite de fibrés principaux

._.HFT-&-]._)F’I"

qui se projettent surjectivement les uns sur les autres. Chaquefiré est un sous-fibré
principal dels**".

Nous venons de prouver que teut r-jet isométrique se reléve en wa-r + 1-jetisométrique.
Ceci est une condition plus faible que lintégrabilité formelle du systeme d'équations aux
dérivées partielle® donné pars”. Pour avoir I'intégrabilité formelle d@ il suffit de démontrer
que pours suffisament grand le fibr&**" représente exactement le prolongement d’oscile
‘P. Ceci résulte, par exemple, d’un théoréme da a A. Grothendieck et D. Mumford [6] (chap.
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8 prop. 3.10). Nous pouvons aussi appliquer le résultat conjecturé par E. Cartan et démontré
récemment par B. Malgrange [23] qui affirme que tout systéme différentiel analytique devient
involutif au point générique aprés un nombre fini de prolongements.

Le théoreme de Cartan—Kéahler permet alors de conclure @st localement homogénen

3. Variétésde Calabi—-Yau

Nous nous intéressons dans cette section aux structures géométriques holomorphes sur les
variétés complexes compactes admettant une métrique de Kahler a courbure de Ricci nulle
(Ricci plate). D’apres les travaux de S.T. Yau [28], il s’agit précisément des variétés complexes
compactes kahlériennes dont la premiére classe de Chern est nulle, les variétés dites de Calabi—
Yau. Pour des exemples intéressants de ce type de variétés nous référons a [2]. Dans ce contexte,
notre principal résultat est le suivant ;

THEOREME 1. —Soit M une variété kahlérienne compacte connexe dont la premiére classe
de Chern est nulle. Alors toute structure géométrique holomorphe de type algébrique affine sur
M est localement homogeéne.

La preuve se fait en deux étapes. Dans la premiéere étape il est montré que I'existence d’'une
métriqgue de Kahler—Ricci plate sur la variété force tous les champs de tenseurs holomorphes
a étre paralléles, c’est-a-dire invariants par le transport paralléle de la métrique en question. Il
s’agit d'une technique classique due a S. Bochner et S. Kobayashi. Il importe de mentionner ici
gue cette méme technique a été utilisée par S. Kobayashi [19] pour prouver que le fibré tangent
d’'une variété complexe compacte kahlérienne dont la premiére classe de Chern est nulle n’est
pas instable dans le sens de F. Bogomolov.

THEOREME 3.1 (Bochner, Kobayashi).Soit M une variété complexe compacte kahlérienne
munie d'une métrique de Kahler dont la courbure de Ricci est nulle. Alors tout champ de tenseurs
holomorphe sutM est paralléle. En particulier, un champ de tenseurs holomorphe\gugui
s’annule en au moins un point est identiquement nul.

Avant d’esquisser la preuve du théoréme précédent il est utile de rappeler que la présence
d’'une métrique kahlérienne permet de considérer la dérivée covariante d’'un champ de tenseurs.
En particulier, sif est un champ de tenseurs holomorpheXetest un champ de vecteurs
holomorphe, la dérivée covariantéxf du champd, dans la directionX, est un champ de
tenseurs holomorphe du méme type qué’opération précédente étant tensorielleEnelle
fournit un champ de tenseurs holomorph@qui n’est rien d’autre que la variation infinitésimale
ded par le transport paralléle (le champ de tenséwst invariant par le transport parallele de la
métrique si et seulement $i6 = 0).

Rappelons aussi qu'une métrique kahlérienne induit des métriques hermitiennes canoniques
sur tous les fibrés des tenseurs de la variété. Par la suite, la norme d’un tenseur sera prise par
rapport a cette métrique hermitienne, aprés le choix préalable d’'une métrique de Kahler.

La preuve du théoréme de Bochner—Kobayashi repose sur la formule suivante, valable, dans
le cas ou la courbure de Ricci est nulle , pour tout champ de ten&eurs

A(llel*) = [1velf,

A étant le laplacien de la métrique agissant sur les fonctions (voir [14], chap. 5).

Nous en déduisons que le laplacien de la foncfii@ji¥ est en tout point positif. Or, pour toute
fonction f définie surM, Af - vol est une forme exacte de degré maximal. Par le théoréme de
Stokes|,, Al|0||* - vol = 0 et doncA||6]|* = 0. Ceci entraing/6 = 0.

4° SERIE— TOME 34 — 2001 N° 4



STRUCTURES GEOMETRIQUES HOLOMORPHES 565

Dans les articles [19], [20] I'auteur utilise le théoreme de Bochner pour démontrer l'inexis-
tence de certain types de tenseurs holomorphes sur les variétés kahlériennes compactes.
Le lemme suivant termine la preuve du théoréme 1 :

LEMME 3.2. - Soit M une variété complexe qui a la propriété que tout champ de tenseurs
holomorphe suft{ qui s’annule en au moins un point est identiquement nul. Alors toute structure
géomeétrique holomorphe de type algébrique affinelduest localement homogéne.

Nous faisons remarquer que le critere énoncé dans le lemme précédent est nécessaire et
suffisant.

Démonstration. +a preuve se fait par I'absurde. Considérons &liune structure géomé-
triqgue holomorphe d’ordre et de type algébrique affinequi ne soit pas localement homogéne.
Par définition,¢ est une application holomorpHe” (C™)-équivariante du fibré desreperes
R"(M) dans uneD"(C")-variété affineZ, oun désigne la dimension complexe 4é.

D’apres le lemme 2.3 la structuten’est pas formellement localement homogene et donc |l
existe un enties tel que le pseudogroude®” dess + r-jets isométriques n’est pas transitif sur
M. Il est équivalent de dire que kejet ¢*) : R+7 (M) — J*™(Z) de la structure est tel que
l'image de¢(®) dansJ*"(Z) contient au moins deuk**"-orbites.

D’aprés un résultat classique de théorie des invariants pour les groupes algébriques (voir,
par exemple, [27]) il existe un plongement algébrigu&t”(C")-équivariant de la variété
affine J*"(Z) dans un espace vectoriel complexe de dimension fififé muni d’une action
algébrique linéaire du grouges*"(C"). Il est, par conséquent, Iégitime de remplacer la variété
affine.J*™(Z) par un espace vectorigl®) muni d’une action linéaire algébrique d&+"(C").

Choisissons une orbit& de dimension minimale parmi les orbites incluses dans I'image
Im ¢*. Désignons paK I'adhérence deX dansV () et parlm ¢(*) 'adhérence dém ¢*) dans
V). Il i’y a pas d’ambiguité car dans ce cas I'adhérence dans la topologie de Zariski coincide
avec I'adhérence dans la topologie usuelle (voir [25], ch. 10).

L'ensembleX est un ferméDs*"-invariant delm ¢(*) tel queX N Im ¢®) #£ (), et Im ¢(*)
n’est pas inclus dan¥ . La seule affirmation non triviale est la derniére. Elle est assurée par le
choix deX puisque, d’aprés un résultat fondamental de la théorie des actions algébriques ([16],
8.3), 'ensembleX \ X est une union d’orbites de dimension strictement inférieure a la dimension
deX.

Soit I I'idéal des fonctions réguliéres sum ¢*) qui s’annulent sur le fermé&. Il existe
dansI un sous-espace vectoriel non trivial de dimension finte™ (C™)-invariant ([16], 8.6).
ConsidéronsFy, ..., F}), une base de cet espace vectoriel et construisons le morphisme régulier
Ds*7(C™)-invariantT’, donné par

T:veImg® — (Fi(v),...,F(v)) € Ch

L'application T s’annule surX. La compositionI” o ¢(*) fournit une application holomorphe
non triviale D**"(C")-équivariante, du fibrérR*+"(M) dans C! avec la propriété que
0€ Im(T o ¢®)).

Montrons a présent que, quitte a modifier Iégérement I'applicafipplle descend en une
application non triviale définie sur le fibré degepéres.

Le groupe structural du fibré dest r-reperes esD**"(C"). Il existe une projection cano-
nique D**"(C™) — D!(C") = GL(n,C) qui associe a chaque+ r-jet de biholomorphisme
sonl-jet sous-jacent. Le noyau de cette projection est un sous-groupe distihgué

Nous montrons a présent qé£ est un groupe unipotent (il s’agit d’un résultat classique).
Pour cela nous faisons agif fidelement sur un espace vectoriel de dimension finie, de sorte
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que, dans une base judicieusement choisie, chaque élémAnseie représenté par une matrice
triangulaire supérieure dont tous les coefficients diagonaux sont égaukraeffet, le groupe
D#*7(C™) agit linéairement sur I'espace vectori¢| dess + r-jets end de germes de fonctions
holomorphes d€" a valeurs dan€. NotonsP; I'espace vectoriel des polyndmes homogénes
enn variables, de degré Alors

H=P1& P Psqr.
Nous considérons le drapeauHeormé par les sous-espaces vectoriels
Hi=Pi @ - D Psyr.

L'action de D**"(C™) surH, induit une action algébrique linéaire éesur, qui laisse stables
les sous-espaces vectorigls. De plusH agit trivialement suf{,.,- et sur les espaces quotients
Hi/Hiv1, Vi, 1 <i<s+r— 1. Ceci montre quéd est unipotent.

Un résultat classique de la théorie des représentations algébriques des groupes unipo-
tents ([16], 17.5) assure que l'action d& C D**"(C") induit sur 'espace buC' de I'ap-
plicationT o ¢(*) : R**+7(M) — C! une filtration

C'=V>WVi>---2V,={0},

avec la propriété quél agit trivialement sur les quotient§/V;1, pour touti € {1,...,p— 1}.
Comme l'imagelm(T o ¢(*)) de l'applicationT o ¢(*) ne se réduit pas au poift il existe
au moins un indicé € {1,...,p — 1} pour lequellm(T o ¢(*)) C V; et 'image de 'ensemble
Im(T o ¢*)) par la projectiom; : V; — V; /V;,1 n'est pas réduite au poift Alors I'application
p; o T o ¢l :R*T"(M) — V;/Viy1 a une image non triviale qui contiedt Comme cette
application estD**"(C")-équivariante etH agit par l'identité surV;/V;,,, elle passe au

guotient en une application

pioTod): RY M) —V;/Vii,

Ds*7(C™)/H = GL(n, C)-équivariante. L'image dg; o T' o ¢(#) est non triviale et contiertt
CommeGL(n, C) estréductif, la représentatidf)/V;;1 est une somme directe de représenta-
tionsirréductibles. Parmi ces représentations irréductibles il en existe au moins une dans laquelle
I'image de I'applicatiorp; o T o ¢(s) est non triviale (et contiert). Or, toute représentation irré-
ductible deGL(n, C) est facteur direct d'une représentati@ )®? @ ((C")*)®4. Ceci résulte,
par exemple, de la description des représentations irréductibles du grdipeC) [9].
Lapplication GL(n, C)-équivariante deR'(M) dans(C")®? @ ((C™)*)®? est un champ
holomorphe de tenseurs de type ¢) sur M qui s'annule en au moins un point sans étre
identiguement nul. C’est la contradiction recherchéa.

Nous démontrons maintenant le théoreme Pa-preuve s’appuie essentiellement sur un
théoreme de décomposition di a A. Beauville [2] (voir aussi [22]) qui affirme que toute variété
kahlérienne compact®/ dont la premiére classe de Chern est nulle admet un revétement fini
M qui est biholomorphe au produit d’'un tore compléxet d’une variété kahlérienne compacte
simplement connex® dont la premiéere classe de Chern est nulle.

Si la variété M est munie d’'une structure géométrique holomorphe rigidd en est de
méme du revétement/ = T x N qui hérite d’une structure rigideé. Pour démontrer que le
facteur NV est trivial nous commencgons par muir d'une structure géométrique holomorphe
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rigide. Nous remarquons d’abord que le fibré desperesk” (M) admetR’(T) x R"(N)
comme sous-fibré principal. Q&"(T') est le produitl’ x D"(C?), ol ¢ désigne la dimension
complexe du tord’. Ceci implique que le fibré” (M) contientR”(N) x T comme sous-fibré
principal (le groupe structural admet une réduction au grdup@ ™), oun est la dimension
complexe deN). L'espace but étant une variété affine, la restriction de I'applicafioau
produit R" (V) x T factorise en une applicatiap définie surR”(N). Il s’agit d’une structure
géométrique holomorphe rigide de type algébrique affirseir V.

La proposition suivante achéve la preuve du théoréme 2.

ProPOSITION 3.3. — |l n'existe pas de structure géométrique holomorphe rigide de type
algébrique affine sur les variétés kahlériennes compactes simplement connexes dont la premiére
classe de Chern est nulle.

Démonstration. -Supposons par I'absurde qu'il existe une structure géométriquatée par
une variété complex#/, le couple(N, ) ayant les propriétés requises par les hypothéses de la
proposition.

D’apres le théoréme 1, la structupeest localement homogéne. Un résultat classique démontré
pour la premiére fois par K. Nomizu [26] dans le cas des métriques riemanniennes analytiques et
généralisé par M. Gromov aux structures géométriques analytiques rigides [13], affirme que sur
les variétés simplement connexes une isométrie locale proche de l'identité se prolonge en une
isométrie globale. Par ailleurs, deux points suffisamment proch@$ dei sont reliés par une
isométrie locale sont aussi reliés par une isométrie locale proche de I'identité (voir, par exemple,
[3]).

En résumé, le groupe (de Lie complexe) des isométries globales agit transitivemahesur
la variétéN est, par conséquent, un espace homogéne. Fixons unpdamts N et considérons
alors X1,...,X,, des champs de vecteurs holomorphes Butels que X;(x),..., X, (z)
forment une base d&€, N (n est la dimension complexe d€). Par le théoréme de Bochner—
Kobayashi le champ de tenseurs holomorgheA --- A X,, est partout non nul. La variété
N est donc une variété parallélisable quotient d’'un groupe de Lie complgxar un réseau
cocompact’. Ceci est absurde caf est simplement connexe

3.1. Applicationsdansun cadre non kahlérien

Dans le travail [10], E. Ghys étudie des variétés complexes compactes obtenues par
déformations des structures complexes sur les espaces homoget€2 de).

L'idée est de considérer un réseau cocompacte SL(2,C) et de perturber I'action par
translations a droite d€ sur SL(2,C) de maniére que le quotient soit toujours une variété.
L'auteur prouve qu'il existe des morphismes de group& — SL(2,C) tels que I'action a
droite del” sur.SL(2,C) donnée par :

(m,7) € SL(2,C) x T — u(y~Hm~y € SL(2,C)

soit libre et totalement discontinue. Le quotient est une variété complexe compdatd”)

sur laquelle la métrique de Killing déZ(2,C) induit une métrique holomorphe. Il existe

des morphismes pour lesquels les variété (u,I") ne possédent aucun champ de vecteurs
holomorphe non nul. Il est prouvé dans [10] que tout tenseur holomorphe sur une variété de
type M (u,T") se reléve en un tenseur holomorphe 8112, C) invariant par I'action a droite de
SL(2,C) et par I'action & gauche dgI"). En particulier, tout tenseur holomorphe gdi(«,T")

est localement homogéne. Nous montrons le méme résultat pour les structures géométriques
d’ordre supérieur :
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PrROPOSITION 3.4. —Toute structure géométrique holomorphe de type algébrique affine sur
M (u,T) est localement homogéne.

Démonstration. -Supposons par I'absurde qu’une variét(u,I") posséde une structure
géométrique de type algébrique affine non localement homogéne. Le lemme 3.2 implique alors
I'existence d’un tenseur holomorphe suf(u,T") qui, sans étre identiguement nul, s'annule en
au moins un point. Ceci est absurde : ce tenseur devrait étre localement homogeéne.

4. |sométrieslocales et fonctions méromorphes

Nous étudions ici le rapport entre la dimension des orbites du pseudogroupe des isométries
locales deyp et la dimension algébriqué de la variété ambiant&/. Dans cette section nous
faisons I'hypothése supplémentaire que la structure géométrigest rigide. Notre résultat
s’énonce de la maniére suivante :

THEOREME 3. —Soit ¢ une structure géométrique holomorphe rigide sur une variété
complexe compact&/ de dimensiom. Sip est la dimension des orbites du pseudogroupe des
isométries locales dé sur un ouvert dense invariaint de M etd est la dimension algébrique
deM alorsp+d>n.

Démonstration. -€onsidérons une structure géométrique holomorphe rigidordre r et
de typeZ. Pour tout entier positif nous considérons le-jet de la structure), donné par une
application holomorph@("+5)(C")-équivariantep(*) de R("*+)(M) dans uneD(+*)(C")-
variété quasiprojectiv (*). La rigidité de la structure géométriqgeimplique que, pour us
suffisamment grand, deux points ##sont dans la méme orbite du pseudogroupe des isométries
locales dep si et seulement si les deux fibres &&+%) (M) situées au-dessus de ces points
s’envoient pap(®) sur une méme orbite dé(®) .

Le théoréeme de Rosenlicht (voir [27]) affirme qu’il existe une stratification invariante sous
I'action de D("+%)(C™)

Z(S):ZOD...DZZ7

avec la propriété qué&;, ; est un fermé deZ; et que les fonctions rationnelles sdy qui sont
D(r+9)(C™)-invariantes séparent les orbitesdg\ Z; ;.

L'ouvert dense invariant/ sur lequel les orbites du pseudogroupe des isométries locales sont
les fibres d’une fibration est construit de sorte g8 soit de rang constant si("+*) (M)|,
limage deR("*+%)(M)|y par$®) tombe dans utZ; \ Z; 1, tandis que 'image d&("+*) (M)
est incluse dang;.

Considérons une petite boulg, de dimension complexe — p, centrée en un point dé et
transverse aux orbites du pseudogroupe des isométries locales. Deuxipoititsle ce disque
s’envoient par'*) sur des orbites différentes d&\ Z; 1. ll existe donc une fraction rationnelle
invarianteF’, surZ;, qui sépare ces deux orbitesdg\ Z, . La fonction méromorphé' o #®)
descend en une fonction méromorphe &ligui prend des valeurs distinctes et bien définies aux
pointsm etm’.

Les fonctions méromorphes sl séparent donc les points de. Cela montre que le
corps des fonctions méromorphes sur contient au moins: — p éléments algébriquement
indépendants. O

Dans le cas particulier des variétés complexes qui n'admettent pas de fonctions méromorphes
non constantes nous obtenons le corollaire important 4 qui affirme que toutes les structures
géomeétriques holomorphes rigides sur ces variétés sont nécessairement localement homogénes
en dehors d’'un sous-ensemble analytique.
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Si nous supposons en plus que la variété est simplement connexe nous avons le corollaire
suivant :

PROPOSITION 4.1. — Soit M une variété complexe compacte simplement connexe et sans
fonctions méromorphes non constantesiSposséde une structure géomeétrique holomorphe
rigide, alors M est une variété presque homogéne d’un groupe de Lie complexe, dont I'orbite
dense est une variété parallélisable.

Démonstration. -Soit ¢ une structure holomorphe rigide sur une varidte complexe
compacte simplement connexe et sans fonctions méromorphes non constantes. D’aprés le
corollaire 4,¢ est localement homogéne en dehors d’'un sous-ensemble analytidgiie de

Le théoréme de prolongementdes isométries locales utilisé dans la preuve de la proposition 3.3
implique que le groupé&' des isométries globales agit transitivement sur un ouvert dérnsé/ .

La variétéM est donc un espace presque homogéne du grGupe

Montrons que I'orbite dense d& dansM est une variété parallélisable. Quitte & quotienter,
il est possible de supposer que le stabilisateur d'un point/déest pas distingué dans.
Désignons padi : G x M — M I'action du groupé=. Nous imitons la construction de la fibration
de Tits pour les variétés homogenes (voir, par exemple, [1]) et définissons, pour ummEns
U, le noyau de I'applicationla(-,m). En effet, siG est I'algebre de Lie d&7, vue comme
I'algébre de Lie des champs de vecteurg¥jenvariants a droite, le noyat.,, deda(-,m) est
bien défini en tant que sous-algébre de Ligide

Sim’' =g -m pour un certairy € G, alors’H,,r = g - H,,, ou 'action deG sur les sous-
algébres de Lie dg se fait via la représentation adjointe @esurg.

Supposons quéH,, est de dimensiond. Nous venons de construire une application
holomorphe ddJ dans la grassmanienng; des sous-espaces vectoriels de dimensgiale
G. Cette application holomorphe est la restriction d’'une application méromorplié dans
Dy. CommeM ne posséde pas de fonction méromorphe non constante, I'imageldaast
nécessairement formée d’un seul point. Donc l'algébre déd.jedu stabilisateur dex € U est
stable par la représentation adjointe.

Or nous avons supposé que le stabilisateur d’un poiif dé&est pas distingué darts, ce qui
implique queH,,, = {0}. Par conséquent, le stabilisateur d’'un pointdest discret. O

La proposition que nous venons de démontrer admet le corollaire suivant :

COROLLAIRE 4.2.-Sila sphéreS® admet une structure compleXé, alors M ne porte pas
de structure géométrique holomorphe rigide.

Démonstration. -D’aprés [7] M ne posséde pas de fonction méromorphe non constante. Si,
par 'absurde M admettait une structure géométrique holomorphe rigide, elle serait une variété
presque homogéne par la proposition précédente. Ce cas de figure est exclu par le théoreme
principal de l'article [15]. O

A présent plagons-nous dans la situation opposée et convenons d’apgetament hétéro-
géneune structure géométrique telle que les orbites génériques du pseudogroupe des isométries
locales sont discrétes. Le théoréme 3 montre qu’une variété complexe compacte qui porte une
structure géométrique rigide totalement hétérogene possede « autant» de fonctions méromorphes
algébriquement indépendantes que sa dimension : c’est une variété de Moishezon.

Contrairement au cas réel, ou beaucoup de structures géométriques sont génériquement
totalement hétérogenes, les seules variétés qui peuvent «loger» des structures géométriques
rigides totalement hétérogénes appartiennent a une classe trés particuliere : les variétés de
Moishezon.

Les considérations précédentes nous conduisent naturellement aux applications suivantes :
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PrROPOSITION 4.3. —Il n’existe pas de connexion affine holomorphe totalement hétérogéne
sur les surfaces complexes compactes.

Démonstration. -Supposons par I'absurde que la connexion afinheur la surfaceS est
totalement hétérogene. Alofs est nécessairement de Moishezon. Or, une surface complexe
compacte est une variété de Moisheson si et seulement si elle est projective [24].

Comme la surfacé admet une connexion affine, sa premiére classe de Chern est nulle [18] et
le théoréme 1 implique qu€ est localement homogénex

Les arguments précédents combinés avec le théoréme de Grauert-Remmert [12], qui affirme
gu’une variété de Moishezon homogéne compacte est projective, impliquent :

PROPOSITION 4.4. —Il n’existe pas de connexion affine holomorphe totalement hétérogéne
sur les espaces homogénes compacts.

5. Conjectures

La conjecture générale qui se précise derriere les résultats démontrés dans cet article est la
suivante :

CONJECTURE 1. —Sur les variétés complexes compactes toutesissuctures holomorphes
de type algébrique affine sont localement homogénes.

Pour mesurer I'étendue de cette conjecture soulignons que celle-ci implique les conjectures
«faibles » suivantes :

CONJECTURE 2. — Toute métrique riemannienne holomorphe sur une variété complexe
compacte est localement homogeéne.

CONJECTURE 3. — Toute connexion affine holomorphe sans torsion sur une variété complexe
compacte est localement homogeéne.

Nous rappelons que la preuve des deux derniers énoncés est connue dans le cadre kahlé-
rien [18] et que sur les variétés sans fonctions méromorphes nous avons le corollaire 4.

Pour ce qui est des métriques riemanniennes holomorphes, remarquons que si I'argument de
la courbure sectionnelle régle le cas des surfaces, il est en revanche impuissant en dimension
supérieure. En effet, de maniére similaire a la géométrie pseudo-riemannienne, la courbure
sectionnelle n'est pas définie sur les plans isotropes. Elle est une fonction méromorphe, en
général non constante, surdegrassmannienne de la variété. Dans [8] nous avons réglé le cas
de la dimensior8 sous I'hypothése supplémentaire de simple connexité. Le cas des métriques
riemanniennes holomorphes et celui des connexions affines holomorphes feront I'objet d'une
publication ultérieure.
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