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Résumé

On considére un matériau composite constitué d’'un tiksdibres (de carbone ou de verre) noyé dans une résine qui se
solidifie sous I'effet de la chaleur (réaction de réticulation). La modélisation mathématique du processus d’élaboration du
matériau est donnée par une équation cinétique décrivant I'évolution de la réaction de réticulation couplée a I'équation de la
chaleur. La structure du matériau est périodique de péradd. On établit un résultat d’existence et d’'unicité a I'aide du
théoréme de point fixe de Schauder. Par un dévelopement asymptotique formel on obtient un probleme homogénéisé décrivar
le comportement macroscopique du matériau. On prouve la convergence vers la solution du probléme homogénéisé quand
tend vers zéro et on obtient une estimation d’erreur pour un cas de non-linéarité faible. Finalement on résout numériquement ¢
probléme homogénéisBour citer cet article: S. Meliani et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Study of athermo-chemical model of formation of a composite material. We consider a composite material constituted of
carbon or glass fibres included in a resin which becomes solid wigheated up (reaction of reticulation). The mathematical
modelling of the cure process is given by a kinetic equation deagrthe evolution of the redion of reticulation coupled with
the heat equation. The geometry of the composite material is periodic, with a small periddFirst we prove the existence
and uniqueness of a solution by using Schauder’s fixed point theorem. Then, by using an asymptotic expansion, we derive the
homogenized problem which describes the macroscopic behaviour of the material. We prove the convergence of the solution of
the problem to the solution of the homogenized problem whiemds to zero and we obtain an error estimate in a case of weak
non-linearity. Finally we solve numerically the homogenized probl€orcite this article: S. Meliani et al., C. R. Acad. Sci.

Paris, Ser. | 339 (2004).
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Abridged English version

We denote by, anda, the temperature and the reticulation rate of the composite material. Since the reaction of
reticulation is exothermic the evolution @f and7, during the cure process is described by the kinetic equation (2)
coupled to the heat equation (1) in which the source term depends on the evolutioim@f non-linear way. The
composite material is heated up in a furnace, thusehgperature on the boundary of the domain is equal to the
furnace temperature which is constant during the rediouh process. It follows thave can consider Dirichlet
boundary conditions fof, (see Eg. (3)) and the initial values 6if anda, are given by Eq. (4).

For this system of coupled non-linear partial differential equati®swe prove the existence and uniqueness
of a solution in the functional spac& ([0, ]; L2(£2)) x W with

W= {w e L?(0, 7; H}(£2)), 38—';) e L?(0,7; H(2)) }

Then we apply the technics of formal asymptotic developpements to derive the homogenized problem, given
by (Phom), Which describes the macroscopic behaviour of the material. We prove that the seGueriGe. o
converges strongly to the unique solutionBfom) in (L2(0, 7; L2(£2)))? whene tends to zero. In order to find an
estimate for the difference of the exact and the homogenized solutions we suppoge=thaty) f (e, T:, x) +
folx,t) with f(a, T,x) = f(x) + ¢(a, T), whereg is ar-Lipschitzian mapping fronR? to R. We assume that
¢ € C*(R?) and A is a positive constant small enough (weak nomdirity). Under these conditions and some
regularity assumptions (see H4—H6), we obtain

|7: = (To+eTw) |l yo g w0y + loe — 0l 22 0.0 = OL/&)
with V2(2x(0, 7)) = {u € H}(£2x(0, 7)) N L>®(0, 7; L%(£2))} and

||u||V20(_QX(0,f)) = %issud*u(" 1) ” L2(2) + ||Vu||L2(.Q><(O,r))'

SIS

Finally, we are interested in the computation of approximate solutiori®fy). We consider a family of dis-
cretized problemsgPy ) for which we prove stability and convergence.
1. Introduction
On suppose que :
(H1) £2 estun ouvertborné dé”, n>2, de frontiére) §2 lipschitzienne par morceaux.

On désigne pay = =, la variable « microscopique » et on nate= (0, 1)" la cellule de périodicité. On désigne
parCy etC,, respectivemerk ¢, K,, la capacité calorifique et la conductivité thermique des fibres et de la résine.

(H2) Les fonctions” et K sontY -périodiques et sont égale€a et K ¢, respectivement &, et K, sisy appar-
tient & la fibre ou la résine.

(H3) La fonctionf est une application d&? dansR, v-lipschitzienne et bornée globalemeptest une applica-
tion deRxY dansR, bornée globalement,-lipschitzienne par rapport a sa premiére variable et continue,
Y-périodique par rapport a la seconde.

L'évolution de la températurg, et du taux de réticulation, du matériau composite pendant le processus de
séchage est décrit par le systéeme
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c<5>% - div<K<5>VTg> — £ dans@ x (0, 7), 1)
e ) ot £

doe

5 = f(as, T;) dans2 x (0, 7). (2)

La réaction de réticulation étant exothermique, le terme-sofardépend de la variation de (cf. [6] par exemple)
et est donné par

fe 26](015, £>% = (aav i)f(ass T,).
e ) ot &

Le matériau composite est chauffé dans un four donatgézature au bord du domaine reste constante et, quitte
a remplacef, parT, — Tfour, ON @

Te(x,t)=0 suras2 x (0, 7) 3
et les conditions initiales sont données par

T.(x,00=T°%x), a.(x,00=a’x) dans®. (4)
Les Egs. (1)—(4) definissent un systéme n@g. Nous obtenons le résultat d’existence et d’unicité suivant :

Théoréme 1.1. Sous les hypothéséd1), (H2) et (H3) et pour tout(e?, 7°) donnés dand.?(22) x H}(£2), le
probléme(P,) admet une unique solution faible,, 7,) dans I'espace&®([0, t]; L2(£2))x W ou W est défini par
d
W= {w e L2(0, 7; HA(9)), a—'f e L2(0,7; HX(%2)) }

Idée de la preuve (cf. [5]). On utilise un argument de point fixe. Pofirfixé dansL?(0, z; L2(£2)) on résout
d’abord I'équation cinétique c’est a dire le probléf®e) suivant :

oo
- 5 (60 =f(T), xe, te]0 1],

a(x,00=a(x), xef.

Puis on définit € W comme l'unique solution du probléme suivant :

c(f>a—T(x, 1 — div<K<f>vT> :q(oz, f)f(a, T), xef,tel0,z],
e ) ot e e

T(x,00=T%), xef

T(x,1)=0, xe€df,te]0 1]

et on montre qud’ est borné dandv indépendamment d& et «. On applique ensuite le théoreme de point
fixe de Schauder a 'opérateér: L2(0, t; L2(§2)) — L2(0, t; L2(£2)) défini par®(T) = T. Enfin, pour prouver
I'unicité de la solution du problem@;) on utilise le lemme de Gronwall.

(P2)

2. Obtention du probléme homogénéisé

Pour déterminer le probléme homogénéisé, on utilisedarique des développemensyimptotiques (cf. [1])
c'est a dire on suppose que :

Te(x,0) =To(x, y, 1) +&T1(x, y, 1) + e2To(x, y, 1) + - -, (5)
ae(x, 1) =aplx, y, 1) +ear(x,y,t) + szag(x, y,t)+---, (6)



600 S. Meliani et al. / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004) 597-602

ou lesT;(x,y,t) eto;(x, y, ) sont des fonctions Y-périodiques par rapport a la varigbie=. On introduit les
formules (5), (6) dans le systéme (1), (2) et onniifee les termes associés aux mémes puissances des
fonctionsf etg sont lipschitziennes donc, on a

q(as, y) f (e, Te) = q (a0, y) f (@0, To) + O(e), flae, Te) = f(ao, To) + O(e),

et on obtient le probleme homogénéisé suivant

~07¢ . A
Ca—to(x, 1) —div(AVTo) = g(xo) f (@0, To), x€82,t€(0,1),

9

(Prom) %(x,t):f(ao,To), xeR, te(01),
To(x,00=T%), ao(x,0=a%%x), xe£,
To(x,1)=0, xeI' =08, te(0,1)

ol C = [,C(y)dy, G(a@o) = [, (@0, y) dy, A= (ai))1<i,j<n, €t

4y = / K(3)(8 + ;) dy
Y
avec

w; € Hy(Y)/R telque div (K (»)Vyw;(y)) = —divy (K (y)e;), (7)

(ei)1<i<n €tant la base canonique B¢ et H#}(Y) I'ensemble des fonctions-périodiques appartenantfa!(Y)
localement.

En utilisant les mémes techniques que dans le Théoréme 1.1 on démontPgge@dmet une unique solution
dansCO([0, ]; L2(2)) x W.

Théoréme2.1. Sous les hypothésgsl), (H2)et(H3) et pour tout(a®, 79 € L?(22) x H}(2) la suite(a, Te)e>0
converge versog, To) dansL?(0, 7; L2(£2))? quande tend vers zéro.

Idée dela preuve (cf. [5]). On établit d’abord des estimations a priori poug, 7)) dansCO([0, t]; L2(£2)) x W.
On en déduit I'existence d'une sous-suite d&)..o qui converge faiblement dan® et fortement dans
L2(0,7; L%(£2)). En utilisant le lemme de Gronwall on démontre la convergence fortdagl-o dans
L2(0, t; L2(£2)). Puis on démontre que les limites sont solutiong®gm en utilisant la méthode de I'énérgie

(cf. [2]).

3. Estimation d’erreur

Le but de cette section est de trouver une estimation d’erreur. Pour cela on suppose que :

(H4) fe=q() f(ae, Te, x) + folx, t) avecf(a, T, x) = Ff(xX)+¢(a, T), c'est-a-dire que la fonctiofi prend des
valeurs proches de la fonctighqui correspond a des valeurs fixes de la température et du taux de réticulation
(par exemple© et respectivement).

(H5) La fonctiong esta-lipschitzienne dé&k? dansR, de plusp € C*(R?), 52 € C! et satisfait

- 1
» < k1<max{ 1, d'aT”;Q } <k1r + (1+ %)m diamg)) . ®)
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(H6) T e CH(2), f e CiR2), foe C32x[0,1]), agc C3(2).

On considére le probleme plus général suivant :

C<_>8Ts( t)_di\,(K(f)VTg):q( )f(ag,Tg,x)vaO(X t)+Z—fz(x .
& &

%(x,t)Zf(Olg,Te,X)‘f‘g(xvt)v x€2, 1e©m), ?

Te(x,00 =T%), ap(x,00=a%x), xe,
T.(x,t) =0, xel' =08, t>0,

avecf;, 1<i <n des fonctions d&?(£2 x 10, t[).

Théoréme 3.1. (1) Pour tout7°, o° € L2(2) etg, fo, fi, (i =1,n) € L?(2 x 10, [) et sous les hypothéses
(H1)—-(H2), (H4)— (H6)e probléme(9) admet une unique solutidiT,, a;) dansV2 (£2 x 10, 7[) x L3(£2 x 10, 7).
() SoitT?, T, of, of € L2(2), g1, g2, fo1, foz. fi1, fia, (i=1n) € L2<sz x 10, 7[).
Notons (7, agk) I'unique solution du problémé9) avecT® = T2, a® =a?, g =g, fo= for. fi = fir,
(i =1,n), k= {1, 2}. Alors on obtient I'estimation suivante

1Te1 — TEZ”VZO(QX]O’A[D + lloer — aaZ”LZ(Qx]O,r[) < C1yllgr— gZ”LZ(QX]O,t[)

+ 1l for = foll r2@xo.ep + Y Ifir = fizll2@sgoen + 1T = Tl 2@ + llaf — oSl 2(q)
i=1

Idée de la preuve (cf. [4]). On utilise le théoréme de point fixe de Beaoin. Sous les hypotheses (H4)—(H6), le
probléme(Pnom) S'écrit :
~0Tp

C—(x 1) —div(AVTo) =g f (a0, To, x) + fo(x,1), xe€£2,1>0,
dap
W(xat)zf(a()a Tva)a XEQ, t>oa (10)

To(x,t) =0, xe€08,t>0,
To(x,0)=T%x), ao(x,00=0a%%x), xe8,
et (To, ag) € C3(2 %[0, 7]) x C°(£2x[0, t]). On définit les fonctiongy et 7> par

Ti(x, y, t)—ij (y) (x 0,

j=1

9T
Tp(x.y.1) = Z Nij (y) -~ Noo1(») %2 + Mo(y) f (@0, To. ).

i,j=1

OUw; est la solution du probléme auxiliaire (7) et les fonctidns, Noo 1, Mo sont respectivement les solutions
des problémes suivants :

. 0 0
—divy (K (y)VyNij) = 8_y,'(K(y)wj )+ K()’)a—yiwj )+ K(y)dij — Aij,

—divy (K (»)VyNoo.1) = —(C(») — C), —divy (K (»)VyMo) = (¢(») — §).
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On définit la fonctiony. (cf. [1]) par x. (x) = 2229 j dist(x, §G) < ¢, 1 sinon.

Puis on définiT ©@ (x, £, 1) = To(x, 1) + (eTa(x, £, 1) + £2Ta(x, £, 1)) x. (x) et on démontre que

555 5(@5

Théoréme 3.2. Sous les hypothésf@d1)—-(H6)on obtient

ITe = T lly9 (2 10,01y + llete = @0l 22102y = OWE)-
” TS - (TO + ‘9T1) ” VZO(QX]OJD + ”aS - aO“LZ(.Qx]O,T[) = O(\/g)

4. Résolution numérique du probléme (Pnom)

On considéere un sous-espace de dimensionWex Va . deHol(SZ) x L2(£2) et on noteloa, oax la projec-
tion orthogonale dang 1(£2) x L2(2) de(T°, a°) surWa, x Va,. On définit une famille de problémes discrétisés

T 1
(cA*TIM, wa> + BLAVTN, Vway)o e + (1= BD(AVTL, Vway)oe
0,2

= Ba(G(axt) F @ TATY, war)g o + (1= B (G(ah ) f(@h . TR, wax)g o
(Pﬁom) Ywayx € Wax,

At
Yvax € Vax
pour toutn € {0, ..., N — 1}, avecN € N*, At = L et T = Toax, af . = aoax, (B1, B2) € [0, 1]%.

On etablit un résultat d’existence et d’unicité p@gf ) pour tout(p1, B2) < [0, 1]%. On définit une approxi-
mation de la solutioriTy, ag) du probléme homogénéisBnom), par

Oln+1 —
<Ma UAx) = ,32(]((052—;1, Tn+ ) UAX) ,Q + (1_ ﬂZ)(f(Olea Tgx)v UAX)O,Qa
0,92

n+l _
B, =alh, () 4 (¢ —nan T D2,
n+l "
~ — X
TRNx, 1) = TR (x) + (t — nAt) Tax )At T4, ()

pour tout 0< n < N — 1, nAr<r<(n+1)Ar, x € £2. On démontre que les SUiteBR’ ) ar, ax €1 (T2 ar ax SONt
bornées dan€°([0, t]; L2(£2)) et W respectivement independammentaieet Ax pour toutp > % et pour tout
B2 € [0, 1]. Puis on établit la convergence vers la solutio®gm) quandAr et Ax tendent vers zéro (cf. [3]).
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