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Résumé

Nous étudions la cohomologie des systemes locaux sur les espgcds modules des courbes de genre 2gtle modules
des surfaces abéliennes. Nous donnons une formule explicite pour la cohomologie d’Eisenstein et une formule conjecturale
pour la contribution endoscopique. Notre calcul des courbes sur des corps finis donne des renseignements précis sur les form
modulaires de SiegePour citer cet article: C. Faber, G. van der Geer, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On the cohomology of local systems on the moduli spaces of curves of genus 2 and of Abelian surfaces, |. We consider
the cohomology of local systems on the moduli space of curves of genus 2 and the moduli space of Abelian surfaces. We give
an explicit formula for the Eisenstein cohomology and a conjectural formula for the endoscopic contribution. We show how
counting curves over finite fields provides us with detailed information about Siegel modular forms.
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1. Systémeslocaux et caractéristiques motiviques d’Euler

Soit M I'espace de modules des courbes de genre 2 et4oltespace de modules des surfaces abéliennes
principalement polarisées. Ce sont des champs algébriques défidisEBumssociant a une courbe sa jacobienne
on obtient une immersion ouverfel; — A. Nous notonsd; 1 = A2 — M». La courbe universelle’ : C — Mp
et la surface abélienne universelte: X — A, définissent des systémes locatik = Rln;(@) sur Ms et
V = R, (Q) sur A, et sous immersionj : M — A, on a j*V = V’. On a un accouplement symplectique
VeV - Q1.

A chaque paire d’entierd, m) avec! > m > 0 on peut associer une représentation irréductible du groupe
Sp4, Q) et on la reléeve en une représentation de @3p) de poids dominantl — m)yg + mys — (I + m)n
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avecy, = (1, 1) et yg = (0, 1) deux racines fundamentalesgie multiplicateur. Ainsi(l, m) = (1, 0) donne
le contragrédient de la représentation standard. Cela définit un systemeVlggadur A, facteur direct de
Symt~"(V) ® Symi"(A2(V)) de poids! + m. On aV = Vi g et A2V = V11 @ Voo(—1). Une paire(l, m) est
appelée réguliére si onla> m > 0.

On s’intéresse a la caractéristique motivique d’'Euléid,, V; ,,,) définie par

6

ec(A2, Vim) =Y (=D'[H. (A2, Vi.m)],

i=0

ou I'on prend la classe de la cohomologie a support compact Harmbune catégorie convenable, par exemple,
la catégorie des modules de Hodge mixtes.dprou des motifs effectifs de Chow. Pol# m impair on voit
quee (A2, V; ) =0, car—Id € Sp(4) agit comme—1 surV. Dans le cas de genre 1 on a également I'espace
A1 de modules des courbes elliptiques, sa courbe universelie—> A1, et le systéme localV = Rz, (Q). On
poseW; = Synf‘(W). Dans ce cas on sait que( A1, Wi) = 0 pourk impair, ete.(A1, Wy) = —S[k + 2] — 1,
pourk > 2 pair, ouS[k + 2] est le motif des formes paraboliques de pdids 2 sur SL2, Z), cf. [2,15]. On a
e.(A1, Wo) = L ou L est le motif de Tate de poids 2.

2. Lacontribution dela cohomologied’ Eisenstein

On a une fleche naturelle” (A2, Vi n) — H*(A2, V). Limage est appelée la cohomologie intériedfg
et on note sa caractéristique motivique d’EuterOn définit la cohomologie d’Eisenstein comme le noyau, et
la caractéristiqgue correspondante est définieegal. A2, Vi ) = ec(A2, Vi) — er(A2, Vi ). En utilisant les
techniques et résultats de Harder [6,7], Pink [13] et Schwermer [16] on peut démontrer le théoréme suivant pour la
cohomologie de Betti et pour la cohomologie étale avec coefficieatiques en caractéristiqwe> 0.

Théoreme 2.1. Soit (I, m) réguliére. La caractéristique motivique d’ Euler pour la cohomologie de Betti et pour la
cohomologie étale ¢-adique de la cohomologie d’ Eisenstein est

Sm+2]+1 |[pair,
—S[1+ 3] [ impair,
ou s, est la dimension del’ espace vectoriel desformes paraboliquesde poidsn sur SL(2, Z).

1
egis(A2, Vim) = Si—m+2 — Sigm+al™ T + {

Pourl > m = 0 et pourl = m > 0 cette formule garde un sens quand on interpf¢2é comme—L — 1 etsy
comme—1 et devrait étre vraie sauf dans le ¢asm > 0, m pair quand il y ont des annulations inattendues des
fonctionsL de formes modulaires, cf. [7].

3. Formesmodulaires de Siegel

Soit (U, p) une représentation irréductible de @LC) de type(j, k), c’est-a-dire de la forme SyhiR) ®
det(R)¥, ol R est la représentation standard. Une forme modulaire de Siegel degoids;, k) est une fonction
holomorphef : H2 — U sur le demi-plan de Sieg@l> telle que

f((At+ B)(Ct + D)) = p(Ct + D) f(v)

pourt € Hy et (A, B; C, D) e Sp(4, Z), cf. [1]. NotonsM ; ;. I'espace vectoriel de telles formes de poidsk)
et S; « le sous-espace des formes paraboliques. @fy a= (0) si j est impair, ouj < 0 ouk < 0. Les formes
modulaires formentunannedli= P ; , M, « eteP S« estunideéal de cetanneau. Le sous-anmiede P, Mo«
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est laC-algébre des formes modulaires classiques et des générate®$ olet été déterminés par Igusa. On
connait également des générateurs]?ﬂdmodules@k Mo et P, My d'apres Satoh [14] et Ibukiyama [8,9].
Mais a I'exception de ces résultats et une formule pour la dimensidh gelue a Tsushima [18], presque rien
n’est connu.

L'espaceSs g est de dimension 1 et & notre demande Ibukiyama [10] a construit une foge € Sg g, en
utilisant le réseau” = {x € Q% 2x; € Z, x; —x; € Z, Y12, x; € 2Z}. On poser = (2,1,1,1,i,0, ...,0) e C¥ et
on note par, ) le produit scalaire usuel. Salt = (Fy, ..., Fs) le vecteur de fonctions sti> défini par

F, = Z (x,a)8 (v, @)’ @ ENTUF20 NN, =0, ..., 6)

x,yel’

pourt = (11, T2; T2, 73) € H2. Le résultat de Ibukiyama dit quE # O et F € Sg s.

4. Systémeslocaux et formes modulaires

On sait que poufl, m) réguliéreH{ (A2, Vi) = (0) quandi # 3, cf. [17]. Faltings a montré dans [3] (cf. [4],
VI, Théoréme 5.5) quéi3(Az, V; ) et H3(Az, V; ) sont munis de filtrations de Hodge de poiel$ + m + 3 et
<1+ m + 3 respectivement et on trouve qﬂé(Az, Vi1.m) est muni d’'une filtration de Hodge

) c FIHm 3 c F1*2 ¢ Fl ¢ FO = H3(A2, Vi ).

De plus, on sait que/+t"+3 =g, 3 cf. [5], Théoréme 17. Soid/ le groupe «endoscopique» Gl x
GL(2)/G,,, 0uG,, — GL(2) x GL(2) via x — (x,x~1). Le relevement endoscopique 8i& contribue aussi a la
cohomologie intérieuré{f(Az, Vi.m). Nous n'avons pas pu trouver une assertion précise sur cette contribution
dans la littérature. Dans [12], il y a beaucoup de renseignements sur la contribution endoscopitter{casg).

Nous nous attendons a ce que les experts sachent démontrer notre description conjecturale de cette contributic
endoscopique. Cette description semble en accord avec les résultats de Kudla et Rallis [11] et de Weissauer [19].

Conjecture 4.1. S la paire (I, m) est réguliére la contribution endoscopique du groupe M a e;(Az, V; ) aune
intersection nulle avec F/+"+3 et est égale

eendd A2, Vi m) = =SigmaS[l —m + 2]Lm+1.

Comme nous le verrons, nos calculs donnent un trés fort support en faveur de cette conjecture (voir partie II).
Nous définissons

Sl —m,m+31:= H3(A2, Vi) — H3 4 A2, Vim),

ou Hgndoest la partie endoscopique ﬁé Cela devrait étre un motif de rang égal a 4 dim,, ,,+3 avec des poids
de Hodgd +m + 3, I + 2, m + 1 et 0. Nous le considérons dans la catégorie des structures de Hodge mixtes ou

des représentations galoisiennes. On a la formule conjecturale
ec(A2, Vi) = —S[l — m,m + 3] — sm44S[l —m + 21L"™ ™ + egis(Az, Vi m).

Cette formule garde un sens pdus m = 0 et pourl = m > 0 quand on interpret§[2] comme—L — 1 etsy
comme—1.

La deuxiéme partieSur la cohomologie des systémes locaux sur les espaces de modules des courbes de genre
2 et des surfaces abéliennes, |1, sera publiée dans le prochain numéro.
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