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Résumé

Nous définissons une théorie des fonctions et un espace de Hardy sur l’arbre dyadique, qui étendent de manière n
notion de fonction analytique, la formule de Cauchy et l’espace de Hardy du disque unité. Nous définissons l’analo
facteur de Blaschke et démontrons aussi un théorème d’interpolation homogène dans ce cadre.Pour citer cet article : D. Alpay,
D. Volok, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

We define a function theory and a Hardy space on the dyadic tree, which extend in a natural way the notion of
functions, Cauchy’s formula and the case of the Hardy space of the open unit disk. We define Blaschke factors in th
and prove an homogeneous interpolation theorem in this setting.To cite this article: D. Alpay, D. Volok, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

Abridged English version

Times series(xn) indexed by the integers and theirz-transformsx(z) = ∑∞
−∞ xnz

n play an important role
in system theory. Two key notions are the Hardy spaceH2 of the open unit diskD, that is the Hilbert space o
functionsx(z) =∑∞

0 xnz
n for which

∑∞
0 |xn|2 < ∞ and the Schur functions, that is, the functions analytic

contractive inD. Elements ofH2 correspond to signal of bounded energy while bounded analytic functions

Adresses e-mail :dany@math.bgu.ac.il (D. Alpay), volok@math.bgu.ac.il (D. Volok).
1 The research of this author was supported by the Israel Science Foundation (Grant no. 322/00).
1631-073X/03/$ – see front matter 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/S1631-073X(03)00042-6



294 D. Alpay, D. Volok / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003) 293–298

s. Note

dy space
ed
diagonal
(see [3,
nsidered
] for an

setting,
d in
ns are of
functions

ocesses;
theory

ry is
aced
lytic
unction
efficient
studied,

met
tions de

s points
lentes si
s
de
que,
t à
Schur functions) correspond to transfer functions of linear time-invariant (or stationary) dissipative system
that in these two instances the indices run throughN and notZ because of the time invariance.

When leaving the realm of stationary linear systems a theory has been developed in [3] where the Har
is replaced by upper triangular operators from�2(Z) into itself of finite Hilbert–Schmidt norm, where bound
analytic are replaced by bounded upper triangular operators and the open unit disk is replaced by
operators. There is a notion of point evaluation of an operator in this context and a Cauchy’s formula
Theorem 7.2, p. 105]) and much, if not all, of classical analysis can be extended to this setting. Problems co
are usually motivated by engineering consideration and the theory of linear time variant systems; see [2
example and [1] for a review of the various notions mentioned in this section.

In this Note we study another avenue to non stationarity, namely the case of multiscale systems. In this
one replaces the integers (thediscrete time) Z by the homogeneous tree of order 2. The definition is recalle
Section One below. The corresponding multiscale system theory has been developped in [5,7]. Two notio
particular interest: stochastic processes indexed by the tree and which are isotropic, and causal transfer
which are stationary with respect to the tree structure. Schur–Levinson recursions exist for isotropic pr
see [5]. Stationary transfer functions are the counterpart of classical analytic function and their realization
is given in [7].

We focus on the case ofstationarycausal functions on the dyadic tree, and we show that their theo
completely analogue to the case ofnon stationarysystems with a discrete time. The complex numbers are repl
by a normed algebraK (see Section 2 below). The new point in this note is a point evaluation for “ana
functions”. This allows us to give a sense to the formal power series arising in the theory and define a f
theory which is the extension of the classical case and is parallel to the theory developed in [3]. The co
space is now aC∗-algebra and the Hardy space is not a Hilbert space but a Hilbert module (as defined and
e.g., in [14,15,11]) in which there are bounded operators without adjoints. In particular it is not self-dual.

1. L’arbre homogène dyadique

Rappelons que l’arbre homogène d’ordreq est un graphe infini acyclique connexe et tel que chaque som
appartient àq + 1 arêtes ; voir [8,16]. Dans cette section (et dans la note en général) nous suivons les nota
[5,7] et [6]. La distance entre deux sommets est le nombre d’arêtes de l’unique chemin qui les joint. Le
frontières (points à l’infini) sont les classes d’équivalence de chaînes infinies, deux chaînes étant équiva
elles diffèrent seulement par un nombre fini de sommets ; voir [8, p. 124]. Le casq = 1 correspond aux entier
relatifsZ. Il y a alors deux points à l’infini. Nous considérons le casq = 2 ; il y a un ensemble non dénombrable
points à l’infini. Nous en fixons un (noté−∞). Un sommett du graphe a par rapport ce point un ascendant (
suivant [5,7], nous noteronst γ̄ ) et deux descendants. Soitu une fonction définie sur les sommets de l’arbre e
valeurs complexes. On définit les fonctionsγ̄ u et γ u par

γ̄ u(t)= u(tγ̄ ) et (γ u)(t)= 1

2

∑
t ′; t ′γ̄=t

u(t ′).

On définit aussiδp = γ̄ pγ p , p = 1, . . . . Notons queδpδq = δmax(p,q).

2. L’espace des constantes

Nous considérons l’ensembleK des sériesc =∑∞
p=0 cpδp où cp ∈ C sont tels que

‖c‖K

déf.= sup
n=0,1,...

∣∣∣∣∣
n∑

j=0

cj

∣∣∣∣∣<∞.
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Proposition 2.1.‖c‖K définit une norme pour laquelleK est complet. De plus

‖cd‖K � ‖c‖K‖d‖K, ∀c,d ∈ K.

Notons queK a des diviseurs de zéro (par exemple,δ(1 − δ) = 0). C’est uneC∗-algèbre (avec la conjugaiso
c̄ =∑∞

p=0 cpδp) dont on calcule aisément des caractères :

χn(c)=
n∑

j=0

cj , n = 0,1, . . . .

Un élément deK sera positif si toutes les sommes
∑n

j=0 cj sont positives ou nulles. Un élément positif a une rac

carrée qui est elle-même positive ; voir [10, p. 12]. Soitc ∈ K. La formulec(1) = c0 + c1 +∑∞
p=1 cp+1δp définit

un élément deK tel que‖c(1)‖K � ‖c‖K. Lorsque seulement un nombre fini decp sont différents de 0 on a en plu

cγ = γ̄ c(1). (1)

Cette dernière égalité provient deγ̄ δp = δp+1γ̄ (p = 0,1, . . .) et s’étend au cas de toutc ∈ K lorsque l’on définit
des normes appropriées sur l’ensemble des fonctions de transfert. Voir les sections suivantes. Nous défin

c[n] = cc(1) · · ·c(n−1).

On a :

γ̄ n − c[n] = (γ̄ − c)
(
γ̄ n−1 + γ̄ n−2c(n−1) + · · · + c(1) · · ·c(n−1)). (2)

Cette égalité suggère que l’on peut définir des valeurs aux points deK pour les fonctions de tranfert, à conditio
de remplacer̄γ n par la « puissance »c[n]. Une situation tout à fait analogue apparaît dans le cas des systèm
stationnaires ; voir [3].

3. Les fonctions de transfert

Une fonction de transfert est une série formelle de monômes enγ , γ̄ dont les coefficients appartiennent àK.

Définition 3.1.La fonction de transfert est causale et stationnaire si elle est de la forme

S =
∞∑
n=0

γ̄ nsn, sn ∈ K. (3)

Nous renvoyons le lecteur à [7] pour une interprétation de cette notion en termes de translation sur l’a
série précédente est une série formelle. Nous allons maintenant lui donner une interprétation en termes d
deK dans lui-même.

4. Les évaluation ponctuelles

Soit

f =
∞∑

γ̄ nfn (4)

n=0
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une série formelle à coefficients dansK et soitc ∈ K. Nous définissons

f (c)=
∞∑
n=0

c[n]fn,

où la convergence est dansK.

Définition 4.1.Nous dénotons parU l’ensemble des séries formelles (4) telles que
∑∞

n=0 ‖fn‖K <∞.

Définition 4.2.Soit c ∈ K. On définit

ρ(c)= lim sup
n→∞

∥∥cc(1) · · ·c(n−1)
∥∥1/n

K
<∞.

On appelle disque unité associé à l’arbre l’ensembleD(T ) desc tels queρ(c) < 1.

Théorème 4.3.Soitf ∈ U . L’évaluationf (c) existe pour toutc∈ K tel queρ(c)� 1.

Nous dirons que deux séries formelles enγ̄ et à coefficients dansK sont égales si elles sont les mêm
valeurs pour‖c‖K < ε pour unε > 0. L’évaluation ponctuelle a des propriétés analogues (et les preuve
aussi similaires) aux propriétés des évaluations sur les diagonales de [3]. Par exemple, on a pourf,g ∈ U :

(fg)(c) = (
f (c)g

)
(c).

Cette propriété est l’équivalent de celle présentée dans [3, Lemma 3.7, p. 83].

5. Interpolation homogène

Lemme 5.1.Soitf ∈ U et soitc∈ K tel queρ(c) < 1. On a:

f − f (c)= (γ̄ − c)g

avecg ∈ U . En particulier,

f (c)= 0 ⇐⇒ f = (γ̄ − c)g avecg ∈ U . (5)

Démonstration. Nous présentons la preuve dans le cas‖c‖K < 1. Utilisant (2) on obtient d’abord le résultat po
f ayant un nombre fini de coefficientsfn non nuls. On a :

g =
∞∑
k=0

γ̄ k

( ∞∑
n=k+1

(
c(k+1))[n−k−1]fn

)
,

et donc (toutes les sommes impliquant lesfn ont un nombre fini de termes non nuls)

‖g‖U �
∞∑
k=0

∞∑
n=k+1

‖c‖n−k−1
K

‖fn‖K �
∑∞

n=0 ‖fn‖K

1− ‖c‖K

= ‖f ‖U
1− ‖c‖K

.

Le résultat suit alors par continuité.✷
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6. L’espace de Hardy associé

Nous définissons l’espace de HardyH2(T ) comme étant l’espace des séries (4) telles que∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

fn f̄n

∥∥∥∥∥
K

<∞,

et définissons surH2(T ) la forme hermitienne (à valeurs dansK)

[f,g] =
∞∑
n=0

fngn.

On a ‖[f,g]‖K � ‖f ‖K · ‖g‖K et H2(T ) est un module de Hilbert (voir [15,11]). Soitc ∈ D(T ). La série
Kc =∑∞

n=0 γ̄
nc[n] converge dansH2(T ) vers un élément tel que

Kc(1− γ̄c) = (1− γ̄ c)Kc = 1

et que nous noterons(1− γ̄ c)−1. Pour toutf ∈ D(T ) nous avons l’analogue de la formule de Cauchy :

[f,Kc] = f (c).

La fonctiong dans (5) reste dans l’espace de Hardy lorsquef est dans l’espace de Hardy.
Nous notons qu’il existe des fonctionnelles linéaires bornées de l’espaceH2(T ) dansK sans adjoint. Pa

exemple,

Tf =
∞∑
n=1

fngn,

où

gn =√
cn+1 − cn, cn = 1− 1

n
−

∞∑
k=1

δk

(
1

n1/(k+1)
− 1

n1/k

)
.

7. Facteurs de Blaschke

Les méthodes de [3] s’appliquent et l’on a :

Proposition 7.1.Soitc∈ K tel queρ(c) < 1 et définissons

Mc =
∞∑
n=0

(cc)[n] et Lc =M(1)
c M−1

c .

Lc est positif et la formulebc = (γ̄ − c)(1−Lccγ̄ )−1L
1/2
c définit un élément deU tel que

[bcf,bcg] = [f,g] pour toutf,g ∈ H2(T ).

Le problème d’interpolation homogène peut aussi être considéré en plusieurs points de manière itérative
par example dans [4]). Le fait queK possède des diviseurs de zéro rend la procédure plus délicate.
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8. Classes de Schur

On définit une fonction de Schur comme étant une série formelle (3) telle que

[Sf,Sf ] � [f,f ], ∀f ∈ H2(T ).

L’opérateurMS de multiplication parS est donc une contraction deH2(T ) dans lui-même et (voir par exemp
[12]) MS a un adjoint qui a la même norme queMS et est donc aussi une contraction. En termes de l’évalua
ponctuelleS est une fonction de Schur si et seulement si la fonction

KS(c, d)=
∞∑
n=0

c[n](1− S(c)S(d)
)(n)

d [n]

est positive. Les facteurs de Blaschke sont des exemples de fonction de Schur.

9. Conclusions

L’analyse sur les arbres est un domaine très développé où interviennent des notions telles que les c
Gelfand et les fonctions sphériques ; voir [9, Section 6], [13]. Notre approche ici est différente et nous
esquissé les éléments d’une théorie des fonctions dans un cas particulier (le cas stationnaire), qui est, d
surprenante, analogue à la théorie des fonctions pour les systèmes linéaires (indexé parZ) non stationnaires.
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