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INTRODUCTION

Le but de ce travail est de développer I’étude des groupes algébriques réductifs
sur un corps local dans la voie ouverte par N. Iwahori et H. Matsumoto. Les principaux
résultats obtenus ont été annoncés, parfois sous une forme légérement différente, dans [10]
a [16] (voir aussi les conjectures de [9]).

De fagon imagée, la théorie qui sera exposée ici, a partir du chapitre II, peut
étre décrite comme I’étude d’un groupe semi-simple défini sur un corps local K — ou
plutét du groupe G de ses points rationnels sur K — considéré comme « objet de
dimension infinie » défini sur le corps résiduel k. Ce point de vue est illustré par les
analogies qu’on peut établir entre nos résultats et la théorie ordinaire des groupes algé-
briques définis sur £. Comme pour celle-ci, il y a lieu de distinguer la théorie absolue
(k algébriquement clos) de la théorie relative (£ quelconque). On sait le réle joué en
théorie absolue des groupes semi-simples ([1], [18]) par les sous-groupes de Borel,
sous-groupes résolubles connexes maximaux, et plus généralement par les sous-groupes
paraboliques, c’est-a-dire les sous-groupes contenant un sous-groupe de Borel. Ce méme
rble sera tenu ici, pour £ algébriquement clos, par les sous-groupes d’Iwahor: et les sous-
groupes parahorigues. Dans un exposé basé sur une description a priori de la structure
algébro-géométrique de G sur £ — exposé qui reste d’ailleurs a faire —, les sous-groupes
d’Iwahori pourraient sans doute étre définis comme les sous-groupes prorésolubles
connexes maximaux de G. En tout cas, nous verrons au chapitre II qu’ils ont une
structure naturelle de groupe proalgébrique prorésoluble connexe et sont maximaux
pour cette propriété. Cependant, nous les introduisons ici d’une autre fagon. Lorsque G
est déployé sur K, nous utilisons le procédé d’Iwahori-Matsumoto [28] consistant en
une description explicite, a partir de la théorie radicielle de G sur K. Dans le cas général
(k étant toujours supposé algébriquement clos), on sait que G est toujours quasi-déployé,
en vertu d’un théoréme de Steinberg, et nous avons a notre disposition deux procédés :
une extension au cas quasi-déployé de la méthode « constructive » d’Iwahori-Matsumoto
— procédé déja utilisé dans certains cas (groupes quasi-déployés, groupes classiques)
par H. Hijikata ([26], [27]) — ou la réduction au cas déployé a I’aide d’un processus
de descente galoisienne.

On sait que plusieurs propriétés essentielles d’un sous-groupe de Borel (le fait
d’étre son propre normalisateur, la décomposition de Bruhat, la structure du treillis
des sous-groupes qui le contiennent, etc.) sont conséquences du fait que ce groupe
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8 F. BRUHAT ET J. TITS

constitue, avec le normalisateur d’un tore maximal, un systéme de Tits (1) dont le groupe
de Weyl est un groupe de Coxeter fini (groupe de Weyl du systéme de racines du groupe
semi-simple considéré). De méme, lorsque G est simplement connexe, un sous-groupe
d’Iwahori B constitue avec le groupe des points rationnels du normalisateur d’un tore
maximal convenable, un systéme de Tits, dont le groupe de Weyl est cette fois infini.
Il en résulte 2 nouveau que B est son propre normalisateur, donne lieu 4 une décompo-
sition de Bruhat, etc. Les sous-groupes parahoriques sont les sous-groupes P qui
contiennent un sous-groupe d’Iwahori B et sont réunion d’un nombre fini de doubles
classes suivant B. Dans le cas non simplement connexe, on rencontre des phénoménes
tout a fait analogues & ceux du cas non connexe de la théorie classique. Dans cette
introduction, pour simplifier le langage, nous ne considérerons généralement que le cas
simplement connexe.

Comme dans le cas classique [3], le passage au cas relatif se fait par « descente ».
Nous utilisons a cette occasion les techniques de descente galoisienne, ce qui nous oblige
souvent a supposer le corps £ parfait, bien que cette hypothése soit probablement superflue
dans bien des cas. On se rappelle qu'un groupe algébrique semi-simple défini sur & ne
posséde pas nécessairement de sous-groupe de Borel défini sur £, mais qu’il convient
de considérer ses k-sous-groupes paraboliques minimaux, qui sont tous conjugués et
donnent lieu a leur tour a des systémes de Tits. De méme, nous serons conduits & envisager
les « k-sous-groupes parahoriques » minimaux de G, qui sont les « groupes B » de
systémes de Tits dont le groupe de Weyl est le groupe de Weyl affine d’un systéme de
racines (systémes de Tits « de type affine »). Celui-ci n’est pas nécessairement homo-
thétique du systéme de racines relatives de G, mais a méme groupe de Weyl (ordinaire)
que ce dernier.

L’intérét des sous-groupes parahoriques réside notamment dans les faits suivants.
Les sous-groupes bornés maximaux de G — supposé simplement connexe — sont les sous-
groupes parahoriques maximaux. Nous déterminons d’ailleurs complétement les sous-
groupes bornés maximaux de n’importe quel groupe semi-simple sur K, généralisant ainsi
les résultats obtenus par H. Hijikata pour certains groupes classiques (PGL,,, groupe d’une
forme sesquilinéaire non dégénérée). D’autre part, les sous-groupes parahoriques ont
des structures naturelles de groupes proalgébriques sur £; par leur truchement, diverses
questions concernant G (questions de cohomologie galoisienne notamment) peuvent étre
ramenées par « réduction modulo p » a des problémes concernant des groupes semi-
simples (de dimension finie) sur £. Ceci nous permet de généraliser des théorémes obtenus
par M. Kneser lorsque K est localement compact de caractéristique zéro (détermination
des groupes anisotropes, nullité du H', classification). Notons aussi que, si le groupe
considéré se déploie sur une extension non ramifiée de K, les sous-groupes parahoriques

(1) Dans tout ce mémoire, nous avons essayé d’adhérer le plus strictement possible a la terminologie de
N. Bourbaki, de maniére a faciliter les références a [5]. C’est pourquoi I’'un des auteurs a vivement insisté pour que
ce que d’aucuns appellent une (BN)-paire dans un groupe G soit appelé ici un « syst¢éme de Tits ». L’autre auteur,
a son tour [3], s’y résigne.
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GROUPES REDUCTIFS SUR UN CORPS LOCAL 9

apparaissent comme groupe des « points entiers » (ou « groupe d’unités ») de certaines
« structures sur les entiers » sur le groupe envisagé, c’est-a-dire de schémas en groupes
sur Panneau @ des entiers de K qui deviennent le groupe semi-simple étudié par le
changement de base ¢— K.

D’autres ingrédients de la théorie classique sont les tores — notamment les tores
maximaux dans le cas absolu et les tores £-déployés maximaux dans le cas relatif — le
syst¢tme de racines — absolues ou relatives — et les sous-groupes radiciels, notés géné-
ralement U,, qui sont des groupes additifs dans le cas absolu et des groupes unipotents
de classe <2 dans le cas relatif. Tous ces objets ont leurs répondants dans la « théorie
locale ». En particulier, nous associons au groupe G un « systéme de racines affines »
(absolues ou relatives), dont les éléments sont des demi-espaces affines du dual A de
Pespace vectoriel réel engendré par le systéme de racines relatives ® de G, de la forme
o, ={x€A|a(x)4+k>0}, ol a parcourt ® et k un sous-groupe discret I, de R. A chaque
racine affine « est associé un sous-groupe U, de G. Le systéme des U, est d’ailleurs
étroitement li¢ au systtme des groupes radiciels usuels U,. Plus précisément, les U, ,
(pour kel';) sont les termes d’une filtration de U,; ces filtrations proviennent d’une
« valuation » de la donnée radicielle constituée par les U, (qu’on se souvienne qu’une
valuation d’un corps n’est guere plus qu’une filtration de son groupe additif). Dans le
cas absolu (£ algébriquement clos), les quotients successifs de ces filtrations sont des

groupes additifs sur £; dans le cas relatif, ce sont des groupes unipotents connexes de
classe <2.

*¥ x

Ce premier chapitre est consacré a la partie « abstraite » de la théorie, c’est-a-dire
celle qui reléve de la théorie des groupes « abstraits » et est indépendante de toute
structure algébro-géométrique sur G ou sur les sous-groupes envisagés. De ce fait, elle
s’applique aussi & des groupes G sans relations avec les groupes algébriques.

Nous exposons cette théorie en nous plagant successivement a deux points de vue :
celui des systemes de Tits de type affine (§§ 2 & 5) et celui des données radicielles
valuées (§§ 6 a 8). Le premier est plus géométrique au départ, et donne un role primordial
aux sous-groupes parahoriques; le second, plus analytique, est essentiellement fondé
sur la considération des sous-groupes radiciels U, et de leur valuation. Il n’y a pas équi-
valence stricte entre les deux théories : d’une part, il existe des systémes de Tits de type
affine ne provenant pas d’une donnée radicielle valuée (dans les groupes d’auto-
morphismes de certains arbres par exemple); en revanche, les valuations de données
radicielles que nous considérons ne sont généralement pas supposées discrétes, et seules
les valuations discrétes donnent lieu a de tels systémes de Tits. Toutefois, les principales
applications que nous avons en vue relévent aussi bien de I'une des théories que de
Pautre et le lecteur surtout intéressé a ces applications pourra souvent découvrir deux fois
I’énoncé qu’il cherche sous des formes un peu différentes. Ces redites, dues en partie &
la genése du travail, auraient sans doute pu étre évitées moyennant une refonte du

9



10 F. BRUHAT ET J. TITS

mémoire que nous avons renoncé a entreprendre (nous reviendrons peut-étre ailleurs
sur une notion abstraite d’ « immeuble », permettant une généralisation commune des
deux théories); elles ont du moins ’avantage de mettre en évidence deux aspects des
objets étudiés et de faire appel 4 des modes de raisonnement parfois trés différents.

*
* ok

Le § 1 est essentiellement consacré a des rappels sur les systemes de Tits et les
groupes de Weyl de type affine.

Au § 2, nous associons a tout systéme de Tits de type affine (B, N) un «immeuble » .#,
étroitement lié & P’ensemble combinatoire défini dans [39] ou [5] (exercices 10 & 17
du chap. IV, § 2), mais qui ne lui est cependant pas identique. Il s’agit ici d’'un complexe
polysimplicial géométrique muni de diverses structures, notamment d’une distance qui
en fait un espace complet. Dans le cas de rang 1 (c’est-a-dire lorsque le groupe de Weyl
de (B, N) est le groupe diédral infini), # est un arbre. A certains égards, cet immeuble
remplace I’espace riemannien symétrique de la théorie des groupes de Lie semi-simples
réels. C’est notamment le cas au § 3, ol son utilisation nous permet de déterminer les
sous-groupes bornés maximaux de G (pour une bornologie naturellement associée au
systéme (B, N) et qui est la bornologie définie par la valuation de K dans le cas des
groupes algébriques sur un corps local), grace a un « lemme de point fixe » qui s’applique
aussi bien a nos immeubles qu’aux espaces riemanniens symétriques, et peut étre
également utilisé pour la détermination des sous-groupes compacts maximaux des
groupes de Lie réels. De méme, au § 4, nous établissons, toujours a I’aide de I'immeuble,
des « décompositions d’Iwasawa et de Cartan » analogues aux décompositions de méme
nom des groupes de Lie semi-simples réels (*) (%), ainsi que certaines relations entre
doubles classes ayant des conséquences intéressantes pour la théorie des représentations des
groupes semi-simples sur les corps locaux localement compacts (voir a ce sujet le n° 4).

Revenons un instant a la « décomposition d’Iwasawa ». A partir du systéme (B, N),
nous construisons un sous-groupe B de G qui, dans le cas des groupes algébriques sur
un corps local K, n’est autre qu’un K-sous-groupe parabolique minimal. La décompo-
sition d’Iwasawa est alors la relation G=2.P, ou P est un sous-groupe borné maximal
de G (mais contrairement a ce qui se passe dans le cas réel, on ne peut pas en général
trouver de sous-groupe R de B tel que G=R.P avec RnP={1}). Elle n’est cependant
valable que pour certains P — les « bons » sous-groupes bornés maximaux — et
moyennant une hypotheése supplémentaire sur le systéme (B, N), toujours vérifiée par
exemple dés que 'on a G=B.N.B.

(*) Si G est un groupe de Lie semi-simple réel de centre fini et K un sous-groupe compact maximal de G,
ce qui est classiquement appelé la « décomposition de Cartan » de G est la relation G=K.P, ou P est 'image par
Papplication exponentielle de I’orthogonal de I’algeébre de Lie de K pour la forme de Killing. Mais on sait que P
est la réunion des conjugués kAk~1, ou A est un sous-groupe commutatif maximal de P et ol £ parcourt K.
De G=K.P on déduit donc G=K.A.K et C’est cette derniére relation dont nous démontrerons un analogue
sous le nom de « décomposition de Cartan ».

(3) Pour un autre exemple d’analogie entre immeuble et espace riemannien symétrique, voir [35].

10
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Le § 4 appelle encore un commentaire. Nous avons dit plus haut que, du point
de vue de la théorie locale, les groupes algébriques non simplement connexes se comportent
comme les groupes non connexes de la théorie usuelle. Pour que nos résultats soient
d’emblée applicables a ce cas, nous avons été amenés a considérer, outre le groupe G,
un groupe G muni d’un homomorphisme ¢ : G—>G satisfaisant & certaines conditions
(« homomorphisme B-N-adapté »); dans les applications, G et G seront respectivement
les groupes des points rationnels d’un groupe semi-simple quelconque et du « revétement
universel » (simplement connexe) de la composante neutre de ce groupe. La nécessité
de considérer simultanément les groupes G et G explique la lourdeur des notations.

Lorsque G=3BN®B, ce qui est le cas dans toutes les applications, le couple (B, N)
est un systeme de Tits de groupe de Weyl fini. Nous traduisons ce fait en parlant d’'un
double systéme de Tits. Le § 5 est consacré a une analyse axiomatique de cette situation.
Elle ne présente que peu d’intérét pour I’étude des groupes algébriques et les résultats
du § 5 ne sont pas utilisés par la suite. Le lecteur peut donc, sans grand dommage, sauter
ce paragraphe.

Le § 6 est consacré aux données radicielles valuées. Si @ est un systéme de
racines, une donnée radicielle de type ® dans un groupe G est une famille de sous-
groupes (T, (U,),cp) soumise a certaines conditions ((6.1.1), (DR1) a (DR6)). Un
exemple typique — sur lequel sont modelés les axiomes — est celui ot G est le groupe
des points rationnels d’un groupe semi-simple sur un corps K, T le centralisateur d’un
tore déployé maximal, ® le syst¢tme des racines relatives a ce tore, et ou les U, sont
les groupes radiciels unipotents associés a ces racines (groupes notés U, dans [3]).
Une valuation de la donnée radicielle est un ensemble de fonctions ¢, : U,~>Ru{ow},
satisfaisant & des conditions ((6.2.1), (Vo) & (V5)) naturellement suggérées par I’étude
des groupes déployés sur un corps valué. Comme nous y avons fait allusion plus haut,
2 une valuation discréte d’une donnée radicielle génératrice de G est associé un double
systtme de Tits dans un sous-groupe d’indice fini de G (6.5). Mais dans la suite du
chapitre, nous ne nous limitons pas au cas discret.

L’un des avantages de l'introduction de données radicielles valuées est qu’elles
permettent une étude plus poussée de la structure des sous-groupes parahoriques, qui
n’apparaissent plus d’ailleurs que comme des cas particuliers des sous-groupes U, étudiés
en détail au n° 6.4, notamment du point de vue de leur pronilpotence. Par exemple,
dans le cas des groupes semi-simples sur un corps local de corps résiduel £, tout groupe
parahorique est extension d’un groupe algébrique réductif sur £ et d’un groupe
pronilpotent.

Les §§ 7 et 8 transposent en quelque sorte aux données radicielles valuées les
résultats des §§ 2, g et 4 : construction d’un immeuble £, qui dans le cas discret est celui
du systeme de Tits associé et qui dans le cas général posséde la plupart des structures et
propriétés de ce dernier, a Pexception de la structure de complexe polysimplicial (bien
que S possede des « chambres » et des « facettes ») et de la propriété d’étre complet;

11



12 F. BRUHAT ET J. TITS

étude de la bornologie de G et détermination des sous-groupes bornés maximaux. L’ordre
des démonstrations est grosso modo I'inverse de celui des §§ 2 2 4 : nous devons commencer
par étudier certains sous-groupes généralisant les sous-groupes parahoriques et par
établir les décompositions d’Iwasawa et de Bruhat avant de construire 'immeuble.

Le § o, essentiellement technique, expose le théoréme qui nous permettra de
« descendre » la valuation des données radicielles et le systéme de Tits de type affine
des groupes déployés d’abord aux groupes quasi-déployés puis aux groupes semi-simples
quelconques sur un corps local.

Tout ce qui est fait ici est évidemment orienté vers ’application subséquente aux
groupes algébriques; c’est donc dans le ou les chapitres suivants qu’on en trouvera I’illus-
tration principale. Cependant, pour tempérer la sécheresse de ce premier chapitre,
nous y avons inclus un § 10 ot sont traités par des calculs naifs — indépendamment de
toute descente — les groupes classiques. Nous y déterminons notamment toutes les
valuations des données radicielles naturelles de ces groupes. Notons que, comme nous
ne nous y bornons pas aux valuations discrétes et que les corps gauches de rang infini
sur leur centre y sont admis, les résultats de ce paragraphe ne seront pas entiérement
retrouvés dans les chapitres ultérieurs.

¥ x

L’origine de ce travail se trouve dans des discussions que nous avons eues au cours
de PInstitut d’été « Groupes algébriques et sous-groupes discrets » organisé a Boulder,
Colorado, en juillet-aolit 1965, sous 1’égide de I’American Mathematical Society.
A ’époque, de nombreuses conversations avec M. Kneser, T. A. Springer et R. Steinberg
nous ont fort aidés & nous engager dans la bonne voie; nous leur en exprimons ici notre
amicale reconnaissance. Nous remercions aussi les diverses institutions, et principalement
I’Université de Yale, Institute for Advanced Study, I’Institut des Hautes Etudes Scien-
tifiques et le Sonderforschungsbereich Theoretische Mathematik de I’Université de Bonn
qui nous ont procuré 'occasion des fréquents contacts sans lesquels ce premier chapitre
n’aurait certes pas vu le jour en un temps aussi bref.
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1. RAPPELS ET NOTATIONS

1.1. Complexes polysimpliciaux.

(x.x.1) Soit F un ensemble. Nous appellerons structure affine sur F une application
de [o, 1]XxFxF dansF, notée (¢, x,y) > tx+ (1 —12)y, telle qu’il existe une bjection jde F
sur une partie convexe ayant un point intérieur d’un espace affine réel E de dimension
finie, satisfaisant & la condition :

(1) J(tx 4 (1—2)p) = tj(x) + (1— ) ()

quels que soient te€fo, 1] et x, yeF. Toute partie convexe d’un espace affine de dimension
finie est canoniquement munie d’une structure affine. Un ensemble muni d’une structure
affine sera appelé un ensemble affine.

Si F est un ensemble affine, il est clair que I’espace affine E et la bijection j satis-
faisant a (1) sont déterminés & un isomorphisme affine prés. On peut donc transporter
a F la topologie de j(F) ainsi que les notions de dimension, de segment ouvert ou fermé,
de parallélisme de deux segments, de partie ou d’enveloppe convexe, de point interne,
de point extrémal, etc. Pour tout point x de F, soit F, ’ensemble formé de x et des
points yeF distincts de x tels qu’il existe un segment ouvert de F contenant x et y. On
vérifie aussitét que F, est une partie convexe de F et que ’ensemble des F, pour xeF
est une partition de F. Une partie de F de la forme F, est appelée une facette de F.

Soient F et F’ deux ensembles affines. Un morphisme de F dans F’ (encore appelé
application affine) est une application j de F dans F’ satisfaisant a la condition (1).
Ceci définit la catégorie des ensembles affines. Tout morphisme bijectif est un isomor-
phisme. L’application (¢, (%, x'), (,))) - (tx+(1 —1t)p, tx' 4+ (1 —¢)y’) munit FxF’
d’une structure affine, dite produit de celles de F et de F'.

(x.x.2) Un simplexe fermé (resp. ouvert) de dimension r est un ensemble affine
isomorphe a un simplexe fermé (resp. ouvert) d’un espace vectoriel réel E de dimension 7,
c’est-a~dire a ’enveloppe convexe (resp. 'intérieur de I’enveloppe convexe) de r+1 points
affinement indépendants de E. Un simplexe fermé F de dimension r posséde r 41 points
extrémaux; une facette de F est un simplexe ouvert de dimension <r et est ’ensemble
des points internes de ’enveloppe convexe d’une partie non vide de I’ensemble des points
extrémaux de F.

(x.1.3) Un polysimplexe fermé est un ensemble affine F isomorphe au produit
d’un nombre fini de simplexes fermés F,, ..., F, (k>0) de dimension >o0. On vérifie
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14 F. BRUHAT ET J. TITS

aisément que les simplexes F; et les projections F—F; sont déterminés a isomorphisme
pres. Les facettes de F sont (aprés identification de F avec F;x...xF,) les parties de
la forme G;X...XG,;, ou G;est une facette de F;; ce sont donc des polysimplexes ouverts,
c’est-a-dire des ensembles affines isomorphes & des produits de simplexes ouverts.

(x.1.4) Soient A un ensemble et F une partie de ’ensemble des parties de A,
dont les éléments seront appelés les facettes de A. On suppose que

(1) Les éléments de F forment une partition de A.

On se donne de plus une relation d’ordre sur &, notée F<F’, et pour FeZ, on
désigne par F la réunion des éléments de # majorés par F (éléments qui seront appelés
les facettes de F). Enfin, pour chaque Fe%, on se donne une structure affine sur F telle
que les deux conditions suivantes soient réalisées :

(2) F est un polysimplexe fermé;

(3) Pensemble des ¥'€F majorés par F est Pensemble des facettes de F ; I’adhérence d’un
tel ¥' dans T coincide avec F' et la structure affine de F' est induite par celle de F.

Il en résulte aussitot que chaque facette F de A est un polysimplexe ouvert, ensemble
des points internes de F.

(x.x.5) On suppose désormais que les dimensions des facettes de A sont majorées
et on note dim A leur borne supérieure. Pour Fe%#, on pose codim F=dim A —dim F.
Les facettes de codimension o (resp. 1) sont appelées les chambres (resp. cloisons) de A.
Deux chambres sont dites mitoyennes si elles sont distinctes et ont une cloison commune.
Une galerie de longueur z est une suite I'=(C,, C,, ..., G,) de n+1 chambres, telle
que C;_, et C; soient mitoyennes ou confondues (1<i<n). On dit que G, est 'origine
et C, Lextrémité de T' (ou encore que G, et C, sont les extrémités de I'). On dit que I’
est sans bégaiement si C,_,+C, pour 1<i<n.

Soient F et F’ deux facettes de A. On dit qu’une galerie I'=(G,, ..., G,) relie F
aF si FcCy et F'cC,. On dit que T est tendue entre F et F’ si elle les relie et s'il
n’existe pas de galerie reliant F & F’ de longueur strictement inférieure & n. Si x, x'€A,
on dit qu’une galerie est tendue entre x et x’ si elle est tendue entre les facettes F et F'
contenant respectivement x et x’. On dit qu’une galerie est minimale si elle est tendue
entre ses extrémités.

Définition (x.x.6). — On dit que A (muni de Uensemble F, de la relation d’ordre F <F’
et des structures affines sur chacun des ensembles ¥, satisfaisant aux conditions précédentes) est un
complexe polysimplicial si, quelles que soient les facettes F et ¥' de A, il existe une galerie
reliant F et F'.

Si A est un complexe polysimplicial, les chambres de A ne sont autres que les
facettes maximales. Si les chambres d’un complexe polysimplicial sont des simplexes, on
dit que c’est un complexe simplicial. Toutes les facettes sont alors des simplexes (ouverts).

14
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(x.x1.7) Soient A et A’ deux complexes polysimpliciaux. Un morphisme de A dans A’
est une application f: A—A’ possédant les deux propriétés suivantes :
(1) limage par f d’une facette de A est une facette de A’;

(i) si F est une facette de A, la restriction de f & F est une application affine
de F sur f(F).

On dit que le morphisme f est chambré si, pour toute chambre C de A, la restric-
tion de f a C est un isomorphisme de C sur une chambre de A’.

(x.x.8) Soient A, et A, deux complexes polysimpliciaux. Définissons les facettes
de A,;XxA, comme les produits F, XF,, ou F; est une facette de A; (=1, 2); munissons
Pensemble des facettes de A; X A, de la relation d’ordre «F; xF;<F, xF, si et seulement
si Fj<F, et F<F,» On a alors F,xF,=F,xF, et on peut munir F,xF, de la
structure affine produit. On vérifie aisément que ces données munissent A; XA, d’une
structure de complexe polysimplicial, dite produit de celles de A, et de A,. Les projections
canoniques sont des morphismes. Ceci s’étend évidemment au produit d’un nombre fini
quelconque de complexes polysimpliciaux.

1.2. Systémes de Coxeter et systémes de Tits.

Dans ce numéro, nous rappelons quelques définitions et résultats relatifs aux
systémes de Coxeter et aux systémes de Tits. Pour les démonstrations, nous renverrons
a ([5], chap. IV), que nous désignerons par l.c. dans tout 1.2.

(x.2.1) Rappelons qu’un systéme de Coxeter est un couple (W, S), ot W est un
groupe et S une partie de W, satisfaisant aux axiomes suivants (l.c., § 1, n° 3) :

(i) S engendre W et les éléments de S sont d’ordre 2;

(ii) soit m(s, s') I'ordre de I’élément ss de W (pour s, s'€S) et soit I I’ensemble
des couples (s,s’) d’éléments de S tels que m(s, s") soit fini; ’ensemble générateur S
et les relations (ss")™**)=1 pour (s,s’)el forment une présentation de W.

Lorsque Card S=1, on a W=Z/2Z. Lorsque Card S=2, le groupe W est un
groupe diédral d’ordre 2m(s, s'), avec S={s, s’} (l.c., § 1, n° 2).

(x.2.2) Soit (W, S) un systeme de Coxeter. On appelle longueur d’un élément weW
et on note /(w), le plus petit entier ¢>o0 tel que w soit produit d’une suite de ¢ éléments
de S. On appelle décomposition réduite de w toute suite (s, ..., s,) d’éléments de S telle
que w=s,...s, et que {(w)=¢q (lLc., § 1, n° 1). L’ensemble {s,, ..., 5,} ne dépend que
de w et non de la décomposition réduite choisie (lc., § 1, n° 8, prop. 7); on le note S,
et on Pappelle support de w. Les éléments

=8y .85_1)5(84 - .5_1)

pour 1<j<¢, sont deux a deux distincts et leur ensemble ne dépend que de w (l.c., § 1,
n° 4, lemme 2).

-1
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16 F. BRUHAT ET J. TITS

(x.2.3) Soit (s, ..., s,) une décomposition réduite d’un élément weW et soit
seS. Si {(sw)<{(w), il existe un entier j avec 1<j<¢, tel que ss;...5_;=s...5 et
(S15 +++»Sj—15Sj415 -+ -5 5,) est une décomposition réduite de sw, qui est donc de
longueur ¢—1 (Le., § 1, n° 4, lemme 3). Soient sy, ..., s, des éléments de S et posons
w=s;...5;; il existe une suite 1<5;<p<...<f<q telle que (s;,...,s,) soit une
décomposition réduite de w et on a k=g modulo 2.

(x.2.4) Pour toute partie X de S, on note Wy le sous-groupe de W engendré
par X. C’est aussi ’ensemble des éléments weW dont le support est contenu dans X
(l.c., § 1, n° 8, cor. 1 de la prop. 7). On a en particulier WynS=X et WynW; =Wy y
pour X YcS. Le couple (W, X) est un systéme de Coxeter (l.c., § 1, n° 8, th. 2).

(x.2.5) Le graphe de Coxeter Cox(W, S) (ou Cox W) du systéme de Coxeter (W, S)
est le couple (G, f) obtenu comme suit : G est le graphe dont les sommets sont les
éléments de S, deux sommets distincts s et s’ étant liés par une aréte si et seulement si
Pordre m(s,s’) de ss" est >3 (ce qui signifie que s et s° ne commutent pas); f est
Papplication {s, s'}>m(s, s’) de 'ensemble des arétes dans I’ensemble formé de oo et
des entiers >3 (l.c., § 1, n° g).

(x.2.6) On appelle systéme de Tits un quadruplet (G, B, N, S), oit G est un groupe,
B et N deux sous-groupes de G et S une partie de N/(BnN), vérifiant les axiomes
suivants (l.c., § 2, n° 1) :

(T 1) L’ensemble BUN engendre G et BnN est un sous-groupe distingué de N.

(T 2) L’ensemble S engendre le groupe W=N/[BnN) et se compose d’éléments
d’ordre 2 (1).

(T g) Pour tout seS et tout weW, on a

sBw c BwB u BswB.

(T 4) Pour tout seS, on a sBs#B.

Notons que les éléments de W sont des classes modulo Bn N, ce qui donne un
sens aux produits Bw, BwB, etc.

L’ensemble S est 'ensemble des éléments weW tels que BuBwB soit un sous-
groupe de G (l.c., § 2, n° 5, cor. du th. g). Il en résulte que, si G, B et N sont donnés,
il existe au plus une partie S de N/(BAN) telle que (G, B, N, S) soit un systéme de
Tits. Ceci nous permettra de dire, par abus de langage, que le triplet (G, B, N) est un
systéme de Tits, ou encore que le couple (B, N) est un syst¢eme de Tits dans G.

Le groupe W est appelé le groupe de Weyl du systéme de Tits. Le couple (W, S)
est un systeme de Coxeter (l.c., § 2, n° 4, th. 2).

Dans la suite de ce numéro, on désigne par (G, B, N, S) un systéme de Tits, par W
son groupe de Weyl et par v : N—-W I’homomorphisme canonique.

(1) Cette seconde hypothése faite sur S est en fait conséquence du restant des axiomes ([37]).
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(x.2.7) L’application wr>BwB est une bijection de W sur I’ensemble B\G/B
des doubles classes de G suivant B (l¢., § 2, n° 3, th. 1).

(x.2.8) Soient seS et weW; les trois relations « BsBwB contient une seule
double classe modulo B », BswB =BsBwB et ¢(sw)=¢(w)+1 sont équivalentes (l.c., § 2,
n° 4, th. 2). Par conséquent, si (s;, ..., s,) est une décomposition réduite d’un élément
weW, on a BwB=BsBs,B...Bs,B.

(x.2.9) Pour toute partie X de S, posons By=BWyB (réunion des doubles
classes BwB pour w décrivant le sous-groupe Wy de W engendré par X; cet ensemble
est noté Gy dans (lc., § 2)). L’application X>By est une bijection de I’ensemble des
parties de S sur ’ensemble des sous-groupes de G contenant B et on a BynBy=By,y

pour X, YcS (lc., § 2, n° 5, th. 3).

(x.2.10) On dit qu’un sous-groupe P de G est un sous-groupe parabolique s’il
contient un conjugué de B. Il existe alors une partie X de S et une seule telle que P soit
conjugué de By (l.c., § 2, n° 6, prop. 4). On dit que X est le ¢ype de P. Pour toute partie Y
de S contenant X, il existe un sous-groupe parabolique de type Y et un seul contenant P
et ’on obtient ainsi tous les sous-groupes contenant P.

Tout sous-groupe parabolique est son propre normalisateur; deux sous-groupes
paraboliques distincts dont I'intersection est encore un sous-groupe parabolique ne sont
pas conjugués; deux sous-groupes paraboliques contenus dans un méme sous-groupe P
et conjugués par un élément de G sont conjugués par un élément de P (l.c., § 2, n° 6, th. 4).

(x.2.1x) Soit (G’, B’, N, §’) un autre systtme de Tits, avec G'=G. On dit
que les systémes de Tits (G, B, N, S) et (G, B’, N’, S’) sont équivalents si les sous-groupes B
et B’ sont conjugués, ou ce qui revient au méme, s’ils possédent les mémes sous-groupes
paraboliques. Les groupes de Weyl W et W', ou plus précisément les systémes de Coxeter
(W, S) et (W', S’) sont alors canoniquement isomorphes. En effet, soit geG tel que
B'=gBg™'; puisque B est son propre normalisateur, un tel élément est déterminé a
multiplication & droite prés par un élément de B. L’application xt>gxg™! définit une
bijection, indépendante du choix de g, de I’ensemble B\G/B sur B'\G/B’, donc une bijec-
tion y de W sur W’ (cf. (1.2.7)). Comme les éléments s de S (resp. S’) sont caractérisés
par le fait que BuUBsB (resp. B’UB’sB’) est un sous-groupe (1.2.6), on a y(S)=S".
D’autre part, soit (s;, ...,s,) une décomposition réduite d’un élément weW. On
déduit immédiatement de (1.2.8) que (y(sy), ..., y(s,)) est une décomposition réduite
de y(w). Il en résulte aussitét que, pour s, teS, 'ordre de y(s)y(f) dans W’ est égal a
celui de st dans W et que, par suite, il existe un homomorphisme v’ et un seul de W
dans W’ tel que y'(s)=1v(s) pour tout seS. Comme on a

Y(@) =x(s1) . . . ¥(5) =7¥'(51) - - . ¥ (5) =" (),
on voit que v est bien un isomorphisme de (W, S) sur (W', §).
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18 F. BRUHAT ET J. TITS

(x.2.12) Posons HanNan—l' C’est un sous-groupe de G, normalisé par N.

Posons N=NH. Alors H est un sous-groupe distingué de N, on a H=BaN et
Pinjection de N dans N définit un isomorphisme de W sur Ny (BaN), isomorphisme
au moyen duquel nous identifierons ces deux groupes. On dit que le systtme de
Tits (G, B, N, S) est saturé si N=N. Dans tous les cas, le quadruplet (G, B, N, S) est
un systeme de Tits saturé, équivalent a (G, B, N, S), et appelé syst¢éme de Tits saturé
associé a (G, B, N, S) (lc., § 2, exerc. 5).

Deux systémes de Tits seront dits fortement équivalents si les systémes de Tits saturés
associés sont les mémes, & automorphisme intérieur prés. On notera que deux systémes
de Tits, méme saturés, peuvent étre équivalents sans étre fortement équivalents (sauf
cependant si leur groupe de Weyl est fini (cf. l.c., § 2, exerc. 15)); en particulier les
groupes N et N’ peuvent ne pas étre conjugués (cf. (2.8.13)).

(x.2.13) Un homomorphisme ¢ du groupe G dans un groupe G est dit B-adapté
(resp. B-N-adapté) si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(i) le noyau de ¢ est contenu dans B;

(ii) pour tout geG, il existe un élément heG tel que @(ABA™')=go(B)g~ ! (resp.
9(hABh™')=gp(B)g™! et @(ANA™!)=gp(N)g™").

Dans la suite de ce numéro, on désigne par o : G—>G un homomorphisme B-adapté.

(x.2.14) Comme G est engendré par la réunion des conjugués de B (lc., § 2,
no 4, cor. 2 du th. 2), image ¢(G) est un sous-groupe distingué de G. D’autre part,

(i) entraine que le noyau de ¢ est contenu dans tout sous-groupe parabolique de G, donc
dans H.

(1.2.15) Pour tout sous-groupe parabolique P de G et pour tout geG, I'image
réciproque ¢~ *(gp(P)g™ ') est un sous-groupe parabolique de G, que nous noterons P.
On définit ainsi une loi d’opération de G dans I’ensemble des sous-groupes paraboliques
de G. Pour tout sous-groupe parabolique P de G, nous noterons StabgP ou simplement
Stab P ’ensemble des geG tels que “P=P. On a ¢ !(Stab P)=P.

(1.2.16) Pour geG, la classe & droite modulo B de I’élément keG satisfaisant
a la condition (ii) de (1.2.13) est bien déterminée puisque B est son propre normalisa-
teur et que le noyau de ¢ est contenu dans B. On en déduit qu’il existe une permutation &(g)
et une seule de W telle que

9(B.&(g) (w) . B)=o(k)™".g.9(BuB).g™ . o (k)
pour tout weW et tout heG satisfaisant a (1.2.13) (ii). Un raisonnement analogue
a celui de (1.2.11) montre que £(g) est un automorphisme du systéme de Coxeter (W, S)

et & est un homomorphisme de G dans le groupe des automorphismes de (W, S), ou encore dans
le groupe des automorphismes du graphe de Coxeter de (W, S). On pose E= (G).

18
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(1.2.17) Le noyau G, de £ contient ¢(G). Il en résulte que la restriction de &
a Stab B est une application surjective de Stab B sur E. On pose B =G,nStabB. Le
couple (B, ¢(N)) est un systtme de Tits dans G,, de groupe de Weyl canoniquement
isomorphe a W (l.c., § 2, exerc. 8).

Plus généralement, si P est un sous-groupe parabolique de G, on pose
P—=G,nStabP. Si PoB, ona P=¢(P).B. L’application PP est une bijection de
I’ensemble des sous-groupes paraboliques de G sur celui de Go.

(x.2.18) Si P est un sous-groupe parabolique de type XcS, le sous-groupe
parabolique P est de type £(g)(X) (pour geG).

Pour toute partie X de S, nous noterons Ey ’ensemble des £€Z tels que £(X)=X.
Si geStab By, les sous-groupes paraboliques minimaux B et B sont contenus dans By,
donc sont conjugués par un élément de By (1.2.10). Par suite, on a

Stab By = ¢(By) . (Stab By n Stab B) = ¢(By) . (Stab Bn §71(Ey))
puisque ‘By =By, ) pour geStab B.

(r.2.19) Soit XS et soit H un sous-groupe de Ey. Posons
Q (X, H)=¢(By).(Stab Bn£~'(H)).

L’application (X, H)»Q (X, H) est une bijection de I’ensemble des couples
(X, H)ePB(S)x P(E) tels que H soit un sous-groupe de Ey, sur Pensemble des sous-
groupes de G contenant B. On a Q (X, By)==Stab By; de plus Q (X, H) cQ (X', H’)
si et seulement si XcX' et HcH’ (lc., § 2, exerc. 8). Les sous-groupes Q (X, H)
et Q (X', H') sont conjugués dans G si et seulement si il existe teE tel que X'=¢.X
et H'=t.H.t %

Soit P (resp. P’) un sous-groupe parabolique de G, de type X (resp. X'). Pour que
Stab P> Stab P’, il faut et il suffit que PoP’ (d'ou X2>X') et que ExdDEy : cela
résulte de ce qui précéde, en se ramenant par conjugaison au cas ou P'=DBy..

(x.2.20) Supposons que ¢ soit B-N-adapté et soit E I'intersection des normalisa-
teurs de ¢(B) et de ¢(N) dans G. On a G=E.(G), d’ou G=E.G,. Soient ecE
et neN, et soit ‘neN tel que ep(n)e *=9(n). On a ‘(nBn~')=‘n.B.(n)"! et

v(‘n) =E(e) (v(n)).

1.3. Groupes de Weyl affines.

Dans ce numéro, nous rappelons quelques définitions et résultats relatifs aux
« groupes de Weyl de type affine ». Pour plus de détails et pour les démonstrations,
nous renvoyons a [5], désigné par l.c. dans tout 1.3.

(x.3.1) Soit A un espace affine réel de dimension finie. On suppose que ’espace
des translations A de A est muni d’un produit scalaire (non dégénéré), donc d’une
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norme, et on munit A de la distance (euclidienne) correspondante : on dit alors que A
est un espace affine euclidien.

Deux parties de A se déduisant 'une de 'autre par une translation sont dites
équipollentes.

On désigne de plus par W un sous-groupe du groupe des déplacements de A,
engendré par des réflexions orthogonales par rapport & des hyperplans (affines) de A
et opérant proprement dans A lorsqu’on le munit de la topologie discréte; cette derniére
condition revient a dire que W est un sous-groupe discret du groupe des déplacements

de A (l.c.,, chap. V, § 4, n° g). Pour weW, on note “w "automorphisme correspondant
de "A.

(x.3.2) On sait (l.c., chap. V, § 3, n® 8) que A se décompose canoniquement en
produit d’espaces affines euclidiens AgX...XxA,,, chacun d’eux étant un quotient de A,
de telle sorte que les conditions suivantes soient réalisées : ’action de W passe au quotient
et définit un groupe discret W; de déplacements de A;, engendré par des réflexions ortho-
gonales par rapport a des hyperplans de A;; le groupe W s’identifie au produit direct
des W;, on a Wy={1} et chaque W, pour 1<i<m est irréductible en ce sens que
W;+{1} et que la représentation linéaire canonique de W, dans ’espace "A; des
translations de A, est irréductible.

Dans tout ce qui suit, nous supposerons que A, est réduit a un point, ce qui permet
de ne pas le considérer, et que chaque W, pour 1<i<m est infini, ou, ce qui revient au
méme (l.c., chap. V, § 3, n° g), n’a pas de point fixe dans A,. Nous dirons dans ces conditions
que W est un groupe de Weyl affine; lorsque de plus m=1, nous dirons que W est
irréductible.

(x.3.3) SiL est un hyperplan affine de A, nous noterons s;, la réflexion orthogonale
admettant L comme ensemble de points fixes. Réciproquement, si s est une réflexion
orthogonale par rapport a un hyperplan, nous noterons L; cet hyperplan, ensemble des
points fixes de s.

On appelle mur de A (relativement & W) tout hyperplan L de A tel que la
réflexion s;, appartienne & W. On sait que ’ensemble 5 des murs de A est localement
fini (lc., chap. V, § 3, n° 1).

On appelle racine affine de A tout demi-espace fermé de A limité par un mur, lequel
est appelé mur de la racine. L’ensemble des racines affines de A sera noté Z. Si «eZ,
on pose 7,=s,, ou du est le mur de «; on pose «*=A —a et on désigne par «, linter-
section des racines affines contenant un voisinage de « : c’est une racine affine
équipollente a o.

11 est clair que la donnée de Z détermine W. Un ensemble de demi-espaces fermés
d’un espace affine euclidien A qui est ’ensemble des racines affines de A pour un groupe
de Weyl affine opérant dans A, sera appelé un systéme de racines affines.

On appelle facette de A (relativement 2 W ou & Z) une classe d’équivalence dans A
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pour la relation d’équivalence « x et y sont contenus dans les mémes racines affines ».

Une facette F est un ensemble convexe ouvert dans le sous-espace affine (appelé
support de F) qu’elle engendre. Munissons I’ensemble % des facettes de la relation d’ordre
« F’ est contenue dans adhérence de F »; Pensemble noté F au n° 1.1 coincide avec
Padhérence de F, et A, muni de &, de cette relation d’ordre et des structures affines
canoniques sur chacun des ensembles F, est un complexe polysimplicial, dont la structure
est produit des structures de complexe polysimplicial sur chacun des A; (lc., chap. V,
§ 3, n° 8, prop. 6 et n° g, prop. 8), qui sont d’ailleurs des complexes simpliciaux.

Les chambres de A (relativement 2 W) sont les composantes connexes du complé-
mentaire dans A de la réunion des murs et les cloisons de A sont les facettes dont le support
est un hyperplan (qui est alors un mur). On sait que W est simplement transitif sur
Pensemble des chambres (l¢., chap. V, § 3, n° 2, th. 1).

(x.3.4) On désigne par C une chambre de A fixée une fois pour toutes. On sait
(lc., chap. V, § 8, n° g, th. 2) que Padhérence C de C est un domaine fondamental pour W
opérant dans A. De plus, W est engendré par ’ensemble S des réflexions par rapport aux
murs supports des cloisons de G (qu’on appelle murs de la chambre C) et le couple (W, S)
est un systéme de Coxeter (l.c., chap. V, § g, n° 2, th. 1).

Plus précisément, pour 1<i<m, la projection C; de C dans A; est une chambre
de A; (relativement & W,). Si S, est ’ensemble des réflexions par rapport aux murs
de C;, le systtme de Coxeter (W;, S,) est irréductible et (W, S) s’identifie au produit
des (W,, S,); autrement dit, aprés identification des W; & des sous-groupes de W, on a
s= U s,

1<ism

Le rang de (W, S), c’est-a-dire le cardinal de S, est égal a 1<%';m(dim A1)
Par contre, on appelle rang de W (ou de Z) la dimension de A. S

Le systéme de Coxeter (W, S) (et aussi son graphe de Coxeter) détermine essen-
tiellement le groupe de Weyl affine W. Plus précisément, soit A’ un espace affine euclidien,
W’ un groupe de Weyl affine dans A’, 8’ ’ensemble des réflexions par rapport aux murs
d’une chambre de A’ relativement a W’; alors, tout isomorphisme du systéme de
Coxeter (W, S) sur (W', §’) est induit par un unique isomorphisme « : A—A’ d’espaces
affines; si de plus W est irréductible, « est une similitude, i.e. transforme la distance
de A en un multiple de celle de A'.

(x.3.5) Pour toute facette F, il existe une facette et une seule de C transformée
de F par un €lément de W. D’autre part, pour toute partie X de 8 telle que Xn§;+8,
pour 1<i<m, Pensemble Cy des points aeC tels que X soit exactement ’ensemble
des seS avec aeL,, est une facette de C. De plus, I’application X+ Cy est une
bijection de 'ensemble T={Xc8|XnS;+8, pour 1<i<m}={XcS|Wy est fini} sur
Pensemble des facettes de G. On a G=0C,. Nous dirons que T est ensemble des types
de facettes et qu'une facette F est de type XeT si F est transformée de Gy par un
élément de W.
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Le stabilisateur de Cg, qui est aussi le stabilisateur d’un point quelconque de Cy,
est le sous-groupe Wy de W engendré par X (l.c., chap. V, § 3, n° 3, prop. 1).

(x.3.6) Pour qu’une facette F soit une cloison, il faut et il suffit que son type
soit réduit & un seul élément s; on dit encore que F est de type s. Si deux chambres C
et G’ sont mitoyennes (1.1.5), elles ont en commun une cloison et une seule. Récipro-
quement, toute cloison de A est facette d’exactement deux chambres.

Si I'=(G,, ..., C,) est une galerie sans bégaiement, on appelle #ype de T' la
suite s(I')=(sy, ..., s,) d’éléments de S telle que la cloison commune a C;_; et & C;
soit de type s; (pour 1<i<n). Deux galeries de A de méme origine et de méme type
sont identiques.

(x.3.7) On dit qu’un point x de A est un point spécial si, pour tout mur L de A,
il existe un mur équipollent a3 L contenant x. On sait que tout point spécial est point
extrémal de I’adhérence d’une chambre et que pour toute chambre C, il existe au moins
un point spécial adhérent a C (l.c., chap. V, § 3, n° 10, cor. de la prop. 11). Si x est
un point spécial, le groupe W est produit semi-direct du stabilisateur W, de x par le
sous-groupe distingué V des translations de A appartenant 2 W et I’application canonique
de W, dans le groupe des automorphismes de I’espace vectoriel "A est un isomorphisme
de W, sur I'image "W de W tout entier dans Aut *A (l.c., chap. V, § 3, n° 10, prop. 9).
De plus, le groupe V est un réseau dans "A, c’est-a-dire un sous-groupe discret de rang
maximal de *A (l.c., chap. VI, § 2, n° 5, remarque). Pour que x€A soit un point spécial,
il faut et il suffit que la projection de x dans A, soit, pour tout ie{1, ..., m}, un point
spécial de A; pour W;.

Supposons W irréductible. Un sommet s du graphe de Coxeter de (W, S) est dit
spécial si le point extrémal correspondant de C (c’est-a-dire le point d’intersection des
hyperplans L, pour teS, t+s) est un point spécial.

(x.3.8) Il existe dans le dual (*A)* de ®A un systéme de racines réduit "Z et un
seul possédant la propriété suivante : faisons de A un espace vectoriel et identifions-le
a "A en choisissant pour origine un point spécial de A; pour ae’Z, et keZ, désignons
par L,, Phyperplan affine ensemble des points xeA tels que a(x)=-—k; alors
Pensemble 2# des murs de A n’est autre que I’ensemble des hyperplans L, , pour ae’Z
et keZ (l.c., chap. VI, § 2, n° 5, prop. 8). Les racines affines de A sont donc les demi-
espaces fermés o, ,={xeA|a(x)+k>0} pour ae’Z et keZ. Si acZ est de laforme o, ,,
on pose ‘a=a et 7,,=71,.

Autrement dit, une fois un point spécial choisi comme origine, le groupe W
s’identifie au groupe de Weyl affine du systéme de racines *Z au sens de (l.c., chap. VI,
§ 2). En particulier, pour a€®Z, notons a¢” I'unique élément de °A tel que la réflexion 7,
associée A a soit donnée par r,(v)=v—a(v)a” (ve’A). L’ensemble des a~ pour ae’Z
forme le systéme de racines inverse de *& (l.c., chap. VI, § 2, n° 1, prop. 1). Les points spéciaux
sont les poids du systeme de racines (*Z)~ (l.c., chap. VI, § 2, n° 2, prop. 3), le groupe V
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des translations de W est le groupe des poids radiciels de (*Z)” et est engendré par (°Z)~
(l.c., chap. VI, § 2, n° 1, prop. 1) et les chambres de A sont les alcdves de *Z au sens de
(l.c., chap. VI, § 2, n° 1). Le groupe "W (opérant dans A et dans son dual) s’identifie
au groupe de Weyl (ordinaire) de *Z. Il est engendré par les réflexions 7, pour ae’Z.

Les éléments de *Z seront appelés les racines vectorielles de A (relativement a W).

(x.3.9) Aladécomposition A=A, X...XA, de (1.3.2) correspond une décompo-
sition du dual de A en somme directe des (*A,)* et les intersections "Zn (*A;)* ne sont
autres que les composantes irréductibles de *Z (l.c., chap. VI, § 1, n° 2).

(x.3.10) On appelle chambre vectorielle une composante connexe du complémen-
taire dans A de la réunion des hyperplans (vectoriels) noyaux des racines vectorielles,
c’est-a-dire une chambre du systéme de racines inverse (*Z)~ au sens de (l.c., chap. VI,
§ 1, n° 5). Plus généralement, on appelle facette vectorielle une classe d’équivalence pour
la relation d’équivalence suivante dans "A : « pour toute racine vectorielle a, a(x) et a(y)
sont simultanément soit nuls, soit strictement positifs, soit strictement négatifs ». Une
facette vectorielle est un céne simplicia', une chambre vectorielle est un coéne simplicial
ouvert. Le groupe "W est simplement transitif sur ’ensemble des chambres vectorielles
et I’adhérence d’une chambre vectorielle est un domaine fondamental pour "W opérant
sur *A (l.c., chap. VI, § 1, n° 5). L’opposée d’une chambre vectorielle est une chambre
vectorielle (l.c., chap. VI, § 1, cor. g de la prop. 17%).

(x.3.xx) On appelle quartier de A I’ensemble x+D des transformés d’un point
donné xeA (appelé sommet du quartier) par les translations appartenant a4 une chambre
vectorielle D donnée (appelée direction du quartier). Deux quartiers de direction opposée
sont dits opposés. Soit x un point spécial de A; tout quartier de sommet x contient une
chambre C et une seule a laquelle x soit adhérent; le quartier Q est alors réunion des
transformés de C par les homothéties de centre x et de rapport >0 et on obtient ainsi
une bijection de I’ensemble des quartiers de sommet x (ou encore l’ensemble des
chambres vectorielles) sur ensemble des chambres de A dont I’adhérence contient x.

(x.3.12) A toute chambre vectorielle D est associée une base B(D) de *Z (ou
systtme de racines simples), c’est-a-dire une partie linéairement indépendante de *Z
telle que tout élément de "Z soit combinaison linéaire a coefficients entiers tous de méme
signe d’éléments de B(D) : la chambre vectorielle D est ’ensemble des xe®A tels que
a(x)>o pour tout aeB(D). L’application DB(D) est une bijection de ’ensemble
des chambres vectorielles sur ’ensemble des bases de *Z (l.c., chap. VI, § 1, n% 5 et 7).
Pour tout aeB(D), ’hyperplan Ker a contient une face du céne simplicial D et on obtient
ainsi une bijection de B(D) sur ’ensemble des faces de D.

A

(x.3.13) Les racines vectorielles qui sont combinaisons linéaires a coefficients
positifs d’éléments de B(D) sont dites positives pour la chambre vectorielle D; ce sont
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d’ailleurs les racines positives pour la relation d’ordre sur le dual de *A définie par le
céne convexe D. Leur ensemble est noté "Zf ou *Z*(D). On a *Z="Zfu(—"Z]).
Si W est irréductible, ou, ce qui revient au méme, si le syst¢éme de racines *Z est irré-
ductible, il existe une plus grande racine 7 pour cette relation d’ordre; si ’on identifie
comme plus haut A et A en prenant pour origine un point spécial, la chambre de A
contenue dans le quartier D et contenant I’origine dans son adhérence est ’ensemble
des points xcA tels que a(x)>o0 pour tout aeB(D) et @(x)<1 (lc., chap. VI, § 2,

n® 2, prop. 5).

(x.3.14). Soit D une chambre vectorielle. On sait que ensemble R =R(D) des
réflexions 7, pour aeB(D) engendre "W et que (W, R) est un systtme de Coxeter
(L.c., chap. VI, § 1, n° 5, th. 2); on a

"B+ (r,(D)) ={be"E+(D) | b+ a}u{—a} et —aeB(r,(D)) (ibid.).

(x.3.15) Soit M une partie de "Z. Nous dirons qu’un élément meM est extrémal
dans M si la demi-droite R m est une génératrice extrémale du cone convexe d’origine o
engendré par M. Un ordre sur M sera dit grignotant s’il est total et si tout élément meM
est extrémal dans I’ensemble des éléments de M plus grands que m. Pour qu’il existe
un ordre grignotant sur une partie M de Z, il faut et il suffit que le cone convexe
d’origine o engendré par M soit strictement convexe, ou encore que son polaire soit
d’intérieur non vide, ou encore rencontre une chambre vectorielle D, ce qui signifie
que M c*Z*(D). Dans ce cas, il existe un ordre grignotant sur M pour lequel le premier
élément est un élément extrémal dans M donné a I’avance. En particulier, il existe un
ordre grignotant sur *Z" (D) pour lequel le premier élément est une racine simple aeB(D)
arbitraire.

Si M’'cM, la restriction a M’ d’un ordre grignotant sur M est un ordre grignotant
sur M.

(x.3.16) Pour toute chambre vectorielle D, on définit une relation d’ordre dite
associée @ D et notée <y sur A (resp. A) de la maniére suivante. Soit D* la chambre du
systéme de racines °Z associée a la base B(D) (l.c., chap. VI, § 1, n° 5) : c’est ’ensemble
des te(®A)" dont le produit scalaire avec tout élément de B(D) est strictement positif.
Par définition, la relation x<p x’, pour x, x'€A (resp. "A) équivaut a #(x'—=x)>0 pour
tout teD* (ou ce qui revient au méme, pour tout poids dominant ¢ de *Z relativement
a B(D)). Ces relations d’ordre sont compatibles avec la structure d’espace vectoriel
de A et avec P’action de A sur A. Pour yeD et we'W, ona w()<py (l.c., chap. VI,
§ 1, n° 6, prop. 18).

(x.3.17) Le tableau p. 29-30 permet de retrouver la liste des graphes de Coxeter
des groupes de Weyl affines irréductibles : ce sont les graphes de Coxeter sous-jacents
aux graphes de Dynkin des échelonnages irréductibles (1.4). Dans ce tableau, on a
signalé par un s les sommets spéciaux (1.3.7). On remarquera que le groupe des auto-
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morphismes d’un tel graphe de Coxeter opére transitivement sur I’ensemble des sommets
spéciaux.

(x.3.18) Soit W le normalisateur de W dans le groupe des automorphismes de A ;
Cest aussi le groupe des automorphismes du complexe polysimplicial A. Soient V¥ le
sous-groupe des translations appartenant a W, x un point spécial de A adhérent a C
et D la chambre vectorielle satisfaisant 2 CGcx+ D. Pour toute partie Q de A, on pose
Wg:{weW|w(Q)=Q}.
Alors (l.c., chap. VI, § 2) :

(1) W est produit semi-direct de W}, par le sous-groupe distingué W.

(2) W est produit semi-direct de Wi par V et Papplication wH"w est un
isomorphisme de W}: sur *"W.

(3) Vestle groupe des poids du systéme de racines inverse de "Z et opére de fagon
simplement transitive sur 'ensemble des points spéciaux de A.

(4) WI est produit semi-direct de W& +p) Par W,; si Pon fait opérer WR; +p) Sur
le dual de "A par la contragrédiente de ’opération naturelle dans "A, alors W(L +p) laisse

fixes *Z et B(D), d’ot un homomorphisme de W(L +p) dans le groupe des automorphismes
du graphe de Dynkin de *Z, homomorphisme qui est bijectif.

(5) Les éléments de W;S permutent les murs de C; on en déduit un homomorphisme
de W1 dans le groupe des automorphismes de W, S), ou du graphe de Coxeter de W,
c group P grap

homomorphisme qui est bijectif. Si W est irréductible, 'image de W(L +p) par cet isomor-
phisme est le sous-groupe fixateur du sommet spécial de Cox W associé a x.

(6) Posons Wint=wz.?'. C’est un sous-groupe distingué de W et W est produit
semi-direct de W& +p) par VNVM.

1.4. Echelonnages (%).

On conserve les notations du n° 1.3.

(x.4.1) Soit ® un systtme de racines non nécessairement réduit dans le dual
de "A. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) O et le systéme de racines réduit *Z ont méme groupe de Weyl "W

(ii) pour tout ae®, il existe un nombre réel A a)>o tel que N a)ac'Z et Papplication
a>A(a)a de O dans °Z est surjective.

(1) (Note ajoutée sur épreuves.) Il y a équivalence entre notre notion d’échelonnage et ce que I. G. Mac-
donald appelle « systéme de racines affines ». .
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Dans ce qui suit, nous supposerons que ® satisfait a ces conditions. On voit facile-
ment que si "X est irréductible et n’est pas de type B,, G,, G, ou F,, il existe AeR’,
tel que ®=2A"Z. Par contre, si °Z est de type B,, C,, F, (resp. Gy), @ peut étre de
type C,, B,, F, (resp. G,) et on peut avoir A(a)=2A(d) (resp. A(a)=3gAr(d)) pour a
décrivant I’ensemble des racines courtes et & celui des racines longues de ®; de plus,
si *Z est de type B, ou C,, ® peut étre de type BC,.

On appelle échelonnage de @ par Z une partie £CcPXZ possédant les propriétés
suivantes :

(E1) st (a,x)eé, alors aecR’ .’«;

(E2) st (a,0)eé et st weW, alors (‘w(a), w(a))ed’;

(E g) les restrictions a & des deux projections pry: ®PXZ—>D et pry: OXE>Z sont
surjectives.

Deux racines ae® et acZ telles que (a, a)eé sont dites associées par I’échelon-
nage &.

(x.4.2) Si xeA etsiF est la facette de A contenant x, ’ensemble &, =®, des
racines ac® associées aux racines affines dont le mur contient x, est un systéme de
racines dont le groupe de Weyl est 'image canonique dans "W du stabilisateur de x;
on Vappelle le systéme de racines attaché a x (ou a F) par &.

(x.4.3) Soit ®'c(*A)* un autre systeme de racines. Deux échelonnages £c®xZ
et &' c®' XX sont dits komothétiques s’il existe une transformation linéaire A : ("A)* — (*A)*
telle que (a, «)ed& si et seulement si (A(a), «)€&”’. Dans ce cas, A induit sur chaque (*A;)*
une homothétie de rapport positif. Un échelonnage est dit semblable & & s’il est isomorphe
(dans un sens évident) & un échelonnage homothétique a &.

(x.4.4) Dans la suite de ce numéro, nous aurons a considérer des quadru-
plets (G, f, M, F) formés d’un graphe G, d’une fonction f de ’ensemble des arétes.de G
dans P’ensemble {3, 4, 6, ©}, d’'un ensemble M de sommets de G et d’'un ensemble F
de couples (r,s) de sommets tels que {r, s} soit une aréte. Les sommets appartenant
a M sont dits multipliables. Le couple (G, f) est le graphe de Coxeter sous-jacent a (G, f, M, F).
Un tel quadruplet (G, f, M, F) sera représenté par un dessin dans lequel une aréte {r, s}
est figurée par un trait simple, double, triple ou épais selon que f({r, s})=3, 4, 6 ou oo,
et affecté d’un signe d’inégalité > allant de 7 vers ssi (r, s)€F, les sommets multipliables
étant marqués d’une croix.

Soit IT une partie finie de ("A)*—{o} telle que, pour tout couple (a, b) d’éléments
de II, on ait

-_—M eN, ou a=2b ou encore b=2a,

(a]a)



GROUPES REDUCTIFS SUR UN CORPS LOCAL 27

ou (|) désigne un produit scalaire dans (*A)* invariant par *"W. On appelle graphe de

Dynkin de II, le quadruplet (G, f;, M, F) défini comme suit : les sommets de G sont les

éléments a de II tels que a/2¢Il; une paire {q, b} de sommets est une aréte si
(a]b)=*o0; la fonction f est définie par

T (a]6)®

cos? = ;

fa, b)) (a|a)(b]0)

un sommet ¢ appartient & M si 24€ll; enfin, un couple (a, ) de sommets appartient
aFsi (a|a)>(0]0).

~ Soit ® un systéme de racines dans un sous-espace de (*A)*, dont le groupe de Weyl
laisse invariante la restriction du produit scalaire (|) & ce sous-espace. Le graphe de Dynkin
de @, noté Dyn @, est par définition le graphe de Dynkin de I’ensemble des éléments
de ® qui sont multiples positifs des éléments d’une base. Ce graphe ne dépend pas, a
isomorphisme canonique prés, de la base choisie.

(x.4.5) On appelle graphe de Dynkin d’un échelonnage &C® X Z, et on note Dyn &,
le graphe de Dynkin de I’ensemble des éléments de ® associés aux racines affines conte-
nant C et dont le mur contient une cloison de C. A isomorphisme canonique pres, ce
graphe dépend seulement de & et non du choix de la chambre fondamentale C;
I’ensemble de ses sommets est en correspondance bijective canonique avec 1’ensemble
des cloisons de C, donc aussi avec I’ensemble S. Connaissant le graphe de Dynkin d’un
échelonnage &, on en déduit le graphe de Coxeter de W, et les graphes Dyn ® et Dyn @,
pour tout xeA (donc aussi les systemes @, Z et @, & isomorphisme prés) par les régles
suivantes, dont les démonstrations sont immédiates :

(1) Le graphe de Coxeter de W est le graphe de Coxeter sous-jacent @ Dyn &.
Supposons Dyn & connexe. Si son rang (c’est-a-dire le nombre de ses sommets

moins un) est égal a 1, alors Dyn ® a un seul sommet, toujours multipliable sauf si Dyn &
est le graphe o

o. Si Dyn & est de rang >2 et n’est pas I'un des graphes suivants :

X

‘\ oO—)—=0 O s O o—)—0
(2) | o===0 O ¢cseeo0 o:):)é (n + I sommets)
“ o—=)—0 QO ceee 0O o—)—o0

alors, Dyn ® se déduit de Dyn & en lui retirant un sommet spécial (et le résultat ne
dépend pas du sommet spécial choisi). Enfin, si Dyn & est I'un des graphes (2), Dyn ®
est le graphe

o

o}

O sese O

X
o=>=—o  (n sommets).

Lorsque Dyn & n’est pas connexe, Dyn @ s’obtient en appliquant les régles précé-
dentes aux composantes connexes de Dyn &.
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(3) Si x€A est contenu dans une facette de type X cS, le graphe Dyn @, est
le sous-graphe de Dyn & dont les sommets correspondent aux éléments de X.

(r.4.6) Un échelonnage est déterminé a une similitude prés par son graphe de
Dynkin. Le tableau de la p. 29-30 est la liste compléte des graphes de Dynkin des
échelonnages irréductibles.

Pour démontrer ces assertions, on classifie pour chaque groupe de Weyl affine
irréductible les échelonnages correspondants. Supposons par exemple que W soit de
type C,. En examinant la classification des systémes de racines, on voit que, & une
homothétie pres, ou bien ® est le systeme ®,="Z de type G,, ou bien ® est le systéme ®,
de type B, obtenu en conservant les racines longues de *Z et en remplacant les racines
courtes par leur double, ou bien ® est le systtme ®,=®,ud, de type BC, : ces systémes
sont en effet les seuls qui admettent "W comme groupe de Weyl. Si ® =@, (resp. ®=®,),
il existe un et un seul échelonnage de @ par X, puisque, pour tout acZ, il existe une et
une seule racine ae® avec acR_.a. Le graphe de Dynkin correspondant est

oO=—)——0 O ee e O o0—<{——=0

(resp. o==o 0eesvo0 o=)=o0).

Si ®=0,, il y a quatre échelonnages non semblables de ® par Z. On les obtient
de la maniére suivante : soit « une racine affine contenant C et dont le mur d« contient
une cloison de Cj; si la réflexion par rapport a da est I'une des extrémités de Cox W,
on associe a « soit I'un, soit les deux éléments de ® appartenant a R .; sinon, on lui
associe I'unique élément de ®n R, .%x. Soit & Iensemble des transformés par W des
couples ainsi définis. Il est immédiat que & posseéde les propriétés (E 1) et (E 2); pour
que & soit un échelonnage, il faut et il suffit que ’ensemble des racines de @ associées
au départ aux réflexions correspondant a 'une ou l’autre des extrémités de Cox W,
contienne au moins une racine de plus grande longueur possible et au moins une racine
de plus petite longueur possible. Enfin, comme les deux réflexions correspondant aux deux
extrémités de Cox W ne sont pas conjuguées dans W ([5], chap. IV, § 1, n° 3, prop. 3),
on voit que les éléments de ® associés par I’échelonnage & & une racine affine contenant G
et dont le mur contient une cloison de C, sont exactement ceux que ’on avait choisis au
départ. D’ou les quatre échelonnages de @, par Z :

o—)——0 O ¢ O oO—)—0
X

o—(—o0 O o o—)—0
X

o—(—o0 O s O o—(—=0
X X
o——(—=0 QO e s e O o=—)—0

La détermination des échelonnages pour lesquels Cox W est d’un autre type se
fait de maniére analogue, mais est encore plus facile.
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Tableau des échelonnages irréductibles

29

Type Type
Nom Rang de °=Z de @ Graphe de Dynkin et sommets spéciaux
A, I A A, o—o
C'BC{ I Al BCI ?——1(;
X
C-BCH 1 A, BC, o
C-BCHM! I A BC, Oy
S s
C-BCIY I A, BC, 3—>—§
(o] O s+ 0 o
A, w2 A, A, o TN,
s
S\O o .. o 0/
k) S S S
[}
s N
B, nzg B, B, o 0++-+0 o=—y—o0
O/
S
B-C, n>3 B, C, N o oo
v
s
o
B-BC” nzsg B” BC” X\O 0O+sree 0 oz):)ci
o
s
Cn n=2 Cn Cn o—)=—=0 Oeevs0 o=—(—0
s k)
C-Bn n=2 Cn B” c;:(:o o .0 o:):?
G-BC,I, nzo2 Cn BCn c;:(:o O +see0 o:)::é
C-BC,I‘I nz2 C” BCn :—-(:0 IR ) o—)=§
k) s
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Tableau des échelonnages irréductibles (suite)

Type Type
Nom Rang de *= de @ Graphe de Dynkin et sommets spéciaux

C-BC,{" n=2 Cn BC” o=—)=—o0 O +ees 0 o—=)y—0
s s
C-BC}.V n=2 Cn BC" c;:):o o - o o:):é
R

o o

Dn nz4 D D S\o o - o o/s

E,; 6 E; E, ° o ° ° °
o
E; 7 E, E, ° ° 2
E, 8 E, E, 0 6——o0—o
s

F4 4 F4 F4 o (] o—)y—o0 o
s

Fi 4 F, F, ° o==t==0—"0
s

G2 2 G2 G2 ? 0 =)=0

G; 2 G2 G—2 [} 0=(=0

1.5. Conventions et notations.

(x.5.x) On dit qu’un syst¢me de Tits (G, B, N, S), de groupe de Weyl W, est
de type affine s’il existe un groupe de Weyl affine W, opérant dans un espace euclidien
affine A, une chambre G de A et un isomorphisme du syst¢eme de Coxeter (W, S) sur
le syst¢tme de Coxeter (W, S), ou S est ’ensemble des réflexions par rapport aux murs
de G (1.3.4). On appelle rang de ce systétme de Tits le rang de W, c’est-a-dire la
dimension de A (1.3.4).
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Nous appellerons alors sous-groupe parahoriqgue de G un sous-groupe parabolique
de G dont le type X est, apres identification de W avec W, un élément de I’ensemble T
de (1.3.5), c’est-a-dire est tel que Wy soit finz. Un sous-groupe P contenant B est donc
un sous-groupe parahorique si et seulement si I’ensemble des doubles classes B\P/B est
fini. Lorsque W est irréductible, les sous-groupes parahoriques ne sont autres que les
sous-groupes paraboliques propres, i.e. différents de G. Tout sous-groupe parabolique
contenu dans un sous-groupe parahorique est un sous-groupe parahorique; les sous-
groupes paraboliques minimaux, i.e. les conjugués de B, sont des sous-groupes
parahoriques.

(x.5.2) Dans toute la suite du chapitre, nous conserverons les hypothéses et notations de 1. 3.
En particulier, la lettre W désigne un groupe de Weyl affine opérant dans un espace
affine euclidien A et les symboles A, C, Z, etc. ont la méme signification qu’en 1.3.

Dans les §§ 2 a 4, on désigne par (G, B, N, S) un systéme de Tits saturé de type affine.
On identifie le groupe de Weyl W de G avec W comme en (1.5.1) et les symboles By,
H, etc. auront la méme signification qu’en 1.2.
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2. IMMEUBLE D’UN SYSTEME DE TITS DE TYPE AFFINE

Nous allons associer au systéme de Tits (G, B, N, S) (1.5.2) un ensemble £, qui
sera muni d’une structure de complexe polysimplicial (2.1), d’un ensemble de
morphismes chambrés de complexes polysimpliciaux de A dans £, appelés applications
structurales de # (2.2), d’une distance en faisant un espace métrique complet et pour
laquelle les applications structurales sont des isométries (2.5) et d’une loi d’opération
de G respectant ces diverses structures (2.1.4). L’objet £ ainsi défini sera appelé
Pimmeuble du systeme de Tits (G, B, N, S), ou, par abus de langage, de G. Nous verrons
qu’il ne dépend que de la classe de conjugaison du couple (B, N) (2.7%).

2.1. Le complexe polysimplicial 2.

(2.x.1) Soit Z lensemble des sous-groupes parahoriques de G. Pour PeZ, on
désigne par t(P)eT le type de P (1.2.10). Soit £ ’ensemble des couples (P, x), avec
Pe? et xeCp (1.3.5). Pour PeZ, I'ensemble F=F(P)={(P, x)|xeC 5} est appelé
une facette de £, de ippe (F)==(P) et de codimension Card =(P). Si P'e? et PcP,
on dit que F(P') est une facette de F(P); on a alors t(P’)>1(P). Réciproquement la
facette F(P) posséde, pour tout type YD 7(P), une facette et une seule de type Y (1.2.10).
On notera F la réunion des facettes d’une facette F donnée.

(2.x.2) L’application (P, x)i>x appelée Papplication canonique de .# dans C. Si F
est une facette de .#, de type X, la restriction de cette application & F (resp. F) est une
bijection de F (resp. F) sur Cx (resp. Cy), dont P’inverse est appelée Papplication canonique
de Cg (resp. Cy) sur F (resp. F). On munit F (vesp. F) de la structure de polysimplexe affine
ouvert (vesp. fermé) obtenue par transport de structure & partir de celle de Cy (resp. Cy) grace
a cette application canonique. Il est immédiat que si ’on désigne par & I’ensemble des
facettes de # et par F'<F la « relation d’incidence » F'cF, les conditions de (1.1.4)
sont satisfaites. Les chambres de .# sont les facettes de type O, associées aux sous-groupes
parahoriques minimaux. Au contraire, si P est un sous-groupe parahorique maximal,
la facette F(P) contient un seul point, noté a, et appelé le sommet de # associé a P.

(2.x.3) Si deux chambres de .# sont mitoyennes, c’est-a-dire si elles sont distinctes
et ont en commun une cloison (1.1.5), cette cloison est bien déterminée. En effet,
si F(P,) et F(P,) sont deux cloisons distinctes d’une méme chambre F(P),ona P=P,nP,.
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Ceci permet de poser la définition suivante : si I'=(GC,, ..., C,) est une galerie sans
bégaiement de # (1.1.5), on appelle ¢ype de T' la suite s(I')=(s;, ..., s,) d’éléments
de S telle que la cloison commune aux chambres mitoyennes C;_; et C; soit de type s;
pour 1<:i<n.

(2.1.4) On fait opérer le groupe G sur £ en posant
(1) g.(P,x)=(gPg™", x) (pour PeZ et xeC_y).

Ceci définit bien une loi d’opération de G dans .# puisque gPg™! est un sous-groupe
parahorique de méme type que P.

Proposition. — (i) Pour tout type XeT, le groupe G permute transitivement les facettes
de type X.

(i1) Pour tout sous-groupe parahorique P, la restriction de Paction de geG a F(P) (resp. F(P))

est une bijection affine de F(P) (resp. F(P)) sur F(gPg™") (resp. F(gPg™1)), dont la composée
avec Uapplication canonique de C.p) sur F(P) est Papplication canonique de C.p) sur F(gPg™).

L’assertion (i) résulte de la conjugaison des sous-groupes parahoriques de type
donné (1.2.10) et (ii) est évidente.

Proposition (2.1.5). — Soit Q un sous-groupe parahorique de G.
(1) Q est le stabilisateur dans G de la facette F(Q) et de chacun de ses points;
(i1) F(Q) est Pensemble des points de S stables par Q.

Les deux assertions résultent aussitét de ce qu’un sous-groupe parahorique est
son propre normalisateur.

Corollaire (2.x.6). — Soit C une chambre de F. Alors C est un domaine fondamental
pour G dans £.

En effet, toute facette de £ est transformée d’une facette F de C et d’une seule
et (2.1.5) montre que si geG est tel que g.FnF+0, ce qui entraine g.F=F, alors

g.x=x pour tout xeF. Il en résulte que toute orbite de G dans .# rencontre C en un
point et un seul.

Proposition (2.x.7). — Soient C et C' deux chambres de S. Il existe un élément
w=w(C, C")eW et un seul tel que g='g'eBwB quels que soient g, g'eG avec C=g.F(B)
et C'=g .F(B). Ona wh.C,h.C')=w(C, C') quel que soit heG et w(C’, C)=w(C,C").
Posons w(C)=w(F(B), C) : pour tout nev=*(w(Q)), il existe beB tel que C=bn.F(B).

Soient g, g', g,, 81€G avec C=g.F(B)=g,.F(B) et C'=g".F(B)=g;.F(B). Vu
(2.1.5) (i), on a g,egB et gieg’B, dou g 'gieBg 'g’B, ce qui démontre la premiére
assertion. Soit de nouveau C=g.F(B) et soit nev*(C)). Par définition de w(C), il
existe b, 5'eB avec g=bnb’, d’ot C=0bn.F(B). Les autres assertions sont évidentes.

Lemme (2.1.8). — Pour qu’une chambre G =0bn.F(B) soit mitoyenne de ¥ (B), il faut
et il suffit que v(n)eS. La cloison commune & G et ¥(B) est alors de type v(n).
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Les cloisons de F(B) sont les facettes F(B,;) pour seS et F(B,) est une facette
de G=0in.F(B) si et seulement si bn.F(B,,;)=F(B,), cest-a-dire bneB, (2.1.5)
ou encore v(n)e{e, s}. Mais sous cette condition, on a C=F(B) si et seulement si
v(n)=e, d’ou le lemme.

Proposition (2.1.9). — Soit I'=(C,, ..., C,) une suite de chambres, avec C,=F(B).
Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) T est une galerie sans bégaiement;

(ii) 4l existe b;eB, s;eS et S;ev7(s) (pour j=1, ..., m) tels que :

C=b,5,...55,. F(B) pour j=1,...,m.

Sous ces conditions, I" est de type (si, ..., s,)-

Sous les hypothéses de (ii), les chambres C; et G, ; sont les images par b, ... b;s;
des chambres F(B) et ;,,5;,4.F(B), lesquelles sont mitoyennes d’aprés le lemme (2.1.8),
d’ou (i). Réciproquement, admettons (i) et démontrons (ii) par récurrence sur j. En
vertu de I’hypothése de récurrence, on a C;_;=b45;...5;_;5; . F(B) avec §,eB et
5,ev~!(S). Comme les chambres C;_; et C; sont mitoyennes, il en est de méme de F(B)
et de la chambre Cj=(b,5;...5;_5; ,)"'.C;, de sorte que Pona C;=5,5,.F(B) avec
beB et 5;ev '(S) (lemme (2.1.8)), d’ou (ii).

La derniére assertion résulte de (2.1.8).

Corollaire (2.x.10). — Soit C une chambre de #. Posons w=w(F(B), Q). Pour toute
décomposition réduite s=(sy, ...,s,) de w, il existe une galerie minimale d’origine F(B),
d’extrémuté G et de type s.

Soit s=(sy, ...,$,) une décomposition réduite de w, soient nev='(w) et beB
tels que C=bn.F(B) (2.1.7) et soient s;ev™(s;) tels que n=S5,...5,; les chambres
bsy...s;.F(B) forment d’aprés (2.1.9) une galerie I', d’origine F(B), d’extrémité C,
de type s et de longueur /(w). D’autre part, soit (G,=F(B), C,, ..., C,=C) une
galerie sans bégaiement. D’aprés (2.1.9), il existe s;ev™!(s) et beB (pour 1<j<gq)
tels que C=b;51b,...0,5,.F(B), d’ott neBs;B...Bs;B. Il en résulte que g¢>¢(w)
([5], chap. IV, § 2, n° 1), ce qui montre que I' est minimale.

Ce résultat sera précisé plus loin (2.3.9).

Corollaire (2.x.11). — Une galerie sans bégaiement est minimale si et seulement si son

pe s=(5, ...,5,) estune décomposition réduite de s, . . .s,,.

Proposition (2.x.12). — Lensemble F, muni de la famille des facettes, de la relation
d’incidence entre facettes et des structures affines sur chacun des ensembles F(P) pour PeP, est
un complexe polysimplicial et G opére sur S par automorphismes de complexe polysimplicial.

En effet, pour toute facette F de #, il existe par définition méme une chambre C

avec FcC. La proposition (2.1.7%) et le corollaire (2.1.10) montrent que pour toute
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chambre G, il existe une galerie tendue entre F(B) et C. La transitivité de G sur les
chambres entraine alors ’existence d’une galerie reliant deux facettes quelconques.

Exemple (2.1.13). — Supposons A de dimension 1. On a alors Card S=2 et
le groupe W est un groupe diédral infini. Toute suite finie (s5;) d’éléments de S avec
5;%5;,4 pour tout j est une décomposition réduite, et toute galerie (G, ..., C,) sans
bégaiement et ou les cloisons G;_;nGC; et G;nG;,, sont distinctes pour 1<j<m—1
est une galerie minimale. L’immeuble .# est un complexe simplicial de dimension 1,
c’est-a-dire un graphe connexe, et ce qui précéde montre que ce graphe ne contient
pas de circuit (qui fournirait une galerie minimale de longueur >o, d’origine et

d’extrémité confondues), donc £ est un arbre.

2.2. Les applications structurales et les appartements de /.

Proposition (2.2.1). — Il existe une application j: A—F et une seule possédant les deux
propriétés suivantes :

(i) la restriction de j & C est la bijection canonique (2.1.2) de C sur F(B);

(ii) on a j(v(n).x)=mn.j(x) quels que soient neN et xcA.

L’application j est injective. Si ¥ est une facette de A, alors j(F) est une facette de S de

méme type, on a j(F)=j(F) et la restriction de j & F est une bijection affine de F sur j(F).
L’unicité de j est évidente, puisque C est un domaine fondamental pour W. Soit j,

la bijection canonique de G sur F(B). Pour démontrer I’existence et Pinjectivité de j,

il suffit de prouver que, pour X, X'eT, xeCy, x'eCy et n,n'eN, les deux conditions

suivantes sont équivalentes :

(1) n.jo(x)=n". jo(x')
(2) v(n).x =v(n').x'".

Or (2) est équivalente & x=x" et v(n~'n')eWy ([5], chap. V, § 3, n° 3), (1) est
équivalente d’aprés (2.1.5) & x=x" et n~'n'eBg, et on a v }(Wy)=BynN.

Enfin, la derniére assertion est évidente si FcGC et le cas général en résulte,
vu (ii).

Définition (2.2.2). — L’application j de A dans F déterminée en (2.2.1) est appelée
Papplication canonique de A dans £. Une application ¢ de A dans S est appelée une application
structurale de J s’il existe un élément geG tel que @(x)=g.j(x) pour tout xcA. On appelle
appartement (resp. demi-appartement, quartier, mur) de # un sous-ensemble de F qui est
Pimage de A (resp. d’une racine affine, d’un quartier, d’un mur de A) par une application structurale.

(2.2.3) Il résulte immédiatement de (2.2.1) qu’une application structurale ¢
est un morphisme chambré (1.1.7) de complexes polysimpliciaux de A dans Z, et est
méme un isomorphisme de complexes polysimpliciaux de A sur I’appartement ¢(A),
qui est un « sous-complexe polysimplicial » de # en ce sens que si un appartement contient
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une facette F, il contient F et que tout appartement est réunion des facettes des chambres
qu’il contient.

(2.2.4) Soit M un demi-appartement image d’une racine affine « de A par une
application structurale ¢. Il est immédiat que le mur ¢(da) est la réunion des ensembles F
pour F décrivant ’ensemble des cloisons de .# appartenant a une seule chambre contenue
dans M. Ce mur ne dépend donc que de M et non du choix de ¢ : on ’appelle le mur
de M et on le note dM.

Proposition (2.2.5). — Conservons les notations précédentes. On a :

(i) H=nQNan“1={geG|g.j(x)=j(x) pour tout xeA};

(i) N={geG|g.j(A)=j(A)}.

La premiére égalité de (i) n’est que le rappel de la définition de H (1.2.12).
Vu (2.1.5), Pintersection des stabilisateurs des points de j(A) est égale a

nBgn~t= () nBn~'=H,

nEN,XET nEN
d’ou (i).

D’autre part, les images par j des chambres de A sont les chambres F(nBn~') pour
neN. Si g.j(A)=j(A) (avec geG), alors g permute ces chambres, donc aussi leurs
stabilisateurs, c’est-a-dire les sous-groupes nBn~! pour neN. Pour tout zeN, il existe
donc un élément n'eN tel que gnBn~'g~'=n'Bn’~', ou encore gnen’B. En particulier,
il existe n”’eN et beB tels que g=n"'b, dou bnen”’ 'n'B et nen” " 'n’H (1.2.7).
Par suite, on a benBn~! pour tout neN, c’est-a-dire beH, d’ou finalement g=n""beN,
puisque le systtme de Tits (G, B, N) est saturé. Inversement, on a bien n.j(A)=j(A)
pour tout neN d’aprés la définition méme de j ((2.2.1) (ii)). Ceci achéve la
démonstration de (ii).

Corollaire (2.2.6). — Le groupe G permute transitivement les couples (F, A) formés d’une
Sacette ¥ de type X donné et d’un appartement A contenant F.

En effet, G permute transitivement les appartements par définition méme et le
stabilisateur d’un appartement A permute transitivement les facettes FCA de type X

donné ((2.2.5) (ii) et (1.3.5)).

Corollaire (2.2.7). — Soit ¢ une application structurale et soit § une application de A
dans Pappartement o(A). Pour que § soit une application structurale, il faut et il suffit qu’il existe
un élément weW tel que {=oqow.

On se raméne aussitét au cas ¢ =j et le corollaire résulte alors de la proposi-
tion (2.2.5) et de la définition de j ((2.2.1) (ii)).

(2.2.8) Envertude (2.2.7), il existe sur tout appartement A une structure d’espace
affine euclidien et une seule telle que toute application structurale d’image A soit un
isomorphisme d’espaces affines euclidiens de A. Nous considérons désormais A comme muni
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de cette structure d’espace euclidien, et en particulier de la distance correspondante, que nous noterons d, .

Il est clair que, pour tout geG, Papplication x> g.x est alors un isomorphisme de A
sur 'appartement g.A.

2.3. Les rétractions de . sur un appartement.

Proposition (2.3.1). — Deux facettes de F sont contenues dans un méme appartement.

D’aprés (2.2.3), il suffit de montrer que deux chambres sont contenues dans un
méme appartement. Pour cela, il suffit d’utiliser la transitivité de G sur les chambres,
le fait que toute chambre est de la forme bn.F(B) avec beB et n2eN (2.1.7) et de
remarquer que F(B) et on.F(B) sont contenues dans appartement 4. j(A).

Proposition (2.3.2). — Soient A et A’ deux appartements contenant une méme chambre C.
Il existe une application o=p,. . et une seule de A’ sur A qui soit la restriction a A’ d’une
opération de G et telle que o(C)=C. La restrictionde p & AnA’ est Pidentité et p est une isométrie
de A’ sur A.

On peut supposer que A =j(A) et C=F(B). L’existence de p résulte de (2.2.6).
D’autre part, (2.2.5) montre que le stabilisateur du couple (A, C) est BAN=H et
laisse invariant chaque point de A. L’unicité de p en résulte.

Enfin, soit acAnA’. On a aeF(nByn™?!) (avec neN et XeT). Soit beB tel
que p(x)=b.x pour tout xeA’. On a b '.aeA, ce qui entraine 'existence de n'eN
tel que

b= 'nByn='b=n'Byn’"t.

Compte tenu de ce que By est son propre normalisateur, on en déduit 4 'nen'BycBn’ Wy B
([5], chap. IV, § 2, n° 5, prop. 2). On a donc v(n)ev(n’)Wyx et nByn~'=n'Byn’~*. On
en déduit

b= . F(nByn=')=F(n'Byn'~')=F(nByn?)

d’ott b.a=a d’aprés (2.1.5) (i). Que p soit une isométrie résulte de la définition de d,.

Corollaire (2.3.3). — Soient ¥, et ¥, deux facettes, A, et A, deux appartements contenant
tous deux ¥, et F,. Il existe un élément ge G tel que g.A;=A, et g.F,;=F, pour i=1, 2.

Pour i=1, 2, soit C; une chambre contenue dans A; et admettant F; comme
facette. Soit A un appartement contenant C, et G, et soit g, G tel que g,.A;=A et
g.-C,=C, (i=1,2); alors, g=g;'g, posséde les propriétés requises.

Théoréme (2.3.4). — Soient A un appartement et C une chambre contenue dans A.
Il existe une application o et une seule de F dans A possédant les propriétés suivantes :

(i) o(C)=C;

(ii) pour tout appartement A’ contenant G, il existe geG tel que p(x)=g.x pour tout xeA'.

La restriction de p a A est Uidentité. Si x€C, on a o~ (x)={x}. Si F est une facette de

type X, il en est de méme de o(F), on a o(F)=p(F) et la restriction de p a F est une bijection affine

de ¥ sur o(F).
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Si p existe, sa restriction & un appartement A’ contenant C coincide nécessairement
avec py 4.¢, d’olt 'unicité de p (vu (2.3.1)).

Soit xe.f et soit A’ un appartement contenant Gu{x}. Montrons que p,. 4, (%)
ne dépend que de x. En effet, si A" est un autre appartement contenant Cu{x}, on a,
vu l’assertion d’unicité de (2.3.2),

PA", A;C=Pa’,A;COPA, A5 C
et pyr a.c(x)=x puisque xeA'nA’”.

Posons alors p(x)=p, 4,¢(x) : il est clair que ’application p ainsi définie possede
les propriétés (i) et (ii).

On a p|A=p, 4. c=1Id,. Si #¢C, on a p(x)¢C puisque p|A'=op, 4. est
injective et est Iidentité sur C. Si F est une facette de .# contenant x, on a FcA’ etla
restriction de p & F coincide avec celle d’une opération de G, d’ot1 les derniéres assertions
du théoréme.

Définition (2.3.5). — L’application o définie en (2.3.4) s’appelle la rétraction de &
sur A de centre C et se note p,. .

Proposition (2.3.6). — Soient G une chambre, ¥ une facette et I une galerie tendue entre G
et F. Tout appartement contenant C et ¥ contient chaque terme de T'.

Posons I'=(C,=C, C,, ..., C,) et soit A un appartement contenant C et F.
Supposons C;_;CA et C;¢ A, avec 1<j<m. Soit C’ la chambre de A distincte de G;_,
et telle que C;_;, G; et G’ aient une cloison commune F’. Posons p=p,, . Alors p(C))
est une chambre de A, distincte de C’ et ayant F’ comme cloison. On a donc o(G;) =G;_;.
Comme p(C,)2¢e(F)=F, la suite (C, ..., C,_;,e(Cjyq), --.,p(C,)) est une galerie
possédant les propriétés requises de I' et de longueur moindre, ce qui est impossible.
On a donc C;cA pour tout j.

Corollaire (2.3.7). — (i) Sotent T' et T deux galeries minimales de méme type. Il existe
geG tel que T'=g.T".

(i1) Soient G, C’ et C' trois chambres deux & deux distinctes, possédant une méme cloison.
Il existe geG tel que g.C=GC et g.C'=C".

Il est clair que (i) entraine (ii), en considérant les galeries (C, C) et (G, G").
Démontrons (i). Posons I'=(C,, ..., G,) et I"=(Gg, ..., C,) et soit A (resp. A’)
un appartement contenant G, et G,, (resp. G et C;). Il existe geG tel que C=g.C’

et A=g.A’ (2.2.6) et on a I'=g.IV vu (2.3.6) et la deuxiéme partie du lemme
suivant :

Lemme (2.3.8). — Sotent A un appartement et G une chambre de A.

(i) Pour tout weW, il existe une chambre G’ et une seule contenue dans A et telle que
w(C, C)=w (o w(C, C") est défini comme en (2.1.7)).

(i1) Deux galeries sans bégaiement, de méme lype et de méme origine contenues dans A
coincident.
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L’assertion (ii) est immédiate, car pour toute chambre de A et tout seS, il existe
une chambre et une seule de A qui lui soit mitoyenne, de cloison commune de type s.
Pour démontrer (i), on peut supposer A=j(A) et CG=j(C) et (i) résulte aussitot de la
simple transitivité de W sur les chambres de A.

Corollaire (2.3.9). — Soient C et C' deux chambres de # et posons w=w(C’, Q) (2.1.7).
Soit E Pensemble des galeries minimales d’origine C' et d’extrémité C. L’application s qui, & T'eE,
Jait correspondre son type s(I') (2.1.3), est une bijection de E sur Pensemble des décompositions
réduites de w.

On peut supposer que CG’'=F(B) et C=n.F(B) avec neN ((2.2.6) et (2.3.1)).
On a alors w=v(n). Soit s=(s, ...,5,) une décomposition réduite de w et soit
5.ev7Y(s,) (pour 1<k<m). La suite des chambres C,=7,...5,.F(B) est une galerie
appartenant & E, de type s ((2.1.9) et (2.1.11)). Réciproquement, soit I'eE. On
sait (2.1.11) que le type de I' est une décomposition réduite de w. Supposons-le égal
as.Vu (2.3.6),ona I'cj(A) etles deux galeries I' et (C,, ..., C,) sont deux galeries
minimales de méme type, de méme origine et contenues dans un méme appartement,
donc elles coincident ((2.3.8) (ii)).

(2.3.10) Soit weW. En appliquant (2.3.9) a j(C) et j(w.C), on voit (ce qui
pourrait d’ailleurs s’établir directement en démontrant ’analogue de (2.1.9) dans A)
que Pensemble des galeries minimales d’origine C et d’extrémité w(C) est en corres-
pondance bijective avec les décompositions réduites de w. Si I'=(CG,=GC, ..., C,=w(Q))
est une telle galerie, de type s=(s;, ..., $,), la réflexion par rapport au mur L, support
de la cloison commune a4 C;_; et C; est

=5y Si_0)8(sp. . 5_g) 7"

etona w=s...s5,=t,...4. On a rappelé en (1.2.2) que les f sont deux a deux
distincts et que leur ensemble, qui sera noté T, par la suite, est indépendant de la
décomposition réduite considérée de w. Les f; sont appelés les réflexions assocides a w.
Pour que la réflexion r par rapport au mur L de A appartienne & T,, il faut et il suffit que C
et w(Q) sotent de part et d’autre de L. En effet, si L sépare C et w(C), il doit séparer G,_,
et C; pour un ¢ au moins et L doit coincider avec 'un des L;. Inversement, G;_, et G;
sont du méme c6té de L; pour tout i+j (puisque L;#+L;), ce qui entraine que C et w(C)
sont de part et d’autre de L, pour =1, ..., m. En particulier, on voit que la longueur {(w)
de w est égale au nombre de murs de A séparant C et w.C. De plus, une galerie minimale de A
est toute entiére contenue dans toute racine affine qui contient ses extrémités. Plus généralement :

Proposition (2.3.11). — Toute galerie minimale de 7 est contenue dans tout demi-appartement
de S qui contient ses extrémités.

Proposition (2.3.12). — Soient A un appartement de #, G une chambre de A et p=p,. ;.
Soit F une cloison de #; soit C, la chambre de A admettant o(F) comme cloison et située du méme
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coté que G du mur de A contenant o(F), et soit G, Pautre chambre de A admettant o(F) comme
cloison. Alors, il existe une chambre G’ et une seule de . admettant F comme cloison et telle que
o(C) =G, et pour toute chambre G’ de S, admettant ¥ comme cloison et distincte de C', on a
p(C")=Gs.

Soit I'=(C, ..., C') une galerie tendue entre G et F. Alors, p(I") est une galerie
tendue entre C et p(F) et on a p(C’)=C,. Si C” est une chambre de £, admettant F
comme cloison et distincte de C’, alors la galerie (G, ..., C’, C"') est minimale; en effet,
elle est sans bégaiement et de méme type que la galerie (p(I'), C,), qui est mini-
male (2.3.10). Par suite, on a bien p(G"”)=G,.

2.4. Parties closes de . et de A.

Définition (2.4.1). — Soit M une partic de & (resp. A), rencontrant au moins une chambre.
On dit que M est close si, quelle que soit la galerie (C,, ..., G,) tendue entre une chambre C,
rencontrant M et un point de M, on a C,c M pour o<k<m.

Il est clair que toute partie close rencontrant une chambre est la réunion des
ensembles C pour les chambres C rencontrant M. Un appartement, un demi-appartement,
une racine affine sont clos ((2.3.6) et (2.3.11)). L’intersection d’une famille de parties
closes contenant une méme chambre est encore close. D’ou :

(2.4.2) S M est une partie de S (resp. A) rencontrant au moins une chambre, il existe
une plus petite partie close de F (resp. A) contenant M. On appelle Penclos de M et on la
note cl(M).

(2.4-3) Il est clair que la notion de partie close et d’enclos ne dépend que de la
structure polysimpliciale de # (resp. A). Si M rencontre au moins une chambre, on a

Jj(c(M))=cl(j(M)) pour McA
g.cl(M)=cl(g.M) pour McF et geG.

Lemme (2.4.4). — Soient G et C' deux chambres de A. L'enclos de Cu Q' coincide avec
Pintersection des racines affines de A contenant CUC’ et avec la réunion des adhérences des
chambres qui font partie d’au moins une galerie minimale d’extrémités C et C'.

Soit E Tintersection des racines affines contenant CuC’. On a cl(CuC')cE
d’aprés (2.3.10). Réciproquement, soit G’” une chambre contenue dans E et soient
w, w', w'eW tels que w.C=C', w'.C=C" et w”’.C"=C". On a w=w"w', d’ou
{(w)<t(w')+¢(w"). D’autre part, désignons par & (X, Y) I'ensemble des murs de A
qui séparent deux chambres X et Y. D’aprés (2.3.10), on a

{(w)=Card ¥(C, C"), {(w')=Card £(C,C"), {(w")=Card F(C",C").

Soit Le&Z(C, C")u&(C,C"). On a Le&L(C,C") : sinon, C et C seraient
contenues dans une méme racine affine « de mur L, on aurait CG”’ca (puisque
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C”cE) et L ne séparerait C”” ni de G ni de C'. Le méme raisonnement montre que
Z(C, C")n L(C', C")=0@. Par suite, on a

{(w)=Card &(C, C')>Card & (C, C")+Card ¥ (C', C")=¢(w') +¢(w")

d’ol finalement /(w) =¢(w')+¢(w") (et L(C, C")=F(C, C")u F(C’, C"”)). Il Sensuit
qu’en mettant bout a bout une galerie minimale joignant C & C" et une galerie minimale
joignant C"” & C’, on obtient une galerie minimale joignant C & G’ et C"ccl(CuC’).
Le lemme en résulte, puisque E comme cl(CGuC’) sont des réunions d’adhérences de
chambres.

Proposition (2.4.5). — Soit M une partie de A rencontrant au moins une chambre. L’enclos
de M coincide avec intersection des racines affines contenant M, et est Penveloppe convexe de la
réunion d’un nombre fini de points et de demi-droites.

Soit E Pintersection des racines affines contenant M. Comme une racine affine
est close (2.3.10), on a cl(M)cE. D’autre part, cI(M) est convexe : en effet, (2.4.4)
montre que I’enclos de deux chambres est convexe, et tout point de cl(M) est adhérent
a une chambre contenue dans cl(M). De plus, cI(M) est un polyédre dont les faces sont
contenues dans des murs de A. Par suite, cI(M) est une intersection de racines affines
contenant M, d’ott cI(M)>E et finalement cl(M)=E. De plus, comme les directions
des murs de A sont en nombre fini, le polyédre convexe cl(M) est intersection d’un
nombre fini de racines affines et posséde un nombre fini de sommets et d’arétes, d’ou
la derniére assertion de la proposition.

(2.4.6) La proposition (2.4.5) permet de généraliser & des parties quelconques
de A les définitions (2.4.1) et (2.4.2) :

Définition. — Pour toute partic M de A, on appelle enclos de M et on note c1(M) Pinter-
section des racines affines de A contenant M. On dit que M est close si cl(M)=M, ou encore
st M est intersection de racines affines.

Une partie M de A est close si et seulement si elle est convexe et réunion d’adhérences
de facettes.

Proposition (2.4.7). — Soit M une partie de F, contenue dans la réunion d’un nombre
fini de facettes. Pour que M soit contenue dans un appartement, il faut et il suffit qu’il existe deux
chambres C et G telles que M soit contenue dans Uenclos de CuC'.

La condition est évidemment suffisante, puisque cl(CuC’) est contenu dans tout

appartement contenant C et G’ (2.3.6). Qu’elle soit nécessaire résulte de la proposition
suivante :

Proposition (2.4.8). — Soit D une chambre vectorielle.
(i) Pour toute partie bornée M de A, il existe x, x'€A tels que M c(x+D)n (x'—D).
(ii) Quels que soient x, %', p,y'€A tels que yex—D et y'ex'+D, ona

(*+D)n (' —D)ccl({y ).
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Soit € un quartier de direction D. Le transformé de € par une homothétie de
centre un point de 'ouvert € et de rapport assez grand est un quartier € de direction D
contenant M. Si x est le sommet de €', on a bien Mcx+D, d’ou (i).

Démontrons (ii). Il suffit de montrer que toute racine affine o contenant y et y’
contient (x+D)n (#'—D). Quitte & remplacer D par —D et a échanger (x, y) et (¥, 5'),
on peut supposer que ‘we’Z{ (1.3.13). On a alors a=a+D et

x+Dcy+D+D=y+Dca+D=«
d’ou (ii).

Corollaire (2.4.9). — Sotent D une chambre vectorielle et x un point de A. Quels que soient
les points yex+D et y'ex—D, Penclos de {y,y'} est un voisinage de x.

En effet, cl({y,»'}) contient (y—D)n(y'+D), qui est un voisinage de x.

Proposition (2.4.10). — Soient ¥ une facette de A, L le sous-espace affine engendré par F
et A une composante connexe du complémentaire dans A de la réunion des murs contenant F. Pour
toute partie bornée M de A, il existe un point yeL et un quartier € CA tels que Mccl({y, z})
pour tout point zeC.

Soient xeF et M une partie bornée non vide de A. Il existe une chambre vecto-
rielle D telle que x4+DcA et que Pintérieur relativement 2 L de (x+D)nL ne soit
pas vide. Faisons de A un espace vectoriel en prenant comme origine o un point de
(*+D)nL. Comme x+4D est un voisinage de o dans A, il existe reR?% tel que
Mcr(x+D)=rx+D. Posons y=rx et soit y’cA tel que Mcy'—D ((2.4.8) (i)).
Ona y'+DcA et Mc(y+D)n(y'—D) ccl({y, z}) pour tout point z du quartier y'+D.

Proposition (2.4.x1). — Conservons les notations de (2.4.10). Pour toute partie bornée M
de A et toute chambre C de F admettant j(F) comme facette, il existe un appartement de S
contenant G et j(M).

Soient F' une facette ouverte dans L et G'CA une chambre telles que
FuMccl(F'uC’) (2.4.10). Soit G (resp. C,) la chambre de A admettant F (resp. F’)
comme facette. Nous supposerons, ce qui est loisible, que C_=GC; il existe alors XeT
tel que F=Cy. Soit I" une galerie tendue entre C et C,. Gomme C est la seule chambre
de A admettant F comme facette et contenue dans la partie close A, cette galerie est
tendue entre F et C/_ . Soit A un appartement contenant C et j(C’); il contient j(C)
et il existe beB tel que &.j(A)=A et b.j(C)=j(C}) (2.3.3). Posons w=w(j(C), C)
et soit nev '(w). On a C=bn.j(C) et weWy, de sorte que n est 'identité sur j(F’).
La galerie 4n.j(I") est donc tendue entre j(F) et une chambre G =bn.j(C/) admettant
J(F") comme facette, et son origine est la chambre C. Par suite, ona Cuj(F’)ccl(j(F)uC").
L’enclos de j(C')uC” contient 'enclos de j(C'UF’), donc contient j(FuM), et
contient aussi ’enclos de C'"uj(F), donc contient G, ce qui démontre la proposition.

Corollaire (2.4.12). — Soient o un demi-appartement, M une partie bornée de o et C une
chambre de S possédant une cloison contenue dans le mur da de . Alors, il existe un appartement
contenant G et M.
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Proposition (2.4.13). — Soit M une partie de S, rencontrant au moins une chambre, et
soit geG tel que g.x==x pour tout xe M. On a alors g.x==x pour tout xecl(M). Autrement
dit, les fixateurs de M et de cl(M) sont égaux.

Il suffit de montrer que P'ensemble X ={xe.#|g.x=x} est clos. Soient xeX,
C une chambre rencontrant X, donc contenue dans X (2.1.5), A un appartement
contenant x et G et I' une galerie tendue entre x et C. D’apres (2.3.6), les deux galeries I'
et g.I' sont contenues dans A, donc coincident puisque ce sont deux galeries de méme
type et de méme extrémité. On a donc bien I'cX et X est close.

2.5. La métrique de Pimmeuble .7,

Nous avons vu (2.2.8) que chaque appartement A de £ est muni d’une structure
d’espace affine euclidien et en particulier d’une distance d,. Nous allons montrer qu’il
existe sur £ une distance et une seule dont la restriction 2 chaque appartement A est
la distance d,. Cette distance est invariante par G et fait de # un espace métrique
complet, contractile et ol deux points quelconques sont joints par une géodésique unique.

Lemme (2.5.1). — Il existe une fonction d : FXF—>R_ et une seule telle que, pour tout
appartement A de S, la restriction de d @ AXA soit la fonction d, .

L’unicité de d est claire, puisque deux points quelconques de £ appartiennent a
un méme appartement (2.3.1). Considérons deux appartements A et A’ et.soient
x,yeAnA’. Vu (2.3.3), il existe geG tel que g.x=x, g.y=y et g. A=A’ etonsait
que l'application zi>g.z de A sur A’ est une isométrie (2.2.8), d’ou d,.(x, y)=d,(x,).
L’existence de la fonction d en résulte.

(2.5.2) Il est clair que la fonction d est invariante par G.

Proposition (2.5.3). — Soient G une chambre de F et A un appartement contenant C.
Soit p=p,.c la rétraction sur A de centre G (2.3.5). Soient x,yeSf. Alors :

(i) ona dp(x), () <d(x,9);

(i) si %G, ona dlp(x), o(»)=d(x »);

(iii) il existe une facette ¥ de S telle que x,yeF, on a d(p(x), p())=d(x, ).

S’il existe un appartement A’ contenant a la fois C, x et y, alors d(p(x), p(y)) =d(x, )
car p|A’=p, ,.¢ est une isométrie de A’ sur A (2.3.2). Ceci démontre (ii) et (iii).

Soit A” un appartement contenant x et y et soit (x,==x, ¥, ..., x,,=)) une suite
monotone de points du segment [xy] de Pespace affine A, telle que, pour 1<j<m,
il existe une facette F; telle que x;_; et x; appartiennent a Fj. On a alors, d’aprés (iii)

m

a'(p(xj_l), p(xj)) = _ad(x,-_l, xj) =d(x, )

ji=1 i=

M E

d(p(x), p(1)) <
dout (i).
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Proposition (2.5.4). — (i) La fonction d est une distance sur S.

(ii) Soient x,ye.f et soit D={zeSf|d(x, y)=d(x, 2)+d(z,9)}. Alors D est contenu
dans tout appartement A contenant x et y, et coincide avec le segment [xy] de Uespace affine A.

(iii) S% une isométrie de S, en particulier une opération de G, laisse fixes les deux points x
et y, elle laisse fixe tout point de D.

Soient x, », ze£. Il est clair que d(x, y)=d(, x) et que d(x, »)=o0 si et seulement

si x=y. Soit A un appartement contenant x et » et soit G une chambre de A. Posons
p=pgs,c- Ona :

(1) d(x,9)=d(p(x), o()) <d(p(); p(2)) + d(p(2), p()) < d(x, 2) +d(2, )
d’ou (i).

Supposons de plus que zeD et soit ¢ le point du segment [xy] de A tel que
d(x, z)=d(x, t). Choisissons la chambre C de telle sorte que tcC. Comme zeD, les
inégalités (1) sont des égalités, ce qui implique d(x, p(z))=d(x, z)=d(x,t) et de méme
d(y, p(2))=d(y,t) dou p(z)=t et 2=t d’aprés (2.3.4). Ceci démontre (ii) et (iii).

Définition (2.5.5). — On appelle immeuble du systéme de Tits (G, B, N, S) lensemble 5
muni de sa structure de complexe polysimplicial définie en 2. 1, de la famille des applications structurales
définie en 2.2 et de la distance d.

Définition (2.5.6). — Avec les notations de (2.5.4), on dit que D est le segment fermé
d’extrémités x et y et on le note [xy]. Une partie M de S est dite convexe si x, yeM  entraine
[w]cM.

11 est clair que lintersection d’une famille de parties convexes de £ est convexe;
on peut donc parler de Penveloppe convexe d’une partie de 2.

(2.5.7) Pour qu’une partie de .# contenue dans un appartement A soit convexe
dans £ au sens de la définition (2.5.6), il faut et il suffit qu’elle le soit au sens de la
structure affine de A. En particulier, tout appartement est convexe dans .£. L’inter-
section de deux appartements AnA’ est convexe dans chacun d’eux et les structures
affines induites sur An A’ par celle de A ou celle de A’ sont identiques. Comme An A’
est réunion d’adhérences de facettes, on voit que AnA’ est close dans A au sens
de (2.4.6).

Si M est une partie de £ rencontrant au moins une chambre, alors M est close si
et seulement si elle est convexe et réunion d’adhérences de chambres. Cette condition est évidemment
nécessaire. Supposons-la satisfaite et soit G (resp. F) une chambre (resp. facette) ren-
contrant M, donc contenue dans M. Si A est un appartement contenant GUF, Pinter-
section AnM est convexe et réunion d’adhérences de facettes, donc est close (dans A,
donc dans #) (2.4.6) et on a cl(CUF)cAnMcM. Donc M est close.

Plus généralement, nous dirons qu’une partie M de £ est close si elle est convexe
et réunion d’adhérences de facettes (cf. (2.4.6)). Pour M c.#, nous appellerons enclos
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de M et noterons cl(M) l'intersection des parties closes de # contenant M; c’est la plus
petite partie close contenant M.

Proposition (2.5.8). — Soient A et A’ deux appartements. Il existe geG tel que g. A=A’
et g.x==x pour tout xeAnA’.

Soit F une facette ouverte dans AnA’ et soit geG tel que g. A=A’ et
g.F=F (2.2.6). Soit yeF et soit xeAnA’; soit D le segment [xp], qui est contenu
dans AnA’. L’image de D par gest unsegment de A’, d’extrémité y et de longueur d(x, »).
Comme F est ouverte dans AnA’, DnF est un sous-segment non réduit a { y} et laissé
fixe point par point par g. On en déduit que g¢.D=D et que g laisse fixes tous les points
de D, et en particulier x.

Corollaire (2.5.9). — Soit geG; posons A=j(A). Il existe neN tel que g.x=n.x
pour tout xeAng=*.A. Si deplusona g.x=x pour x appartenant & un ouvert non vide de A,
ona g.x==x pour tout xeAng t. A.

En effet, il existe keG tel que hg. A=A et h.y=y pour yecAng.A. On a alors
hg=neN et g.x=n.x pour xeAng '.A. La deuxiéme assertion en résulte, puisque
un élément de N laissant fixes les points d’un ouvert non vide de A, appartient a H.

Proposition (2.5.10). — Si F est une facette de #, Uadhérence de ¥ dans Pespace métrique S
nest autre que la réunion ¥ des facettes de F.
Cela résulte aussitot de la compacité de F dans tout appartement contenant F.

Lemme (2.5.xx). — Soient F une facette de S et xeF. Il existe une boule ouverte D de
centre x telle que, si F' est une facette de I rencontrant D, on ait FcF’'. Si D est une telle boule
et si geG est tel que g.x€D, ona g.x=x.

Soient x, et F, les images de x et F par ’application canonique de F dans C (2.1.2).
Il existe €>o0 tel que tout mur de W rencontrant la boule ouverte D, de centre x, et
de rayon ¢, contienne x,. Soit F; une facette de A rencontrant D, et soit yeF;nD,.
Tout mur rencontrant le segment ouvert ] yx,[ contient x,, donc aussi [ yx,]. Geci entraine
que ]yx[cF, et xeF,. On a donc F,cF,.

Soit maintenant D la boule ouverte de .#, de centre x et de rayon ¢, et soit F’ une
facette de # rencontrant D. Soit « une application structurale telle que «(C)D>F et
«(A)>F’. Comme « est une isométrie, et que a~*|F est I’application canonique de F
dans G, on a «~}(x)=%,, « }(F)=F, et «a~}(D)=D,. Posons F;=a"*(F’). Comme
F,nD,+@, on a F,cF, d’aprés la premiére partie de la démonstration, d’ot FcF".

Enfin, soit geG tel que g.xeD et soit F’ la facette contenant g.x. On a alors
x, g.xeF’ d’ot g.x=x d’aprés (2.1.6).

Théoréme (2.5.12). — (1) L’espace métrique & est complet.
(i1) Soit F un ensemble de facettes. Alors FlleF est fermé dans S.
11 suffit de montrer que, avec les notations de (ii), M ZFQ?F est complet, c’est-a-dire

qu’une suite de Cauchy () de M posséde un point d’accumulation dans M. Soit C
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une chambre de # et soit g,eG tel que x,=g; " yqe(—l (pour geN). Quitte & remplacer
la suite (y,) par une suite partielle, on peut supposer que la suite (x,) converge vers xeC.
Soit D une boule de centre x possédant la propriété du lemme (2.5.11). Comme

d(g,- %, gq.x)sd(gp.x, gp.xp)—}—d(gp.xp, gq.xq)—l—d(gq.xq, gq.x)
<d(x’ xp) +d(.yp9yq)+d(xq) x)

il existe un entier m tel que g, 'g,.x€D pour p,g>m etona g,.x=g,.x pour p, ¢=>m.
Pour p>m, ona d(y,, g,.x)=d(x,, x) ety,tend vers y=g,.x. De plus, le lemme (2.5.11)
montre que y est adhérent a la facette contenant y, pour p assez grand, donc
appartient a M.

(2.5.13) Quels que soient les points x, ye#, le segment [xy] est Punique géodésique
joignant x a y.

Cela résulte aussitét de (2.5.4) (ii).

Pour tout nombre réel ¢ de l'intervalle [o, 1], nous désignerons par #x+(1—¢)y
I'unique point ze[xy] satisfaisant a d(x, z) =(1—1t)d(x, ).

Lemme (2.5.14). — Sotent x, y, z, 2/ quatre points de F tels que ze[xy], et soit
ceR, tel que d(x,2")<d(x, 2)+ed(x,y) et d(y 2)<d(y, 2)+cd(x,y). On a alors
d(z, 2')’<4ed(x, 2)d(p, 2) +<*d(x, )" B

Soient A un appartement contenant [xy] et C une chambre de A telle que zeC.
Posons z''=p,.¢(2). On a d(z,2')=d(z,z"’) et les quatre points x, y, 2, 2"’ satisfont
aux mémes hypotheses que x, y, z, 2. On voit qu’il suffit de démontrer le lemme lorsque
les quatre points considérés appartiennent a un méme appartement, et il résulte alors
d’un calcul élémentaire de géométrie euclidienne plane.

Lemme (2.5.15). — L’application (¢, x, p)>ix+(1—1¢)y de [0, 1]XIXSF dans S
est continue.

Cela résulte aisément du lemme (2.5.14).

Proposition (2.5.16). — L’espace métrique S est contractile.

Cela résulte du lemme (2.5.15). ‘

(2.5.17) Soient x, yef et soit £ (x, ) ’ensemble des suites finies s=(x,, ..., x,,)
de points de . telles que x,=x, x,=» et que x;_, et x; appartiennent & I’adhérence
d’une méme chambre pour 1<j<m. On a

d(x y)= Jof ,-%'1‘1 (%1 %)
Il en résulte aussitot que la métrique de £ est complétement déterminée par la donnée

de la structure de complexe polysimplicial de # et des structures d’espace métrique
sur les parties de £ de la forme C, ott C est une chambre de £.
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2.6. Décomposition de Pimmeuble en composéntes irréductibles.

Lemme (2.6.x). — Soit (S', S"') une partition de S telle que tout élément de S’ commute
avec tout élément de S"'. Alors Wy, est un sous-groupe distingué de W et (G, Bg,, N) est un systéme
de Tits dont le groupe de Weyl est canoniquement isomorphe ¢ W [Wy, et @ Wy,

Comme Wy nWg, =Wy, 5. ={¢}, le groupe W est produit direct de Wy, et W,.
Posons H'=BgnN : I'image de H' dans W est Wy, et N/H’ s’identifie & W/Wj, ou
encore & Wg,.. Soit se8” et weWg.. On a :

sBg w = sBWg Bw c sBWg, wB = sBwWy, B ¢ (BswWy, B) u (BwWyg, B)

c (BgwByg) U (Bg swBg,).

Enfin, sBgs+Bg puisque By est son propre normalisateur. Nous avons bien
vérifié les axiomes d’un systéme de Tits.

Remarquons que ce lemme est valable pour un systéme de Tits quelconque, non
nécessairement de type affine.

(2.6.2) Soit A=A X...xA, la décomposition canonique de A en produit de
ses composantes irréductibles sous W et soient W=W, x...xW,, C=C;x...xGC,, et
S$=8,u...uUS, les décompositions correspondantes de W, Cet S ((1.3.2) et (1.3.4)).

Pour toute partic J de {1, ..., m}, soit p; la projection canonique de A sur
AJ=ile_IJA,., soit CJ=1.I€-[JC,- et soit WJ=i£IJWi, considéré comme groupe de trans-
formations affines de A;. Posons SJzileJJS,-, B;=B;,=BW;B et B'=B, ;. 1l
résulte du lemme (2.6.1) que (G, B, N) est un systéme de Tits de groupe de Weyl Wy,
donc de type affine. Soient .#; 'immeuble de (G, B, N) (construit a partir de Aj et Gj),
d; sa distance, j, ; Papplication canonique de (—]J sur _F_‘(TJ), etc. La classe de conju-

gaison de (B’, N), donc aussi 'immeuble #;, ne dépend que de la classe de conjugaison
de (B, N).

Proposition (2.6.3). — (i) Soit P (resp. &) Pensemble des sous-groupes parahoriques
de (G,B,N) (resp. (G, B, N)). Pour tout PeP, il existe un plus petit élément noté wy(P)
dans Pensemble des éléments de Py qui contiennent P.

(i1) Il existe une application wy et une seule de F dans Sy telle que lon ait

wy(F(P))=F(n;(P))  pour tout PeP?;

pyoh=1A;ou;

ot N (vesp. \;) désigne Uapplication canonique de S (resp. S;) dans G (resp. Gj).

(i) Pour tout geG et act, on a g.wz(a)=w;(g.a) et w; est surjective.

(iv) Pour toute application structurale ¢ : A— 2, il existe une application structurale
o5 Ay I et une seule telle que wyo@ =g op;.

Pour démontrer (i), on peut supposer P=By avec XeT. Les sous-groupes de G
contenant P sont alors les By avec X cYcS, et si un tel sous-groupe appartient & &,
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il doit contenir un conjugué de B’ et Y doit contenir $—S8;. On voit donc que
7;(P)=Bxys—s, Posséde la propriété voulue.

Démontrons (ii). Si w»; existe, elle envoie le point (P, a)ef (avec aer(F(P)))
sur le point (n;(P), p;(a))eS;. 1l suffit donc de montrer que
(1) ps(A(E(P))) cry(F(ms(P))).
Par une opération de G, on se raméne au cas P=By. On a alors A(F(P))=Cy et
2y (F(m5(P)) =25((BY)xas,)=(Cy)xas, (facette de type Xn8§; de C;), d’on (1).

La premiére assertion de (iii) résulte de I'unicité de w;. Elle entraine
w5(#) = G..w,(F(B)) = G.F(B) = 4.

Démontrons (iv). Compte tenu de (iii), (iv) résultera de la relation
(2) w5(J(x)) =js(#s5(%))  pour xeA
(o j:A—>SF et j;:A;—F sont définis comme en (2.2.1)). Il suffit, toujours en
vertu de (iii) et de (2.2.1) d’établir (2) pour xeCy. Or on a dans ce cas :

w5(J(x)) =w;5(By, x) =((BJ)xnsJ> 25(x)) =75(p5(x)).

Proposition (2.6.4). — Soit {J|Je #} une partition de Uensemble {1, ..., m}.
Sotent S’ le produit des immeubles I pour Je f, muni de la structure de complexe polysimplicial
produit et de la distance (%:d?) 12 P le produit des ensembles P muni de la structure d’ordre produit,

w=(wy) : I>I' Papplication produit des vy et w=(n;) : P—>P Papplication produit
des ;.

(i) ' est une isométrie et un isomorphisme de complexes polysimpliciaux de S sur F'.

(i) Pour tout appartement A de £, la restriction de = @& A est un isomorphisme d’espaces
affines euclidiens et de complexes polysimpliciaux de A sur le produit des appartements wy(A).

(iii) = est un isomorphisme d’ensembles ordonnés de P sur P'. Pour tout PeP, on a
PngfnJ(P).

L’assertion (ii) résulte de (2.6.2) et de (2.6.3) (iii). Elle entraine que = est
isométrique et est un morphisme de complexes polysimpliciaux. Pour établir (i), il ne
reste donc qu’a montrer que  est surjective. Par induction sur Card ¢, on se raméne au
casou f#=(J;,J,). Soitalors x.e.f;, et y,ef d’image x, (pour k=1, 2) ((2.6.3) (iii)).
Soit A un appartement de .# contenant y; et »,. On a alors xew; (A) pour k=1, 2,
d’ott (x,, x,) ew(A) d’apres (ii).

Enfin, si Pe#, on a m(F(P)):I;[F(nJ(P)). Comme = commute avec l’action
de G, on en déduit que P= JQ’«T-n:;,(P) (2.1.5). Il en résulte que = est injective. Montrons
que 7 est surjective : en effet, si P;e%; pour Je#, alors I;IF(PJ) est une facette F’

de S’ et il existe un PeZ? tel que F'=w(F(P)), ou encore P;=m;(P) pour tout J.
Enfin, il est clair que PcQ est équivalent & 7;(P)Cw;(Q) pour tout JeZ (P, QeZ).

(2.6.5) Lorsque J est une partie & un seul élément 7, on convient d’écrire ¢ au
lieu de {i} dans les notations précédentes. Les systémes de Tits (G, B, N) sont irréduc-
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tibles : on les appelle les composants irréductibles de (G, B, N). La proposition (2.6.4)
fournit donc une décomposition canonique de 'immeuble F en produit de complexes simpliciaux.

(2.6.6) Soit Jc{1, ..., m}. Il est clair que (B;, B, NnB;) est aussi un systéme
de Tits de groupe de Weyl W;. Son immeuble est canoniquement isomorphe a 4,
la correspondance PP’ entre sous-groupes parahoriques de (G, B, N) et de
(B;, B, NnB;) pouvant étre décrite comme suit : P’=PnB; et P est 'unique sous-
groupe parahorique de (G, B, N) de type =(P)u(S—S;) contenant P’.

2.7. Homomorphismes B-adaptés.

Soit @ : G>G un homomorphisme B-adapté ((1.2.13) sqq., dont nous reprenons
les notations). Nous avons vu en 1.2 que G opére sur 'ensemble 2 des sous-groupes
parahoriques de G et nous avons défini un homomorphisme £ de G dans le groupe des
automorphismes du syst¢éme de Coxeter (W, S), groupe qui s’identifie a WJ{,, avec les

notations de (1.g.18), c’est-a-dire au groupe des automorphismes de P’espace euclidien A
qui conservent la chambre C.

(2.7.1) Soit alors y=(P,x)ef (avec PeZ et xeC_p). Comme ‘P est un
sous-groupe parahorique de G de type £(g)(x(P)) (1.2.18), le couple g.y=(P, £(g).x)
est encore un point de .# et on définit ainsi une loi d’opération de G dans Pensemble ..
Pour cette loi, le stabilisateur d’une facette F(P) n’est autre que le sous-groupe Stab P
(1.2.15) et B=StabBn&~!(1) est le fixateur de la chambre F(B).

Proposition (2.7.2). — (1) St geG et yet, on a ¢(g).y=g.y. Autrement dit, les
lois d’opération de G et de G sur I sont compatibles avec I’ homomorphisme ¢. On a

-1 __ —1
Ker @CgQGgHg =N gBg™h

gEG

(i) Pour tout geG, Papplication yrrg.y est un automorphisme isométrique de complexe
polysimplicial de S.

(iii) Si, de plus, Phomomorphisme ¢ est B-N-adapté (1.2.13), cette application permute
entre eux les appartements (resp. les demi-appartements, les quartiers, les murs) de £.

La premiére assertion de (i) est immédiate, compte tenu de ce que, pour geG
et Pe? ona “0WP=gPg! et £(¢(g))=1. La deuxiéme en résulte, puisque si geKer o,
¢(g), donc aussi g, opére trivialement sur 4.

Démontrons (ii). Soit geG et soit y Papplication y>g.y de .# dans lui-méme.
Comme P’action de G sur 2 respecte les relations d’inclusion dans &, on voit que, pour
Pe, l'image par y de la facette F(P) est la facette F(°P) et que y(F(P))=F(°P). Par
ailleurs, la restriction de y & F(P) s’obtient par composition de ’application canonique
de F(P) sur C_p), de £(g) et de P'application canonique de Gy sur F(°P). Comme £(g)
est un automorphisme de I’espace euclidien A, on en déduit que y est un automorphisme
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de complexe polysimplicial et que la restriction de y a W est isométrique. Par suite,
v elle-méme est isométrique d’aprés (2.5.17).

Démontrons (iii). Quitte & multiplier g 2 gauche par un élément de ¢(G), on peut
supposer que g normalise ¢(B) et ¢(IN). On a alors, pour tout weW (1.2.20)

Y(wBw ') =w'Bw' ™! avec w'=E(g)(w)=E(g)wk(g) !
et plus généralement

g(waw—l) = wl Bg(g)(x)w’—l pOllI‘ XET.

Soit alors acA etsoient XeT et weW tels que acw.Cx. On a j(a)=(wByw™*, w'(a))
et g.j(a)=(w'Bg,xw' ' E(g) . w ™ .a), dou

g-J(a)=('Bygxyw' ™", w'1.E(g) .a) =j(E(g) - ).

Par suite, y conserve I’appartement j(A) et se réduit sur j(A) a I’application jo§(g)oj™",
donc permute entre eux les murs (resp. les quartiers, les demi-appartements) de j(A).
On en déduit (iii) en utilisant (i) et la transitivité de G sur les appartements.

(2.7.3) Par contre, G ne permute pas entre elles les applications structurales, sauf si

£(G)={1}.

(2.7.4) Ce qui précéde s’applique en particulier si 'on prend pour Gle groupe
AutyG (resp. Autp y,G) des automorphismes de G qui conservent la classe de conjugaison
de B (resp. du couple (B, N)) et pour ¢ I’homomorphisme qui 2 geG associe I’auto-
morphisme intérieur défini par g. On a alors y.g.x=vy(g).y.x pour ye@, g€G et xe s,
La proposition (2.7.2) montre alors que ’immeuble # avec toutes ses structures ne dépend
(a un automorphisme pres de A conservant G pour ce qui est des applications structurales)
que de la classe de conjugaison du couple (B, N). Si 'on considere .# comme muni seulement
de sa métrique et de sa structure polysimpliciale, il ne dépend que de la classe de
conjugaison de B.

2.8. Caractérisations des appartements.

Nous avons vu (2.4.%7) que, pour qu’'une partie M de £ soit contenue dans un
appartement et y soit bornée, il faut et il suffit qu’il existe deux chambres C et C’ telles
que M soit contenue dans ’enclos de GuC’. En particulier, la famille des parties de &
qui sont des parties bornées d’appartement est complétement déterminée par la donnée de la
structure de complexe polysimplicial de £.

Il n’en est pas de méme en général de la famille des appartements : il existe des
systtmes de Tits de type affine (G, B, N, S) et (G, B, N’, §’) saturés équivalents pour
lesquels N et N’ ne sont pas conjugués. Le complexe polysimplicial # associé est le méme
pour les deux systémes, mais les familles d’appartements sont distinctes : sinon, il
existerait un élément geG tel que j'(A)=g.j(A) en désignant par j et les applications
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canoniques de A dans .# correspondant 2 ces deux systémes de Tits de groupe de Weyl W,
et on aurait N'=gNg~! d’aprés (2.2.5).

Dans ce numéro, nous allons tout d’abord donner une autre caractérisation des
parties bornées d’appartements, puis, dans le cas ou le groupe G est complet pour une
topologie convenable, des appartements eux-mémes. Enfin, nous montrerons que ’appar-
tement j(A) est entiérement déterminé par la structure polysimpliciale de £ et par le
groupe N considéré comme groupe de permutations de .£.

Désormais, nous identifierons A et j(A) au moyen de j et considérerons donc A comme un
appartement de .

Proposition (2.8.x1). — Soit M une partie bornée de ., possédant Pune des deux propriétés
suivantes :

a) Pintérieur de M n’est pas vide,

b) M est convexe.

Pour qu’il existe un appartement contenant M, il faut et il suffit qu’il existe une isométrie
de M sur une partie de A.

Que la condition soit nécessaire est évident. Supposons-la satisfaite et supposons
tout d’abord que lintérieur de M n’est pas vide. Il existe alors une chambre G, telle
que CynM soit d’intérieur non vide. Par ailleurs, toute isométrie ¢ : X—X’' d’une
partie de A sur une autre se prolonge en un automorphisme de A, qui est unique dés
que X contient un ouvert non vide de A. On en déduit aisément que, si A est un appar-
tement contenant G, il existe une isométrie v et une seule de M sur une partie de A,
dont la restriction & CynM est lidentité. De plus, v est la restriction a M de la
rétraction p de centre C, de .# sur A, puisque on a d(p(x), ) =d(x, y) =d(x(x),y) pour
tout xeM et pour tout y appartenant & Cy,n M, qui est d’intérieur non vide.

Soit E I’enclos de p(M), et soit € I’ensemble des chambres CcE telles que la
restriction de p & MuUGC soit encore isométrique. La restriction de p & I’ensemble M’
réunion de M et des adhérences C des chambres appartenant & % est elle aussi isométrique.
Nous allons alors raisonner par récurrence sur le nombre £ de chambres contenues
dans E et n’appartenant pas a €; ce qui précéde montre que si £=o, la restriction
de p 2 MUE est isométrique, ce qui entraine M cCA.

Supposons donc £>o. En considérant une galerie minimale tendue entre C,
(qui appartient évidemment a %) et une chambre contenue dans E et n’appartenant
pas a €, on voit qu’il existe deux chambres mitoyennes C et G’ contenues dans E, telles
que Ce% et C'¢%. La premieére partie de la démonstration montre que I’on peut
supposer C=GC,.

Soit alors F la cloison commune & G et G’ et soit aeF. Distinguons deux cas :

1) Pour tout xeM', x+a, Uintersection [ax]n (CUC’) est un sous-segment de [ax] non
réduit a {a}. Soient alors xeM', x+a, 2eC’ et soit A’ un appartement contenant C’ et x.
Le triangle T réunion des segments [az], [2x] et [ax] est contenu dans A’, donc est
« euclidien ». Le triangle T'=p(T) lui est alors isométrique, puisque d’une part p est
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isométrique sur [ax] et que d’autre part les angles au sommet a de T et T’ sont égaux
puisque p est 'identité sur GuC’. On a donc d(z, x)=d(z, p(x)) et la restriction de p
4 MuC’ est isométrique, contrairement & I’hypothése selon laquelle C'¢%.

2) Il existe xeM', x+a tel que [ax]n(CuC’)={a}. 1l existe alors une chambre C"’
admettant F comme cloison, distincte de G et de C’, telle que [ax]n G +0. Soit alors A’
un appartement contenant G et x, donc G/, et soit p’ (resp. p’’) la rétraction de £ sur A/,
de centre G (resp. G”). Soit yeM’; comme p=pop’, on a

d(x,9)=d(p(x), p(»)) =d(e(p' (%)), p(p'()))
<d(p’(x), p'(9))<d(x, ).

Comme x=p'(x)=p"(x), on en déduit d(x,p'(y))=d(x,»)=d(x, " (y)). Soit R’
(resp. R"’) le demi-appartement de A’ dont le mur contient F et contenant G (resp. C”);
on a xeR”. Montrons que [ay]n (CuC") +{a} dés que y=a. Sinon, il existerait une
chambre G’’’ admettant F comme cloison, distincte de C et de G’, avec [ap] n C""' 0.
Comme p'(C"")=C" (resp. p"(C""")=C) et que p’ (resp. p’’) restreinte a [ay] est une
isométrie, on aurait p’() eR” et p”(y)elol’, avec de plus p”’(9)=r.p'(»), ou restla
réflexion dans A’ par rapport a I’hyperplan mur commun de R’ et R”. Mais ceci
entrainerait d(x, ¢”’'(y))>d(x, ’(»)), contrairement a ce que nous avons vu plus haut.

En particulier, si yeM'n A, avec y+a, on a [29]nC+{a} puisque C'nA=0
et y appartient au demi-appartement R de A contenant C et de mur contenant F.
D’aprés (2.4.12), il existe donc un élément geG tel que g.y=y pour tout yeM'nA
et g.C”"=C’. On a alors g.CG=C et ceci entraine que p(g.z)=p(z) pour tout ze.f.
La restriction de p & M""=g.M’ est donc encore une isométriec et I’enclos de
p(M")=p(M') est toujours égal a E. De plus, pour tout yeM’ avec yp=a, on a
[e9]n (CuC’)+{a} et I’étude faite plus haut en 1) montre que la restriction de p a
M”uC’ est isométrique. Nous nous retrouvons donc dans la méme situation, avec M”’
au lieu de M, mais la famille % se trouve augmentée d’au moins une chambre, a savoir C’,
et le nombre £ diminué d’au moins une unité.

L’hypothése de récurrence entraine donc qu’il existe un appartement A’ conte-
nant M’ et 'appartement g~ !.A’ contient M, ce qui achéve la démonstration dans
le cas a).

Supposons maintenant que M est convexe. Soit F une facette de .#, rencontrant M,
de plus grande dimension possible, et soit xeFn M. Pour tout yeM, y=+x, l'intersection
Fn[xy] n’est pas réduite a {x}. Soit A un appartement contenant F et soit C une
chambre de A dont I’adhérence contient F. Il nous suffit, pour nous ramener au cas
précédemment étudié, de montrer que la restriction 8 CuM de la rétraction p=p,.
est isométrique, ou encore que d(p(), p(2))=4d(»,2) pour y,zeM. Or, les deux
triangles enveloppes convexes de {x,, z} et de {x, p(»), p(z)} sont tous deux isomé-
triques a des triangles euclidiens; leurs angles au sommet x sont égaux puisque

[w]0 [xe(»)]+{x}+ [xz]n [xp(2)] et les cotés [xy] et [xp(y)] (resp. [x2] et [xp(2)]) sont
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de longueurs égales. Par suite, on a d(, 2)=d(p(»), p(z)) ([22], livre I, prop. IV),
ce qui termine la démonstration.

(2.8.2) Supposons que G soit muni d’une structure de groupe topologique
complet, pour laquelle B est un sous-groupe fermé. Supposons de plus qu’il existe une
suite décroissante de sous-groupes (V,),~ formant un systéme fondamental de voisinages
de I’élément neutre, et une suite croissante de parties bornées Q, de A telles que, en
notant P, le fixateur de j(Q,) dans G, I’on ait

(1) P,=(P,nV,).H pour tout n>1.

I1 est immédiat que (1) reste valable si ’on remplace Q, par une partie plus grande
de A. On peut donc supposer de plus que Gc€Q;, que les Q, sont de la forme
cl(C,uC)), ou C, et C; sont des chambres de A (2.4.8), et ont pour réunion A tout
entier. Remarquons que P,, étant alors une intersection de conjugués de B, est un sous-
groupe fermé de G, donc P,nV, est aussi fermé.

Proposition (2.8.3). — Sous les hypothéses de (2.8.2), toute partie M de S qui est réunion
d’une suite croissante de parties M, (n>0) contenues chacune dans un appartement A, est elle-
méme contenue dans un appartement.

On peut évidemment supposer que les M, sont bornées et réunions convexes
d’adhérences de facettes, et que M, est ouvert dans M,. Choisissons z,eG tel que
A, ,=u,. A, etque u,.x=x pour tout xeM,CA,nA,,, (2.5.8). Posons g,=u, ;...u,
et M/=g*.M, cA,. On obtient ainsi une suite croissante de parties bornées de A=A,,
dont la réunion M’ est une réunion convexe d’adhérences de facettes.

Montrons gqu’on peut se ramener au cas ot M'=A. Supposons que M’'+A et soit
I'=(C,, ...) une « galerie infinie » ayant pour termes toutes les chambres de A
(chacune d’elles pouvant y figurer plusieurs fois) et telle que C, contienne une facette
de dimension maximale de Mj. Posons D_, =g et définissons D, et la chambre C; par
récurrence sur i>0 de la fagon suivante : C; est le premier terme de T' non contenu dans
cl(M’'uD,_,) et D;=D,_,uC;. Quitte a remplacer la suite (M,) par une suite extraite,
on peut supposer que C! est aussi le premier terme de T non contenu dans cl(M;uD,_,).
D’autre part, notons C;’ le terme précédant C; dans I'; lorsque C;=GC,, la chambre C§
n’a pas de prédécesseur dans I' et on désigne alors par Gj' une chambre mitoyenne de C
telle que la cloison commune & Cj et G’ contienne une facette de dimension maximale
de M’. Nous allons montrer par récurrence sur ’entier n qu’il existe, pour k>n>—1,

des éléments £, ,€G tels que, en posant h,=4h, , :
(1) h,  coincide avec g, sur My ;
(2) h, ; coincide avec h, sur cl(M,uD,) pour n>o;

(3) h, coincide avec h, _, sur cl(M,_,uD,_,) pour n>1.

On prend k_,=id et kh_, ,=g, pour k>o. Soit n>o0 et supposons les 4 ,
construits pour :<n. Soit k>n. Par définition de C, et C,’, 'enclos de M;uD,_; est
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contenu dans le demi-appartement de A, contenant C,’ et dont le mur contient la
cloison F commune a G, et C;’. Vu ’hypothése de récurrence, la facette F' =4, , ,.F
ne dépend pas de k etona h,_, ,.(MuD, ,)=M,uh,_,.D, ;. D’aprés (2.4.12), il
existe un appartement A; contenant %, , ,.cl(MyuD,_,) et #,_,.C;. D’aprés (2.5.8),
il existe A, ,€G tel que 4, ,.A;=A; et que h, ,.x=h,_, ,.x pour tout xecl(MuD,_,).
Il est alors immédiat que (1) et (3) sont satisfaites. La condition (2) I’est aussi, car les
restrictions de 4, , et de 4,2 cl(M,uD,) ont la méme image cl(M,u#,_,.D,) et coin-
cident sur la chambre C,.

En remplagant M, par cl(M,u#,.C,) et g, par 4, on est bien ramené au cas
ou M'=A.

Supposons donc désormais que M’'=A. Comme chaque M, est une réunion
convexe d’adhérences de facettes, on voit que A est aussi la réunion des intérieurs des M,
et, quitte a extraire une suite partielle, on peut supposer que Q,cM;. Comme
&ui1-X=g,.x pour xeM,, ona g 'g . ,€P, etquitte & remplacer g, par un élément
de la forme g, =g, 1k, avec k, ,€H (ou encore u,par u,=gh, ;g "}), on peut
supposer que g, 'g,,€P,nV,.

La suite g, converge alors vers un élément geG eton a g.x=g,.x pour tout
xeM,, d’ou M, cg.A, ce qui achéve la démonstration.

Corollaire (2.8.4). — Supposons les hypothéses de (2.8.2) satisfaites et soit M une partie
de F d’intérieur non vide.

(i) Pour que M soit contenue dans un appartement, il faut et il suffit qu’elle soit isométrique
@ une partie de A.

(i1) Pour que M soit un appartement, il faut et il suffit qu’elle soit isométrique a A.

Cela résulte de (2.8.1) et (2.8.3).

Proposition (2.8.5). — Sous les hypothéses de (2.8.2), pour qu’une partie M de & soit
un appartement, il faut et il suffit que M soit une partie close contenant au moins une chambre de S
et que, pour toute cloison F de F contenue dans M, il existe exactement deux chambres de # contenues
dans M et admettant F comme cloison.

Que la condition soit nécessaire est bien clair (et indépendant de (2.8.2)!).
Supposons-la réalisée. Pour toute chambre CcM et tout se8, il existe alors une
chambre C’'cM et une seule, mitoyenne de G et telle que la cloison commune soit de
type s. On en conclut immédiatement, en utilisant (2.3.9) et le fait que M est close,
que, pour tout weW et toute chambre GcM, il existe une chambre C’'cM et une
seule telle que w(C, C)=w (2.1.7%).

Soient C, et C, comme en (2.8.2). Choisissons une chambre C'cM, posons
w,=w(C,C,) et w,=w(C,C,) et soit G; (resp. C,;*) la chambre de M telle que
w(C, C)=w, (resp. w(C', C;)=uw,). Comme Cccl(C,vC,), on a

[(wnw;z_l) =[(wn) +[(wrlz) et w(Cr'n Cn) = wnwr,t—l'
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On en déduit aussitét que C*cM,=cl(C,uC)), que w(C), C)=w,w,” ", donc qu’il
existe g,eG tel que g,.G,=GC;, g,.C,=C,". Pour tout £<n, ona g,.C,ccl(C,uC))
et w(C g, C)=w, dou C;=g,C,. De méme, C'=g,.C, ce qui entraine
M,cM,. Vu (2.8.3), il existe donc geG tel que g.CG=C* et que M,cg.A pour
tout z, d’ott g.C,=C; et ¢g.C,=C;" et par suite g.A= L”J M,cM. Si de plus, on avait
M=A, il y aurait au moins une cloison de M appartenant a trois chambres distinctes
contenues dans M, contrairement a I’hypothése. Par suite, M =g.A est bien un appar-
tement de 4.

Corollaire (2.8.6). — Soit ¢ une injection de A dans F. On suppose que ¢ est un morphisme
chambré (1.1.7) de complexes polysimpliciaux et envoie chaque cloison de C sur une cloison de
méme type. Alors @(A) est un appartement et ¢ est une application structurale.

On montre immédiatement par récurrence sur #(w(GC, C)) que ¢ envoie une cloison
d’une chambre quelconque C de A sur une cloison de méme type. On en déduit que
I'image d’une galerie minimale est une galerie minimale de méme type, ce qui entraine
que @(A) est close, donc est un appartement d’apreés (2.8.5). Il existe donc une appli-
cation structurale ¢ telle que ¢(A)=¢(A) et $(C)=¢(C). Mais ¢ 'og est alors un
automorphisme de complexe polysimplicial de A, dont la restriction a C est un
automorphisme affine de C conservant chaque cloison de G, ce qui entraine que ¢~ 'og
est Pidentité, d’ou le corollaire.

(2.8.7) On voit donc que, sous les hypothéses de (2.8.2), la famille des
appartements de .# ne dépend que de la structure polysimpliciale de #. On en déduit
en particulier que fout homomorphisme B-adapté ¢ : G—>G est automatiquement B-N-adapté.

Par ailleurs, on montre facilement que la méiriqgue de # détermine sa structure poly-
simpliciale : les points de £ intérieurs a une chambre sont ceux qui possédent un
voisinage isométrique & un ouvert de A. Il résulte alors de (2.8.4) que, sous les
hypotheses de (2.8.2), toute isométrie de £ sur lui-méme est un automorphisme de
I'immeuble £, a un automorphisme de (A, W) pres.

Lemme (2.8.8). — Soient A un appartement, C une chambre de A, y, y' deux points de 5.
i Cecl({ps;0(0); oa;o(1)}), alors Ceel({y,»'}).

Posons p=yp,.¢, 2=p(p) et &’=p()'). Soient (I', C) (resp. I") une galerie tendue
entre y et G (resp. entre C et »'), G’ origine de I' et C"" extrémité de I''. Vu (2.4.4),
la galerie (p(I'"), p(I")) est minimale. La galerie (I', I''), qui est de méme type, lest
donc aussi (2.1.11) et C est contenue dans cl(CG’'uC”). Par suite, il existe geG tel
que g.C=C, g.C'=p(C") et g.C"=p(C”). On a alors

cdfy,yh=g"'.cl{g.r, gy =g".cl{z, ¢} og *.C=C.
Proposition (2.8.9). — Soient D une chambre vectorielle, x, x' €A et y, y'e€F. Supposons

quw'il existe yex+D et yiex'—D tels que d(y, y,) (resp. d(Y', y)) soit inférieur a la distance
de y, (resp. y;) au complémentaire de x+D (resp. x'—D) dans A. Alors

c({»,»})> (+'+D)n(x—D).
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Soit G une chambre rencontrant (x—D)n(x'+D) et soit p la rétraction de #
sur A de centre C. On a p(p)ex+D et p(»)ex’'—D. Vu (2.4.8) et (2.8.8), on a donc
Cccl({y,»'}), d’ou notre assertion.

Corollaire (2.8.10). — Sotent D une chambre vectorielle, v un élément de D et N un nombre
réel tel que o<N<1. Il existe un nombre réel e>o tel que, pour x,x'cA et p,yef, les
relations x'—xeRo, d(x,9)<e.d(x,x’) et d(x',y')<e.d(x,x') entrainent [Dexistence de
2,2 e[W]nA avec d(z,Z)=N.d(x, x').

Soient x; (¢=1,...,6) six points distincts d’une droite L de A, tels que
x€[x;_y%4] pour i=2,...,5 que x—xeR_ v et que d(x;, x)>r.d(x,, x5). Soit
reR’ et soit X, la boule de A de centre x; et de rayon r (1<i<6). Supposons r assez
petit pour que X,cx—D, X,uX,c(x,+D)n(x,—D) et X;cx+D et posons
e=r.d(x,, x) .

Soient x, x'€A et y, y'ef satisfaisant aux conditions de ’énoncé. Quitte & trans-
former le systéme des x; par une homothétie ou une translation et a multiplier 7, v et D
par le rapport d’homothétie, ce qui ne change pas e, on peut supposer que x=x, et
x'=xg. Soit A un appartement contenant {» »'}. On a d(x,7)<e.d(x, x')=r et, de
méme, d(x’,y)<r. De (2.8.9) on déduit alors que AD(x,+ D)n (x;,— D). Soient C
une chambre de A rencontrant cette intersection et p la restriction 4 A de la rétrac-
tion py.c. Ona CcAnA et p est une isométrie de A sur A laissant fixes tous les points
de AnA (2.3.4). Comme g,.; diminue les distances (2.5.3), on a aussi p(y)eX;
et p(»')eXs. On en déduit aussitét qu’il existe ze[p()e(P)]1NX; et 2'e[p()e(V)]nX,
tels que d(z, z2’')>n.d(x, x'). Comme X,UX,C(x,+D)n(x,—D)CAnA, ona z=p"1(2)
et Z’=p (&), dou z, e[y ]nA.

Proposition (2.8.1x). — L’appartement A est la plus petite partie convexe non vide de S
invariante par v=*(V). Il est aussi la plus petite partie close non vide de S invariante par v=*(V).

La seconde assertion est une conséquence immédiate de la premiére.

Soient M une partie convexe non vide de £ invariante par v~ '(V), yeM, xcA
et gev (V) tel que v(g) n’appartienne au noyau d’aucune racine vectorielle. Posons
v=v(g) et soient A, ¢ des nombres réels possédant les propriétés du corollaire (2.8.10).
Pour neN suffisamment grand, on a d(x, y) =d(g".x, g".y)<e.d(x, g".x), donc il existe
z€[y(g".»)]nA=MnA. Comme ’enveloppe convexede v~*(V)(z) est manifestement A,
on a AcM.

(2.8.12) Nous allons montrer par un exemple que les assertions (2.8.3) a (2.8.7)
ne demeurent pas valables si on supprime les hypothéses de (2.8.2).

Supposons card $=2, posons S={s;,s,} et soient X un sous-groupe de B,
n;eBs;B (i=1, 2) tels que n?eX et n Xn~'=X, et N’ le groupe engendré par n;, n,
et X. Il est clair que X est distingué dans N’ et qu’il existe un homomorphisme surjectif
7 :W—N'/X et un seul tel que 7(s)=n;X. De (1.2.8), il résulte que si weW, on a
n(w) cBwB. Par conséquent, 7 est bijectif. On en déduit aussitét que (G, B, N’) est un
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syst¢tme de Tits de groupe de Weyl W, équivalent a (G, B, N) (1.2.11). Par suite,
Pimmeuble #’ de (G, B, N’) s’identifie en tant qu’espace métrique et que complexe
polysimplicial a 'immeuble # de (G, B,N) (2.7.4), et les appartements de #’ sont
ceux de f si et seulement s’il existe beB avec N'cbNb~' (2.2.6), c’est-a-dire
n(w)cb.wH.b~! pour tout weW.

Exemple (2.8.13). — Soit p un nombre premier, et soit w, la valuation p-adique
de Q. Prenons G=SL,(Q),

B ={(“ z)eem,,(a):%(d):o, wy(b) >0, m,,(c)>o},
el el )

D’apres [28], (G, B, N) est un syst¢tme de Tits de type affine de rang 1 (voir aussi
(6.2.3), a)). On a

0o 1
Posons n =( ),
—1

On vérifie aisément que les hypothéses de (2.8.12) sont satisfaites et que les valeurs
propres de n;n, ne sont pas rationnelles. Il en résulte que n;n, n’est pas conjugué d’un
élément de s,5,H, donc que # et £’ n’ont pas les mémes appartements.

2.9. Quartiers.

Proposition (2.9.1). — Sotent A un appartement de F et € un quartier de A. Il existe
une application oy ¢ et une seule de S dans A possédant la propriété suivante : pour toute partie
bornée M de ., il existe un quartier € c Q€ tel que, pour toute chambre C rencontrant €', Pon
ait py.q(%) =py,c(x) pour tout xeM.

Nous devons montrer qu’étant donnée une partie bornée M de £, il existe un
quartier €' cC tel que, si C désigne une chambre rencontrant €', la restriction de g, ¢
a M ne dépend pas du choix de C. On peut évidemment supposer que M est réunion
d’adhérences de chambres. Prenons un point a de A et posons d=sup {d(a, )| xeM}.
Soit M’ la boule de centre a et de rayon d dans A et soit €, un quartier opposé a € et
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contenant M’ ((2.4.8) (i)). Soit b le sommet de €, et soit € le quartier de A opposé
a €, (donc équipollent a €) de sommet b. Nous allons montrer que le quartier €' =En "
répond a la question.

Soit C, une chambre de A a laquelle 5 soit adhérent; posons p=yp,.;. Comme une
rétraction diminue les distances, on a p(C’)cM’c €, pour toute chambre C’ contenue
dans M.

Soit G une chambre rencontrant . D’aprés (2.4.9), 'enclos de Gup(C’)
contient C,. Il existe donc une galerie minimale I' de la forme ‘

(Cy C‘1, R C‘m: CO, Cm+1, L} Cm p(C'))

et il existe une galerie minimale de la forme (G, C;,,4, ..., G, C') avec p(C;)=C;
pour m+1<j<n. La galerie (G, Gy, ...,C,, Gy, C,, ., ...,C,, C') est sans bégaiement
et a méme type que I'. Elle est donc minimale, et son image par la rétraction p,. ; est I',
unique galerie minimale de type s(I") et d’origine C. Par suite, on a

Pa; o(G)= Pa; cn(G')

pour toute chambre C’ contenue dans M et toute chambre C rencontrant €, d’ou la
proposition.

Définition (2.9.2). — L’application o, ¢ définie par (2.9.1) s’appelle la rétraction de S
sur ’appartement A relativement au quartier €.

Il est clair que p=p,.¢ ne change pas si I'on remplace € par un quartier de A
équipollent & €, et ne dépend donc que du « germe de quartier » de A défini par €
(cf. (7.2.3), (7.4.12)). Il est aussi clair que p diminue les distances et que sa restriction
a Padhérence d’une chambre est isométrique (2.5.3).

Corollaire (2.9.3). — Soient A un appartement de #, € un quartier de A et C une chambre
de S. Il existe un quartier © C € tel que la restriction de o). @ €' VG soit isométrique.

Vu (2.5.3), (ii), il suffit de prendre un quartier €'c® tel que p,.c(C)=p,.(C)
pour toute chambre C’ rencontrant €.

Corollaire (2.9.4). — Supposons G muni d’une structure de groupe topologique complet
satisfaisant aux hypothéses de (2.8.2). Soient € un quartier et C une chambre de #. Il existe un
quartier € c € et un appartement contenant G et €',

Cela résulte de (2.9.3) et (2.8.4).

Proposition (2.9.5). — Soient A et A’ deux appartements, € (resp. €') un quartier de A
(resp. A"). Il existe des quartiers €, CcC et € CC tels que la restriction a € 0 €] de la rétrac-
tion de I sur A relativement & € soit tsométrique.

On peut supposer que A=A (identifié a j(A)). Notons p la rétraction de # sur A
relativement au quartier €. Pour toute chambre C de A’, soit m(C) le centre de gravité
de C et soit Q (C) l'intersection de C avec le quartier de A’ de sommet m(C) équipollent
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a ¢'. On vérifie aisément qu’il existe un élément w(C) et un seul du groupe de Weyl "W
du systéme de racines "Z tel que p(Q (Q)) cp(m(C))+w.D, ou D est la chambre vecto-
rielle direction de €. Choisissons alors une chambre C, de A’ de telle sorte que la longueur
de w(G,) dans "W (relativement a la base B(D) de "Z associée & D) soit la plus grande
possible. On peut supposer que € a pour sommet m(C;), que € est contenu dans
p(m(G,))+D et que 'on a p(Gy)=rp,,¢(C,) pour toute chambre C rencontrant €.

Faisons de A et de A’ des espaces vectoriels en choisissant comme origine les
points m(C,) et p(m(C,)) respectivement. On a alors €=R_.Q (C,).

Nous allons montrer que, pour tout 2eQ (C,), tout tcR, et toute chambre C
de A rencontrant ¢, I'on a

(1) Pa; o(t0) = tp(v) = p(t0).

Par continuité, il suffit de démontrer (1) lorsque la droite Ro ne rencontre aucune facette
de codimension 2, ce que nous supposons désormais. Il existe alors une suite strictement
croissante (4, ..., % ,) de points de I'intervalle [o, 7], avec f{,=o0 et £, ,=1¢ et une
galerie minimale (G, ..., G,) contenue dans A’ telles que C;n [o, t] > 40, ¢; ;o[ pour
o<i<n. Raisonnons par récurrence sur ’entier z, la relation (1) étant vraie lorsque n=o.
Supposons z>0; vu I’hypothése de récurrence, la relation (1), apreés substitution de s a ¢,
est vraie pour 0<s<t,. On en déduit que p(C,_;)=p,,.c(C,_,).

I suffit de montrer que p,, ¢(C,) est la chambre C}, mitoyenne de C;_,=p,.(C,_,)
le long de la cloison F image par p de la cloison commune & C, , et C,. En effet, ceci
implique que la restriction de p,, ¢ a C,_,uC, est isométrique, donc que P’application
t>pa.o(to) de [4,_4, t,,,] dans Aest affine. La premiére égalité (1) en résulte. La seconde
se rameéne 3 la premiére en choisissant la chambre C « suffisamment éloignée » dans €’
pour que p et p,, ¢ coincident sur Gyu...uG,.

Soit alors L le mur de A contenant F et soit « la racine affine de mur L conte-
nant G, _,.On aalors p([#,_,7, t,v]) Ca, d’ol, vul’hypothése de récurrence, p([o,¢,v]) Ca
et Cy=p(Gy) ca. Deplus, a'+w(Cy).D=0a". Si aDdC, larelationcherchée p,.((C,)=C;
résulte immédiatement de (2.3.12). Si « contient un quartier équipollent & €, on a
«Ddp(Cy)+D, et « contient €, donc C. Reste enfin a examiner le cas ou «* contient C
et un quartier de direction D. Si p(C,)+C,, on a p(C,)=C,_; et le segment
[e(,0), p(t,+17)] est contenu dans le symétrique par rapport a L de la demi-droite
[¢,, ©o[.2. On en déduit que w(C,)=s.w(Cy), ol s est I'image dans "W de la réflexion
par rapport a L. Mais D et w(C,).D sont du méme c6té de ’hyperplan des points fixes
de s, ce qui entraine que la longueur de sw(G,) est strictement plus grande que celle
de w(C,), d’olt une contradiction vu le choix de G, . Par suite, on a p(C,)=C,,. Montrons
maintenant que p,.(C,)=C;. Supposons au contraire que p,,(C,)=C,_,; il existe
alors une chambre C'" mitoyenne de C, et C,_, telle que p,. ((C")=C; (2.3.12).
La longueur %4 d’une galerie tendue entre G et G est alors égale a celle d’une galerie
tendue entre G et G, et, puisque C et C, _, sont de part et d’autre de L, la longueur d’une
galerie tendue entre G et C;_, est égale 2 h+41. On en déduit que p(C")=C,; en
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effet, p(C"") admet F comme cloison, donc est égale a C, ou a C;,_,, et ne peut pas étre
égale a C,_, puisque I'image par p d’une galerie tendue entre C et C'’ est une galerie
de longueur % joignant G a p(C"). Mais ceci contredit (2.8.12) : en prenant une
chambre G’ contenue dans un quartier suffisamment petit contenu dans €, on en déduit
en effet que les deux chambres mitoyennes C, et G’ sont envoyées par la rétraction p,. ¢
sur la méme chambre C;, qui est située du méme c6té de L que G’”'. Par suite, nous avons
bien montré que p,.o(C,)=C,,

Montrons alors que la restriction de p 2 CuU(E’ est isométrique. La relation (1)
entraine que, pour xe@ et yeC’, on a

d(p(%); p(9)) =d(#, pa; () =d(, )

en prenant pour C une chambre contenant x dans son adhérence et en appliquant
(2.5.3) (ii). Si x, ye®’, il existe teR’ tel que ¢x et ty appartiennent & Q (G,) et on a
alors, vu (1) et le fait que la restriction de p 2 Q (GC,) est isométrique,

d(p(x), p(p))=d(t" p(tx), £ p(ty)) =t~ "d(p(tx), p(ty))
:t_ld(tx, ty):d(x,y).

ce qui acheéve la démonstration de (1).

Comme p est ’identité sur €, ceci achéve la démonstration.

Corollaire (2.9.6). — Reprenons les hypothéses de (2.8.2), et soient € et € deux quartiers
de F. Il existe des quartiers €,c € et € c ' contenus dans un méme appartement.
Cela résulte de (2.9.5) et (2.8.4).
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3. SOUS-GROUPES BORNES

On conserve les notations des paragraphes précédents.

3.1. Bornologie définie par un systéme de Tits.

Définition (3.1.1). — Une bornologie sur un ensemble X est un ensemble B de parties
de X, dites parties bornées, stable par réunion finie, contenant les parties ﬁnfes de X et telle que M e
et M'cM entraine M'e%B. Si X est un groupe, on dit que B est compatible avec la loi de groupe
de X, ou fait de X un groupe bornologique, si M, M'e%# entraine M~'M'e 4.

Exemple (3.1.2). — a) L’ensemble des parties relativement compactes d’un groupe
topologique séparé X fait de X un groupe bornologique.

b) Soit E un espace métrique. Le groupe Isom E des isométries de E posséde une
bornologie naturelle formée des ensembles M possédant les propriétés équivalentes
suivantes :

(1) il existe un point x€eE tel que ’ensemble des g(¥) pour geM est borné
dans E;

(ii) pour toute partie bornée F de E, I’ensemble des g(x) pour geM et xeF est
borné.

¢) Soient X' un groupe bornologique et ¢ : X—X’ un homomorphisme de groupes.
L’ensemble des parties de X dont ’image est une partie bornée de X' forme une bornologie
sur X, compatible avec la loi de groupe de X, et appelée image réciproque de la bornologie
de X' par ¢.

Proposition (3.1.3). — Soit B Uensemble des parties de G dont I’image canonique dans
B\G/B est finie. Alors B est une bornologie sur G compatible avec la loi de groupe de G.

Que 4 soit une bornologie est évident. D’autre part, il est clair que Me# entraine
M~ 'e4 et il suffit de montrer que M, M’e# entraine MM’'e4%, ce qui est immédiat
puisque le produit de deux doubles classes modulo B appartient a # ([5], chap. IV,
§ 2, n° 1, lemme 1).

Définition (3.1.4). — La bornologie % introduite en (3.1.3) est dite définie par le systéme
de Tits (G, B, N).

Comme MeZ équivaut & gMg 'eZ (quel que soit geG), il est clair que &
ne dépend que de la classe de conjugaison de B. Deux systémes de Tits équivalents définissent
la méme bornologie : nous verrons plus loin la réciproque (3.5.1).
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Proposition (3.1.5). — Soit B une bornologie sur G, compatible avec la loi de groupe et
telle que Be . Soit By Uensemble des parties M de W telles que BMBeB. Alors By, fait
de W un groupe bornologique. St X est une partie de W telle que la réunion des BxBx~'B, pour xeX,
soit bornée pour A, Uensemble des réflexions assocides aux divers éléments de X est borné dans W.

La premiére assertion est évidente. La deuxié¢me résulte de ce que, si ¢ appartient
a P'ensemble T, des réflexions associées & weW (2.3.10), on a BiBcBwBw™'B ([5],
chap. IV, § 2, n° 4, cor. 2 du th. 2).

Corollaire (3.x.6). — Munissons G de la bornologie & définie par le systéeme de Tits (G, B, N)
et soit M une partie de G. Pour que M soit borné, il faut et il suffit que la réunion des gBg=* pour
geM. e sout.

Posons M’=g(LEJM gBg™™. SiM est borné, on a M'c MBM~'e%. Réciproquement,
supposons M’ borné et soit X cW tel que BXB=BMB. Vu (3.1.5), ’ensemble des
réflexions associées aux divers éléments de X est borné dans W, c’est-a-dire fini. Comme
tout weW est produit des réflexions qui lui sont associées, prises une fois et une seule
dans un ordre convenable, X lui-méme est fini et M est borné.

Remarque (3.1.7). — Les résultats qui précédent sont valables pour un systéme de
Tits quelconque, non nécessairement de type affine.

Proposition (3.1.8). — Soit Isom & le groupe des isométries de I'immeuble # de (G, B, N).
La bornologie de G définie par le systéme de Tits (G, B, N) est I’image réciproque de la bornologie
naturelle de Isom F par I’homomorphisme canonique de G dans Isom Z.

Soit McG et soit X I’image canonique de M dans B\G/B. Dire que I’image de M
dans Isom # est bornée revient a dire que

sup d(F(B), F(gBg™")) <+ o0.
geEM

Or, si geBxB avec xeW, ona d(F(B), F(gBg™'))=d(C, x(C)). Comme W opére
proprement sur A, on a supd(C, x(C))<+4oo si et seulement si X est fini, d’ou la
proposition. sex

(3.1.9) Soit ¢ : GG un homomorphisme B-adapté et soit B,=Stab B le norma-
lisateur de ¢(B) dans G. Nous avons défini en 2.7 un homomorphisme de G dans Isom #
« prolongeant » 'homomorphisme canonique de G dans Isom .#. Nous appellerons
encore bornologie définie par le systeme de Tits (G, B, N) dans G Pimage réciproque par
cet homomorphisme de la bornologie naturelle de Isom .#.

Proposition. — Munissons G et G des bornologies définies par le systéme de Tits (G, B, N).
Soit M.cG; les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) M est borné dans G;

(ii) @ *(MB,) est borné dans G;

(iii) Pimage de M dans B\G/B, est finie.
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Montrons que (i) entraine (ii). Comme B, est borné dans G, comme stabilisateur
de la chambre F(B), MB, est borné deés que M l’est et 'image de MB, est bornée dans
Isom £, d’ou (ii).

Si ¢ '(MB,)cBXB avec XcW, on a McB;XB;; on en déduit que (ii)
entraine (iii).

Enfin, (iii) entraine (i) puisque B, est borné.

3.2. Un lemme de point fixe.

(3.2.1) Soient x, yef. D’aprés (2.5.4), il existe un unique point mef tel que
d(x, m)=d(y, m)=(1/2)d(x,y) : on lappelle le miliex de {x,y}.
Lemme. — Soient x,y, z€5 et soit m le miliew de {x,y}. On a

(1) d(x, 2)* +d(y, 2)*> 2d(m, 2)*+(1/2)d(x, y)".

Soit A un appartement de .# contenant x et », soit C une chambre de A dont
’adhérence contienne m et posons z2'=p,.¢(2) (2.3.5). Vu(2.5.3),ona d(x, 2) >d(x, 2'),
d(y,2)2d(y,2) et dim,z)=d(m,2’). La relation (1) résulte alors de I’égalité

d(x, 2)* +d(p, 2')* =2d(m, 2')* +(1/2)d(x, »)’

valable pour tout point z’ de I’espace euclidien A ([g1], livre VII, prop. 122).

Remarque (3.2.2). — Soit E un espace métrique et soient x, » et m trois points de E
tels que la relation (1) soit satisfaite pour tout point zeE. Faisant successivement z=x
et z=y, on voit que d(m, x)=d(m,y)=(1/2)d(x,y). De plus, si m'eE est tel que
dim', x)=d(m', y)=(1/2)d(x,y), on a m=m' comme on le voit en faisant z=m’
dans (1). En particulier, pour x,ye.#, le milieu m de {x, y} est I'unique point de &
satisfaisant & (1) pour tout ze£.

Lemme (3.2.3). — Soit E un espace métrique complet et E' une partie de E possédant la
propriété suivante :

(CN) Quels que soient les points x et y de E', il existe un point meE' tel que la relation (1)
de (3.2.1) soit satisfaite, pour tout point z de E'.

St M est une partie bornée non vide de E', le stabilisateur de M dans Isom E posséde un
point fixe dans ’adhérence de E' dans E.

Si X et Y sont deux parties de E, nous poserons

diam (X, Y)= sup d(x,9)

zeX,yEY

diam X=diam(X, X).

Soit £ un nombre réel tel que 0<k<i. Pour toute partie X de E’, notons f(X)
I’ensemble des points meE’ pour lesquels il existe x, yeX tels que la relation (1) soit
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satisfaite pour tout z€E’ et que d(x,y)>k.diam X; vu (CN),on a f(X)+0 si X+0.
Pour des points x, », m satisfaisant & ces conditions, et pour z€E’, on a :

(2) d(m, 2)*< (1/2)(d(x, 2)*+d(y, 2)°)—(1/4)d(x, y)
<diam(X, {z})?— (F/4) (diam X)Z.

Pour zeX, on en tire :

(3) diam( f(X), X)<k,.diam X avec k,=(1—(k/4)"®)<1.
De plus, en prenant zef(X) dans (2), on tire de (2) et (3) :

(4) diam f(X)<k,.diam X  avec k,=(1—(k*/2)"?)<1.
Soit M une partie bornée non vide de E’; d’aprés (4), on a

(5) diam f¢(M)<kf.diam M  pour tout entier ¢>1.

Choisissons alors un point x,6f/(M) pour ¢geN*, ce qui est loisible puisque f?(M)
n’est pas vide. Il résulte de (3) et (5) que d(x,, x,,,)<k;k§.diam M et la suite de
Cauchy (x,) converge vers un point x€E’, indépendant du choix des x, d’aprés (5).
Enfin, il est clair que le stabilisateur de M dans Isom E laisse invariant chacun des fY(M),
donc aussi x. Ceci achéve la démonstration.

On remarquera qu’a priori le point x ainsi construit dépend du choix de la
constante £.

Proposition (3.2.4). — Soit M une partie bornée non vide de I'immeuble # de G. Le
stabilisateur de M dans Isom F posséde un point fixe appartenant @ I’adhérence de I’enveloppe
convexe de M.

Cela résulte des lemmes (3.2.1) et (3.2.3), en prenant dans ce dernier pour E
Pimmeuble £ et pour E’ ’enveloppe convexe de M.

Remarque (3.2.5). — Soient E un espace métrique et x, y, m trois points de E.
La démonstration du lemme (3.2.1) montre que s’il existe une application p de E dans
un espace euclidien, diminuant les distances, telle que d(p(m), p(2))=d(m, z) pour
tout zeE et que p(m) soit le milieu du segment [p(x)p(»)], alors la relation (1) est satis-
faite pour tout zeE. Ceci s’applique en particulier au cas ot E est un espace riemannien
simplement connexe & courbure négative et ou m est le milieu du segment géodésique [xy] :
il suffit de prendre pour p ’application de E sur son espace tangent en m, inverse de
Papplication exponentielle ([24], chap. I, § 13). Le lemme (3.2.3) fournit alors dans
ce cas une démonstration simple du résultat classique sur Pexistence d’un point fixe
pour un groupe compact d’isométries d’une telle variété riemannienne. Il est assez
curieux que ce méme lemme, qui va nous servir pour déterminer les classes de conjugaisons
de sous-groupes bornés maximaux des groupes algébriques semi-simples sur un corps
local, puisse ainsi étre utilisé pour démontrer la conjugaison des sous-groupes compacts
maximaux des groupes de Lie réels.
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D’ailleurs, I'immeuble .# joue en quelque sorte pour G un réle analogue a celui
que joue pour un groupe de Lie semi-simple réel ’espace riemannien symétrique quotient
par un sous-groupe compact maximal : c’est un espace métrique complet contractile,
sur lequel opére le groupe, les stabilisateurs de chaque point étant bornés, et le
lemme (3.2.1) exprime une sorte de propriété de « courbure négative ». Pour d’autres
exemples de cette analogie, voir [35].

3.3. Sous-groupes bornés maximaux.

Soit ¢ : G->G un homomorphisme B-adapté; munissons G de la bornologie
définie par le systéme de Tits (G, B, N, S) comme en (3.1.9).

Théoréme (3.3.1). — Pour qu'un sous-groupe de G soit borné, il faut et il suffit quil
stabilise un sous-groupe parahorique de G.

Si un sous-groupe I' de G stabilise un sous-groupe parahorique P de G, il laisse
fixe la facette F(P) de .# et est par suite borné, par définition méme de la bornologie de G.

Réciproquement, si I' est borné, toute orbite de I' dans # est bornée et (3.2.4)
implique que I posséde un point fixe ¥ dans .#. Soit P le sous-groupe parahorique de G
tel que xeF(P). Alors I' conserve F(P) et on a ‘P=P pour tout gel' (2.7.1), ce qui
achéve la démonstration.

Corollaire (3.3.2). — Tout sous-groupe borné de G est contenu dans un sous-groupe borné
maximal. Les sous-groupes bornés maximaux sont les éléments maximaux de I’ensemble des stabi-
lisateurs de sous-groupes parahoriques de G.

Cela résulte immédiatement du théoréme et de (1.2.19), qui montre que le stabi-
lisateur d’un sous-groupe parahorique n’est contenu que dans un nombre fini de
stabilisateurs de sous-groupes parahoriques.

Corollaire (3.3.3). — Les sous-groupes bornés maximaux de G sont les sous-groupes
parahoriques maximaux. En particulier, ils forment 1<H< (¢;+1) classes de conjugaison (ot les
Ism

entiers £, pour 1<i<m sont les dimensions des composants irréductibles de A).
Il suffit d’appliquer (3.3.2) au cas ¢=Id;.

(3.3.4) Rappelons qu’on a défini en (1.2.16) un homomorphisme £ de G dans
le groupe des automorphismes du graphe de Coxeter de W, tel que, si P est un sous-
groupe parahorique de type X de G, alors ‘P est de type £(g)(X) pour tout geG.
Posons E=£(G). La proposition suivante est une version « abstraite » d’un résultat
d’Iwahori-Matsumoto :

Proposition. — Soient P et P’ deux sous-groupes parahoriques de G, X et X' leurs types
et Ex le stabilisateur de X dans E. Pour que Stab P soit un sous-groupe borné maximal de G, il
Saut et il suffit que X soit maximal parmi les types de sous-groupes parahoriques invariants par Ey.
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Pour que Stab P et Stab P’ soient conjugués dans G, il faut et il suffit qu’il existe teE tel que
X' =t(X).

On peut supposer P=By. On a rappelé (1.2.19) que Stab PcStab P’ équivaut
a P'=By avec XcX' et EgCEy. Cette derniere condition signifie que X’ est
invariant par Ey, d’ot la premiére assertion.

il existe geG tel que Stab P'=g(Stab P)g™%, ona P'=‘P, d’ou X’'=E(g)(X).
Réciproquement, s’il existe t€Z tel que X'=¢X), etsi gef~'(¢), lessous-groupes P
et P’ sont de méme type, donc conjugués, et il en est de méme de Stab P’ et de
Stab P=g~!(Stab 'P)g.

(3-3.5) Supposons le systetme de Tits (G, B, N) irréductible. Alors, Stab P est
maximal st et seulement si le type X de P est le complémentaire d’une orbite d’un sous-groupe de 2
dans S.

Si de plus E est cyclique d’ordre ¢ (ce qui est fréquemment le cas dans les applications
aux groupes algébriques simples), le nombre ¢ des classes de conjugaison de sous-groupes
bornés maximaux de G satisfait & ’inégalité ¢</+1 (ou /¢ est la dimension de A),
sauf lorsque ¢=1 ou 2, auquel cas on a ¢=/+41. On voit en effet aisément que, si E
permute cycliquement une partie Y de S, le nombre de classes de conjugaison de sous-

groupes bornés maximaux de G de la forme Stab By avec X8 —Y, est égal au nombre
de diviseurs de Card Y.

(3.-3-6) Pour des exemples de détermination explicite des classes de conjugaison
de sous-groupes Stab P maximaux, voir [28].

3.4. Caractérisation de la bornologie définie par un systéme de Tits de type
affine.

On reprend les notations de 2.6.

Théoréme (3.4.1). — Soit B une bornologie sur G, compatible avec la loi de groupe de G
et telle que B soit borné. Il existe une partie JC{1, ..., m} et une seule telle que & soit la bornologie
définie par le systeme de Tits (G, B’, N).

Nous allons tout d’abord établir deux lemmes.

Lemme (3.4.2). — Supposons W irréductible et soit W° le stabilisateur dans W d’un point
spécial acC. Si X est une partie infinie de W, toute réflexion de W est associde & au moins un
élément de W°.X.

Faisons de A un espace vectoriel en prenant ¢ comme origine. Soit 7 une réflexion
de W et soient ¢ une forme linéaire sur A et £eR tels que ’équation ¢(x)=£ définisse
le mur L de A, ensemble des points fixes de 7, et que C soit contenue dans {xcA|o(x)<k}.
Vu Pirréductibilité de W, ’ensemble ® des transformés de ¢ par "W engendre le dual
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de A et ® =—® puisque la réflexion de mur Ker ¢ transforme ¢ en — ¢. Il en résulte

que I’ensemble
E =wgww.{xeA| o(x) <k}

est borné et il existe xeX tel que x(C)4E. Il existe alors weW°’ tel que
wx(C) c{xeA|p(x)>k} et la réflexion r est associée & wx d’aprés (2.3.10).

Lemme (3.4.3). — 1l existe un entier N tel que tout élément de W soit le produit d’au plus
N réflexions de W.

Faisons de A un espace vectoriel en prenant comme origine un point spécial et
reprenons les notations de (1.3.8). Soit {4, ..., } une base du systtme de racines
associé 2 W. Pour toute racine ac'Z et tout entier neZ, le composé 7, 07, , est la
translation de vecteur —n.a™ ; comme les translations de vecteur ¢;” pour 1<i<? forment
une base du groupe V des translations de W et que W est produit semi-direct du stabili-
sateur W° de lorigine par V (1.3.7), on en déduit que Pon peut prendre N=N'- 2/,
ou N’ est le plus petit entier tel que tout élément de W° (qui est fini et isomorphe a "W)
puisse s’écrire comme produit d’au plus N’ réflexions.

Remarque (3.4.4). — Posons M:gleJGng“1 et soit N un entier satisfaisant aux

conditions de (3.4.3). On a alors G=M>. En effet, pour toute réflexion reW il existe
xeW tel que reT, (par exemple 7 lui-méme). On a alérs BrBcBxBx~'BcB.Mc M2
Si weW est le produit de £<N réflexions r;, on a donc BwBclIBr,BcM™.

J

(3.4.5) Démontrons maintenant le théoréme (3.4.1). Soit # une bornologie
sur G, compatible avec la loi de groupe et telle que B soit borné. Pour tout j=1, ..., m,
considérons la bornologie %; induite par % sur B,=BW,B et soit By (resp. %y,) la
bornologie sur W (resp. W;) déduite de & (resp. %) comme en (3.1.5). §’il existe une
partie X de W; infinie et bornée pour %y;, le lemme (3.4.2) joint a (3.1.5) montre
que ’ensemble des réflexions de W; est borné, donc, d’aprés (3.4.3), que W; lui-méme
est borné pour %,. Autrement dit, ou bien B,e%, ou bien & est la bornologie définie
par le syst¢tme de Tits (B;, B, B;nN).

Soit alors J={je{1, ..., m}|B,c#}. Nous allons montrer que £ est la bornologie
définie par (G, B’, N). Quitte a remplacer B par B’ on peut supposer que J=@. Soit
alors Xe%y et soit Y I’ensemble des réflexions associées aux divers points de X. Nous
avons vu (3.1.5) que Y est borné pour %y ; par suite, d’aprés la premiére partie de la
démonstration, YnW, est finz pour tout . Comme toute réflexion de W est contenue
dans 'un des W, il en résulte que Y lui-méme est fini. Donc X est fini, d’od notre
assertion.

Enfin, P'unicité de J est évidente : c’est la plus grande partie de {1, ..., m} telle
que B’ soit borné.

Corollaire (3.4.6). — La bornologie définie par (G, B, N) est contenue dans toute borno-
logie compatible avec la loi de groupe de G et pour laquelle B est borné. Les bornologies définies par les

67



68 F. BRUHAT ET J. TITS

composants irréductibles de (G, B, N) sont les bornologies maximales parmi les bornologies compatibles
avec la loi de groupe de G et pour lesquelles B est borné et G ne Uest pas. Si le systéme (G, B, N)
est irréductible, la bornologie qu’il définit est unique bornologie compatible avec la loi de groupe
de G pour laquelle B est borné et G ne Dest pas.

Corollaire (3.4.7). — Soit ¢ : G—G un homomorphisme B-adapté. La bornologie définie
sur G par le systtme de Tits (G, B, N) est Punique bornologie sur G qui est compatible avec la
structure de groupe de G et pour laquelle B est borné et o(B®) est non borné pour toute partie non
vide J de {1, ..., m}.

St en particulier le systéme de Tits (G, B, N) est irréductible, la bornologie qu’il définit
dans G est Punique bornologie compatible avec la structure de groupe de G, pour laguelle B est borné
et G ne Pest pas.

Si une bornologie sur G satisfait aux conditions de la premiére partie de I’énoncé,
elle induit sur le sous-groupe G,=Ker & (avec les notations de (1.2.17)) la bornologie
définie par le systéme de Tits (B, o(N)), qui est évidemment la méme que la bornologie
définie dans G, par (G, B, N) et Phomomorphisme ¢ : G—>G,. Or G, est d’indice fini
dans G, d’ot la premiére assertion du corollaire. La deuxiéme en résulte.

3.5. Caractérisation d’un systéme de Tits de type affine par sa bornologie.

Le théoréme (g.3.1) montre que les sous-groupes parahoriques maximaux du
systéme de Tits (G, B, N) sont bien déterminés par la donnée de la bornologie définie
par ce systeme de Tits. Plus précisément :

Théoréme (3.5.1). — Deux systemes de Tits de type affine dans un méme groupe sont
équivalents st et seulement si ils définissent la méme bornologie.
Commengons par établir deux lemmes.

Lemme (3.5.2). — Supposons W irréductible et soient P, P' deux sous-groupes parahoriques
maximaux distincts. Pour que PP’ soit un sous-groupe parahorique, il faut et il suffit que ce soit
un sous-groupe maximal de P.

Si PnP’ est un sous-groupe parahorique, on peut supposer que BcPnP’.
Comme W est irréductible, il existe deux éléments distincts s, s'eS tels que P=Bg_,
et P’=Bg_(;, et PnP'=Bs_, ., est maximal dans P.

Réciproquement, supposons Pn P’ maximal dans P. Soit D une boule de centre
x=ap (2.1.2) possédant les propriétés du lemme (2.5.11) et soit acDn [apap] avec
a%ap. Soit Q le sous-groupe parahorique tel que acF(Q). Ona PnP'cQ d’apres
(2.5.4) (iii) et apeF(Q) d’aprés (2.5.11), dot QCcP. On en tire PnP'=Q.

Lemme (3.5.3). — Soient Py, ..., P, des sous-groupes parahoriques. L’intersection
Pyn...nP, estun sous-groupe parahorique si et seulement si P, N Py, est un sous-groupe parahorique
pour 1<h, k<q.
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Que la condition soit nécessaire est évident. Montrons qu’elle est suffisante par
récurrence sur ¢. Supposons que Q=P;n...nP,_, soit un sous-groupe parahorique
et soit A un appartement contenant F(Q) et F(P,). Soit I" ’enveloppe convexe de la
réunion des F(P,) pour 1<A<g etsoit L un mur de A. Comme F(P,) et F(P,) sont deux
facettes de A situées du méme c6té de L (pour 1<h, k<g), ’ensemble I est tout entier
du méme cbété de L. Ceci étant vrai pour tout mur, I' est donc contenu dans ’adhérence
d’unc facette F(Q’) et on a P,5Q’ pour tout £, ce qui entraine que I’intersection des P,
est bien un sous-groupe parahorique.

(3-5.4) Passons maintenant a la démonstration du théoréme (3.5.1). Nous avons déja
vu que la condition est nécessaire (3.1.4). Montrons qu’elle est suffisante. Soient (B, N)
et (B’, N’) deux systémes de Tits de type affine dans le méme groupe G, définissant la
méme bornologie. Vu (3.4.6), il existe une bijection de I’ensemble des composants irré-
ductibles de (G, B, N) sur celui des composants irréductibles de (G, B, N') telle que les
bornologies définies par deux composants irréductibles se correspondant par cette bijec-
tion soient les mémes. Compte tenu de (2.6.4), on voit donc qu’il suffit de démontrer
notre assertion dans le cas ou (B, N) et (B’, N’) sont irréductibles, c’est-a-dire, vu (3.4.6),
lorsque la bornologie qu’ils définissent est maximale parmi les bornologies compatibles
avec la loi de groupe de G pour lesquelles G n’est pas borné. Comme (B, N) et (B, N')
ont les mémes sous-groupes parahoriques maximaux, les lemmes (3.5.2) et (3.5.3)
montrent qu’ils ont les mémes sous-groupes parahoriques, c’est-a-dire sont équivalents.

Remarque (3.5.5). — La bornologie définie par un systéme de Tits de type affine
est complétement déterminée par la donnée des sous-groupes parahoriques maximausx,
et méme par la donnée d’un seul sous-groupe parahorique puisque les parties bornées
sont celles qui sont contenues dans la réunion d’un nombre fini de doubles classes modulo
un sous-groupe parahorique donné. On voit donc que deux systémes de Tits de type
affine dans un méme groupe ayant mémes sous-groupes parahoriques maximaux, ou
ayant un sous-groupe parahorique commun, sont équivalents.

Signalons que I'on peut démontrer que deux systeémes de Tits (quelconques) dans
un méme groupe ayant les mémes sous-groupes paraboliques maximaux sont équivalents.

Proposition (3.5.6). — Soit ¢ : G—G un homomorphisme B-adapté. Soit G, le noyau
de Phomomorphisme £ : G—Aut Cox(W, 8) correspondant (1.2.16). Le groupe G, est Dinter-
section des sous-groupes d’indice fini de G qui contiennent un sous-groupe borné maximal de G (pour
la bornologie définie par ¢).

On peut supposer G=G, et p=id (1.2.17). Si L est un sous-groupe d’indice
fini de G, contenant un sous-groupe borné maximal, alors Ln G contient un sous-groupe
parahorique de G (3.3.4) et par suite, on a LnG=G puisqu’un sous-groupe para-
bolique du syst¢me de Tits (G, B, N) n’est pas d’indice fini dans G, sauf s’il est égal a G.

Soit maintenant ge(A}— G et soit X une orbite de £(g) dans Cox(W, S) non réduite
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a un point. Il existe une partie YCS qui est un type de sous-groupe parahorique maximal
de G et qui est telle que X¢Y et X¢S—Y : si Card(XnS,)<1 pour toute composante
irréductible S; de Cox(W, S), ce qui implique que (W, S) n’est pas irréductible, il suffit
de choisir un point x; dans chaque §; de telle sorte que pour un indice 7; on ait x;€X
et pour un indice i, on ait x; ¢X (rappelons que Card S;,>2 pour tout :) et de prendre
pour Y le complémentaire dans S de I’ensemble des x;; s’il existe un indice i, tel que
Card(Xn8§;)>2, il suffit de prendre Y tel que S, —(S, nY) soit réduit a un point
de X. Soit alors Ey le stabilisaceur de Y dans Z=£(G) et soit L=£"1(Z,). Alors,
L contient le sous-groupe borné maximal Stab By, ne contient pas g et est d’indice fini
dans G.

(3.5.7) La proposition (8.5.6) montre que la donnée de la bornologie de G
détermine C‘ro et aussi, d’apres (3.5.1), le systéme de Tits de G, 2 équivalence pres, donc
Pimmeuble de G, etc., c’est-a-dire tout ce qu’apporte en substance ’homomorphisme
B-adapté ¢ pour Pétude de G.

70



4. DECOMPOSITIONS D’IWASAWA ET DE CARTAN

On conserve les notations des paragraphes précédents.

On désigne par ¢ : G—>G un homomorphisme B-N-adapté. Rappelons qu’on a
défini en 2.7 une loi d’opération de G sur Pimmeuble .2, pour laquelle les opérations
de G sont des automorphismes isométriques de complexe polysimplicial et permutent
entre eux les appartements (resp. demi-appartements, murs, quartiers) de .£.

4.1. Fixateurs et stabilisateurs.

(4.1.1) Soit Q une partie de .#; nous poserons
P,={geG|g.x=x pour tout xeQ}
P ={¢cG|g.Q=0}
Py =0 '(P,)={geG|g.x=x pour tout xeQ}
Pl =0 !(P}) ={¢eG|g.Q=0}.
Lorsque Q se réduit & un point x, nous écrirons P,, etc. au lieu de P, etc. Lorsque
Q=G (identifiée 2 j(C)), on a Py=P} =B, le sous-groupe P n’est autre que le sous-
groupe B introduit en (2.7.1) et f’EzStab B.

Les sous-groupes P, et P, ne changent pas si 'on remplace Q par son enveloppe
convexe fermée ((2.5.4) (iii)).

11 est clair que glsng_lzf’g_n, etc. pour Qc./ et 2eG.

Comme Pensemble des points fixes d’un élément geG dans A est une réunion
convexe d’adhérences de facettes, on a toujours

(1) Py =Pyq-
Si Q contient une chambre C, on a aussi
(2) f’n = f)cl(Q) .
En effet, on peut supposer C=C. On a alors
PocBcG,=Kert

et (2) résulte de (1) appliqué au systeéme de Tits (G,, B, o(N)) (1.2.17).

(4.1.2) On désigne par N le stabilisateur P} de P'appartement A (identifi¢ & j(A))
dans G. On a, d’apres (2.2.5), N=P,=0¢"(N) et G=N.¢(G) (2.7.2). On désigne
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par § Phomomorphisme évident de N dans le groupe des automorphismes de I’espace
affine euclidien A et on pose W=39(N). On note V le sous-groupe des translations
de W. Le groupe W est contenu dans le normalisateur W de W dans le groupe des auto-
morphismes de A. Par suite, les sous-groupes W, V et V sont distingués dans W.

On pose H=Ker9; il est clair que A=P, et que H=¢ !(H). Pour toute
chambre C contenue dans A, on a NnP,=H.

Définition (4.1.3). — Nous dirons que I’ homomorphisme B-N-adapté ¢ est de type connexe
si les images "W et "W de W et W dans le groupe des automorphismes de °A coincident, autrement
dit, si Pon a WcW,, ((1.3.18) (6)).

Si ¢ est de type connexe et si x est un point spécial de A, on a W,=W, et W=W,. V.

Proposition (4.1.4). — Pour toute partie QO contenue dans A, posons A};:f’gnﬁ et
N,=P,nN. Ona
Pi=Ni.o(Pg) e Pa=Ny.o(Py).
Si Q contient un ouvert non vide, on a Py=H.p(P,).
Soit ge?};; d’apreés (2.5.8), il existe g'eP, tel que g'.A=g.A. On a alors
o(g'M)geN}, et méme o(g')geN, si geP,; d’on la premitre assertion. Si Q contient

un ouvert non vide, on a Y(n)=1 pour tout neNy, ce qui achéve la démonstration
de la proposition.

(4-1.5) Si D est une chambre vectorielle (1.3.10), nous noterons V, Pensemble
des éléments de V appartenant 2 D et Ej I’ensemble des quartiers de A de direction D
(r.g.11). Si @, GeEp, on a aussi G nGeE, : cela résulte immédiatement de ce
que D est un céne simplicial, ensemble des points a coordonnées strictement positives
pour une base convenable de *A. Comme lA)@luf’(;’Cls@lNg, les sous-groupes Pe pour
CeE, forment une famille filtrante croissante et leur réunion est un sous-groupe de G
que nous noterons BY.

Pour ge5~Y(V) et (ieED, ona 3(g).CeEy et gPg'= ;(g ¢- Par suite, le sous-
groupe v~ (V) normalise %D et '\7_1(\7). A1°) est un sous-groupe de G, que nous note-
rons B,. On pose BL=0"1(BY) et By=0"(B,). Il est immédiat que By=v"'(V).BY,
que By=5"1(V).p(By) et que BL=H.o(BY).

Dans la suite de ce paragraphe, nous nous donnons une chambre vectorielle D et nous omettons
en général Pindice D dans les notations B, By, B et By.

4.2. Doubles classes.

Soient Q et Q' deux sous-groupes de G contenant H. Posons
W,=3(NnQ), W, =3(NnQ).
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Puisque H=Ker3cQnQ’'nN, I'image réciproque par 9 d’une double classe WQ wwq.
dans W est une double classe (NnQ)n(NnQ’) dans N (ou 7 est un élément quelconque
de V7 '(w)) et est donc contenue dans une seule double classe QuQ’ de G, contenue
dans QNQ'. On obtient ainsi une application, dite canonique et notée A o , de WQ\W/ WQ,
dans Q\QNQ'/Q’, application qui est évidemment surjective.

Proposition (4.2.1). — Sotent Q et Q' deux parties de A et soient Q et Q' deux sous-groupes
de G tels que
H.o(P,)cQcP, e« H.oP,)cQ cP.

L application Ny o de WQ\W/ WQ, dans Q\QNQ'/Q’ est bijective.

Il suffit de montrer que si 'on a gn=n'¢g’, avec n,n'eN, geQ et q'eQ’, alors
ne(NnQ)n(NAQ’). Or,ona QcAng(A) et gn(Q)=n(Q)cAng(A). Par ailleurs,
il existe un élément g,eG tel que ¢(A)=g,(A) et que g,.x=x pour tout reAn g(A)
(2.5.8). On a g,ePynP, o) et g=0(g)eQnn'Q'n'"~*, d’oun

m=g 'gn=g"'n'q'eQnnn'Q nN.
Par suite, ne(NnQ)m et nem(NnQ’), c.q.fd.

o

(4.2.2) Prenons maintenant pour sous-groupe Q' 'un des sous-groupes B° ou B.
On vérifie aussitot que Wg,—{e} et que Wg=V.

Corollaire. — Soient Q une partie de A et Q un sous-groupe de G tel que H.o(Py)cQcPl.
Les applications canoniques sutvantes sont bijectives :

(i) Wo\W — Q\QNBY/B";
(ii) Wo\W/V - Q\QNB/B;
(iii) W - BA\BNB/B°;
(iv) W/V > B\BNB/B.

Ici encore, seule P'injectivité de ces applications est 2 démontrer. Démontrons celle
de (i); si ¢;mb,=¢ynyb, (avec ¢,€Q, nieN et b cB"), il existe un quartier €eE
tel que biels(z. On a alors Q_n113¢ =Qn,P;. Comme Wf,c ={e}, on déduit de la propo-
sition (4.2.1) que WQV (n)= AQC (ny), d’out Tinjectivité de 1'application (i).

Comme B=5"1(V).B° Plinjectivité de (ii) résulte de celle de (i). On démontre
de la méme maniére I'injectivité de (iii) et (iv) (compte tenu pour la définition de I’appli-

cation (iv) de ce que V est distingué dans W, dou V\W/V=W/V).

Corollaire (4.2.3). — Gardons les hypothéses du corollaire (4.2.2) et supposons de plus
que Q contienne le sous-groupe B. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(i) BNBcQB;
(ii) W=W,.V.
73
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En effet, la condition (i) équivaut 3 QNB=QB et est donc équivalente a (ii)
d’apres le corollaire (4.2.2) (ii).

(4-2.4) La proposition (4.2.1) nous intéressera surtout lorsque G:QNQ
Remarquons d’ailleurs que I’'on a

(1) QNQ’ =¢(P,)Np(P,) =P, NP, =P NP},

En effet, soit ¢geQ; ona QCcAng(A) etil existe un élément geP, tel que ¢(g)g. A=A
(2.5.8), d’ott ¢(g)geNnQ. Par suite, on a Q =0(P,)(NnQ), d’ou la premicre des
égalités (1). Les deux autres s’en déduisent, en faisant par exemple Q = 130 ou Q="F}.

La relation G=QNQ’ ¢interpréte géométriquement de facon simple : elle
signifie que quels que soient g, g'cG, il existe un appartement contenant g(Q) et g'(Q’). En
effet, supposons G:QNQ’ et posons g lg'=gng’ (avec g, g'cG, geQ, ¢cQ’ et
neN). On a alors g'(Q')=gqn(Q)cgq(A) et g(Q)=gq(Q)cgqg(A). Réciproquement,
si g(QuQ'ch(A) (avec g, lze@), il existe, d’apres (2.5.8), un élément ¢'€Q’ tel que
gh(A)=A, dou ¢g(Q)cA et QcAng ‘¢ *(A). Toujours d’aprés (2.5.8), il existe
un élément ¢eQ tel que gz '¢'"(A)=A, clest-d-dire tel que gg'¢’'"'eN, d’ou
finalement ¢ 'eQNQ’.

(4.2.5) De maniére analogue, la relation G =818 (qui est équivalente a
G =BRNB) signifie que quels que soient les quartiers € et €' de Pimmeuble S, il existe des
quartiers €, c® et C cC' contenus dans un méme appartement. En effet, supposons tout
d’abord que G = B'NB° et soient € et € deux quartiers de #. Vu la transitivité de "W
sur les chambres vectorielles et vu la définition méme des quartiers de £ (2.2.2), il
existe des éléments g, g'eG tels que €=g.C, et C'=g.C;, ou €, € sont des
quartiers de A, de direction D. Posons alors g~ 'g'=6bnb’ avec neN, b, 5'eB’. Quitte
a remplacer € et € par des quartiers plus petits, on peut supposer €, =G, et b, b'ef’go.
On a alors €' =gbnd".C,cgb(A) et C€=gb.E,cgb(A).

Réciproquement, soit 2eG; soit €eEy et supposons qu’il existe des quartiers €, c€
et € cg(C€) contenus dans un méme appartement. Quitte & remplacer € par un quartier
plus petit, on peut supposer €, =€ et €;=g(€). Soitalors kG tel que Cug(E)ch(A).
D’aprés (2.5.8), il existe bePgcB° tel que bh(A)=A ectonaalors €cAng b1 (A),
d’ou Pexistence de 5'eB° tel que b'g~'b~'(A)=A, ce qui entraine geBNB".

Des raisonnements tout a fait analogues montrent que la relation G:QN% (ou
G =QNB") signific que quel que soit le quartier € de .#, il existe un quartier €' CC et un
appartement contenant Q et €. En particulier, la relation G =BNB signifie que pour toute

chambre C et tout quartier € de #, il existe un quartier €' C € et un appartement contenant C
et .
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4.3. Relations entre doubles classes.

Proposition (4.3.1). — Soient Q, Q' et Q"' trois parties de A. Supposons que Pune d’elles
soit d’intérieur non vide et que lune des deux conditions suivantes soit satisfaite :
a) Q, Q' et Q" sont bornées;
b) G est complet pour une topologie satisfaisant aux conditions de (2.8.2).
Alors, on
P,.Punb,. . Po=FP,nP,).P,.

Soit g=p'p=p""q avec p'eP,, p’eP,., p, qeP,. Posons M=QUQ"Ug.Q et
soit f I’application de Q'UQ""UQ sur M qui est 'identité sur Q'UQ’’ et coincide avec
Paction de g sur Q (remarquons que g.x=x pour xeQn(Q'UQ”)). Alors f est une
isométrie : si xeQ et yeQ’ par exemple, on a d(g.x, y)=d(p’.x, p'.y)=d(x,»). Puisque M
est d’intérieur non vide, il existe un appartement A contenant M ((2.8.1) et (2.8.4))
et il existe heP, P, avec h.A=A (2.5.8), dot hg.QCA, et, vu (2.5.9) combiné
avec la relation G =¢(G).N, il existe neN tel que hg.x=n.x pour tout x€Q. Pour
xeQ et yeQ'UQ”, on a alors

d(n~'y, x)=d(y, n.x)=d(p, hg.x)=d(y, g.x)=d(y, x).

Si Q (resp. Q'UuQ”) contient une chambre, on en déduit n~'.y=y et neﬁg,nf’ﬂ,,
(resp. n.x=x et neP,). Dans les deux cas, on a geh 'nP,c (P, nPy).P,.

Corollaire (4.3.2). — Sous les hypothéses de (4.3.1), on a
Pon(®, . P =@ nP,). B,nP,).

En effet,si g=p'p"eP, avec p'eP, et p’eP,., la proposition (4.3.1) montre
que p”:p’_lge(f’g,nlsn,,).(f’nnf’ﬂ,,). On peut donc supposer p"elSQ et on a alors
p’ef’g.

(4-3-3) On sait que la proposition (4.3.1) et le corollaire (4.3.2) sont également
vrais lorsque Q, Q" et Q" sont trois facettes d’'une méme chambre ([5], chap. IV, § 2,
exercice 9).

Corollaire (4.3.4). — Soient geC‘r et xcA. On suppose que Pensemble Y des points y
de A tels que gelA’ylA’x contient une chambre. Alors Y est clos.

Il suffit de montrer que, si G est une chambre contenue dans Y et »eY, on a
c(Cu{y})cY. Or, on a alors

geisC}'szn Psz = (PC n f)y) 'ﬁx = ?("I(CU {y}h- ?

Corollaire (4.3.5). — Sotent Q, Q' et Q" trois parties non vides de A. On suppose que
QuQ'uQ” (resp. QUQ") contient une chambre et que Q est contenu dans Penclos de Q'v Q"'.
Alors, on a

P, PynP, . Po=P, (resp. P, P, n P, P,=P,).

~3
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On peut en effet écrire Q, Q" et Q” comme réunions de parties bornées Q,, Q,
et Q' de telle sorte que Q,0 Qv Q) (resp. Q,uQ;) contienne une chambre et que
Q,ccl(Q,uvQ;). On a alors, vu (4.1.1) (1) '

Py Pon Py Poc PPy n Py, Py =Pyq,uaPa, =P,

pour tout n, d’ou la premiére égalité. La deuxiéme se démontre de la méme maniére, en
utilisant (4.1.1) (2) au lieu de (4.1.1) (1).

Corollaire (4.3.6). — Soient Q et Q' deux parties convexes non vides de A et soit neN,
On a alors

Py Py BnP, =P,
toutes les fois que n.Qccl(Q +D), et en particulier lorsque Q'=Q et que % (n)eVy.

Quitte a remplacer Q par n.Q, donc 13Q par nlA’Qn“l, on peut supposer que n=I.
On a alors

PP, nBP, = U (B,P,nPP,).

€ EEp

Mais, pour tout quartier €eEp, Penveloppe convexe de €uQ’ contient Q4D
et la relation Qccl(Q'+D) entraine Qccl(Q'u ).

Corollaire (4.3.7). — Supposons G complet pour une topologie satisfaisant aux conditions
de (2.8.2). Soient QcA et neN,. Alors, on a
BB P, =P, ,nP, , p.
Il suffit de montrer que, pour €cE,, on a
PenPsaPycPy, pnPy.p

ou encore que

A~ ~

(f)c-f)n.c)nPQCPQ+n~Pn+nn
ce qui résulte de (4.3.2).
Proposition (4.3.8). — Soient x, y, z, u quatre points de A tels que y et z appartiennent
au segment [xu] et que d(x,y)<d(x,2). On a
BB aBD,—(B,nb,).(B,nb).
Plus précisément, si pelsx et p’ef’u sont tels que pp'ef’yf’z, alors pef’y et p’ef’z.

Posons g=pp'=gqq’ avec qef)y et geP,. Ona z=g.z2=¢.z et u'=g.u=p.u,
d’ou d(y, 2')=d(»,z) et d(x,u’)=d(x,u). On en déduit :

(1) d(y, u')<d(y, g.2)+d(g.2, g.u)=d(y, 2)+d(z, u) =d(y, u)
(2) d(x, w')<d(x,9)+d(y, u')<d(x, ) +d(y, u) =d(x, u) = d(x, ')
(3) d(x, 2)<d(x,9)+d(y, ') =d(x,p) +d(, 2) =d(x, 2) = d(x, p. 2)
(4) d(x, w)<d(x, 2')+-d(2, w')<d(x, 2) +-d(z, u) =d(x, u) =d(x, v')
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et on voit que toutes les inégalités figurant dans (1) & (4) sont en réalité des égalités.
De (2) on déduit alors que ye[xu’]=[x(p.u)] donc, vu (1), que y=p.y, c’est-a-dire
pef’y. De méme, (4) montre que z'€[xu’]=[x(p.u)] et, vu (3),on a z'=p.z, d’ou
p'=p"'geP,.

Corollaire (4.3.9). — Soient y, zeA et te5~ (V) tels que t.zey+D. On a
B iBYnP,P, =P, _ P, .

En multipliant & droite par ¢!, on se raméne au cas ¢=1. Si pp’ef’yl?‘z, avec
pe@"_n et p’e%}’,, il existe un quartier €’ (resp. €) de direction D (resp. —D) tel que
p'ePs (resp. pePy) et il existe xe€ et ueC’ tels que les hypothéses de (4.3.8) soient
satisfaites. On a alors pef’ynf’@:Ay_D et p'eP,nPy =P, ..

Remarque (4.3.10). — On peut montrer que le corollaire précédent reste exact
si Pon suppose seulement que ¢.zey+D.

Lemme (4.3.1xx). — Supposons ¢ :G—>G de type connexe. Soient x, yeA tels que
yex+D. Soit o la rétraction de I sur A, ayant pour centre une chambre de A. Pour tout geG,
ona p(g.9)—p(g.-#)<py—x (cf. (1.3.16)).

Soit (xy=%, ..., x,=») une suite monotone de points du segment [xy], telle
que [x;x; ] soit contenu dans ’adhérence d’une chambre C; (0<i<k). Il existe heG
tel que la restriction de p & g.C, coincide avec I’action de k;, et par suite, il existe n; eN
tel que la restriction & C; de I’application zi>p(g.z) coincide avec ’action de n;. Posons
w,="v(n;). D’aprés (1.3.16), on a

e(g- % 1) —elg- %) =wi(x 1 —%)<p % 11— %

puisque ¥, ;—x,eD et que w,e'W. Additionnant ces inégalités, on obtient le lemme.

Proposition (4.3.12). — Sotent x, y, z, ucA flels que y—x, z—y et u—z appartiennent
a D. Si ¢ est de type connexe, on a

BB nBD, B nb,.
Soit gepf’yan)z, avec pef’x et qef’u. D’aprés (4.3.11), on a, pour toute rétrac-
tion p de # sur A de centre une chambre C quelconque de A :

(1) elgy)—x=p(p.y)—p(p.-x)<py—=x
(2) e(g.2)—e(g))<p 22—
(3) u—p(g.2)=rp(q.u)—p(g.2)<p u—2.

En additionnant, on voit que ces inégalités sont en réalité des égalités. On a donc
o(g.9)=y et p(g.z)=z Choisissant C de telle sorte que yeC (resp. zeC), on en tire
gy=y (resp. g.2=2).
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Corollaire (4.3.13). — Soient Q, Q' et Q"' trois parties convexes non vides de A, telles
que Q soit contenue dans la réunion des intersections (Q'+D)n(Q"'—D), pour D parcourant
Pensemble des chambres vectorielles de *A. On a

(i) P, P,nP, P,=P,
(ii) PonP P, =P, nP,). P,nP,.).
Soit gePy P,nP,. P, et soit acQ; il existe une chambre vectorielle D et des

éléments beQ’ et ceQ” tels que a—b et ¢—a appartiennent 2 D. Appliquant alors

(4.3.12) en remplagant D par D, x par b, y et z par a et u par ¢, on obtient geP,
d’ou (i). La relation (ii) s’en déduit comme en (4.3.2).

Remarque (4.3.14). — L’hypothése de (4.3.13) est satisfaite lorsque Q est contenue
dans Penveloppe convexe de Q'u Q.

Proposition (4.3.15). — Soient %, 9, z, ucA, neN et w=35(n). Si IA’IIA’unIA’znf’ﬁ:@,
il existe w'eW, tel que d(x, w'w.y)<d(x,u)+d(u,y). Si de plus o est de type connexe et si
yeu+Dcx+D, on peut choisir w' tel que w'w.y<py. Sien outre xez+D, alors w.y<py.

Soit g:g'g"elmf’y, avec g'eP,, g"ef’u et heP,. Soit C une chambre de A telle
que zeC et soit p la rétraction de .# sur A de centre C. Il existe A'eP; tel que
o(g.y)=Hhg.y=Hhn.y. Dautre part, comme z et n.y appartiennent & An(h'h)~'. A,
ilexiste £’eG avec A=A"(K'h)" . A, h".z=z et k''n.y=y (2.5.8). Posons n'=A'hk"~* :
ona n'eN et w'=9(n')eW,. De plus, p(g.y)=hhn.y=hhh""*n y=n'ny=w'w.y. Par
suite,

d(w'w.y, x)=d(p(8.9), ¥)<d(x, g.9) =d(x, 8" .y)
<d(x,u)+d(u, g .y)=d(x, u)+d(u, ).
Suposons maintenant "W="W et yeu+Dcx+D. Vu (4.3.11), on a
ww.y—x=p(g9)—plg-u)+p(g- 1) —p(¥)=plgy) —plg.u) +p(g" - u) —p(g"-x)
Spy—utu—x=y—x.
Enfin, si xez+D, on a, toujours d’aprés (4.3.11),
wy—z=p(n'""'g.p)—p(n' " "g.u)+o(n'"'g . u)—p(n' " g . x) +-p(n' "t x)—p(n'"".2)
Spy)—Uutu—x+x—z2=y—2

Corollaire (4.3.16). — Soient x, yeA, C une chambre de A et neN. Si f’xf’ynf’cnﬁy# 9,

alors d(x, n.y)<d(x,). Side plus ¢ est de type connexe et si yex+D, ona n.y<p)y.

Il suffit d’appliquer le résultat précédent, en prenant un point zeC tel que P,=P,
et en remarquant que W, est alors réduit a {1}.

Corollaire (4.3.17). — Supposons @ de type connexe. Soient xcA et n,n'eN tels que
n.xex-+D. Soit D une chambre vectorielle. Si f’znlsxn‘BSn’lA’z#Q), alors on a w'n~'.x<y x.
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En effet, il existe alors une chambre C telle que
PP taPnnt.aP 140

et il suffit d’appliquer (4.3.16) en prenant y=n.x.

4.4. Les bons sous-groupes bornés maximaux.

Dans ce paragraphe, nous allons expliciter quelques cas particuliers de (4.2.3),
(4.3.6) et (4.3.17). Nous conservons les hypotheéses et notations des numéros précédents
et nous supposons de plus que

(1) G=%.N.B.

Nous verrons aux §§ 5 et 7 des conditions suffisantes pour que cette relation soit
vraie. Rappelons (2.9.4) qu’elle 'est dés que G est muni d’une topologie satisfai-
sant aux conditions de (2.8.2); elle le sera également dans toutes les applications au
cas des groupes algébriques. Enfin, notons que la relation (1) est équivalente a

(1 bis) G=8.N.8

ainsi qu’il résulte de la traduction géométrique de (1) ou de (1 bis) donnée en (4.2.5).

(4.4.1) Nous avons vu (3.3.2) que tout sous-groupe borné maximal K de G
est le stabilisateur d’une facette F bien déterminée de I'immeuble .£. Nous dirons que K
est un sous-groupe borné maximal spécial si cette facette F se réduit & un sommet spécial

de #.

Définition. — On dit qu’un sous-groupe borné maximal K de G estbon si Pona G=B.K.

1

Soit K un bon sous-groupe borné maximal et soit 2eG. Posons g '=bk avec

beB et keK. On a alors
¢Bg 'K =gBhkK =gBK =G.

On voit donc que la notion de bon sous-groupe borné maximal est indépendante
du choix de B dans sa classe de conjugaison (i.e. du choix de ’appartement A et de la
chambre vectorielle D) et que tout conjugué d’un bon sous-groupe borné maximal est un bon
sous-groupe borné maximal.

Proposition (4.4.2). — Soit K un sous-groupe borné de G contenant B. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :
(i) K est un bon sous-groupe borné maximal;

(ii) on a W:WK.V;
(iii) Papplication canonique de WK dans "W est surjective;
(iv) Card W > Card "W.
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Il est immédiat que (ii), (iii) et (iv) sont équivalentes. L’équivalence de (i) et (ii)
résulte de (4.2.3) et du fait que, si (ii) est satisfaite, alors K est un sous-groupe borné
maximal de G. Pour établir cette assertion, considérons un sous-groupe borné K’ conte-
nant K. On a WK,DWK; comme la restriction de I’application wi'w 3 Wy, est
injective, on déduit de (iii) (équivalente a (ii)) que Wy, =Wy, d’ot K'=B.W,,.B=K.

Proposition (4.4.3). — Soit K un bon sous-groupe borné maximal de G, contenant B.
On a

(1) G=8"V.K (« décomposition d’Iwasawa de G »)

et Papplication canonique de V dans BN\G/K est bijective.
De plus, on a

(2) G=K.V,.K (« décomposition de Cartan de G »)

et Uapplication canonique de Vy dans K\G/K est bijective lorsque I’homomorphisme o : G—~G
est de type comnexe.

La premiére assertion n’est qu’un cas particulier de (4.2.2) (i). La relation (2)
résulte de (4.2.1), compte tenu de ce que Vy est un domaine fondamental pour "W
opérant sur V : ceci entraine en effet que application canonique de V, dans WK\W/WK
est surjective et est bijective lorsque "W ="W, c’est-a-dire lorsque ¢ est de type connexe.

(4-4-4) Explicitons maintenant certaines des relations de 4.3 dans le cas qui
nous intéresse, ce qui va nous donner des relations entre les décompositions d’Iwasawa
et de Cartan de G :

Proposition. — Supposons ¢ de type connexe. Soit K un bon sous-groupe borné maximal de G
contenant B et soient tGVD, t'eV, teVy.

(i) 8 K.t.XKn®B.t' . K+0, ona '<pt (autrement dit p(t—1t')>0 pour tout poids
dominant p (relativement & D) de °Z).

(i) Ona K.t.Kn® .t K=tK.

(iii) 8% t'eVy et si KiKt KnKt"K=+0, alorsona 1<yt (en notant ici additive-
ment la loi de composition de V identifié & un sous-groupe de "A).

(iv) i t'eVy, on a

K Keint K 'K =1"'Kin K.
En particulier, on a
1" K" KtnK=t"'KtnK.

L’assertion (i) résulte de (4.3.17) et (ii) de (4.3.7). L’hypothése de (iii) entraine
Kt 'Ke. 1" ¢ = ¢ K¢ ~'+0; en posant K=P, y=u=t.x et z=t"'.x et en appli-
quant (4.3.15), on en déduit (iii). Enfin, (iv) résulte de (4.3.12), en prenant K =P,
x=("t)"1z, y=t1'7z et u=t.z
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Remarque (4.4.5). — Supposons ¢ de type connexe et soit G, un sous-groupe
distingué de G contenant ¢(G). Alors ¢ :G—>G, est B-N-adapté de type connexe.
Soit F une facette de C dont le stabilisateur K; dans G, soit un bon sous-groupe borné
maximal de G,. I est alors immédiat que le stabilisateur K de F dans G est un bon
sous-groupe borné maximal de G. Si geK, il existe heK; tel que g.A=Fk.A et, comme
(K, nN)="W="W, on voit que

K=K,.(54V)nK).

On déduit alors de (4.4.3) que
(1) G=B°.3"YV).K,

(2) G=K,.5"4(V).K,.

Mettons maintenant sur G la bornologie & pour laquelle les ensembles bornés sont
les réunions finies de translatés de parties bornées de G;. Comme la bornologie de G,
est invariante par G opérant sur G, par automorphismes intérieurs, cette bornologie est
compatible avec la loi de groupe de G. Si I’on suppose de plus que G/G,ra pas d’éléments
d’ordre fini, un sous-groupe de G est borné pour Z# si et seulement s’il est contenu et
borné dans G,. Par suite, K, est un sous-groupe borné maximal de G (pour £), donnant
lieu a4 une « décomposition d’Iwasawa » (1) et a une « décomposition de Cartan » (2).
Nous verrons plus tard un exemple de cette situation : G sera le groupe des points
rationnels d’un groupe algébrique réductif connexe ¢ défini sur un corps local £ (pour
une valuation o), G le groupe des points rationnels sur £ du groupe dérivé de ¢, ¢ ’homo-
morphisme naturel et G; ’ensemble des 2¢G tels que w(x(g))=o0 pour tout caractére y
de % rationnel sur £, la bornologie # de G n’étant autre que la bornologie naturelle de G.

(4.4.6) Etudions maintenant I’existence de bons sous-groupes bornés maximaux :

Proposition. — (1) Si o est de type connexe, tout sous-groupe borné maximal spécial est un
bon sous-groupe borné maximal.

(ii) St ¢ est Pidentité, les seuls bons sous-groupes bornés maximaux sont les sous-groupes
bornés maximaux spéciaux.

Compte tenu de (4.4.2), la premiére assertion est évidente, puisque, si x est un
point spécial de A, on a ”Wx:)”sz”W=”W; la deuxieme I’est aussi, vu la définition
méme des points spéciaux.

Rappelons que les points spéciaux sont donnés par le tableau du n°® (1.3.12).

(4-4.7) Supposons toujours ¢ de type connexe. Si ’homomorphisme § de G dans
Aut Cox W n’est pas trivial, il peut y avoir de bons sous-groupes bornés maximaux qui
ne soient pas spéciaux. Pour les déterminer, on se raméne aussitot au cas irréductible,

car, ¢ étant de type connexe, £(G) laisse fixe chaque composante connexe de Cox W.
Dans le cas irréductible, on montre facilement en comptant les ordres des deux groupes WK
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et "W et en utilisant (4-4.2) (iv), que les seuls cas de bons sous-groupes bornés maximaux
non spéciaux sont les trois suivants :

G de type A,, £(G)=Z/2Z, K =StabB;

G de type C,, £(G)=Z/2Z, K =Stab By,

ou X est 'ensemble des deux points spéciaux de Cox W (qui est ot ot o);
S

G est de type B, (n>3), £(G)=Z/2Z, K =StabBy,

ou X est ’ensemble des points de S distincts du sommet extrémal non spécial

de Cox W (qui est S\c 0-+v-0 ot o),
o

S
(4-4.8) Par contre, lorsque ¢ n’est pas de type connexe, il peut ne pas y avoir
de bons sous-groupes bornés maximaux. C’est le cas par exemple lorsque W est de
type Ag,,1, avec E(G):Z/QZ opérant par symétrie sans points fixes sur Cox W, ou
lorsque W est de type D,, ,,, avec £(G)=Z/2Z opérant sans points fixes sur Cox W.
D’autre part, on montre aisément que, si ¢ n’est pas de type connexe, et si W est
irréductible, un bon sous-groupe borné maximal est toujours spécial.

(4-4.9) Les relations précédentes ont des conséquences intéressantes lorsque G
est un groupe topologique localement compact, le sous-groupe B étant un sous-groupe
ouvert et fermé de G, ce qui se passe par exemple lorsque G est un groupe algébrique
semi-simple sur un corps local localement compact. Les parties bornées de G sont alors
les parties relativement compactes et les sous-groupes bornés maximaux sont les sous-
groupes compacts maximaux. Les propositions (4.4.3) et (4.4.4) entrainent alors par
exemple que, si K est un bon sous-groupe compact maximal de G, I’algébre de
convolution des fonctions complexes continues a support compact sur G, invariantes
a gauche et a droite par K, est commutative : la démonstration donnée dans [7] s’adapte
immédiatement; on pourra aussi consulter [29], [30] et [32].
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5. DOUBLES SYSTEMES DE TITS

Dans ce paragraphe, nous commencons par donner des conditions nécessaires et
suffisantes pour que, avec les notations du § 4, on ait G=8N3B. Nous verrons que cette
relation équivaut a dire que (G, B, N) est un systéme de Tits de groupe de Weyl fini
isomorphe & "W. Nous dirons alors que (G, B, N, S) est un double systéme de Tits. Ce sont
des systémes de ce type que nous construirons plus tard dans le groupe des points
rationnels d’un groupe algébrique semi-simple simplement connexe sur un corps local.

Dans 5.2, nous donnerons des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une
famille de sous-groupes P, (pour «cZ) soit la famille des sous-groupes P, associés a
un double systeme de Tits de groupe de Weyl W. Chemin faisant, nous établirons des
résultats sur la structure des sous-groupes P, d’un double syst¢me de Tits.

Rappelons que les résultats de ce paragraphe ne sont pas utilisés dans la suite du
chapitre.

5.1. Doubles systémes de Tits.

Dans tout 5.1, nous conservons les notations du § 4. En particulier, nous supposons
choisie une chambre vectorielle D et les lettres B et B® désignent les sous-groupes
introduits en (4.1.5).

(5.1.1) Comme B=B".v (V) et que B°nN=Hcv '(V), on a BanN=v"{(V).
Par suite, BAN est un sous-groupe distingué de N et le groupe quotient N/B AN
s’identifie canoniquement & W/V, ou encore & *"W. Ce dernier groupe est engendré par
Pensemble R des réflexions par rapport aux murs de la chambre vectorielle D (c’est-a-dire
aux hyperplans Ker a pour a décrivant la base de *Z associée a D). Par suite, le quadru-
plet (G, B, N, R) satisfait a Paxiome (T 2) des systémes de Tits (1.2.6).

Définition. — On dit que le systéme de Tits de type affine (G, B, N, S) est un double systéme
de Tits si le quadruplet (G, B, N, R) est un systéme de Tits.

Définition (5.x.2). — On dit que deux parties closes Q' et Q"' de A sont transverses si,
pour toute racine affine o de A contenant Pintersection Q' Q"', on a, ou bien a2 Q', ou bien adQ".

Théoréme (5.1.3). — Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) (G, B,N,S) est un double systtme de Tits;
(ii) on a G=B.N.B;
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(i1 bus) quels que soient les quartiers € et ©' de 2, il existe des quartiers €, cC et € cC
contenus dans un méme appartement;
(iii) quelles que soient les parties closes transverses Q' et Q' de A, telles que Uintersection
Q=Q'n Q" contienne une chambre, on a
P,=P,.P, ;
(iv) quelles que soient la chambre C de A et la chambre vectorielle D, on a

Pe=Psip-Pops

(v) il existe une chambre C de A et une chambre vectorielle D telles que Po="P._ . Py _yp.

De plus, ces conditions entrainent :

(vi) G=BNS;

(vi bis) quels que soient la chambre G et le quartier € de #, il existe un quartier €' c@
et un appartement A contenant C et €'

(vii) quelles que soient les racines affines o et B de A telles que p'Ca, ona

Pyng=P,.Py;
(viii) pour toute racine affine o de A, on a
P@a = (Pa To Pa) v (Pa P(a*)+) .

(5.1.4) La démonstration du théoréme (5.1.3) va occuper les numéros suivants
jusqu’a (5.1.21). Nous savons déja que (i) implique (ii) (1.2.7) et que (ii) est équivalent
a (ii bis) (4.2.5).

(5.x.5) Démonstration de 'implication (ii bis) = (iii).
Supposons la condition (ii bis) réalisée. Soient Q' et Q'’ deux parties closes transverses
de A, telles que Q=Q'nQ" contienne une chambre. Nous voulons démontrer que

(I) PQ:'PQI.PQU.

11 est clair que nous pouvons supposer que  contient la chambre C. Démontrons tout
d’abord le lemme suivant :

Lemme (5.1.6). — Soit M une partie de Q'. Alors :

a) Q et cl(Q"uM) sont transverses et cl(Qu M)=Q ncl(Q"uvM);

b) Q" et cl(Qu M) sont transverses et Q=Q" ncl(QuM).

Comme I’intersection de deux parties closes est close,ona cl(MuQ)cQ'ncl(MuQ”).
D’autre part, si une racine affine « contient Qu M, alors, puisque Q' et Q" sont transverses,
ou bien «>Q’, oubien «d>Q"” et adcl(MuQ”). Comme cI(MuQ) est Pintersection
des racines affines contenant MuQ (2.4.5),ona cl(MuQ)>Q' ncl(MuQ"), d’ou a).
De méme, on a Qc Q" ncl(MuQ) et si une racine affine o contient Q, ou bien a2 Q"
ou bien adQOM et adcl(MuQ). On en déduit aussitot 4).

Lemme (5.x.7). — Supposons de plus que Q' contienne un quartier de direction D'. On a
alors PoCPyq . p). Py
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Soit geP,. Soient €' un quartier de direction D’ contenu dans Q' et € un
quartier de A opposé a €. D’apreés (ii bis), on peut supposer, quitte & diminuer ¢’ et €,
que les deux quartiers € et g. € sont contenus dans un méme appartement A. Montrons
que QcA. Il suffit de faire voir que toute chambre C,cQ est contenue dans A.
Soient xe® et ye€@”’ tels que Cyccl({x, »}) (2.4.9). Il résulte de (2.8.8) que
Cyccl({x, g.9}) cA, d’ot notre assertion.

Soit de plus 2eG tel que A=h.A et que h.z=2z pour tout ze AnA. Les restric-
tions de & et de p,, ¢ (resp. de g~ " et de p,. () 2 A (resp. g.A) coincident puisque ce sont
des isométries et qu’elles coincident sur C. Par conséquent, les restrictions de / et de g~*
a g.@" sont égales et on a hgePg..

D’autre part, on a Q”ccl(QuE”). En effet, si une racine affine « contient Q
et €, elle ne peut pas contenir €', donc a fortiori elle ne contient pas Q'; puisque Q'
et Q" sont transverses, elle contient Q’, d’ou notre assertion (2.4.5). Comme % et g
appartiennent & Py, on en conclut que hgeP, g,y CPq.

Nous avons donc montré que g=~h"'hg appartient & Pyq ). Pq.. Pour achever
la démonstration, il suffit de remarquer que Q-+ D’ccl(QuE’).

Lemme (5.1.8). — Sotent Dy, ..., D, des chambres vectorielles telles que Q'+ D,;c Q'
pour 1<i<k. On a alors

PacPiqipy+...+0p - Par-

Le lemme (5.1.6) (appliqué 2 M=Q+D,+...+D,) montre que, pour o<i<%,
les ensembles clos Q' et Q!'=cl(Q"+D;+...+D,) sont transverses et que leur
intersection est cl(Q+D;+...+D,). Le lemme (5.1.7) montre alors, puisque Q’
contient un quartier de direction D;_;, que

Pcl(Q+D1+... +Dj) CPcl(Q +D1.e.4+Djs1)" Pcl(ﬂ” +D1+...4+Dj)

CPcl(0+Dx+...+Di+1)'P "
d’ou le lemme.

Proposition (5.x.9). — Supposons toujours la condition (ii bis) réalisée. Soient o« un demi-
appartement et C une chambre possédant une cloison ¥ contenue dans le mur oa de o. Alors, il existe
un appartement contenant o et G.

On peut supposer «CA et Cd A, Soit G’ (resp. C”') la chambre de A admettant F
comme cloison et contenue dans o (resp. non contenue dans «). Prenons Q'=aq,
Q"'=C'uvC”’, dou Q=C'". On voit aussitot que Q" et Q" sont closes et transverses,
car « est 'unique racine affine contenant C’" et non G”. Soient Dy, ..., D, les chambres
vectorielles sur lesquelles la racine "« (1.3.8) prend des valeurs négatives. On vérifie
aisément que a=C'4+D;+...+D, et le lemme (5.1.8) montre que

(1) Po=P,.Poygr-

Or, la proposition n’est autre que la traduction géométrique de (1). En effet, il
existe un élément geP; tel que C=g.C" (2.3.7). Ecrivons g=hh,, avec h,eP,
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et hyePyyo. Ona C=g.C"=#h,.C" et C, comme o, est contenue dans ’apparte-
ment #4,.A. Nous laissons au lecteur le soin de déduire (1) de (5.1.9).

(5.1.10) On peut encore formuler (5. 1.9) comme suit : soit « un demi-appartement
et soit F une cloison contenue dans le mur de «; alors le groupe P, est transitif sur Pensemble
des chambres non contenues dans o et admettant F comme cloison.

Si, avec les notations de (5.1.9), on suppose de plus que C'=C, (1) s’écrit
B=P,.(Bnr,Br,), dou T'on tire Br,BcP,r,Br,7,B et finalement
(1 bis) Br,B=P,r B.

Réciproquement, (1 bis) entraine Br,cP,r,B, d’ot BcP,r,Br, et B=P,.(Bnr,Br,),
c’est-a~dire (5.1.9) (1).

Corollaire (5.1.x1). — Supposons (ii bis) réalisée. Pour toute partie close Q, de A, I’ensemble
des points de A laissés fixes par tous les éléments de Py est réduit a Q. Si Q, et Q sont deux
parties closes de A, on a Py CPq st et seulement st Qc Q.

Soit «eZ et xeA—a. Soit F une cloison contenue dans d« et soit I'=(C, ..., C')
une galerie tendue entre F et x. On a Cca®. Si x était laissé fixe par tous les éléments
de P, il en serait de méme de C (2.4.13), ce qui contredirait (5.1.10).

Soit alors Q; une partie close de A et soit x¢A—Q,. Par définition (2.4.6), il
existe acZ avec ad; et xéa. Alors, x n’est pas laissé fixe par tous les éléments de P,
donc a fortiori par tous ceux de Pg, ce qui établit la premiére assertion du corollaire.
La deuxiéme en résulte aussitot.

I1 ne faudrait pas croire qu’en général Q soit ’ensemble des points de 'immeuble .#
laissés fixes par tous les éléments de P, : ceci peut déja étre inexact lorsque £ est une
racine affine «€Z, ou lorsque Q est égal a A tout entier. Nous en verrons un exemple

plus tard (cas de SL,(Q.,)).

Lemme (5.1.12). — Soit C une chambre de Q'. On a
Pyc Pcl(QUC)' Py

Nous allons raisonner par récurrence sur la longueur m d’une galerie minimale
I'=(G,,C, ..., C,=C) de plus petite longueur possible parmi les galeries d’extrémité G
et d’origine contenue dans Q. Le lemme est évident si m=o0. Comme C,cQ’ pour
o<i<m, puisque Q est close, 'hypothése de récurrence entraine que Py CPyqyq,_p)-Pars
et le lemme (5.1.6) montre qu’on peut supposer m=1. Soit alors « la racine affine
contenant C, et ne contenant pas C;. On a Q" Ca, sinon Q contiendrait une
chambre C'cA—a et on aurait G,ccl(CouC')cQ”, dou C,cQ et m=o. Soit
alors gePqy; la chambre g71.C, admet comme cloison la cloison commune a G, et Gy
et nous pouvons appliquer la proposition (5.1.9). Il existe donc un appartement A’
contenant « et g~1.C; et il existe un élément AP, cP,. tel que 2.A’=A. On a alors
hg7lePon P, et g=gh t.heP,qycy.-Por, c.q.fd.
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(5.1.13) Démontrons maintenant (5.1.5) (1) dans le cas oi Q' contient un quartier.

On sait (2.4.5) que Q' est Penveloppe convexe d’un nombre fini de points x;
et de demi-droites X;. Or, on voit facilement que, si X est une demi-droite et D" une
chambre vectorielle, ’enclos de X + D’ est I’adhérence d’une réunion finie de quartiers.
On en déduit qu’il existe des chambres C,, ..., G, et des chambres vectorielles D,, ..., D,
telles que

Q=c( U (C+D)).

1<i<k

Nous savons déja que PoCPyq . p, 4. 1y -Por (lemme (5.1.8)). Il suffit alors
d’appliquer un certain nombre de fois le lemme (5.1.12) pour obtenir la relation
cherchée :

PﬂCPcl((Q+Dl+...+Dk)Uclu...UCk)'PQ” cPy . Py,

(5.1.14) Achevons maintenant la démonstration de (5.1.5) (1) dans le cas
général. Soit M un segment ou une demi-droite fermée d’origine x€Q, contenue
dans Q. Soit X ’ensemble des racines affines contenant Q et ne contenant pas M,
et posons Q"’:agxa. Toute racine affine «aeX contient en son intérieur la demi-droite

ouverte d’origine x opposée & M. On en déduit aussitdét que Q""" contient un quartier. De
plus, une racine affine aeX contient Q et ne contient pas Q’, donc contient Q. Par
suite, on a Q''>Q".

Montrons que Q=Q" ncl(QuM) et que Q" et cl(QuM) sont transverses.
En effet, si une racine affine contient Q, ou bien elle contient M et par suite cl(Qu M),
ou bien elle appartient a X et contient Q'"’. CGomme Q’"’ contient un quartier, on déduit

de (5.1.13) que
PocPuqum-Pa CPyquy- Por-

Compte tenu du lemme (5.1.6) nous sommes ramenés a démontrer (5.1.5) (1)
en remplagant Q"' par cl(Q”uM). Or, Q" est I’enveloppe convexe d’un nombre fini
de points x; (pour 1<i<a) et de demi-droites fermées X; d’origine y; (pour 1<;j<b).
Soit ¥ un point de Q; posons M, =[xx;] pour 1<i<a, M;=[xy;_,] pour a<i<a-+b,
et M;=X,_(,., pour a+b<i<a+2b. En appliquant successivement le raisonnement
précédent aux couples Q', Q'=cl(QuM,u...uM,;) (pour 1<i<a-20), tout revient
finalement & démontrer (5.1.5) (1) dans le cas o Q'cQ", ce qui est trivial.

La démonstration de 'implication (ii bis) = (iii) est achevée.

(5.x.15) Démonstration des implications (iii) =(iv) et (iv) = (v).

Il suffit de remarquer que, pour toute chambre Cde A,ona C=cl(C+D)ncl(CG—D)
et que toute racine affine contenant C contient soit C+ D, soit C—D, c’est-a-dire que
cl(C+D) et cl(C—D) sont transverses.

(5.x.16) Dans toute la suite de 5. 1, sauf en (5.1.18), nous supposons que la condition (v)
est satisfaite et nous désignons par C (resp. D) une chambre (resp. une chambre vectorielle) telle
que Po=P¢, p.Po_p.
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Lemme. — Pour tout quartier € de A, de direction D', il existe une chambre C' c € telle
que Po=Pq . p.Po_p.

En effet, il existe weW tel que D’'="w(D). D’autre part, comme V est un réseau
dans °A et que € est un cOne ouvert de A, il existe une translation ¢eV telle que
tw(C)eC. Prenons alors C'=#w(C) : on a bien Py =P, ). Pye_ny=Po 1 -Po_p-

(5.x.17) Démonstration de (vi) et (vi bis).
Nous avons déja vu (4.2.5) que (vi) et (vibis) sont équivalentes. Soient € un
quartier de A, de direction D’, et C, une chambre de .#. Soit ¢ un point de A, posons

d=supd(a, x) et soit S la boule de rayon d et de centre a dans A. Soit b un point de A
zECy

tel que Scb—D’ et soit C’ une chambre contenue dans le quartier (6+D')nE telle
que Py =Py . Py _p . Soit p la rétraction de # sur A de centre G’ (2.3.5). Comme p
est ’identité sur A et diminue les distances (2.5.3), on a p(C;)cScb—D'cC’'—D'.
D’autre part, il existe un élément geP; tel que p(C,)=g(C,). Ecrivons alors g=xy,
avec xePy_p et yePgy .. On a x7%g(C)=g(C,) puisque g(C;)cC'—D’ et par
suite C,cg *(A)=y"'(A). Comme yeP ;. , ceci entraine que la chambre C; et le
quartier ¢+D’c® (ou ¢ est un point quelconque de C’) sont tous deux contenus dans
Pappartement y~*(A). On passe de 12 au cas général de (vi bis) en transformant € par
un élément de G.

Remarque (5.1.18). — En examinant la démonstration précédente, on voit aisément
que la condition (vi) G=BN3B est entrainée par la condition suivante, plus faible
que (v) :

(v bis) il existe une chambre C et une chambre vectorielle D telles que Po=P; .Pg
pour toute partie bornée Q de C—D.

Par ailleurs, on peut démontrer qu’inversement (vi) entraine (v bis) et méme
entraine

(iii bis) Sozent Q' et Q' deux parties closes transverses telles que Q=Q'n Q" contienne
une chambre. St Q' est bornée et si Q' est contenue dans un quartier, on a Py ="Pq, .Pq...

Enfin, on peut démontrer que, sans faire aucune hypothése supplémentaire sur le
systéme de Tits (G, B, N, S), la condition (iii er), obtenue en ajoutant a (iii) ou a (iii bis)
Phypothése que Q' et Q' sont tous deux bornés, est toujours satisfaite. Pour cela, il suffit
de démontrer I’analogue de (5.1.12) lorsque Q' et Q" sont bornés. Ceci se fait comme
en (5.1.12), mais en remplacant l'usage de la proposition (5.1.9) par celui du
corollaire (2.4.12).

(5.1.19) Démonstration de (vii).

Soient « et B8 deux racines affines de / A telles que §"Ca. Il existe weW tel que
w(C)canp. Soit a un point spécial de w(C). Il existe un élément »’ du stabilisateur W,
de a dans W tel que Pune des faces de la chambre vectorielle D'="(w'w)(D) soit

paralléle a dx et & 98 et on peut supposer que C'=w"w(C) est contenue dans a«nf :
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en effet, si w'w(C)da« par exemple, on a nécessairement aecda, w'w(C)coa* d’ou
r,w'w(C)ca. De plus, on a Py =Py . Po_p . D’autre part, ou bien la racine affine «
coniient G'++D’ et 35C'—D’ oubien adCG'—D’ et B2C' 4 D’. Quitte éventuellement
a échanger o et 8, on peut supposer que « contient G'+D’ et que  contient G'—D’.

Soit geP, sCcPy et écrivons g=hk, avec hePy, ., et keP,_,. On a
h=gk™'€P,, (¢ _p). Or ladhérence de l’enveloppe convexe de dan(C'—D’) et de
C’+D’ est la racine affine « tout entiere. Par suite, on a heP, et de méme kePg,
ce qui démontre (vii).

(5.x.20) Démonstration de (viii).

Reprenons les notations de (5.1.19), avec P =(«"),. Soit ¥ un point de C’ et
soit 3, une demi-droite d’origine x, contenue dans le céne ouvert x— D’. Comme d«
est parallele & une face de D’ et que «d>x+D’, donc adx—D’, cette demi-droite
coupe da en un point y, qu’on peut supposer intérieur a une cloison Fcoa. Soit § la
demi-droite portée par 3, d’origine y et soit G, (resp. C,) la chambre contenue dans «
(resp. o) admettant F comme cloison. Pour z€3, soit (X,, ..., X, =GC,) une galerie
tendue entre z et C,. Comme C, rencontre [yx], on a C,ccl(C,uC’) et il existe une
galerie minimale (X,=GC,, X, ,,=C,, ..., X,=C") (2.4.4). Comme C,ccl({z}uC’),
la galerie I'=(X,, ..., X,) est minimale, toujours en vertu de (2.4.4).

Soit geP,,. Supposons tout d’abord que g(C;)=C,;. Comme I’enclos de C,u ou
est la bande an(a),, il résulte de (vii) que geP, P .

Supposons maintenant que Cy=g(C;)+C;. Posons 3'=gr,(3) et €=gr (y—D’).
D’aprés (vi), il existe un quartier € c® et un appartement A contenant ¢ et C'.
Comme 3’ est contenue dans €, on a 3 nE 0. Prenons alors un point zed contenu
dans une chambre et tel que gr,(2)e® et reprenons la galerie minimale T' considérée
plus haut. La suite

F,: (gra(xo)a RS gra(Xk):gra(C2)’ Xk+1 ZCU RS Xn:C’)

est une galerie sans bégaiement, car gr, (Cy)=C;+C;, et est de méme type que I
C’est donc aussi une galerie minimale. Comme gr,(X,) contient gr (z), donc est contenue
dans A ainsi que C’, on en déduit que I tout entiére est contenue dans A et en parti-
culier C;uCjcA. Par suite, A contient Penveloppe convexe de {y}u €', enveloppe
convexe qui n’est autre que €. En particulier, A contient le céne Y=(y—D)n oa.

Soit alors £ un élément de G tel que ~(A)=A et que £ laisse fixes tous les points
de AnA. On a hePynPynP; et h(Cy)=C;. Ecrivons h=pg, avec pePy ., et
geP, . Comme C'—D’ rencontre C, et C, et contient Y, on a Cj=p(C,) et
pePy 0 Py. Mais ’adhérence de I’enveloppe convexe de Yu (C'+D’) est égale a «,
donc peP,. Enfin, on a r p~'g(C,)=C, et r,p~'geP, . D’aprés ce que 'on a vu
plus haut, ceci entraine r,p~'geP,, .P,. On en déduit

gE€p7 Py, P CP 1, Py 77 Yr,Py=P,r,P,
(car 7,Pu, 17 CP,).
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Nous avons bien montré que P,,cP,P . uP,7,P,, d’ou (viii), inclusion opposée
étant évidente.

(5.x.21) Démonstration de (i).

Vu (5.1.16), on peut supposer D=D. D’autre part, nous avons déja vu (5.1.1)
que Paxiome (T 2) des systémes de Tits était satisfait.

Démontrons (T 1). On sait qu’il existe un élément neN tel que ®v(n)(D)=—D.
On a alors P, ,cB et P,_,caBn~". Ceci, joint & (v), montre que le groupe engendré
par B et N contient P, donc contient B, ce qui démontre (T 1).

Démontrons (T g). Faisons de A un espace vectoriel en choisissant comme origine
un point spécial o et soit € le quartier o+ D. C’est un céne simplicial dans A. Soit &
P’ensemble des hyperplans de A qui contiennent une face de €; les images des réflexions s;,
pour Le forment exactement le sous-ensemble R de *W. Soit Le?# et soit reN

\

tel que v(r)=s;,. Nous avons a2 montrer que

(1) BrBwB c (BrwB) u (BuwB)
pour tout weN. Nous allons tout d’abord montrer que
(2) BuBrB est un groupe.

Soit beB®. Comme b laisse fixes tous les points d’un quartier contenu dans €
suffisamment petit, il existe un point xer. € tel que rbr~'eP, ., g. Quitte & remplacer x
par un point de x-+7.E, on peut supposer que x est transformé d’un point de C par un
élément ¢ de v"1(V). On a alors

PI+,..@CP,_C=tPCt—1=tPc+@t_1.tPC_@t"1:PZ_FE.PI__@.

Il existe donc 4,€P, B’ et ceP,_g tels que
(3) rbr~t=b,c.

1

Comme 7br~" et b, appartiennent a P, ,,.§, on a aussi

(4) CEPx—@anJr(Enr.@)-

Or, €n7r.€ est un coéne d’intérieur non vide dans ’hyperplan L et L est par suite
enveloppe convexe de la réunion de €n7.€ et de —(€nr.€)=(—C€)nL. On tire
donc de (4) que c¢eP, NP, ;. Mais, le demi-espace fermé E de A de mur x+L et
ne contenant pas x-+E est enveloppe convexe de la réunion de x+L et de x—C
et on a cePy. Soit « la racine affine de bord L contenant C. Ce qui précéde montre
qu’il existe des racines affines y équipollentes a « telles que

(5) ror—'eBO.P...

I1 suffit en effet de choisir v telle que E> ™
Nous distinguerons a présent deux cas :
Ier cas : (5) est satisfait pour toute racine affine vy équipollente @ w.
Posons alors, pour toute racine affine y contenue dans «,
-1_ 0
rbr~t=b,c, avec b,eB’ et ¢, eP,..
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On a ¢,c;'eP,.nB’. Mais ’enveloppe convexe d’un quartier de direction D et de o

est A tout entier; par suite, on a P.n®B'=H et ¢,eHP,.=P,.. Comme Pintersection

des sous-groupes P.. pour ycCa se réduit 2 H, on en tire ¢,€H et finalement rbr—'e®B".
2¢ cas : il existe une plus petite racine affine vy équipollente & « telle que (5) soit satisfaite.
Utilisons alors (viii). On a

(6) P.=r,Pr c(P,r,P)u(P,P.).
Puisque P, .cB’ et que rbr '¢B°P ., , on voit que ¢,eP, 7. P, d’ou
(7) rbr~teB°P r, P, cBr, B =B'rr~1r, B°cBrB

puisque 7~ 'r, ev (V) cB.
Dans les deux cas, nous avons donc montré que rbr 'eB°UB°rB. On a donc
rBr tcBUBrB et
rBr =rBv I (V)r=rB = (V)rc (B uB rB)v (V) =BuBrB

ce qui entraine aussitdt que BuUBrB est un groupe.

Soit maintenant welN et supposons tout d’abord que la longueur de *v(rw) (par
rapport au systéme générateur R de "W) est plus grande que celle de *v(w). D’aprés ([5],
chap. V, § 3; n° 2, th. 1), ceci signifie que les chambres vectorielles D et *v(rw).D sont
de part et d’autre de ’hyperplan de A paralléle a L; par suite, pour toute racine affine v
équipollente a «, il existe un quartier €'cC tel que rw.C'cy’, d’ou P.cP,, ¢ et

(rw) "' P 1w C Pg, BO.

Soit alors 6eB°. D’apreés (5), il existe une racine affine v équipollente & «, un

élément b,eB et un élément ceP. tels que rbw=rbr 'rw=>~crw. On en déduit
rbw = byrw(rw) " crweBrw . (rw) "' P.rw cBrwB.

Comme v~1(V) est distingué dans N, il en résulte que

(8) BrBwB cBrwB  lorsque {(*v(rw))>{("w).

Supposons maintenant que la longueur de “v(rw) est plus petite que celle de "v(w.)
Substituant 7w 2 w dans (8), on en tire BrBrwB cBwB, d’ou en utilisant (2)

(9) BrBwBcBrBr~'BrwB c(B L BrB)BrwB =BrwB v BrBrwB cBrwB u BwB.

Nous avons donc bien démontré (1), c’est-a-dire (T 3).

Le quadruplet (G, 3B, N, R) satisfaisant aux axiomes (T 1), (T 2) et (T 3) des
systémes de Tits, on sait ([5], chap. IV, § 2, n° 3, remarque) que G=BNDB, c’est-a-dire

que (ii) est satisfaite. Il en résulte que la condition (iv) est satisfaite.
Démontrons enfin P’axiome (T 4) :

rBr1+®B (pour r=s, avec Le%).

Supposons qu’il existe un hyperplan Le.# tel que rBr~*=%B (avec r=s;). Si €=x4D
est un quartier de direction D, on a

PecBocrBr t=v"1(V)rBor 1.
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Pour tout élément gePg, il existe donc un quartier € de direction D'=%(r).D, un
élément hePg et un élément tev™'(V) tels que g=1th. Soit E (resp. E’) ’enclos de Cu€’
(resp. €ut.C'); c’est une partie convexe de A et ona g.E=E’. De plus, I’application
y>g.y de E sur E’ est affine, se réduit a 'identité sur € et a la translation y>¢.y sur €.
On en conclut que v(t)=1 et que gePs . Autrement dit, tout élément qui laisse fixes les
points d’un quartier de direction D laisse ausst fixes les points d’un quartier de direction D'.

Soit alors C’ la chambre contenue dans € a laquelle o est adhérent. Ce qui précéde
entraine que Py ,cPy . En utilisant (iv), on en tire

(10) Py =Py, p-Po_pCPyp.-Po _pCPp p)nie—p)-

Or, la seule racine affine qui contient G’ et ne contient pas r(C’) est la racine affine «
de bord L contenant C’. Il en résulte que la chambre 7(C’) est contenue dans l’inter-
section (C'+D’)n(C'—D) et on déduit de (10) que Py cP,(), ce qui est impossible
puisque les stabilisateurs de deux chambres distinctes sont deux sous-groupes parahoriques

distincts. Nous avons donc abouti a une contradiction et ’axiome (T 4) est satisfait.
Ceci achéve la démonstration de (i) et par suite du théoréme (5.1.3).

Remarque (5.1.22). — La condition (viii) entraine la condition suivante :

(viii bis) La réunion de deux demi-appartements de méme mur n’ayant aucune chambre en
commun est un appartement.

En effet, supposons (viii) satisfaite et soient M et M’ deux demi-appartements de
méme mur, n’ayant aucune chambre en commun. On peut évidemment se restreindre
au cas ou M’ est une racine affine « de A. Il existe alors un élément geP,, tel que g(A)
soit un appartement contenant M (2.5.8). Quitte a remplacer g par gr,, on peut supposer
que g(x)=M. Comme Manoa ne contient pas de chambre, on a g¢P,.P,s dou,
d’apres (viil), g=~hr k', avec h, h'eP,. Alors M=hr,(a) =h(«") et Mua=~h(A), ce
qui démontre (viii bis).

Inversement, on peut montrer que la condition (viii bis) entraine (viii).

(5.-1.23) Fusqw’a la fin de 5.1, nous supposons que (G, B, N, S) est un double systéme
de Tits. Pour toute racine affine a, le sous-groupe P, est alors engendré par P, et P .. En effet,
il existe d’aprés (5.1.10) un élément #eP, quine laisse pas fixe une chambre C contenue
dans o et bordée par dx. On a alors u¢P,.P,, , d’ou P,uP,=P,r,P, d’apreés (viii).

D’autre part, Pensemble des points de F laissés fixes par tout élément de P,, est réduit
@ 0. En eflet, soit xe.# n’appartenant pas a du et soit y un point d’une cloison F contenue
dans da. Si x est invariant par P, , le segment [xy] est lui aussi laissé fixe point par point
par P,,. Or il y a une chambre C admettant F comme cloison et contenant un point
de [xy]. Cette chambre serait alors invariante par P,,, ce qui contredit (5.1.10).

Lemme (5.1.24). — Sotent o et B deux racines affines de A. Pour que o =P, il faut
et il suffit que le groupe engendré par P, et Py ne laisse fixe aucune chambre, mais laisse fixe une
cloison de S.
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Que la condition soit nécessaire résulte de (5.1.23). Réciproquement, si la racine
affine @ n’est pas équipollente a ", le groupe engendré par P, et Py laisse fixe une chambre,
car anf est d’intérieur non vide. Il en est de méme lorsque B2« Si Bco’, les points
fixes du groupe engendré par P, et P, sont contenus dans 'ensemble des points fixes
du groupe engendré par P, et P,. (resp. Py et Py.), c’est-a-dire d’apres (5.1.23) dans du
(resp. 98). Si de plus P#o’, on a dxndf=0, ce qui démontre que la condition
est suffisante.

(5.1.25) Il résulte de (5.1.24) que la donnée de I’ensemble des sous-groupes P,,
pour aeXZ; permet de déterminer les couples (P,, P..), donc aussi les murs da (5.1.23),
et par suite I’appartement A qui est ’enveloppe convexe de la réunion des d«. Par suite :

Proposition. — (i) Pour qu’un élément g de G appartienne & N, il faut et il suffit que
P automorphisme intérieur défini par g permute entre eux les sous-groupes P, pour acZ.

(ii) On a H:anPa= N Norm P,.

aEZ

(5.1.26) Pour toute racine affine « de A, donnons-nous un sous-ensemble U,
de P, tel que P,=H.U,. On voit alors aisément, en utilisant (5.1.10), que pour toute
chambre C bordée par dx et non contenue dans «, il existe un élément ucU, tel que
#(C)+C. On en déduit comme en (5.1.23) et (5.1.24) que ensemble des points de .#
laissés fixes par U,u U, se réduit a du, et que, si « et B sont deux racines affines, on a
B=a" si et seulement si U,u U, laisse fixe une cloison et ne laisse fixe aucune chambre
de #. On peut alors généraliser comme suit la proposition (5. 1.25) : pour gu’un élément geG
appartienne au stabilisateur N de Pappartement A, il faut et il suffit que pour toute racine affine o
de A il existe une racine affine 3 de A telle que Py=HgU, g™

(5.1.27) Soit Q une partie close non vide de A et soit L le sous-espace affine
de A engendré par Q. Comme Q est une réunion convexe de facettes, on peut choisir
une facette FcQ qui soit ouverte dans L. Soit A une composante connexe du complé-
mentaire X dans A de la réunion des murs de A contenant L. La symétrie orthogonale
par rapport a L transforme A en une autre composante connexe de X, notée A’. On
désigne par G, (resp. G;) 'unique chambre contenue dans A (resp. A’) et contenant F
dans son adhérence.

Lemme. — Soit G une chambre de S contenant ¥ dans son adhérence. Il existe un appartement
contenant C et A.

Soit I'=(C,, C;, ..., C,=C) une galerie tendue entre C, et C. Montrons tout
d’abord par récurrence sur i, que FcC; pour o<i<m. C’est vrai par hypothése
pour ¢=o0. Soit A un appartement contenant G, et G, donc I'. Supposons :>o0 et soit M
le mur de A séparant C;_, et C;,. Comme M sépare C, et C (2.3.10) et que FcCynC,
on a FcM. Par I’hypothése de récurrence, FcC,_,, donc FcMnC,_,=C,_,nC,
et FcC,.

Démontrons maintenant le lemme par récurrence sur m. Si m=o, il n’y a rien
a démontrer. Si m>1, il existe par ’hypothese de récurrence un appartement A conte-
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nant A et C,_,. D’aprés (2.5.8), il existe geP, avec g.A=A. Quitte & remplacer C
par g.C, on voit qu’on peut supposer C,,_, CA. Soit alors « la racine affine contenant C,,_,
et dont le bord dx contient C,,_,nC. Alors dx sépare Cy et C (2.3.10) etona CyCa.
Comme 0aDF, on a Aca. Mais (5.1.10) entraine qu’il existe un appartement
contenant C et «, d’ou le lemme.

Proposition (5.1x.28). — Gardons les notations de (5.1.27). Posons Ng=PonN et
soit Q Pintersection des racines affines o telles que 0> Q et Q& o, Alors Q est une partie close
d’intérieur non vide et on a '

P,=P,N,P,P5=P, .P;.

Les racines affines o satisfaisant & Qca et Qd o sont celles qui satisfont & QcCa
et Qd0a, ou encore 3 Qcu et Fd da. Montrons que

(1) Q=cl(QuC,uCy).

En effet, si «ad>Q et dadF, la facette F est intérieure & a; comme FcCynC;, on en
conclut que GCyu Gjca. Réciproquement, si ad Qu Cyu Cj, alors dap F car tout mur
contenant F sépare Cy et Gj. D’ou (1). Il est alors clair que O est une partie close d’intérieur
non vide. ' |

Soit maintenant geP,. Posons C=g.C,. D’apres le lemme (5.1.27), il existe
un appartement A contenant C et A, et par suite un élément ueP, tel que ». A=A
(2.5.8), d’ou ug.CycA. Il existe alors neN avec nug.Cy=GC, et n est I'identité sur
C,nug.Cyo>F. Donc, n est I'identité sur L et neNj,.

Posons C’=nug.C,. Toujours d’aprés le lemme (5.1.27), il existe un apparte-
ment A’ contenant A et C’, d’ott un élément u#'eP, tel que g'.C;cA, en posant
g'=u'nug. Comme g'.Cy=GC,, on a w(C,, C))=w(C,, g'.C;) (avec les notations
de (2.1.7)), dou g'.Cy=C; d’apres (2.3.8). Donc g'€Pqyq ¢ et g'ePy d’apres (1).
Finalement, on a bien g=u"'n"1a'"'¢’eP,N,P,Pg, d’ou la proposition.

Corollaire (5.1.29). — Soit ¢ :G>G un hohzomorphisme B-N-adapté. Reprenons les
notations de (4.1.1) et posons lQTg:Nr'\IA’Q et N} =NnPl. Ona

a) Py =(Nf nNp)p(Py) = ¢(Py)Nqo(Py Pg) = PN, P, Py
5) PL=(Nf nNL) o(Py) = ¢(Pa)N§ o (Py Py) =B, NG, P, Py

Soit gePl. Draprés (2.5.8), il existe heP, avec h.g7'.A=A, dou
o(h)g 'eNnP} =N}. Donc P} =N;g<p'(PQ). Mais, si neNJ,, n.A est une composante
connexe de X et il existe n'eNy tel que »'.n. A=A, d’ou NA:(NZnN};)Q(NQ). Ceci
démontre la premiére des égalités b). D’autre part, si neN{, on a #P,n~1=P,, d’on
ne(Py)n~'=¢(P,) puisque ¢(G) est distingué dans G et que ¢(P,)=¢(G)nP,. On
en déduit les autres égalités &), et a) résulte aussitét de 5).
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Remarque (5.1.30). — Il est clair que Ny=N;. Par contre, on peut avoir Nf,+N7.
D’autre part, on a ‘

(1) NEoN,=371(W{,nWy)

car G, est la seule chambre contenue dans A et admettant F comme facette. On en conclut
que Ho(P,,) est un sous-groupe distingué d’indice fini de 130, le quotient f’ﬂ /ﬁ@(PQ) étant
isomorphe a W&fu nWF. :

Proposition (5.x.31). — Tout homomorphisme B-N-adapté est aussi B-N-adapté.

Soit ¢ :G>G un homomorphisme B-N-adapté. On sait que G=¢(G).N.
Comme N normalise o(N) et o(v~1(V)), il suffit de montrer que, pour tout neN, il
existe n'eN tel que ¢(n')n normalise (B°). On peut écrire w=79(n)=w'w’’t, avec
weW,, w"eWJ+D et eV (ot x est un point spécial de A). Soit n’ev 1(w’). Pour
tout quartier € de direction D de A, on a alors

n9(Pe)n ™ = @(Pyryr ) = 9(n' Pen' ™)

ou C'=w"t(€) estun quartier de A, de direction D. On a donc ne(BO)n t=q(n'B0%'~1),
d’ou la proposition.

Soit de plus " I’homomorphisme de G dans Aut(*W, R) associé 3 ¢ (considéré
comme homomorphisme B-N-adapté). On sait que " est trivial sur ¢(G) et nous venons
de montrer que G =¢(G).E, avec E={geN|”0(g).D:D}. Si geE et neN, on
a (1.2.20)

"o (g) (v(n)) ="v(gp(n)g~") ="9(g)"(n)"I (¢)~*

ce qui montre que "o restreint & E s’identifie au composé de °Y et de I'isomorphisme
canonique de "W} sur Aut("W, R) ((1.3.18) (4)). Il en résulte que le noyau G, de "o
est égal & ¢(G)9~1(V). De plus, comme 9~1(V) normalise ¢(B) et que ¢(B) est son propre
normalisateur dans ¢(G), on en déduit que StabBn*Gy=0(B).571(V)=B, ce qui
montre que la notation B est cohérente avec (r.2.17).

Corollaire (5.1.32). — St ¢ : G—>G est un homomorphisme B-N-adapté de type connexe
(4.1.3), alors G :”GO, oma NaB= =YV, le groupe quotient N/@ N s’identifie a "W
et le quadruplet (G, B, N, R) est un systéme de Tits de groupe de Weyl "W. -

Puisque "W='W, on a E=3"1V), d’on G =”Go et le corollaire résulte
de (1.2.1%).

(5-1x.33) On sait ([5], [39]) qu’on peut associer a tout systtme de Tits un
complexe simplicial abstrait que nous appellerons ici 'immeuble combinatoire du systéme,
dont les simplexes représentent les sous-groupes paraboliques, la relation de face corres-
pondant & Pinverse de la relation d’inclusion. Nous allons dans ce qui suit indiquer
briévement les rapports entre I'immeuble .# et 'immeuble combinatoire du systéme
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de Tits (G,8B, N, R) de groupe de Weyl "W, que nous noterons *#. Par définition,
les chambres de °.# sont en correspondance bijective avec les sous-groupes paraboliques
minimaux, c’est-a-dire avec les conjugués de B, cette correspondance étant compatible
avec l’action de G sur °# d’une part et sur I’ensemble des conjugués de B (par auto-
morphismes intérieurs) de I’autre.

Par ailleurs, le groupe B est le stabilisateur du germe de quartier &23 (2.9.2)
contenant les quartiers x4+ D pour x€A et il est facile de voir que G opére transitivement
sur ’ensemble des germes de quartier de .#, le stabilisateur de g.8 étant gBg~". Comme B
est son propre normalisateur, on en déduit une bijection compatible avec I’action de G
entre ’ensemble des germes de quartier de .# et ’ensemble des sous-groupes paraboliques
minimaux, ou encore I’ensemble des chambres de °# : la chambre f(&) associée au
germe de quartier € est celle dont le stabilisateur coincide avec celui de €.

De plus, des germes de quartier §, (1<i<m) sont contenus dans un méme appartement
de I si et seulement si les chambres f| (@i) sont contenues dans un méme appartement de *.# (rappelons
qu’un appartement de °.# est le transformé par un élément de G du sous-complexe "A
de °# dont les simplexes sont ceux associés aux sous-groupes paraboliques nPn~! pour
PoB et neN). Pour le montrer, il suffit de faire voir que €cA équivaut 3 A) c’A,
ce qui est évident, car €cA équivaut A P’existence d’'un neN avec @:n.@g. On en
déduit aussitét qu’il existe une bijection et une seule, notée encore f, de lensemble des
appartements de F sur Pensemble des appartements de °.%, telle qu’un germe de quartier G
est contenu dans un appartement A si et seulement si la chambre f(€) est contenue
dans Pappartement f(A). Il est clair que cette bijection est compatible avec ’action
de G sur £ et sur °4.

Il résulte en particulier de ce qui précéde qu’a tout automorphisme 6 de
Pimmeuble £ correspond un automorphisme 2(0) et un seul de °# tel que
v(0). f(@) = f(()@) pour tout germe de quartier € de .#. On obtient ainsi un homo-
morphisme v de Aut .# dans Aut®#, homomorphisme qui est injectif. En effet, si v(0) =1,
alors 6 conserve tous les appartements de .#. Or, on voit aisément que chaque facette F
de # a pour adhérence l'intersection des appartements de 4 qui la contiennent; on en
déduit que 6.F =F pour toute facette I de £, d’ott 6 =1. Ceci permet d’utiliser pour
Pétude de Aut # les résultats établis dans [39] sur le groupe des automorphismes d’un
immeuble combinatoire associé a un systéme de Tits de groupe de Weyl fini.

5.2. Caractérisation axiomatique de la famille des P,.

Dans les n° (5.2.1) & (5.2.27), nous abandonnons les hypothéses et notations
adoptées dans les §§ 2 a 4, ne conservant que celles de (1.5.2). On désigne par G un
groupe, par N un sous-groupe de G, par v un homomorphisme surjectif de N sur W
et par H le noyau de v. On pose W=N/H et on désigne par S I'image réciproque de S
dans W par I’isomorphisme de W sur W déduit de v (isomorphisme par lequel on iden-
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tifiera parfois W et W). On donne, pour toute racine affine «€Z, un sous-groupe P,

de G. Pour toute partie Q de A, on désigne par P, le sous-groupe de G engendré par H
et les P, pour aeZ et adQ. Il est clair que

P Q= PcI(Q) .

Nous allons imposer a ces données des conditions ((5.2.1) (1) a (6)) qui entraineront
que (G, Py, N, S) est un double syst¢tme de Tits. Plus tard (5.2.27), nous montrerons
que réciproquement, les sous-groupes P, associés comme au § 4 a4 un double systéme
de Tits satisfont a ces conditions, les notations P, étant concordantes. Ceci permettra

d’appliquer au cas des doubles systémes de Tits les résultats sur la structure des groupes P,
que nous allons démontrer en (5.2.6) sqq.

(5.2.1) On suppose jusqu’en (5.2.27) que les données précédentes satisfont aux
six conditions suivantes :
(A 1) Pour tout neN et tout wacZ, on a nPn ‘=P, ,.

(A 2) Soit aeX. Pour tout BeX avec Ba, on a PBEPa et Pintersection des Py
pour BD o est égale a H.

(A g) Soient o, BeXZ, telles que an B soit d’intérieur non vide et soit Q Pintersection des
racines affines contenant an B et ne contenant pas «. Alors P Py est un groupe.

(A 4) Pour tout «€Z, le sous-ensemble P P . 0P v (r,)P, est un sous-groupe de G.

(A 5) Pour tout xcA et toute chambre vectorielle D, on a P, 0P, _,=H.

(A 6) Le groupe G est engendré par la réunion des P, pour acZ.

(5.2.2) Il est clair que (A 1) entraine
(A 1 bis) nPon~'=P,, o pour neN et QCA.

En utilisant alors la transitivité de "W sur les chambres vectorielles, on voit aussitot
que, moyennant (A 1), il suffit de supposer (A 5) pour une chambre vectorielle D. Par
ailleurs, (A 2) montre que pour Q=ua, la notation P, est sans ambiguité.

D’autre part, placons-nous dans les hypothéses de (A 3). Comme toute racine
affine contenant an @ contient soit o soit 2, on déduit aussitot de (A 2) et (A 3) que
Pon a

(1) Prng="P,Pq.
Supposons de plus que B Alors,ona Q=§ et
(2) P,,s=P,P;.
En particulier, on a

(3) P, (a¥), = P, P(a*)+ .

(5.2.3) D’aprés (A 2), on a HcP, pour tout a«eZ. Dans ce qui suit, on désigne
par U, un systtme de représentants de P, modulo H, i.e. une partie de P, telle que
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I’application (u, A)uk de U,xH dans P, soit bijective. On suppose les U, choisis
de telle sorte que U,>U, pour «, BeZ avec acp. Dans les applications que nous
avons en vue, les U, seront des sous-groupes de P,. On pose aussi Uy={1} et
II,,=%L£“U“ pour ae’Z.

(5.2.4) Soit Q une partie non vide de A. On désigne par Z(Q) Iensemble des
racines affines contenant Q et par Z(Q) I’ensemble des éléments minimaux de E(Q),
ordonné par inclusion. Comme Q=@ tout élément de E(Q) contient un élément et
un seul de Z(Q). L’application «at>’x restreinte & Z(Q) est évidemment injective.
Soit *Z(Q) son image; pour ac’Z(Q), on notera a(Q) 'unique élément de Z(Q) satis-
faisant & "a(Q)=a. Si ac’Z—"Z(Q), on pose a(Q)=A. On a

A= N o= N «= N Q)= N 4Q).

~

aEX(Q) a E2(Q) a €'Z(Q) aEc?’s

(5.2.5) Soit Q une partie de A, contenant un quartier de direction D. On a alors
*Z(Q) c’E*(D). En effet, pour toute aeXZ, il existe x€A tel que a={x+t|tc"A,"a(t)>0}
(1.3.8). Si "ag¢"ZH(D) et zeD, on a ‘x(z)<o. Soient alors yeQ et peR, tels que
pla(2) <'a(x—39). On a y+uzeQ+Dccl(Q) et *a(y+pz—x)<o, d’od y-+ pzé¢a et
a¢Z(Q).

Il en résulte (1.3.15) qu’on peut ordonner "Z(Q) sutvant un ordre grignotant.

Proposition (5.2.6). — Soit Q une partie de A contenant un quartier et soient
(ay, ..., a,) les éléments de "Z(Q) rangés suivant un ordre grignotant. L’application produit
7 (Uyy ey Uy, B) Uy cuh est une bijection de 1<1;[<nU"f(“)XH sur Pg.

Nous allons démontrer cette proposition par récurrence sur n, P’assertion étant
évidente pour n=o0 et nm=1. Supposons zn>1 et posons Q’=2<fj]<naj(ﬂ), d’ou
c(Q)=a,(Q)nQ’. Comme a, est extrémale dans {a,...,q,}, le demi-espace
{te"A|a,(t)<o} ne contient pas l'intersection des demi-espaces {¢c’A|g(t)<o} pour
2<j<n et on en conclut immédiatement qu’aucune racine affine équipollente a a,(Q)
ne contient Q', ce qui entraine que "Z(Q’)={a,, ..., q,}. Comme (a,, ..., a,) est un
ordre grignotant, on a par I’hypothése de récurrence

PQ: = Uag(Q) “ e Ua,,(Q)H'

Montrons maintenant que Q =U, Py est égal a P,. Pour cela, il suffit de montrer
que Q est stable par multiplication & gauche par un systéme générateur de Pg. Or, il est
évident que HQcQ et que U, QcQ, puisque HU, v U CP,0=U,nH
et que HcPy . Si j>2, on a d’aprés (5.2.2) (1)

Pal(Q) ne;(Q) = Pal(ﬂ)P Q;= Uul(Q)PQ]-

ou €; désigne l'intersection des racines affines contenant a,(Q)n¢(Q) et ne contenant
pas a,(Q). Mais, ces racines affines contiennent Q et ne contiennent pas a,(<), donc elles
contiennent Q. On a donc Q;0Q’ et Py.cPy. Dol
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Uaj(n)Q.= Uaj(Q)Ual(Q)P ' C Pal(ﬂ) na;(Q) Pn' = Ual(Q)PQjP '

(= Ual(n) Pﬂl == Qo

Nous avons donc montré que = est surjective.
Montrons maintenant que 7 est injective. Soient Ak, h'eH et w;, u;€U, q, tels
J

que uy...uh=uj...uk’. Comme a, est extrémale dans {a,, ..., q,}, il existe une
chambre vectorielle D telle que a,6’Z*(D) et ge—"Z*(D) pour 2<j<n. Si x est
un point de Q, on a alors ¢,;(Q)>x—D et Qd>x+D, d’ou

u; " 'u,eP, 0Py cP,_pnP,  ,=H

et u;=u;. L’hypothése de récurrence entraine alors u;=u; pour tout j, d’ou linjec-
tivité de m.

(5.2.7) On peut exprimer la proposition (5.2.6) sous une forme légérement
différente. Soit Q une partie de A contenant un quartier de direction D. Rangeons les
éléments de "ZT(D) en un ordre grignotant (ay, ..., a,). Alors, Uapplication produit
(tyy « ooy Uy, B) > 1y, . ., b est une bijection de 1<l,]<mU“j(Q)XH sur Py : cela résulte immé-

diatement de ce que 'ordre induit sur "Z(Q) est grignotant (1.3.15) et des définitions
de 4(Q) (5.2.4) et de U, (5.2.3).

(5.2.8) Pour tout «eX, Papplication produit (&, #)r>Au est une bijection
de HxU_! sur P,. Par conséquent, on déduit de (5.2.6) Dlassertion suivante,
qui généralise (5.2.6) : avec les notations de (5.2.6) (ou de (5.2.7)), l'appli-

cation produit (uy, ..., %, b w1, ..., %) P ty.. . whu,  ...u, est une bijection de
II II ~1 i <k<
1<jSkUaj(g)XH><k+1Sj<nUaj(Q) sur Py, quel que soit £ avec o<k<n.

Proposition (5.2.9). — Soit Q une partie non vide de A et soit D une chambre vectorielle. Ran-
geons les éléments de *Z(Q) n"ZF (D) (resp. "Z(Q) n*Z*(—D)) en un ordre grignotant (ay, . . ., a,)

(vesp. (by, ..., b,)). Lapplication produit (uy, ..., %, b, 0y, ..., 0,) > Uy...4kvy. . .0, de
U(,J.(Q)XHX1 T Ul',;(lm dans Pg, est injective.

<ksm
On a c(Q+D)= [ 4(Q) et cl(Q—D)=
JIKN

I1
1<j<n

5,(Q), d’ou

1<k<m *

—1 —1
Ual(ﬂ) . e Ua.,,(ﬂ)H C PQ +D et Q). - ¢ me(n) C PQ —D-

Si, avec des notations évidentes,

’

’ ryr,’
... uho .. 0, =u. .. u kv .. 0,,

’ ’

alors g=(uy...u) tuy. .. uh="H0vi...0,(0...9,) ' €Pq pnPy_p.

Mais, si xeQ, ona Py, nP,_,cP, ,nP,_,=H, d’ott geH. Il suffit alors d’appliquer
(5.2.6) et (5.2.8) a cl(Q+D) et a cl(Q—D) pour en tirer u;=u et v, =y, pour
1y<n et 1<k<m.

Lemme (5.2.10). — Soit Q une partie de A d’intérieur non vide. Pour toute chambre
vectorielle D, posons Qp="Pqy_ . Pq_p. Le sous-ensemble Q est indépendant du choix de D.
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Il suffit de démontrer que si 7 est la réflexion par rapport a2 un mur d’une chambre
vectorielle D, on a Q,cQ,p). Or, on peut ranger les éléments de "Z* (D) en un ordre
grignotant (a,, ..., a,) de telle sorte que r soit la réflexion par rapport & I’hyperplan
a;=o0 (1.3.15). Alors, (—a;, ..., —a,) est un ordre grignotant sur "Z*(—D), et
on a (5.2.8)

Pasp=HUgzq) - Upia)=Usa)- - - Un H

d’out

(1) Qp=U,,q - .Ual(Q,HU:;I(Q). UL

Comme ¢,(Q)n(—a,(Q)) contient 'intérieur non vide de Q, on a ((5.2.2) (2))
(2) Uit HUZ 60) € Payain ~ i) = Poasien Pty = U iy HU -

Mais cl(Q—r(D))—_—(—al(Q))nzsngaj(Q) et CI(Q‘H(D))‘541(9)”2<§Lm(—4j(9))-
Donc (1) et (2) entrainent
QpcPo p)Pa—rmy= Qi)

Proposition (5.2.1x1). — Soit Q une partie de A d’intérieur non vide, et soit D une chambre
vectorielle. On a Po=Pqy Pq_y. Si Pon range les éléments de *E(Q)n*ZH(D) (resp.
*Z(Q)n°ZH (D)) en un ordre grignotant (ay, ..., a,) (resp. (bq, ..., b,)), Papplication produit

(yy ooyt Byvy, ooy 0,) Uy b0,

e e —1
est une bijection de 1<l,]<nU“i(“)X H X, I1 Uyq) sur Pg.

<jsm

Pour toute racine ae’Z(Q), il existe une chambre vectorielle D’ contenue dans

le demi-espace @>o0. On a alors Ua(Q)PQ +p CPq p. Comme Py Py =P, Py

(lemme (5.2.10)), on en déduit que Py Py_ est stable par multiplication a gauche

par H et par les U, pour a€"Z(Q), donc par Py, d’oti la premiére assertion. La deuxiéme
résulte alors de (5.2.6) et (5.2.9).

Remarque (5.2.12). — Comme en (5.2.8), on peut déplacer le facteur H du
produit considéré, a condition de multiplier par —1 ’exposant des U, que 'on fait
passer d’un c6té a 'autre de H.

Remarque (5.2.13). — Soit ac'Z. On peut ranger les éléments de *Z en un ordre
(ayy ... a,) ted que a=a; et que, avec les notations de (5.2.4), Uapplication produit de
1<1;I<kU“i(“)XHX k<lj—[<ng(},) dans Pq soit injective (resp. bijective) pour toute partie Q de A
(vesp. pour tout partie Q d’intérieur non vide de A), et tout k avec o<k<m. Il suffit en effet
de choisir la chambre vectorielle D et Pordre grignotant sur *Z* (D) de telle sorte que a
en soit le premier élément, puis de choisir un ordre grignotant sur *Z*(—D) et d’appli-
quer (5.2.9) (resp. (5.2.11)).

Un tel ordre sur °Z sera dit admussible.

Corollaire (5.2.14). — Soit acZ et soit Q' une partie close de A telles que Q=an Q'
soit d’intérieur non vide et que o et Q' soient transverses (5.1.2). Ona Po=P,.Py..
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Rangeons les éléments de °Z en un ordre admissible (a,, ..., a,) de telle sorte
que ¢;="x. On a alors d’aprés (5.2.13) :

(I) PQ == Uau(ﬂ) Uaz(n) v e Ua,,;(ﬂ) H.

Mais les racines affines ¢;(Q) pour ;e°Z(Q) et j>2 ne contiennent pas a,(Q), donc
contiennent Q'. D’autre part, ou bien 4,(Q)>Q’, ou bien ¢,(Q)da, d’ou 4,(Q)=«.
Dans les deux cas, (1) entraine bien Py=P,.P, .

Corollaire (5.2.15). — Sotent acZ et C une chambre contenue dans o et ayant une cloison
contenue dans oa. On a P,=P,. Peyr o)

11 suffit d’appliquer (5.2.14) 2 Q'=Cur,(C).

Proposition (5.2.16). — Soient Q et Q' deux parties closes de A, d’intérieur non vide et
telles que QnQ'+0. On a alors

PPy =Pyqua).

Si de plus PacPq, ona QOQ.

Il est clair que Pyqg,q)cPanPqy. D’autre part, soit xeQnQ’ et soit
gePanPy cP,,. Rangeons les éléments de °Z en un ordre admissible (a,, ..., a,).
D’aprés (5.2.13), on a

g=u.. . uh=0vy...0,k

avec h, keH, ujeUaj(Q) et vjeUajm,) pour 1<j<m, d’ou uj,vjeUaj({m}). En appli-

quant (5.2.9) a P, on en conclut que #;=y; pour tout j, d’ou
U= vjEUaj(Q) n Uaj @)= Uaj(Q) vaji@) C Uaj(ﬂ uQ)
et finalement gePgy,q, ce qui démontre la premiere assertion de la proposition.
Side plus Pyc Py, ce qui précéde montre que Uaj(g)cU,,jm,), d’ou (d’apres (A 2))
4(Q)24(Q') pour 1<j<m, et QDQ.

Corollaire (5.2.17). — Soit acZ et soit G une chambre contenue dans o et ayant une
cloison contenue dans 0x. On a PunPy="P, .
Il suffit d’appliquer (5.2.16) avec Q=uo" et Q' =C.

Lemme (5.2.18). — Soient G et C' deux chambres. Si P;d Py, ona G=C'.
Supposons P> P, avec C+C’. On peut trouver x€C et yeC’ telsque y—x

A

appartienne 2 une chambre vectorielle D et que le segment [xy] ne rencontre aucune

facette de codimension >2. Soit C, la chambre mitoyenne de C rencontrant [xy]. On a
PC].ZP01+D'PC!—DCP£+D'Py—DCPC'PC':PC'

Comme C,nC=+0, la proposition (5.2.16) entraine alors CcC,, ce qui est absurde.

On a donc bien C=C'.

Théoréme (5.2.19). — Posons B=P,. Ona BaN=H et le quadruplet (G, B, N, S)
est un systeme de Tits saturé de type affine, I’homomorphisme v définissant par passage au quotient
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un isomorphisme du systéme de Coxeter (W, S) sur (W, S). De plus, (G, B, N, S) est un double
systéeme de Tits (5.1.1) et les notations Py sont cohérentes avec celles du § 4 : st Pon identifie A
avec son tmage canonique dans 'immeuble F de (G, B, N, S), le sous-groupe Py est, pour toute
partie Q de A, le fixateur de Q dans G.

La démonstration de ce théoréme va occuper les n° (5.2.20) a (5.2.26).

(5.2.20) Pour toute racine affine «eZ, il existe weW tel que w.CGca, d’ot
P,cP, ;=nBn~! pour nev '(w). La condition (A 6) entraine donc que G est engendré
par BuN.

D’autre part, soit neBAN. On a alors nBn~'=B, d’ot P, =P; et v(n).C=C
d’apres le lemme (5.2.18). On a donc v(z)=1 et neH. Ceci montre que BAnN=H
et que BnN est distingué dans N, le groupe quotient étant W. Par suite, les

axiomes (T 1) et (T 2) des systémes de Tits sont satisfaits.

(5.2.21) Montrons que H= QNan_l (ce qui entrainera que le systéeme de Tits
n

1

est saturé (1.2.12)). En effet, soit ge QNan‘ . Pour toute partie close bornée Q de A,

contenant C, on peut trouver une suite de chambres (C;),<;<, avec Cy=C, telle que,
si ’on pose Qf:osl'i"sjc"’ on ait anCj +1+9 pour tout j et Q,=Q. Comme geP,
pour toute chambre G, on voit par récurrence sur j que gePq. pour tout j : il suffit
d’utiliser (5.2.16). Donc geP,;. Rangeons alors les éléments de "Z en un ordre
admissible (ay, ..., a,) et écrivons g=u,...u,h, avec heH et u,eU, . Puisque gePg,
on a %eU,q pour toute partie close bornée Q de A contenant C, d’ou #eH
d’aprés (A 2) et finalement geH, ce qu’il fallait démontrer.

(5.2.22) Démontrons maintenant ’axiome (T g). Soit reS et soit « la racine
affine contenant G telle que r=r,. D’aprés (5.2.15), ona B=P,.Pg,. Soit neNj;
on a donc
rBnB =7Pg ) PeiB =Py ¢)7Po 2B.

Si v(n)"}«)2C, on a n'P,ncB, d’ou

(1) BnB Py, cyrn(n ' P n) B c BruB.

Si v(n) ™ («)C, ona v(rn) Ha)2C et (rn) 'PancB. D’autre part, on a, d’apres (A 4)
P,r (P, P,uP,7P,) c(BUB/P,)

d’ou

(2)  7BnB="Pg ¢ rP,rrmB c(BrnB L BrP,mB) = BruB u Bn(rn) "' P, B = BrnB L BnB

et les formules (1) et (2) démontrent (T 3).

(5.2.23) Enfin, le lemme (5.2.18) entraine rBr~*+B pour tout reS, c’est-a-dire

l’axiome (T 4). Nous avons donc bien démontré que (G, B, N, S) est un systéme de Tits
de type affine et saturé d’aprés (5.2.21).
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Nous pouvons donc construire 'immeuble £ associé, I’application canonique
J :A—>S et considérer le fixateur dans G de I'image j(Q) d’une partie Q de A, fixateur
que nous allons désigner provisoirement par P,. On sait que P,=P, pour toute
chambre C (2.1.5). Si acZ et geP,, on a geP, pour toute chambre Cca, d’ou
geP,. Comme P, est par définition engendré par H et les P, pour aD, cela entraine
P,cP, pour tout QcA.

(5.2.24) Par suite, d’aprés (5.2.11), on a
Po=P;=P; 5. Po_pcPi,p.Bo_pcP;

pour toute chambre C et toute chambre vectorielle D, ce qui montre que la condition (iv)
du théoréme (5.1.3) est satisfaite. Autrement dit, (G, B, N, S) est bien un double systéme
de Tits.

(5-2.25) Pour achever la démonstration du théoréme (5.2.19), il ne nous reste
plus qu’a démontrer que P,=P, pour toute partie Q de A.

Supposons tout d’abord Q close et d’intérieur non vide. On peut supposer de plus
que Q>C. Rangeons les éléments de °Z en un ordre admissible (ay, ..., a,). Si
gef)ncﬁ,:Pc, on peut écrire g=u,...u,h, avec ujeUaj(c) et heH. Soit je{1,...,m}.
Il existe une chambre CGcQ avec ¢(C)=¢(Q). Soit I'=(C, C,, ..., C,=C) une
galerie tendue entre C et C. On a I'cQ et ge'IV’C,.=PCi pour tout i=1,...,4. On
peut donc écrire g=1u}...ub}l avec ujeU, o) pour 1<k<m et KeH. Mais C;nC;,,+0
et on voit en se placant dans Pg,,¢,,, et en utilisant (5.2.13) que uj*' =4} pour 1<k<m
et 0<i<g¢. Il en résulte que u} est indépendant de i et que Uy pour 1<k<m.
En particulier, on a ujeUaj(c)zUaj(g). Appliquant ceci pour j=1,...,m, on en
conclut geP,, d’ou Py,=P,.

Soit maintenant Q une partie close non vide quelconque de A (on a P,=G=P,)
et reprenons les notations L, F et A de (5.1.27) et (5.1.28); d’aprés (5.1.28), on a
ﬁnzﬁAﬁgf’Aﬁﬁ avec NQ:ﬁQnN. Comme A et O ont un intérieur non vide, on a
P,=P,cP, et Pz=PzcP, et il suffit de démontrer que NQCPQ. or Ny/H =Wpg
est engendré par les réflexions r, associées aux racines affines « telles que Fcox, ou
encore QCana’. Notre assertion résulte donc du lemme suivant :

Lemme (5.2.26). — Soit aeZ. Le sous-ensemble v='(r,) de N est contenu dans le sous-
groupe engendré’ par P,UuP.

Si cette assertion était inexacte, on aurait P,.nP,r,P,=0 etparsuite P,.CP,. P,
d’apres (A 4) (ou d’apres la condition (viii) du théoréeme (5.1.3)). Utilisant (5.2.2) (3),
ceci impliquerait que P,. laisse fixe toute chambre contenue dans an(«*),, ce qui
contredit (5.1.11).

La démonstration du théoréme (5.2.19) est achevée.

103



104 F. BRUHAT ET J. TITS

(5.2.27) Nous allons maintenant démontrer une « réciproque » du théo-
réme (5.2.19). Pour cela, reprenons les hypothéses et notations de 5.1, & ceci prés
que nous désignons provisoirement par P, le fixateur de Q dans G et que nous réservons
la notation P, au sous-groupe engendré par les §a=Pa pour aeX et adQ.

Proposition. — Avec les hypothéses et notations précisées ci-dessus, les conditions (A 1) a (A 6)
de (5.2.1) sont satisfaites dés que (G, B, N, S) est un double systéme de Tits saturé.

La vérification de (A 1) est immédiate, (A 2) résulte de (5.1.10) et de (2.2.5) (i),
(A 4) résulte de la condition (viii) de (5.1.3) et (A 5) se vérifie immédiatement : si
geP, . nnP,_,, alors g laisse fixes tous les points du quartier x4+ D et du quartier
opposé x—D, donc de leur enveloppe convexe, qui n’est autre que A, et geP,=H.

Pour établir (A 3) et (A 6), nous allons tout d’abord démontrer que si Q est une
partie close de A contenant un quartier, on a P,=P,. Pour cela, nous allons raisonner
comme en (5.2.6). Soient (ay, ...,a,) les éléments de "Z(Q) rangés en un ordre
grignotant. Raisonnons par récurrence sur m, les cas m=o0 et m=1 étant triviaux.
Posons Q’=2<j<maj(£2); onavuen (5.2.6) que "E(Q')={a,, ..., a,}. Par 'hypothése
de récurrence, on a donc Py =P,. De plus, 2,(Q) et Q' sont transverses et
d’apres (5.1.3) (iii), on a

N Po=PF, 0 Po =P PocPy
d’ou Po=P,.

Plagons-nous alors dans les hypothéses de (A 3). Les parties closes « et Q sont
alors transverses et on a, d’aprés (5.1.3) (iii), Panacl~>an3=’13am_—_l~’u.§ﬂ=Pa.T5n.
Mais Q contient un quartier, donc 1~)Q=Pﬂ, d’od P,,3cP,.PocP,5, ce qui
démontre (A 3).

Enfin, (5.1.3) (iv) montre que

B=F;, ;. Po_p=Po.p-Pe_pCPq

pour toute chambre vectorielle D. Par suite le sous-groupe engendré par les P, contient B.
On démontre exactement comme en (5.2.26) qu’il contient les sous-ensembles v=*(r)
pour reS, donc N. Ceci établit (A 6) et achéve la démonstration de la proposition.

(5.2.28) Il résulte alors du théoréme (5.2.19) que P, =P, pour toute partic Q
de A. Autrement dit, en revenant complétement aux notations de 5.1, le fixateur Pg
d’une partie quelconque Q de A est, lorsque (G, B, N, S) est un double systéme de Tits, engendré
par les sous-groupes P, pour acZ et aDQ et les résultats que nous avons établis plus haut sur
la structure des sous-groupes P, et en particulier ceux de (5.2.6), (5.2.9), (5.2.11), (5.2.13)
et (5.2.16), sont valables (U, étant une partie de P, satisfaisant aux conditions de (5.2.3)).

(5.2.29) Ceci entraine que le sous-groupe B (réunion des sous-groupes Pg pour €
décrivant Pensemble des quartiers de direction D (4.1.5)) est engendré par la réunion des sous-
groupes P, pour *ac’Zt (D). Plus précisément, si ’on range les éléments de *Z(D) en
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un ordre grignotant (a,, ..., a,), Papplication produit (uy, ..., u,, k)uy. .. .u,k est une
bijection de 11 U, xH sur BY (rappelons que 'on a désigné par U, la réunion des U,

1<j<m
pour °az=a). On voit de méme que Vapplication (u, ..., u,,t)u,...u,t estune bijection
de lsljlgmua].x\, Y(V) sur By.

(5-2.30) Nous allons maintenant étudier le cas ou chaque P, se décompose en
produit semi-direct de H par un sous-groupe distingué U_, ces décompositions étant
convenablement cohérentes. De maniére plus précise, jusqu’a la fin de 5.2, on suppose
donnés un groupe G, un sous-groupe N de G, un homomorphisme surjectif vde N sur W
de noyau noté H, et pour chaque «€XZ, un sous-groupe U, de G, ces données satisfaisant
aux conditions (B 1) & (B 6) ci-dessous, ol, pour toute partie QCA, on désigne par Uy,
le sous-groupe de G engendré par les U, pour «eXZ et «DQ (la condition (B 2) montrant
que cette notation n’est pas ambigué pour Q=«eZ).

(B 1) Pour tout acZ et tout neN, on a nUn~'=U,, ,.

(B2) Soit acZ. Pour tout BeZ avec Ba, on a UgCU, et lintersection des Uy
pour BeX et BDo est réduite a I'élément neutre.

(B'g) Soient «,PeX, de bords mon paralléles, et soit Q lintersection des yeZ, avec
yoanf et yda. Alors U, normalise Ug.

(B'’'3) Soient o, BeZ telles que Boa’. Le sous-ensemble U ,HUy est un sous-groupe
de G.

(B 4) Soit acZ; le sous-ensemble U,HU .\ U, v !(r,)U, est un sous-groupe de G.

(B 5) Pour tout xcA et toute chambre vectorielle D, on a (H.U,,p)nU,_,={1}.

(B 6) Le groupe G est engendré par la réunion de H et des U, pour ocZ.

Remarquons que, compte tenu de (B 1), on peut se contenter de vérifier (B 5)
pour une chambre vectorielle donnée a I’avance. D’autre part, (B 1) entraine que H
normalise chaque U,, donc chaque sous-groupe U,. On pose Po=H.U, : c’est le
sous-groupe de G engendré par H et les P, pour «aeXZ et ad Q. D’apres (B 5), P est
produit semi-direct de H par Uy, dés que Q contient un quartier.

Proposition (5.2.31). — N, v et la famille des P, pour «€X satisfont aux conditions (A 1)
a (AG6) de (5.2.1).

C’est immédiat. Notons de plus que les sous-groupes U, pour «aeZ satisfont aux
conditions de (5.2.3) et que U, est alors un sous-groupe pour tout aecZ.

(5-2.32) On peut donc appliquer les résultats précédents. En particulier, le
quadruplet (G, B, N, S) (avec B=P; et S=image réciproque de § dans N/H) est un
double systéeme de Tits saturé. Par ailleurs, on peut préciser (5.2.6) et (5.2.11) :

Proposition. — Soit Q une partie non vide de A.

(i) Supposons que Q contienne un quartier et rangeons les éléments de *Z(Q) en un ordre

grignotant (ay, ..., a,). L’application (uy, ..., u,)u,...u, estune bijection de 1<H

<js<m Uaj Q)
sur le sous-groupe Ug.
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(ii) Supposons que Q soit d’intérieur non vide et soit D une chambre vectorielle. L application
(4, by v) > uhv est une bijection de Ug  n X HXUq_p sur Py.

La démonstration de (i) se fait exactement comme celle de (5.2.6), en utilisant (B’3)
au lieu de (A 3); (ii) résulte de (i) et (5.2.11).

(5.2.33) On peut de méme préciser la proposition (5.1.28) : en reprenant les
notations de (5.1.28), on a P,=U,N,U,Ug.

(5.2.34) Soit D une chambre vectorielle. Si €, et €, sont deux quartiers de A
de direction D, on a UguUgcUg ., et la réunion des sous-groupes Ug pour €
décrivant ’ensemble des quartiers de direction D est un sous-groupe que nous noterons .
Si Pon range les éléments de "Z*(D) en un ordre grignotant (a, ..., q,), il résulte
de (5.2.32) que lapplication (uy, ..., u,)>u,...u, estune bijection de 11 U, sur Uy.

1<jsm

D’autre part, on voit (cf. (5.2.29)) que le groupe By est produit semi-direct de H par le sous-
groupe distingué Uy et que le groupe By est produit semi-direct de v=*(V) par le sous-groupe
distingué U;. Enfin, on a G=B,.N.8,=U,.N.U; et on peut méme montrer que
’application évidente est une bijection de N sur U \G/U;.

(5-2.35) Soient aeZ et Q une partie close de A. On suppose que o et Q sont
transverses et que Q'=anQ contient une chambre de A. Alors U, normalise Ug et on a
Uy =U,.Ug,. En effet, soit BeZ avec BDQ. Pour yeX, ydanf, yda, on a
y>anQ et yPa, donc ydQ. Si ueU,, la condition (B’3) entraine donc #Ugu~'eUj,
d’oli notre assertion.
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