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NOUVELLES ANNALES 
DE 

MATHÉMATIQUES. 

[ K ' 6 b ] [ K 1 1 1 ] 
s u i t i l s FAMILLES DE CERCLES; 

PAR M. R. GOORMAGHTIGH. 

I. — GÉNÉRALITÉS. 

1 . Considérons une famille de cercles TU dépendant 
d'un paramètre ; le lieu de leurs centres P est une 
courbe F et leur rayon H est une fonction de l'arc 5 de 
cette courbe. En vue d'employer les méthodes de la 
Géométrie intrinsèque, prenons pour axes mobiles 
des x et des y la tangente et la normale en P à la 
courbe T (Jig. 1). D'une manière générale, les coor-
données des points où la courbe 

/(*» y, s) = o 

touche son enveloppe s'obtiennent ( ' ) en résolvant le 
système formé par cet le équation et 

X àf àf df 

où p désigne le rayon de courbure de Y en P. 
Or, l'équation du cercle tz est 

f(x, y, s) == R2 = o. 

(*) CESÂRO, Naturliche Geometrie, p. 24. 
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( 2 ) 
Pour ce cercle, l'équation (i) devient 

dK 
x = — R 

ds 

Par suite, si Ton désigne l'angle K , P # par 6, les 

Fig. i. 

coordonnées des points K , et K 2 où r touche son enve-
loppe s'écrivent 

et l'on a 

( a ) 

a ? = R c o s G , j = ± R s i n O , 

. d R 
cosO = 7- • 

ds 

L'angle 6 sera obtus quand R croît en même temps 
que s, aigu dans le cas contraire. 

Les points où un cercle tz de centre P touche son 
enveloppe sont symétriques par rapport à la tan-
gente en P au lieu des centres des cercles consi-
dérés (*). 

(*) Ce résultat et la relation (2) s'établissent aisément au moyen 
d'une considération de limites. 



( 3 ) 
2. L'enveloppe se compose de deux branches E f 

et E 2 qui sont les lieux des points K< et K 2 . Cherchons 
les coordonnées y 4 ) , ( x 2 y y z ) des centres de cour-
bure C|, C 2 de E|, E 2 respectivement en K^ et K 2 . La 
droite P R j a pour équation 

( 3 ) Y — x tangO = o. 

Pour trouver les coordonnées du point C4 où cette 
droite touche son enveloppe, il suffit de résoudre le 
système formé par (3) et l'équation 

¿0 
(y — p) tangO -+- x H-

px 
cos2G ds 

obtenue en dérivant (3 ) sous la forme (i) . On trouve 
ainsi 

(h) xx = 
sinO cos6 

dd 
1s 

71 = <M 
ds 

(5) 

De même, on obtient 

sinô cosG 
dti 
ds 

y 2 = 
sin26 

de 
ds 

On en déduit 

( 6 ) PC, 

et 

sinô 
PC, = 

sinô 
i PC, = 

i d% 
p ds p ds 

où Sj = zt i , e2=- dz i suivant les cas. Ceci exprime ) 
que la courbe T a en P même centre de courbure que 
la conique qui touche T en ce point et a C< et C2 pour 
foyers. 

( * ) G E S À E O , Naturliche Geometrie, p. 



( 4 ) 
Les centres de courbure des deux branches de 

ï enveloppe du cercle tz sont les foyers d'une conique 
ayant en P avec T un contact du deuxième ordre. 

On peut énoncer ce théorème sous la forme suivante, 
utile pour certaines constructions : 

Si Von projette le centre de courbure G de F 
sur PG,, puis le point obtenu sur PC, cette dernière 
projection appartient à la droite C|C2-

3. Des expressions ( 4 ) e t (5) on déduit le coefficient 
angulaire de la droite C , C 2 

I dQ i d 0 

p 
hd7 p ds 
I ( rr- H 777~ 

tangO = — p tangu — . 

i dU î cM 
p ds p ds 

Cette droite a donc pour équation 

f ami; ^un \ 
i x — ; — w ) 

V p + d-s / 

sin20 /v dQ / sin 6 cos 0 \ 
¡¿g- = — P l a n 8 0 g j | 

p ds 

ou, plus simplement, 

( 7 ) y = p s i n e ( s i n O - ï £ ï ï g ) . 

Elle coupe la droite K, Ko, d'équation 

( 8 ) x — R cosô = o, 

en un point d'ordonnée 

( 9 ) p s i n e ^ s i n B — R ^ . 

Cherchons, d'autre part, l'ordonnée du point C 3 où 
la droite K , K 2 touche son enveloppe. Résolvons donc 



( 5 ) 
le système d'équations formé par (8) et l'équation 

(10) y — p — p c o 1 2F = 

obtenue en dérivant (8) sous la forme (i). En tenant 
compte de (2), l'équation (10) s'écrit 

A (11) y — p s i n 2 ô - f - p R s i a = o. 

De (8) et ( 1 1 ) on déduit pour l'ordonnée de C 3 

sin G — R ) > 

valeur identique à (9). On a donc ce théorème : 

Les centres de courbure de enveloppe en ses 
points de contact avec un cercle iz sont en ligne 
droite avec le point oà la corde de contact de cette 
enveloppe avec ce cercle touche son enveloppe. 

Ce théorème donne lieu à des conséquences intéres-
santes dont quelques-unes sont des propositions con-
nues ( 1 ). Il peut être considéré comme la généralisation 
d une propriété des centres de courbure aux points 
correspondants de deux courbes inverses. 

Si l'on applique le théorème de Menelaùs au triangle 
C, PC2 

coupé par la transversale K.4K2C3, on voit que 
le point C3 divise C< C2 dans le rapport de K4 C4 

à K 2 C 2 . On peut donc énoncer la propriété qui précède 
de la manière suivante : 

Le point où la droite K< K2 touche son enveloppe 
divise la droite qui joint les centres de courbure des 
enveloppes E , et E 2 en et K 2 dans le rapport des 
rayons de courbure correspondants. 

(') Voir paragraphes 5, 14, 16, 20, 22. 



( 6 ) 
4. Courbes équidistantes. — On sait que T est la 

courbe équidistante (*) de et E 2 . Les développe-
ments qui précèdent donnent la construction de la 
tangente et du centre de courbure au point P de cette 
courbe. Si Ton mène de P les normales égales PR, 
et PK 2 aux courbes E , et E 2 , la tangente P x en P à T 
est la bissectrice de l'angle K , PK 2 . Le centre de cour-
bure s'obtient par la construction suivante : 

La droite qui joint les centres de courbure C , , C 2 

des courbes E l 5 E 2 en K , , K 2 rencontre la normale à 
la courbe équidistante en L. La perpendiculaire 
en L à PL rencontre PC4 en N, celle en N sur PGt 

coupe PL au centre de courbure cherché. 

o. Fibre moyenne ( 2 ) . — On considère les cordes 
K , K 2 également inclinées sur deux courbes E , , E 2 , 
telles que les tangentes en K , et K 2 à ces courbes 
forment avec K , K 2 un triangle isoseèle. 

Le paragraphe 3 donne la construction du point où 
une telle corde K , K 2 touche son enveloppe : 

Le point où K|K2 touche son enveloppe est son 
point d'intersection avec la droite qui joint les 
centres de courbure des courbes E 0 E 2 e/i K , et K 2 . 

Le lieu O du milieu Q de K , K 2 est, d'après la déno-
mination de M. d'Ocagne ( 3 ) , la fibre moyenne des 
courbes E f , E 2 ; ce lieu est la courbe orthoptique de T 
et du lieu de C 3 . On déduit donc des résultats qui pré-
cèdent cette construction de la normale au point Q de 
la fibre moyenne : 

( 1 ) LORIA-SCHÜTTK, Spezielle ebene Kurven, t. II, p. 356. 
( 2 ) LORIA-SCHÜTTE, Ibid., p . 
(3) Cours de Géométrie descriptive, Paris, 1S96, p. 275. 



( 7 ) 
La droite K , K 2 rencontre en C ̂ la droite^ qui joint 

les centres de courbure en Kj et K2 des courbes don-
nées Ej et E 2 ; les normales à ces courbes en ces points 
se rencontrent en P ; la droite qui joint Q au milieu 
de PC3 est la normale cherchée. 

6. Trajectoires orthogonales. — Au lieu de rap-
porter le cercle TC à la tangente et la normale de Y en P, 
considérons un point M où le cercle rencontre une tra-
jectoire orthogonale et prenons pour axes mobiles la 
tangente et la normale M y { à cette trajectoire en 

Fis 

ce point (jig. 2 ). Soient p,, C^ l'arc, le rayon et le 
2" 

centre de courbure de cette trajectoire en M. Si l'on 
dérive l'équation 

X2 -h y2 -h 1 ]XX — O 

du cercle TT, S O U S la forme 

-, àf àf àf 
{y ~ pi)/  0 0 a pi a = 

ôx ày ' dsi 

on obtient pour l'équation de la corde de contact du 



Cette droite contient le centre de courbure C^ de la 

trajectoire orthogonale en M. On retrouve donc cette 
propriété connue : 

La corde de contact d^ un cercle tz avec son enve-
loppe est le lieu des centres de courbure des trajec-
toires orthogonales de la famille de cercles aux 
points ou elles coupent le cercle tz. 

7. Trajectoires d'angle a. — Plus généralement, 
rapportons le cercle tz à la tangente et la normale au 
point M où ce cercle rencontre une trajectoire d'angle a 
{fig. 3). Soient s2l p2> l'arc, le rayon et le centre 

de courbure de cette trajectoire en M. L'équation du 
cercle étant 

Fig. 3. 
3 

x*-\- 2 R ( # s ina — y cos a) = o ; 

celle de la corde de contact du cercle avec son enve-



( 9 ) 
loppe sera 

( y - p , ) ( a r - f - R s i n a ) 
aU 

— — R c o s a ) -h O s i n a — c o s a ) ^ = = 

Cette corde coupe la tangente 

y — x t a n g a = o 

en M à t. sur la droite 
R c o s a ) — RjK s i n a -f- p 2 R s i n a — o; 

c'est la droite PC« ( ' ) • L'intersection de la tangente à tz 
en M avec la corde de contact de TT avec son enveloppe 
est le cenlre de courbure de la trajectoire orthogonale 
au point M. On a donc cette construction du centre de 
courbure de la trajectoire d'angle a en M : 

La tangente en M à - rencontre la corde de con-
tact de ce cercle avec son enveloppe en C^; le centre 

Y 
de courbure C a est à Vintersection de PC^ et de la 

¥ 
normale en M à la trajectoire considérée. 

Prenons maintenant pour axe polaire la langente P x 
en P à la courbe F; désignons par a la distance PQ, 
par l le rayon vecteur PC a , par to l'angle de PC a 

avec P# , par ¡3 l'angle CWPM. Nous avons alors 
Y 

r>r a n Rcos to 1 j cos p = , 

(1 ) Si l'on considère, pour une famille de courbes quelconques, 
les trajectoires qui passent par un point donné et qui correspondent 
à différentes valeurs de a, le lieu des centres de courbure de ces 
trajectoires eu ce point est une droite ( voir C E S À R O , Natürliche 
Geometrie, p. 148). 



( IO ) 
d'où l'on déduit, en considérant le triangle PMC a , 

R s i n a _ R s i n a 
sin({3— a) s i n ^ c o s a — cosjSsina 

a R sina 

cosa y/a2— R2 cos2u> — R sina cosw 

Lorsque le point M se déplace sur le cercle 7r, l'angle a 
reslant constant, le lieu de C a est donc une conique. On 
a donc le théorème suivant : 

Les centres de courbure des trajectoires d'angle a 
d'une famille de cercles aux points où elles ren-
contrent Vun des cercles appartiennent à une même 
conique. 

I I . - CERCLES DILATÉS OU CONTRACTÉS. 

8. Centre de courbure de Vovale de Descartes. — 
Soit M un point de l'ovale de Descartes définie par les 

Fig. 4-

foyers F et F ' et les constantes X et V . En désignant FM 
et F 'M ( jig. 4) par r et r\ on a donc 

Xr + X r ' = a , 



( " ) 
d'où, par dérivation, 

> dr dr' 
\ _t_X' - r - = o, 

ds ds 

ou, eu égard aux formules de Cesâro qui servent à 
exprimer que les points F et F ' sont immobiles ( 1 ), 

(12) X c o s 6 - f - X ' c o s O ' = o, 

9 et désignant les angles de MF et M F avec la tan-
gente Mx en M à l'ovale. Par suite, la normale s'ob-
tient en composant deux vecteurs proportionnels à \ 
et V dirigés de M vers F et F ' ( Poinsot). Les secondes 
formules de Cesâro donnent ensuite 

dO _ 1 s in6 _ 1 sin6' 
ds p r d s p r' 

où p désigne le rayon de courbure de l'ovale en M. On 
en déduit 
/ ) 1 • a dû -V / • A, dû' 
(l i ) À sin 6 -=—h a sin 6 — 

ds ds 
— * s i n 0 _ * s i n l 0 __ X' sin*6' 

~~ P P r 

En dérivant ( 12 ) par rapport à s, on voit que le pre-
mier membre de ( i 3 ) est nul. Donc 

, . . X sin0 -f- X' sine' Xsin*e X'sin2e f 

( I \ ) — 1 p r r' 

Comme X et à' sont proportionnels à —cosO7 et 
cosô, on a, par suite, 

s inFMF' cos9' s in 26 cosBs in 2 e ' ii5) = 1 
p r r 

Les perpendiculaires élevées en F et F ' sur M F 

( * ) C E S Â R O , Naturliche Geometrie, p. 22. 



( ) 
et MF' rencontrent la normale en a et a', celles élevées 
en a et a' sur cette normale coupent FM et F 'M en ¡3 
et ¡3'. On a alors, d'après ( i5) , 

s i n F M F ' _ s ina 'M ¡3' s i n a M p 
p ~~ Mp 1 

ce qui exprime, en vertu d'un théorème élémentaire, 
que le centre de courbure recherché G appartient à la 
droite ¡3|3'. On a donc celte construction du centre de 
courbure de l'ovale en M : 

Les perpendiculaires élevées en F et F ' sur MF 
et MF' rencontrent la normale en a et a', celles éle-
vées en a et <yJ sur cette normale coupent MF et MF7 

en ¡3 et [3'. Le centre de courbure est à l'intersection 
de ¡3 ¡3' avec la normale (1 ). 

9. Cercles dilatés ou contractés. — Supposons 

qu'on dilate ou contracte dans un rapport donné 

les cercles tz par rapport à leurs centres et proposons-
nous d'étudier les rapports entre les éléments de la 
figure i et ceux de la nouvelle figure ( j ï g . 5) obtenue 
en considérant les cercles dilatés. Appelons IV le rayon 
du cercle dilaté tJ déduit du cercle tz, K', et K/2 les 
points de contact de tz' avec les deux branches E, et E 2 

de la courbe que ce cercle enveloppe quand son centre 
décrit la courbe T, Q ; le milieu de K/4 K'2, C'4, C2 les 
centres de courbure de E\ et E 2 en K', et K 2 , C3 le 
point où K!> touche son enveloppe. 

(*) M. H. Bouvaist a donné (Nouvelles Annales, 1914, p. 347) 
une autre construction qui nous paraît moins simple. Elle est 
déduite directement de la relation (14) sans passer par la forme (i5) 
qui donne lieu à une construction géométrique plus simple. 



( ' 3 ) 

Il est aisé de voir que C ,C 2 est parallèle à C\C2. 

Car, si l'on désigne l'angle K', V x par on a 

(i<i) dR' X 
— = COSO = V ? C O S 6 , 

ds A 

relation dont l'importance pour l'étude des caustiques 
par réfraction est évidente. On a ensuite 

M ; ) 

et, par conséquent, 

sinu - 7 - = -r -s in0-7- , 
ds X ds 

ùr dV . 
tangu —r = tango 

ds 0 ds 

En tenant compte de la valeur du coefficient angu-
laire de C, Co, trouvée au paragraphe 3, on voit que les 
droites C, C 2 et C'4 C!, sont parallèles. 

On considère, pour une position du cercle tz, les 
points oil les cercles nf correspondant à des dilata-
tions quelconques touchent les enveloppes E't et E'a 



( x4 ) 
qui leur correspondent. La droite qui joint les 
centres de courbure de ces enveloppes en ces points 
reste parallèle à une direction jixe. 

D'autre part, on a 

Or, si l'on désigne par L ' le point analogue à L cor-
respondant au cercle TI', 

CL' = p cos28' = ( p ^ C L . 

De là on déduira aisément que le point C'3 appar-
tient à la droite CC3 et qu'on a 

C C ' , : GCI 
- m 

Tous les points C 3 qui correspondent à une posi-
tion du cercle net à des rapports de dilatation quel-
conques appartiennent à une droite issue du centre 
de courbure C de la courbe Y au point P. 

10. La comparaison des expressions de PC, et PC2 

conduira à une importante généralisation des dévelop-
pements du paragraphe 2. 

On a, d'après (6), 

. 4- sin2 6' 
^ _, sin8 À 

i dW W i . ûr X' . ¿8' — -r sin6 — T- sin 6 —-— 
p ds À p k ds 

ou, en vertu de ( 17) , 
-r- sin2 

P G ; = X 

v i . A; . A ¿e 
- — s i n 8 — sin8 — 
X p ds 



( i5 ) 
On en déduit 

( 18) 

Or 

( 1 9 ) 
sin2 0 
PC, p 

s in6 . h sin 6 — 
ds 

En ajoutant membre à membre les relations ( 18) 
et (19), on obtient 

, , X sin0 -4- X 's in0 ' Xs in 2 0 X ' s in 2 0 ' 

relation identique à (i4)-
Par conséquent, l'ovale de Descartes de foyers C< 

etC'2, passant par M et correspondant aux const antes 
X', a en M même centre de courbure que la courbe T. 
D'où ce théorème qui généralise celui du paragraphe 2 : 

Le centre de courbure de la première branche de 
Venveloppe du cercle TT et celui de la seconde branche 
de Venveloppe du cercle dilaté TC' sont les foyers 
d'une ovale de Descartes correspondant à des con-
stantes dont le rapport est celui de la dilatation et 
qui a au point P un contact du deuxième ordre avec 
la courbe T. 

On en déduit la construction qui sert à déduire le 
point C'2 de : 

On élève en C, sur PC< une perpendiculaire qui 
coupe PC en a, puis en a une perpendiculaire sur Pa 
qui coupe PC, en ft; C¡3 rencontre K 2 P en ¡3'. On 
projette ft' en a' sur PC; C2 est la projection de a' 

(20) 
P PCt pc;> 

sur K;P. 

1 1 . Ce résultat permet d'obtenir immédiatement, 



( i6 ) 
pour une position du cercle TU, le lieu des points 
et C'2 correspondant aux cercles dilatés déduits du 
cercle iz en lui faisant subir des dilatations quelconques. 
Ceci revient à chercher le lieu du second foyer d'une 
ovale de Descartes qui a pour foyer un point donné et 
a en un point donné un centre de courbure donné. 

Si l'on reprend donc la figure 4> la droite jâ'C étant 
fixe, on suppose ¡3, a, F mobiles et Ton cherche le lieu 
de ce dernier point. Or, il est aisé de voir que a F en-
veloppe une parabole tangente à MC en M. Par suite, 
le lieu de F est la podaire d'une parabole par rapport à 
l'un de ses points, c'est-à-dire une cissoïde oblique. 
On a donc ce théorème : 

Le lieu du second foyer d\ine ovale de Descartes 
dont un foyer est un point fixe donné et quia en un 
point donné un centre de courbure donné est une 
cissoïde oblique. 

Fig. 6. 

Ensuite, revenant à l'étude des enveloppes des 
cercles dilatés, on a la proposition suivante ( f i g . 6) : 



Quand on considère, pour une position du cercle -, 
les cercles r! correspondant à des rapports de dila-
tation quelconques, le lieu des centres de courbure 
de leurs enveloppes E', et E 2 aux points de contact 
avec ces cercles est une cissoïde oblique. 

12. Lieu des points dont les distances à deux 
courbes sont dans un rapport constant. — Quand on 
considère comme courbes données les courbes E, e tE 2 , 
le lieu cherché est la courbe F; d'après ce qui précède, 
sa normale s'oblient. en composant deux vecteurs di-
rigés suivant PC, et PC2 et proportionnels à A et V. 

En outre, on a pour son centre de courbure la con-
struction suivante : 

Les perpendiculaires élevées en C, et C., sur PC| 
et PC., rencontrent la normale en a et a', celles éle-
vées en x et a' sur cette normale coupent PC| et PC., 
en ¡3 et ¡3' . Le centre de courbure cherché est le point 
de rencontre de ¡3¡3' avec la normale. 

13. Fibres moyennes. — Comparons les deux fibres 
moyennes, lieux des points Q et Q'. D'après le para-
graphe 5, leurs normales en ces points coupent PC aux 
projections T et rF de C3 et C';{ sur PC. On a, d'autre 
part, 

d'où ce théorème : 

Si Von considère sur la tangente en un point va-
riable P d'une courbe F deux points variables Q 
et Q' tels que le rapport PQ : PQ' soit constant, le 
centre de courbure de F en P divise dans le même 
rapport constant le segment que déterminent sur la 

Ana. de Mathémat., 4e série, t. XVI. (Janvier ¡<ji6,) 2 
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normale de F en P les normales en Q et Q' aux lieux 
de ces points. 

On voit que cette proposition généralise une pro-
priété bien connue des développées intermédiaires (*); 
ce cas s'obtient quand Y est la développée du lieu de Q. 

I I I . — C A S SPÉCIAUX REMARQUABLES. 

14. Vinversion. — Quand la droite K , K 2 égale-
ment inclinée sur les courbes E< et E 2 passe par un 
point fixe C 3 , ces courbes se correspondent dans une 
inversion de cenlre CtV Le théorème du paragraphe 3 
donne alors cette proposition d'ailleurs connue ( 2 ) : 

Les centres de courbure en deux points corres-
pondants de deux courbes inverses sont en ligne 
droite avec le centre d^inversion. 

Si E, et E 2 appartiennent à une même courbe, 
celle-ci est anallagmatique, la déférente étant la 
courbe F. Les cercles TT sont alors orthogonaux à un 
cercle de cenlre C 3 . Or, si l'on dilate ces cercles dans 

le rapport constant ~ par rapport à leurs centres, on 

aura, en vertu du paragraphe 7, 

X2_ X'2 
G« C, ; CaC : 

X'2 

les lieux de C3 et de C sont donc homothétiques. 

Une courbe anallagmatique est Venveloppe des 
cercles orthogonaux à un cercle fixe et dont les 

( ' ) L. DRAUDE, Les coordonnées intrinsèques (Scientia), p. 55. 
('•) CI:SARO, Natürliche Geometrie, p. 29. 



( 19 ) 
centres appartiennent ci la déférente; si Von dilate 
ces cercles dans un rapport constant par rapport à 
leurs centres, les cordes de contact de ces cercles 
avec leurs enveloppes sont normales à une courbe 
ho mot hé tique à la déférente. 

15 . Le rayon R est proportionnel à Varc s. — 
On a dans ce cas 

dR R 

(il) R = as, cosu = — = — a — v 7 ds s 

Les développées de E, el E2 sont donc les dévelop-
poïdes d'angle ±: G de la courbe F. D'où ce théorème : 

Les développoïdes d'une courbe sont les dévelop-
pées des courbes qu* enveloppe un cercle ayant son 
centre sur la courbe donnée et dont le rayon varie 
proportionnellement à Varc de cette courbe. 

M. Braude a démontré ( ' ) que l'enveloppe des 
cercles obtenus en contractant les cercles oscillateurs 
d'une courbe dans un rapport constant par rapport à 
leurs centres, se compose de deux développoïdes de la 
courbe. Cette propriété résulte des considérations qui 
précèdent, si l'on prend "pour courbe T la développée 
de la courbe considérée et si l'on tient compte de la 
relation (ai) . 

Quant aux cercles oscillateurs contractés par rap-
port au point de contact avec la courbe donnée, consi-
dérés aussi par M. Braude, la construction par points 
de leur enveloppe résulte du paragraphe 1 et de la 
propriété des développées intermédaires, que dé-
crivent leurs centres, rappelée au paragraphe 1 3 . 

(*) Les coordonnées intrinsèques (Scientia), p. 22. 
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16. Cas d1 un cercle - égal au cercle oscillateur. 
— Dans ce cas 

as ' as ' 

p' désignant le rayon de courbure de la développée de T 
en C. On a donc ce théorème : 

Quand on décrit, de chaque point d'une courbe 
comme centre, un cercle égal au cercle osculateur, 
la corde de contact de ce cercle avec son enveloppe a 
pour enveloppe la troisième développée de la courbe. 

En ou Ire, le théorème du paragraphe 3 donne la 
propriété suivante : 

Les centres de courbure de Venveloppe aux points 
ou elle touche le cercle sont en ligne droite avec le 
troisième centre de courbure de Y en P. 

1 7 . Courbes isotèles. — Lorsque la branche E f de 
l'enveloppe se réduit à un point fixe la courbe Y 
est l'isotèle (•) de la courbe E 2 pour le point K , . La 
libre moyenne <I> ( fig. rj) est alors homothétique à la 
courbe E 2 et Y est Fantipodaire de (ï> relativement à K ,. 
On retrouve donc ce théorème bien connu : 

L'isotèle d*une courbe E 2 par rapport à un point 
K, est homothétique à Vantipodaire de cette courbe 
par rapport à K,. 

La méthode générale du paragraphe 4 donne la con-
struction suivante du centre de courbure en un point Q 
de la podaire <ï> d'une courbe Y par rapport à un 
point K, : 

L O I U À - S C H U T T E , Spezietle ebene Kurven, t. II, p. 3 5 6 . 
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On projette le centre de courbure de Y au point P 

en N sur K , P, puis N en L sur PC; la droite K j L 
renferme le centre de courbure cherché. 

On voit aisément que cette construction ne diffère 
pas essentiellement de la construction classique (*). 

Le théorème du paragraphe 2 prend, dans le cas 
actuel, la forme suivante : 

Le lieu des centres des coniques dont un foyer est 
fixe et qui ont avec une courbe donnée un contact 
du deuxième ordre est la développée de la podaire 
de cette courbe. 

Dans le cas où la courbe Y est un cercle passant par 
le point K , , on a donc cette propriété : 

Le lieu des centres des coniques qui osculetit un 
cercle donné et ont pour foyer un point fixe de ce 
cercle est une cardioïde. 

( * ) C E S Â U O , Natürliche Geometrie, p. 3o. — L. B R A U D E , Les 
coordonnées intrinsèques, p. 84. 
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Si Ton observe que la contre-podaire focale d'une 

parabole est une autre parabole, on obtient, de même, 
ce ihéorème : 

Le ¿¿eu des centres des coniques dont un des foyers 
est le foyer d'une parabole et qui ont avec la déve-
loppée de cette parabole un contact du deuxième 
ordre est une parabolt semi-cubique. 

Dans le cas de la spirale logarithmique, on a le ré-
sultat suivant : 

Le lieu des centres des coniques qui ont avec une 
spirale logarithmique un contact du deuxième ordre 
et qui ont le pôle pour foyer est une spirale loga-
rithmique. 

18 . Cas où les branches E, et E 2 appartiennent à 
une même courbe. — On voit aisément que, dans ce 
cas, la courbe T est le lieu des points doubles d'une 

famille de courbes parallèles ; ce sont les courbes 
parallèles à l'enveloppe des cercles 7t. Les propriétés 
de ce lieu T déduites des paragraphes 1 et 2 font 
l'objet de la question 1 225 proposée par Cesâro dans 
Mathesis (1899, p. I52). 

I V . — C A S o u L ' U N E DES BRANCHES DE L'ENVELOPPE 

EST U N E DROITE. 

19. Construction du centre de courbure. — Si la 
branche E 2 de l'enveloppe est une droite S, la branche 
E< peut être considérée comme étant l'enveloppe de la 
symétrique de S par rapport aux tangentes de T, ou le 
lieu des foyers des paraboles qui touchent T et qui ont 8 
pour directrice. 
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La branche E 2 étant une droile, on a 

I - if?. 
p ds 

Dès lors, l'expression de PC, devient 

sinO sinfi i _ . A PC, = = = - PGsinO. 1 i ¿6 2 2 
p ds p 

On a donc la construction suivante du centre de cour-
bure de l'enveloppe : 

Le centre de courbure de E, en iv, est la projec-
tion du milieu du rayon de courbure de Y en P sur 
la normale en K , à E , . 

Le théorème du paragraphe 2 donne ensuite la pro-
priété suivante : 

La développée de E, est le lieu des foyers des pa-
raboles dont Vaxe est perpendiculaire à o et qui ont 
avec Y un contact du deuxième ordre. 

Les enveloppes E, qui correspondent à des droites o 
parallèles sont des courbes parallèles. 

20. Dans le cas qui nous occupe, le point C3 où la 
corde K, K.2 touche son enveloppe jouit d'une pro-
priété intéressante. En vertu du paragraphe 3, ce point 
se trouve sur la perpendiculaire menée par C, à o 
puisque cette perpendiculaire renferme le centre de 
courbure de la courbe E 2 en K 2 . Les triangles K , PK 2 

et K , C , C 3 (fig. 8) étant semblables, C , C 3 est égal 
à C , K , et le point C3 appartient au cercle osculateur 
de E, en K , . On a donc ce théorème : 

Si V une des branches de Venveloppe est une 
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droite, la eorde de contact du cercle variable avec 

Fig. 8. 

son enveloppe touche son enveloppe sur le cercle 
oscillateur de l'autre branche. 

2 1 . Remarquons que la tangente en C3 au lieu de ce 
point est la droite C 3 K , ; comme C , C 3 est parallèle à 
une direction fixe et est égal au rayon de courbure de 
la courbe en K n on peut énoncer la propriété que 
nous venons de trouver sous la forme suivante : 

Si, par le centre de courbure correspondant à 
chaque point d'une courbe, on mène, parallèlement 
à une direction fixe, un segment égalait rayon de 
courbure en ce point, la tangente à Vextrémité de 
ce segment au lieu de ces extrémités passe par le 
point correspondant de la courbe. 

C'est un théorème dû à M. d'Ocagne ( 4 ) . 

22. Une autre conséquence du théorème du para-
graphe 3 est la construction bien connue du centre de 

(*) Nouvelles Annales, igo3, p. 46; 1915, p. 6. 
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courbure de la syntractrice. Considérons (fig* 9) 
comme courbe T une chaînette ayant S pour base. La 
branche E, de l'enveloppe est le lieu du symétrique, 

^»g- 9-

par rapport à la tangente en un point P de F, de la 
projection K 2 de ce point sur 8; c'est la syntractrice. 
La normale en K^ à cette courbe est la droite K, P. 
Or, le point C3 où la corde de contact du cercle va-
riable avec la droite 8 et la syntractrice touche son 
enveloppe est le milieu de K , K 2 ; de plus, la perpen-
diculaire menée de C3 à 8 contient le centre de cour-
bure de E, en K 4 . On retrouve donc cette construction 
donnée par M. d'Ocagne (Nouvelles Annales, 1891, 
]). 9<) ) : 

Le centre clé courbure C, de la syntractrice en K{ 

est le milieu de Jv, P. 

23. Considérons encore le cas où la courbe F est 
une logarithmique ;^alors la sous-tangente de F relative 
à 3 est constante. Il en résulte que le segment de la 
tangente en K, à la branche E! de l'enveloppe, com-
pris entre et 6, est coustant. La courbe Ej est donc 
alors une tractrice. On a donc ce théorème : 
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La tractrice est Venveloppe d'un cercle dont le 

centre décrit une logarithmique et qui en touche 
V asymptote. 

On peut l'énoncer sous la forme suivante bien 
connue : 

La caustique par réflexion d'une logarithmique 
pour des rayons perpendiculaires à Vasymptote est 
une chaînette ( * ). 

V . — C A S OU LE CENTRE DU CERCLE DÉCRIT U N E DROITE. 

D É V E L O P P A N T E S D'ASTROÏDES. 

24. Projetons ( f i g . 10) un point variable M d'une 
courbe (G) en P sur une droite T et considérons le 
cercle tz de centre P, de rayon PM. Prenons T pour 

F i g . i o . 

y 

7 N m 
y 

7 N m 

\ A (C) 

A—i v 
s , 

axe des y et la perpendiculaire élevée sur T en un 
point O pour axe des x. Si l'on se reporte aux nota-
tions antérieurement utilisées, x joue le rôle de R , 
y celui de s. Nous aurons donc , 

cosG -
d R 
ds 

dx 
dy' 

( L ) LORIA-SCHÙTTK, Spezielle ebene Kurven, t. I I , p. 3o6. 
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Dès lors, si nous désignons par Ç et r, les coordon-

nées des points et K 2 où le cercle TU touche son en-
veloppe, nous avons 

5 = . s i n e 

dx 
7) = j - f - i c o s O — y — X — • 

Inversement, on peut trouver une courbe (C) telle 
que l'enveloppe considérée soit une courbe donnée. 
La normale au point K , de l'enveloppe a pour équa-
tion 

On en déduit 

o p = v) + i , K, p = t / W -v2 = K v / r r v 7 -ri V rt 
On a donc 

t . & 
ï) r( 

Si deux courbes (G) sont déduites l'une de l'autre 
par une translation parallèle à Ox, les enveloppes cor-
respondantes sont des courbes parallèles. 

25. Construction des points de contact du cerclent 
avec son enveloppe. — Soit Si le point où la normale 
en K, à l'enveloppe coupe l'axe Ox. On a 

cos8 dx 
dy 

Le segment S4 P est donc égal à la sous-normale de 
la courbe (C) au point M. On a donc la construction 
suivante des points K4 et K 2 : 
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De P comme centre on décrit, avec la sous-normale 

de (C) en M comme rayon, un cercle qui coupe Ox 
en Si et S2 ; les points K, et K2, sont à Vintersection 
de 7T avec les droites PS{ et PS2. 

Geo intersections donnent lieu à quatre points; mais 
il suffit, pour trouver les points K 1 et K 2 , de remarquer 
que l'angle 9 est aigu ou obtus suivant que x décroît 
ou croît avec y. 

26. Si l'on applique les équations (22) au cas d'une 
parabole du second degré 

y* — ip(x -r- a), 

on obtient pour l'enveloppe les équations paramé-
triques 

où y est le paramètre. Ces équations représentent une 
sextique. Les enveloppes qui correspondent aux diffé-
rentes valeurs de a sont des courbes parallèles. 

Ges courbes méritent une attention spéciale. En 
effet, dans le cas de la parabole, la sous-normale de (G) 
étant constante, l'enveloppe est, d'après la construc-
tion indiquée au paragraphe précédent, une dévelop-
pante d1 as troïde. 

On obtient donc cette définition nouvelle des dé-
veloppantes d'astroïdes : 

Si Von projette un point variable M d'une para-
bole en P sur une perpendiculaire à Vaxe, le cercle 
de centre P et de rayon PM enveloppe une dévelop-
pante d'astroïde. 
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27. On sait que cette famille de développantes com-

prend une astroïde droite et ses courbes parallèles, 
parmi lesquelles il y a des croix de Malte, des astroïdes 
obliques et des parastroïdes. Considérons la parabole 
y- = 2 p x de foyer B ( f i g . i 1 ) ; marquons sur l'axe xOxr 

les points A , B, C, IV d'abscisses Pi ~ S* 

l'on fait subir à la parabole une translation parallèle 

Fig. H . 

y 

.1 
2 1 1 P 

B' 0 A B C 

à Ox-, on aura pour enveloppes les courbes suivantes, 
d'après les positions du sommet de la parabole : 

En () : demi-croix de Malte, avec O y comme tan-
gente au point autotangentiel ; 

De O à V : astroïdes obliques; 
Kn A : astroïde droite ; 
De A à B : astroïdes obliques; 
En B : demi-croix de Malte, avec O x comme tan-

gente au point autotangentiel; 
De B à C : parastroïdes ; 
En C : courbe limite (sex t ique ovale) entre les déve-

loppantes à rebroussements et celles sans rebrousse-
ments ; 

Au delà de C : parastroïdes. 

Quand la parabole subit une translation dans le sens 
de Oar', toutes les enveloppes sont des parastroïdes; 
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dans le "cas où le sommet est en B', on a encore une 
courbe limite ( 1 ). 

V I . — L E S C A U S T I Q U E S . 

28. Caustiques par réfraction. — La relation (16) 
montre que la développée de E 2 est la caustique par 
réfraction de la courbe T pour des rayons tangents à la 
développée de E , , l'indice de réfraction étant égal au 
rapport de dilatation des cercles. C'est le théorème de 
Gergonne ( 2 ) : 

La courbe enveloppe des rayons incidents et la 
caustique par réfraction d'une courbe T produite 
par ces rayons sont les développées des enveloppes 
de deux familles de cercles 71 et rJ ayant leurs cen-
tres sur la courbe T et dont les uns tz' sont déduits 
des autres iz par une dilatation constante. 

Les longueurs lK et l2 des rayons incidents et ré-
fractés, comprises entre leurs points de contact avec 
leurs enveloppes et la courbe F, sont liées par la rela-
tion 

Les développements du paragraphe 10 permettent de 
construire la caustique par points : 

La normale à Venveloppe du rayon incident au 
point oà ce rayon touche son enveloppe rencontre 

( 1 ) C'est le cas où V est la corde focale principale; il a été con-
sidéré par M . B A R I S I E N (question 1 9 I 8 de Mathésis, 1 9 1 3 , p. 2 8 0 ) . 

Le fait que cetle sextique est une développante d'astroïde ne semble 
pas avoir été remarqué. 

(2) Sur tes caustiques planes (Annales de Math., 1824-1825). 
( 3 ) M A G N U S , Sammlung von Aufgaben und Lehrsätzen aus der 

analytischen Geometrie, Berlin, 1833, p. 467. 

I sinO -f- }/ sinO' 
0 

X sin*0 
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en a celle de la courbe T au point d incidence P ; la 
perpendiculaire élevée en a sur cette dernière nor-
male coupe le rayon incident en S. La droite qui 
joint ¡^ au centre de courbure C de T en P coupe le 
rayon réfracté en ¡3'; on projette ¡3' en a• sur PC; la 
projection de a' sur le rayon réfracté est le point ou 
ce rayon touche la caustique. 

Dans le cas de rayons incidents parallèles, cette con-
struction se simplifie : 

On mène par C, parallèlement à ces rayons, une 
droite coupant le rayon réfracté en ¡3'; on pro-
jette ¡3' en a' sur la normale ci T. La projection de ol! 

sur le rayon réfracté est un point de la caustique. 

En outre, on a ce théorème général : 

Les points correspondants de Venveloppe des 
rayons incidents et de la caustique par réfraction 
sont les foyers d'une ovale de Descartes correspon-
dant ci des constantes dont le rapport est Vindice de 
réfraction et quia, au point d'incidence, un contact 
du deuxième ordre avec F. 

Enfin, d'après le paragraphe 9, on a encore cette 
propriété : 

Si Vindice de réfraction varie, le lieu des points 
des caustiques produites correspondant à un même 
rayon incident est une cissoïde oblique. 

29. Caustiques par réflexion. — Dans ce cas, la 
construction de la caustique par points résulte du pa-
ragraphe 2 : 

On projette le centre de courbure C de la courbe 
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réfléchissante T au point d'incidence en N sur le 
rayon incident; on projette N en L sur PC. La 
droite qui joint le point oà le rayon incident touche 
son enveloppe au point L rencontre le rayon réfléchi 
en un point de la caustique. 

Quand on considère un faisceau de rayons incidents, 
ou a, en vertu des propriétés des courbes isotèles (§ 17), 
le théorème suivant : 

La caustique par réflexion d'une courbe T, pour 
un faisceau de rayons incidents issus d'un point K<, 
est honiothétique à la développée de la podaire de V 
par rapport à K)t 

On peut ainsi considérer la cardioïde comme 
caustic)ue d'un cercle, la parabole de Neil comme 
caustique d'une autre parabole de Neil, la spirale 
logarithmique comme caustique d'une autre spirale 
logarithmique. 

Si les rayons incidents sont parallèles, on a (§ 19) 
cette construction bien connue du point où un rayon 
réfléchi touche la caustique : 

Le point de contact d'un rayon réfléchi avec la-
caustique s'obtient en projetant sur ce rayon le mi-
lieu du rayon de courbure de la courbe réfléchis-
sante au point d'incidence. 

Ce cas correspond à celui d'une famille de cercles 
dont Tune des branches de l'enveloppe est une droite 
perpendiculaire à la direction des rayons incidents. 

V I I . — S u n LES FAMILLES DE SPHERES. 

30. Si l'on prend pour axes de coordonnées la tan-
gente, la binormale et la normale principale en un 
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point P d'une courbe gauche T et si l'on appelle p et /• 
les rayons de courbure et de torsion en ce point, les 
conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un point 

y , z) de l'espace soit fixe sont (*) 

, 3 = iL = f , d z
=

 x y, 
^ ' ds ~ p ' ds r ' d r p r ' 

D'autre part, l'enveloppe de la surface 

f ( x , y, z, s) = o 

s'obtient en éliminant s entre cette équation et 

ôfdx à£dy àf dz âf __ 
ùx ds <Jy ds ôz ds à s 

ou, eu égard aux conditions (23) , 

. (z \df z âf [x y\ âf âf 

Ceci posé, considérons la sphère tz d'équation 

(25) f(x, y. z, s) == x2-hy2-h z2— R2 = o. 

Pour cette sphère, l'équation (24) devient 

Rd R 
x R - 7 - — o . 

ds 

La sphère tz touche son enveloppe suivant un 
cercle dont le plan est perpendiculaire à la tangente 
en P à la courbe gauche T. 

3 1 . Posons 

(26) _ ^ = cos6. 
ds 

Le cône 2 qui projette de P le cercle de contact de 

( M C E S Â R O , Natürliche Geometrie, p. I56. 

Ann. de Mathémai4« série, t. XVI. (Janvier 1916.) 3 
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la sphère avec son enveloppe a pour équation 

(27) —a?2 tang20 = 0. 

Cherchons les équations de la courbe le long de la-
quelle ce cône touche son enveloppe. En dérivant (27) 
sous la forme (24), on obtient 

zy 
~ — 1 j x tang2ô -+- ~ 

.{1 + <*> 
cos2 0 ds = o, 

ou, toutes réductions faites, 

(28) x tangO -=- -+- - — s i n 2 G = o. 7 n ds p 

Cette équation représente le plan de la conique le 
long de laquelle le cône S touche son enveloppe. Con-
sidérons, d'antre part, le plan du cercle de contact de TC 
avec son enveloppe 

(29) x—RcosG = o. 

La droite le long de laquelle ce plan touche son 
enveloppe appartient au plan dont l'équation s'obtient 
en dérivant l'équation (29) sous la forme (24). On 
trouve ainsi 

* A U • A 4 6 i -,— cos0 -H R sin 6 —r = o, 

p ds ds 

ou, en tenant compte de (26), 

(30) 5 = p sin6 ^sinO — R ^ . 
Or, on voit aisément que le plan (3o) contient la 

droite représentée par les équations (28 ) et (29). Nous 
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avons ainsi celte extension à l'espace du théorème du 
paragraphe 3 : 

Le plan du cercle de contact d^une sphère tz avec 
son enveloppe touche son enveloppe suivant une 
droite A qui appartient au plan de la conique S sui-
vant laquelle le cône qui projette ce cercle du centre 
de la sphère touche son enveloppe. 

32. Les équations (7) et (28) étant identiques, les 
propriétés des points C, et C2 donnent lieu à des pro-
priétés identiques des sommets A, et A2 de la co-
nique S ; ces sommets appartiennent au plan osculateur 
de F en P. 

Les sommets de la conique S sont les foyers d'une 
conique située dans le plan osculateur de la courbe 
gauche et ayant en P même centre de courbure que 
cette courbe. 

Considérons encore les familles de sphères ^ dé-
duites des sphères TC par une dilatation constante; 
envisageons pour ces sphères rJ les divers éléments S', 
A'1? A'2, A' analogues aux élémenis S, A , , A2 , A relatifs 
aux sphères TT. Si l'on considère une position de la 
sphère TZ et les sphères TZ' concentriques, correspondant 
à diverses valeurs du rapport de dilatation, on a, en 
vertu de l'analogie des équations (7) et (28), les pro-
priétés suivantes : 

Le plan de la conique S' se déplace parallèlement 
à lui-même; les sommets A', et zV'2 décrivent dans le 
plan osculateur de F en P une cissoïde oblique; la 
droite A' se déplace dans un plan qui contient le 
centre de courbure de Y en P. 

33. Si l'on suppose que la sphère TU reste orthogo-
nale à une sphère fixe de rayon k, l'enveloppe est une 
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surface anallagmatique. On a alors, en désignant par 
(a, p, y) les coordonnées du centre de la sphère fixe 
par rapport au trièdre fondamental de T en P, 

puisque a, [3, y satisfont aux conditions (23). Le plan 
du cercle de contact de la sphère TZ avec son enveloppe 
passe donc par le centre de la sphère fixe, centre d'in-
version. On a alors, d'après le théorème du para-
graphe 3 1 , la propriété suivante : 

Si la sphère TZ reste orthogonale à une sphère 
fixe, elle enveloppe une surface anallagmatique; le 
cône 2 qui projette du centre de la sphère le cercle 
de contact de celle-ci avec cette surface touche son 
enveloppe suivant une conique S dont le plan passe 
toujours par le centre dyinversion. 

Ce théorème est à comparer à la propriété des 
centres de courbure aux points correspondants de 
deux courbes inverses, retrouvée au paragraphe 14. 

34. Si le rayon R est proportionnel à l'arc s, l'angle 6 
est constant; on trouve alors cette propriété, qui peut 
être considérée comme une extension à l'espace de la 
propriété fondamentale des développoïdes : 

Si Von considère un cône de révolution d'angle 
constant ayant pour axe la tangente à une courbe 
gauche V en un point variable P, ce cône touche 
son enveloppe suivant une hyperbole dont les som-
mets sont les projections du centre de courbure de T 
en P sur les génératrices de ce cône situées dans le 
plan osculateur. 

d'où 
Rs = a2 -f- ¡3* -f- y2 — 
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[ 0 ' 6p ] 
SUR LES SYSTÈMES ORTHOGONAUX ; 

PAR M. A. PELLET. 

1 . Soit 
I = m ] = m 

6 : ^ X ' 
1=1 7=1 

X,-, Y/ étant des fonctions de la seule coordonnée Xi, 7 j j 
de z,\ et <p(X) une fonction entière de X. 

La fonction u des variables x et z définie par l'inté-
grale 

I A* e di = U, 
Jo 

où la limite supérieure estracine de 0 = o, a pour dif-

férentielle totale le produit de - — par 

i — nt 

1 = 1 

si les m fonctions Y ; satisfont à l'équation différen-
tielle 

( i ) aXY'-f- YX' = o, 

où l'on a effacé l'indice ; a > — i. 
En effet, 

du 
à V J

0
 L (Y , - X ) « J 

.« ( X''Y'' - j f X(a +1)X'x«-' dl, 
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en tenant compte de la relation ( i) ; et réduisant, il 
vient 

du x<*+i x : 
àxi a Y/—A 

D'ailleurs, 
ÔU , 

ÔZ; *j J* J J «• 

et ~ = o, puisque la limite supérieure annule (*). Il en 

résulte que l'enveloppe des surfaces 

[ m 

2 - 4 — i a/iFi- a— X 

2 0 Z - A -t- c ( a 1 ) 2 

À étant le paramètre variable forme un système ortho-
gonal lorsqu'on y fait varier u. Si b n'est pas nul, on 
peut remplacer c par o, et l'exposant a doit êire supé-
rieur à — i . Pour b nul, a — — i et 

c — 
î 

on a le système étudié à la page 14 1 des Leçons sur 
les Systèmes orthogonaux par M. Darboux. 

2. De même la fonction u définie par l'intégrale 

f e-'êd\ = u, 

où la limite supérieure annule B, a pour différentielle 
totale le produit —e~* par 

m n 

2 Y 
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si les fonctions Y , , X/ sont liées par la relation 

X / Y J = X'i ou Y / = di-+- Ixt . 

On en déduit le système orthogonal 

* R M î 

L i 
m 

y . — S" ibz -f- ¿>2 A c = o, 
m̂à LXi-\- at— À 
î 

formé en faisant varier u dans l'enveloppe de la sur-
face (2) , où l'on considère A comme le paramètre. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

1655 et 1656 (numéros rectifiés). 
1 6 5 5 . 

(1893, p. ;»2*.) 

Démontrer que la somme des carrés des coefficients 
binomiels d'un nombre entier positif a 

n'est JAMAIS divisible par un nombre premier p > ia, mais 
toujours divisible par TOUS les nombres premiers compris 
entre 

ia in 
e t , 

2/1 + 2 2/i + I 

où n est un nombre entier positif et <o; et que la même 
somme n'est pas divisible par un même nombre premier p 



( 4o ) 
compris entre 

2 a ia 
et 2/1-4-3 2/1 + 2 

excepté si une puissance de p (supérieure à Vunité) se 
trouve dans l'intervalle de a jusqu'à ia. 

G . SZILY. 

1 6 5 6 . 

(1893, p. 52*.) 

Démontrer les identités suivantes : 

(O 

/.- — a /. — m 
'a\2 

2 ; - 2 — ; 
a\ (a — k 

k — a k = a — 

«•> 2 ( ; y - 2 a\ /a — i 

¿ M k 

_ 2 ( ?. a — i) f a ~ ' \ f a ~ ' \ 
~ « - - • £ ( ( J \ t - , J ! 

Â--0 x 7 *=1 7 N 

k = a k = 2 a 

«> 2(;)'-<-"-2<->*(v7î 

À = 0 X A = 0 

k=a k = b 

( 5 ) 
2(1 2 k=0 k = 0 

fa\ f b 

*Y 
k ' v^ t f ia \ / ib 

y ( i l ^ Y V A-A" = 0 

où 6 est un nombre entier positif < a 

b - k 

C . SZILY. 
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SOLUTIONS SOMMAIRES 

P a r M . H . BROCARD. 

Le retard de la réponse provient sans doute de la mécon-
naissance de l'expression algébrique du nombre à étudier, ou 
du moyen de l'obtenir, et peut-être aussi de la notation 
adoptée, qui n'aura pas été saisie de quelques lecteurs. 

Par un procédé empirique, on reconnaît aisément que 2 C 2 

est un des nombres de la médiane du triangle arithmétique 
de Pascal. Ceci autorise à conclure, par analogie, que 2 G2 

pour le degré n est le milieu des nombres G répondant au 
degré in. 

La méthode élégante et ingénieuse que voici, due à Laplace, 

est fondée sur l'observation que S G2 est la partie indépen-

dante de u du développement de (i u)a 4- ou de 

(j _f_ y )2a 
— ; mais ce terme étant celui du milieu, il en résulte 

ua 9 

que 2 G 2 est le terme moyen T m du binôme ( i - t - i ) 2 a . 
La formule T peut s'écrire 

_ i .2 .3 . . . i a 
~ ( i . 2 . 3 . . . a ) 2 ' 

comme cela a été indiqué ici, d'après Lagrange, dans une 
question (n° 389), proposée en 1867 et résolue, même année, 
pages 296, 369 et 375. 

Avec la notation de l'énoncé 1655, on a 

k — 0 

1.2.o. . .a 

Toutes les propriétés arithmétiques du nombre T décou-
leront de sa composition en fonction de a. C'est ainsi, par 
exemple, que les diviseurs de T, qui est toujours entier parce 
qu'il est un nombre combinatoire, ne peuvent être que des 
diviseurs du produit ( a + i ) . . . 2 a ; donc il n'y en a pas au-
dessus de 2 a. 
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Quant aux autres propos i t ions énoncées , je signalerai leur 

relation avec la ques t ion 295 de Cesàro (Mathesis , i883, 
p. 248) précisément au sujet des facteurs premiers de la m ê m e 
formule T . (Voir Mathesis, 1886, p. 179-180.) 

Pour la b ib l iographie de T. voir aussi : N. A1870, p. 527 
(G. Moreau) ; Mathesis, 1892, p. 272 ( J . N e u b e r g ) ; J. de Math, 
sp1893, p. 7 -9 (G . de L o n g c h a m p s ) . 

Note. — En se servant de notat ions plus famil ières à nos 
lecteurs pour représenter les nombres combinatoires , il se 
pourra qu'on parvienne a i sément à établ ir les autres p r o -
priétés du nombre T énoncées dans la quest ion 1656. 

1 6 7 8 . 
( 1894, p. 4*.) 

Lieu des sommets et enveloppe des axes des paraboles 
conjuguées par rapport à un triangle donné. 

A . CAZAMIAN. 

SOLUTION 

P a r UN ABONNÉ. 

Les paraboles conjuguées par rapport à un tr iangle sont 
inscrites dans le triangle obtenu en jo ignant les mi l i eux des 
côtés du premier. Pour s'en assurer, il suffit de remarquer que 
le premier tr iangle est le tr iangle diagonal du quadri latère, 
formé p a r l e s trois côtés du second et la droite de l'infini. On 
sait alors que le foyer F d'une parabole répondant à la q u e s -
tion est sur le cercle c irconscri t au second triangle et que la 
tangente au sommet est la droite de S impson de F . Le pro-
blème revient donc à chercher le lieu du point de rencontre 
d'une droite de Simpson avec la perpendiculaire abaissée du 
point correspondant , ainsi que l 'enveloppe de cet te perpen-
diculaire. Or, ce problème a fait l 'objet de la quest ion 1505 
(1884, p. 447)? déjà réso lue dans les Nouvelles Annales. 

NOTE DE LA RÉDACTION. — Dans une autre réponse , M. H. Bro-
card démontre l ' identité de la quest ion 1678 avec la q u e s -
tion 1545, récemment résolue par M. d'Ocagne (1915, 
p. 469-471) . 

Cette réponse surtout b ib l iographique , et datant d'août 1 9 1 5 , 
sera publiée procha inement . 
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1 8 4 1 . 
(1900, p. 190.) 

Dans un quadrilatère complet, les quatre orthocentres 
et les points où la ligne de ces orthocentres est coupée 
par les quatre côtés sont huit points en involution. 

G . B L A N C . 

S O L U T I O N 

P a r UN ABONNÉ. 

Il existe une parabole et une seule tangente aux quatre 
côtés du quadrilatère et sa directrice est la l igne des ortho-
centres. Soit 

y2— ipx = o 
son équation. 

Les quatre côtés auront des équations de la forme 

y — mtx H — (1 = 1,2,3,4)1 
^ 2/71/ 

m, désignant le coefficient angulaire d'une tangente à la para-
bole. L'orthocentre du triangle formé par les trois premières 
tangentes (i = 1, 2, 3) a pour ordonnée 

n = (I H- m2niz-h m3/tti -h mt m.2). 2 mx m2 m 3 

D'autre part, la directrice de la parabole, ou ligne des 
orthocentres, rencontre le quatrième côté en un point qui a 
pour ordonnée 

11 faut prouver que les points y4 et y4, et les points ana-
logues, forment une involution. Pour cela, il faut et il suffit 
qu'on puisse déterminer deux constantes a et p telles qu'on 
ait 

/ r / / + «(7/-+- y/) + P = o (i = 1, 2, 3, 4). 

Or, si l'on forme les quantités et .74-H 74, on trouve 

P2 
y^kr — (1 — m l -h m-2m3-h m^m^ -4- mx m 2 4 m̂  m<i mz m 4 

— m^m^ -+- m t mz m4), 

^ 4 + T4= - ^ — — [ ^ 4 ( 1 — ̂ 1 ^ 2 ^ 3 ^ 4 ) -+- S/wi/n2/n3]. 2 m\ nio / / I3 / / I4 
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Si l'on prend les trois premières valeurs de ces quantités, 

correspondant à 1 = 1, 2, 3, pour que les constantes a et ^ 
existent, il faut que le déterminant 

yiïi JKI -+- YI 1 

y^it i 

y 3 y 3 y 3 y 3 1 

soit nul. Or, si l'on remplace yc[t, yi-\~*{i par leurs valeurs 
et si l'on effectue les calculs, on trouve bien zéro pour résultat. 
Si l'on remplace JK3-+-Y0' respectivement par j ^ Y ^ 

Y4i si l'on effectue le même calcul, le résultat est le 
même. Les constantes a et [J existent bien et le théorème est 
démontré. 

1 8 7 8 . 

( 1900, p. 571.) 

On considère une ellipse E et le cercle G concentrique 
à Vellipse ayant pour diamètre la somme des axes de E. 
D'un point M quelconque de G on mène les tangentes à E 
dont les points de contact sont P et Q. Soit (II) la parabole 
tangente en P et Q aux droites MP et MQ. 

i° Le lieu des foyers des paraboles (II) est Vellipse E; 
20 Les paraboles (II) sont tangentes ci la développée de 

Vellipse E ; 
3° La directrice des paraboles (II) enveloppe un cercle; 
4° L'axe des paraboles (II) enveloppe une hypocycloïde 

à quatre rebroussements. E. BARISIEN. 

S O L U T I O N 

P a r UN ABONNÉ. 

Soient x et les coordonnées du point M. On a 

(1) . 

L'équation du point M est 

( 2 ) a u -h 3 v — 1 = 0 ; 

et celle de la parabole (II) en coordonnées tangentiel les 

(3) o 2 it2 -+- ¿<* i>2 — i - | - ( a i i H - ( 3 e — i)* = o. 
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On obtient les coordonnées (x0, y0) du foyer de la para-

bole (II) en exprimant que la droite 

}' — 7 o = i(x — x0) 

est tangente à ( 3 ) . On trouve ainsi 

«(*»-+- [Jî-i-c«) ( 3 ( a 2 - f - p 2 _ c 2 ) 

On en déduit, en tenant compte de ( i ) , 

a b 
d'où 

a* b2 

ce qui démontre la première partie. 
En écrivant que la directrice est le lieu des points d'où 

l'on peut mener deux tangentes rectangulaires à (II), on 
trouve pour son équation 

a«+6»+«*-+- S2 
a x + ^ y — - ^ = o. 

2 

En tenant compte de ( i ) , on voit qu'elle enveloppe le cercle 
ayant pour centre l'origine et pour rayon 

L'axe de (II) passe par le foyer et est perpendiculaire à la 
directrice, son équation est donc 

y a b 
ou bien 

P / «a \ 
-\X y = O ; 
a \ a -h b ] 

a -f- b f x y\ 

Les coordonnées tangentielles de cette droite sont donc 

— _ (a-h b) 
U ~ a(a — b)9 ^ ~ ~ Ha — bY 
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et, en vertu de ( i ) , elle enveloppe l'hypocycloïde à quatre 
rebroussements 

— — [a — b)2. il1 v2 7 

Il reste enfin à trouver l 'enveloppe des paraboles (II). Nous 
avons fait le calcul de plusieurs façons et nous n'avons jamais 
trouvé la développée de l'ellipse. Peut-être y a - t - i lune erreur 
dans l 'énoncé; ce qui expliquerait que la question 1878, qui 
ne présente pas de difficultés particulières, n'ait pas encore 
été résolue. 

Voici comment on peut diriger le calcul pour l'abréger et 
le simplifier un peu. Au lieu de la parabole (II), considérons 
sa polaire réciproque par rapport à ( E ) . Son enveloppe sera 
la polaire réciproque de l'enveloppe de (II) et, si cette der-
nière est la développée de (Ë) , ce sera la kreuzcurve d'équa-
tion 

^ J 1
 ° ~~ 

Cette équation étant beaucoup 'plus simple que celle de la 
développée de l'ellipse, on comprend l'avantage qu'il y a 
à procéder comme nous le faisons. 

L'équation de la polaire réciproque de (II) par rapport à ( E ) 
est 

x2 y2
 /OLX 

^ +
 ~ù* ~

 1 
(CLX_ _ Y 

V a« b2 ) 

Mais la relation ( i ) permet de poser 

a = (a -+- b) C O S Ì , ¡3 = (a -+- b) s i n cp ; 

et l'équation précédente devient 

, s x2 r2 ,s„/xcoso rsincp i \ 2 

En la différentiant par rapport à <p, on trouve 
^sincp i \ / rsincp ^coscpN 

b'2- ~ a - r - b ) \ ^ 1 b2 y 

Le premier facteur donne comme enveloppe l'ellipse ( E ) , 
résultat évident a priori; le second donne la vraie enveloppe, 
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qui se trouve ainsi définie par l'équation 

¿rsincp ycoscp 
a 2 b2 ~ 

et l'équation (4 ) . 
De ces équations on déduit 

I _ 2 a2 ( a - f - b ) c o s Cp 

\ ' ~~ a- cos2cp H- ¿>2 sin2cp -+- (a -h ¿>)2 ' 
^ j _ i b2(a -+- b) sincp 

( y "" a 2 cos2cp -+- 62 sin2cp -+- (a -h b)« ' 

et ces valeurs ne satisfont pas à l'équation de la kreuzcurve. 
Les coordonnées d'un point de l'enveloppe, en fonction du 
paramètre cp, sont données par les relations (5) . Pour obtenir 
l'équation de cette enveloppe, il faut éliminer cp entre el les; 
mais on n'arrive pas à une équation plus simple ni plus facile 
à discuter que les relations el les-mêmes. 

QUESTION. 

2243. Enoncé complété (voir 1910, p. i43) . — Étant donné 
deux droites D et A rectangulaires, ne se rencontrant pas, et, 
dans un plan perpendiculaire à D, un cercle G ayant son centre O 
sur cette droite, on considère la surface réglée du quatrième 
ordre ayant pour directrices D. A et G (bien connue en sté-
réotomie comme constituant l'intrados de la voûte dite 
arrière-voussure de Montpellier). 

Démontrer géométriquement : 

i° Que la section de cette surface par tout plan perpendi-
culaire à D est une conchoïde de Nicomède de pôle O. 

2° Que la section de la surface par tout plan P contenant le 
diamètre de G parallèle à A est une conique dont la projection 
sur le plan II de G rencontre ce cercle en deux points fixes, 
réels ou imaginaires, admet pour foyer le point O et pour 
directrice correspondant à ce foyer la projection, sur le plan II, 
de la trace du plan P sur celui mené par A parallèlement à II. 

M . D'OCAGNE. 
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Questions (depuis l'année 1842 jusqu'à 1910 inclusivement) 
qui restent non résolues à la fin de 1915. 

62 126 266 333 383 400 424 
546 554 592 893 598 604 617 
643 693 703 724 729 730 731 
732 772 774 791 805 812 815 
820 821 848 852 859 861 880 
888 891 892 893 895 bis 947 967 
989 999 1000 1004 1007 1008 1015 

1035 1042 1058 1063 1074 1078 1092 
1105 1107 1108 1149 1206 1234 1236 
1256 1305 1321 1361 1363 1365 1366 
1390 1392 1393 1394 1402 1403 1435 
1438 1439 1440 1441 1442 1443 1444 
1445 1446 1447 1471 1483 1486 1490 
1502 1503 1508 1510 1511 1519 1522 
1523 1527 1528 1530 1564 1571 1585 
1588 1596 1599 1600 1609 1614 1629 
1631 1647 1650 1660 1672 1686 1687 
1688 1689 1690 1691 1692 1693 1694 
1695 1705 1710 1715 1721 1731 1738 
1747 1751 1754 1761 1762 1763 1775 
1776 1777 1779 1784 1785 1810 1811 
1820 1821 1824 1825 1826 1828 1832 
1837 1838 1839 1847 1850 1852 1854 
1856 bis 1859 1864 1876 1884 1885 1886 
1889 1890 1892 1908 1909 1910 1911 
1914 1915 1937 1944 1950 1956 1957 
1988 2003 2010 2012 2015 2038 2039 
2045 2057 2065 2096 2114 2116 2141 
2145 2151 2152 2156 2161 

La comparaison avec le Tableau publié précédemment ( i g i 5 , 
p. 246) montre qu'un nombre notable de questions ont été 
récemment résolues, grâce aux efforts de nos lecteurs. 

Nous les en remercions, et nous comptons sur leur persé-
vérance. 



( 4g ) 

[ P ' i c ] 

ÉTUDE ÉLÉMENTAIRE SUR L'HOMOGRAPHIE PLANE 
DE PÉRIODE TROIS ET SUR UNE SURFACE CUBIQUE; 

P A R M . LUCIEN G O D E A U X . 

Considérons, sur une surface algébrique F , une 
involution d'ordre n, c'est-à-dire un système algé-
brique, doublement infini, de groupes de n points de 
la surface, tels qu'un point de la surface n'appartienne, 
en général, qu'à un seul de ces groupes. En général, 
une involution appartenant à une surface algébrique 
possède oo' points de coïncidence, c'est-à-dire oo' points 
comptant pour plus d'une unité parmi les n points des 
groupes auxquels ils appartiennent respectivement. 
Cependant, certaines involutions peuvent ne posséder 
qu'un nombre fini, éventuellement nul, de points de 
coïncidence. Supposons que l'involution d'ordre rc, 
donnée sur F , jouisse de cette dernière propriété. 
Deux problèmes se posent : 

i° Déterminer une surface normale <ï>, image de 
Vinvolution (c'est-à-dire dont les points correspondent 
birationnellement aux groupes de l'involution) et étu-
dier ses singularités ; 

2° Déterminer les conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu' une surface algébrique soit Vimage 
d'une involution, appartenant à une surface algé-
brique, ayant un nombre fini de points de coïnci-
dence. 

Nous avons consacré à l'étude de ces problèmes 
Ann. de Mathèmat4e série, t. XVI. (Février 1916.) 4 
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plusieurs Mémoires, parmi lesquels nous citerons les 
suivants : 

i° Sur les involutions douées d'un nombre fini de 
points unis, appartenant à une surface algébrique 
(Rendiconti R. Accad. Lincei, ic r semestre 1914); 

•2° Mémoire sur les involutions appartenant à une 
surface de genres un (Annales de VEcole Normale 
supérieure, 1914); 

3° Sur les involutions appartenant à une surface 
de genres pa= Pg — o, l\j = 1 {Bull. Soc. math, de 
France, 1910); 

4° Mémoire sur les surfaces algébriques de genres 
zéro et de bigenre un (Bull. Soc. math, de France, 
1 9 1 6 ) ; 

5° Sur les involutions de genres un et cle seconde 
espèce appartenant à une surface de genres un 
(.Annales de l' Université de Jassy, 1915 ) ; 

6° Mémoire sur les surfaces algébriques doubles 
ayant un nombre fini de points de diramation 
(Annales de la Faculté de Toulouse> 19 14) . 

A ces travaux il« faut ajouter des recherches de 
MM. Enriques et Severi qui ont d'ailleurs été le point 
de départ des nôtres : 

F . E N R I Q U E S et F . S E V E R I , Mémoire sur les surfaces 
hyper elliptique s (Acta mathematica, 1 9 0 9 ) . 

Dans la première de nos études citées, nous avons 
notamment démontré que toute involution appartenant 
à une surface algébrique, douée d'un nombre fini de 
points de coïncidence, est engendrée par un groupe de 
transformations Irrationnelles de la surface en elle-
même. Sauf dans le Mémoire n° 6, nous nous sommes 
tou jours borné à des surfaces spéciales. Nos recherches 
ultérieures porteront sur des surfaces quelconques. 
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Dans cette Note nous traiterons, à titre d'exemple, 
un cas très simple et bien connu. Notre surface F sera 
un plan et notre involution sera celle qui est engendrée 
par l'homographie plane de période trois. Nous étu-
dierons la surface cubique qui représente cette invo-
lution . 

1 . Soient en coordonnées homogènes 

x\ : x\ : x'^ = x\ : tx2 : £2#3, 

£ étant une racine cubique primitive de l'unité, les 
équations d'une homographie plane de période trois. 

Cette homographie engendre une involution I 3 , 
d'ordre trois. Un groupe de celte involution est cons-
tituée par trois points : 

O,, x2, x;i), (Xi, zx2, z2x3), (Xi, z*x2, ex3). 

1 /involution I3 possède trois points de coïncidence; 
ce sont les points 

(l , o, o) , (o , 1, o) , (o, O, [). 

On peut former aisément des systèmes linéaires de 
colirbes planes composés avec I 3 . Les plus simples sont 
formés de courbes d'ordre trois. 

La cubique 

«300^1 H- <20302*2 -+- «003-^3 -+" 3 a 2 i o ^ i 
-h 3a 2 0 i^' î #3 H- 3 « i 2 o#i x\ -h 
-4- 3 #(02 x\ •+" 3 a 012 "+* 6 «M X\ X2X$ = o 

est transformée, par l'homographie, en la cubique 

«300 ^1 H" « 0 3 0 ^ 3 + «003^3 3£«210^1^2 
-+- 3 £ 2 A 2 0 1 ^ F ^ 3 - H 3 C2 « 1 0 2 ^ 1 ^ 1 O Z X ^ X ' 2 

-h -T-3£2a1 0 2;r2^3 = o. 

Par contre, le système des cubiques planes contient 
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trois systèmes linéaires composés, avec I 3 , ce sont : 

( 1 ) XJ x\ -H \<>x\ -F- X3ÎF3 X4 «27I 372 # 3 = O ; 

(2) jjL^J^-i- pLa^l373-4- 1*3X3X1 ~ o; 
( 3 ) v 1 x\ X3 -4- v2 x\ xi -h v3 x% x2 = o. 

Le premier seul de ces systèmes est dépourvu de 
points de base et est donc de degré 9. 

2. Surface cubique image de 1 3 . — Rapportons 
projectivement les courbes 

XJ -4- X 3 0 7 | 4 - X 4 ^ 1 0 7 2 ^ 3 = O 

aux plans 
>V! X 1 -4- X2X2-4- X3X3-4- X;X4 = O, 

d'un espace linéaire à trois dimensions. Nous obtenons 
ainsi une surface du troisième ordre <I>, d'équation 

X , X 2 X 3 = X ! . 

A. un point de cette surface correspond un groupe 
de I, et inversement. On obtient donc une surface 
image de I 3 , du troisième ordre. 

3. Etude d'un point de diramation de — À un 
point de coïncidence P du plan , x 3 ) correspond, 
sur <ï>, un point de diramation P' qui est un point sin-
gulier de cette surface. Nous allons étudier la singula-
rité de P'. Nous supposerons, pour fixer les idées, 
que P est le point ( 1 , 0 , 0 ) . Alors le point P' est le 
point ( 1 , o, o, o). 

Considérons une droite 

+ a 2 3 7 2 •+• U3X3 = o, 

passant par P, et ses transformées 

« 2 ^ 2 H - = o , za.2x2^r a3Xs= o, 
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au moyen de l'homographie. Ces droites diffèrent, 
lorsque a2l ne sont pas nuls; elles coïncident si l'une 
de ces quantités est nulle. Cela signifie que si un point 
du plan s'approche de P dans une direction différente 
des directions x z = o , ses conjugués dans I 3 

s'approchent de P suivant deux directions différentes. 
En d'autres termes, un point infiniment voisin de P 

n'est pas un point de coïncidence de I 3 , exception faite 
pour les points infiniment voisins de P dans les direc-
tions X2 =0, X3 = O. 

Considérons une courbe 

( 4 ) "+" -+" = O 

du système (i) passant par P. Cette courbe possède un 
point double en P et ses deux branches touchent les 
droites x2 = o, = o. 

A la courbe (4) correspond sur une cubique, 
section plane de cette surface passant par P'. Cette 
cubique possède, en P', un point double à tangentes 
distinctes. En effet, à un point Q de la section de <ï> par 
le plat) 

X2 X2 4- X3 X3 -h X; X4 = o 

correspondent trois points de la courbe (4), Q.a» 
Q.v Lorsque le point Q s'approche de P' (sur la section 
plane considérée), les points Q h Q 2 , Q 3 s'approchent 
de P, mais tous trois sur une même branche de la 
courbe (4), puisqu'ils doivent coïncider en un point 
infiniment voisin de P sur cette branche. A chaque 
branche de la courbe (4 ) correspond donc une branche 
de la section plane considérée sur en P'. Par suite, 
les sections planes de <I> passant par P' ayant en ce point 
un point double à tangentes distinctes, la surface 4> 
possède en P' un point double non uniplanaire. 

Il y a oc' courbes (i) ayant en P un point triple. Elles 
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ont pour équations 

A3irjS = o 

et sont donc dégénérées en trois droites. Comme nous 
l'avons vu plus haut, ces trois droites sont transformées 
les unes en les autres par l'homographie. 

A cette courbe (i) spéciale correspond, sur <ï>, la 
section de cette surface par le plan 

X2X2- i- X 3 X 3 = O. 

Cette section plane possède un point double à tan-
gentes confondues en P', car à un point de la seclion 
infiniment voisin de P' correspondent, sur le plan 

trois points infiniment voisins de P, mais 
situés chacun sur une des trois droites dont il vient 
d'être question. 

On en conclut que : 

En chaque point de diramation, la surface <ï> pos-
sède un point double biplcinaire. 

Effectivement, l'étude de l'équation de la surface 
conduit au même résultat. En P7, par exemple, <ï> a un 
point double dont le cône tangent se décompose en les 
deux plans X 2 = o, X 3 — o. 

4. La surface est évidemment normale, car le sys-
tème des courbes (i ) est complet. En d'autres termes, il 
n'est pas possible de trouver une courbe de ce système, 
c'est-à-dire une cubique invariante pour l'homographie 
et n'appartenant pas au système (2), (3), qui ne puisse 
être représentée par l'équation (1). Nous avons par 
suite résolu le premier problème. 

IJ in vo lut ion d'ordre trois engendrée par une 
homographie plane de période trois, peut être repré-
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sentée par une surface cubique possédant trois points 
doubles biplanaires. 

o. Deux systèmes de cubiques gauches tracées 
sur <ï>. — A une courbe (2) ou (3) correspond, sur <ï>, 
une courbe dont nous allons rechercher la nature. 

Une courbe (2) rencontre une courbe (1) en neuf 
points formant trois groupes de I 3 , par suite, la courbe A 
correspondant à cette courbe (2) rencontrera une sec-
tion plane de $ en trois points. Mais la courbe A ne 
peut être plane, sans quoi elle aurait pour transformée 
une courbe (1); la courbe A est donc une cubique 
gauche. 

Une courbe (1) passant par le point (1, o, o) rencontre 
tme courbe (2) , en dehors du domaine de ce point, 
en six points formant deux groupes de I 3 ; par consé-
quent, un plan passant par le point (1 , o, o, o) rencontre 
la courbe A, en dehors de ce point, en deux points. 
On en conclut que la courbe A passe par les trois points 
doubles de <ï>. 

Une courbe ( 1 ) ayant un point triple en (1 , 0 ,0) , 
c'est-à-dire décomposée en trois droites, rencontre une 
courbe (2) en deux groupes de l3 en dehors du do-
maine de ce point. Le plan 

Xv X2-i- A;i X3 = o 

rencontre donc A en deux points en dehors de (1 , o, o, o) 
et par suite la courbe A ne touche pas la droite 

X 2 = X 3 = O. 

On pourrait raisonner de même sur les courbes cor-
respondant, sur anx courbes (3). On voit donc 
que : 

7/ exista, sur la surface deux réseaux de 
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cubiques gauches passant par les points doubles de 
la surface, mais n'y touchant pas la tangente prin-
cipale. 

6. Il convient d'étudier de plus près ces réseaux de 
cubiques gauches. Nous étudierons celui qui corres-
pond au réseau des courbes (2 ). Suivant l'usage adopté 
en Géométrie algébrique, nous indiquerons ce réseau 
par | A|, et l'une quelconque de ses courbes génériques 
par A. 

Les courbes 

( 2 ) x\ ,r2 -h [¿2#3 -+- Xi== o 

passent par les sommets du triangle fondamental et 
touchent la droite x2 = o en (1 , o, o), la droite = o 
en (o, 1 , o) et la droite xK — o en (o, o, 1). 

La combe A qui correspond à la courbe (2) est située 
sur les cônes 

( I ) H-J X J -+- ( I 2 X 2 X 3 H - { ¿ 3 X 3 X 4 = O, 

( I I ) [AiXiXi-h f^XJ-H [ a 3 X 1 X 3 = o, 

( III ) HiX,X 2 -H f ^ X 2 X 4 - b k 3 X? = O, 

ainsi qu'on le voit par un'calcul très simple. Ce sont 
les trois cônes projetant la courbe respectivement des 
trois points doubles de la surface <ï>. 

Le cône ( 1 ) , de sommet (1 , o, o, o), touche le 
plan X 3 = o le long de la droite X 3 = X 4 = o , tandis 
que le cône (II) ne touche pas ce plan. On en conclut 
que la cubique gauche A touche le plan X 3 = o en 
(o, i , o , o). De même, A louche le plan X4 = o en 
(o, o, 1 , 0 ) et X 2 = o en ( 1 , 0 , 0 , 0 ) . En d'autres 
termes : 

Dans les domaines des points doubles de la, sur-
face les cubiques A sont tracées sur une nappe de 
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la surface; en ( i , o, o, o) sur la nappe tangente 
à X 2 = o , en (o, i , o, o) sur la nappe tangente 
à X 3 = o , en (o, o, 1 , 0 ) sur la nappe tangente 
à X , = o. 

Remarquons enfin que le réseau | A | esl d<* degré un. 
En effet, deux cubiques (2) ont en commun, en dehors 
des sommets du triangle fondamental, trois points for-
mant un groupe de I 3 . Les deux courbes A qui corres-
pondent aux courbes considérées n'ont donc qu'un 
point commun, variable. 

7. A une cubique plane du plan x2,xz), non 
transformée en elle-même par l'homographie, corres-
pond sur <ï> une courbe elliptique d'ordre 9, découpée 
sur cette surface par une surface cubique. Les coeffi-
cients de l'équation de cette dernière surface sont 
d'ailleurs des fonctions des coefficients de l'équation de 
la courbe considérée. 

Pour le faire voir, considérons la cubique 

Cp! = S CliklX\ x\xl
% = o 

(i' + A ' - f / = 3 ) . 

L'homographie la transforme successivement en les 
cubiques : 

cp2 = a ik ix \ = 
cp3 = Sssfc+'a/yt/.r'j x%x^ = o. 

La courbe 

( 5 ) 9 , ^ 2 . ( 0 3 = 0 

correspond donc, sur <ï>, à une courbe C en correspon-
dance biralionnelle avec chacune des cubiques cp, = o, 
f 2 = 0, <p3 = o. En effet, à un point de C correspondent 
trois points du plan x 2 , #3) situés sur chacune des 
trois cubiques considérées. G est par suite elliptique. 
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La courbe (5 ) renconlre une courbe (i) en neuf 
ternes de I 3 , donc C est bien d'ordre 9. 

Remarquons qu'il existe, sur cp, = o, par exemple, 
neuf couples de points auxquels correspondent les 
mêmes points de C. On en conclut que la courbe C 
possède neuf points doubles variables en des points 
simples de (Les couples de points dont il est ques-
tion ici forment les dix-huit points d'intersection de 
çp1 = o avec <p2 ~ o et co3 == o). 

Faisons varier la courbe ® t = o d'une manière con-
tinue dans son plan jusqu'à ce que son équation 
devienne 

( 1 ) XJ x] -R- \=ix\ -+- X3.RJJ -4- X 4 X T X - 2 x z = O. 

La courbe C correspondante varie sur <I> et se réduit 
à la section de <I> par le plan 

X, X ! -+- X2 X2 -h X3 X3 - 4 - X4 X4 = o 

comptée trois fois, c'est-à-dire à la section de 4> par la 
surface cubique 

( X, X t 4 - X2 X , -H X3 X 3 4 - X 4 X V )3 = O. 

On en conclut que les courbes C sont découpées, 
sur <ï>, par des surfaces cubiques. 

Faisons maintenant coïncider la courbe = o avec 
la courbe 

( 2 ) lX ! xf X2 — ¡JL2 t l X-6 -4- x\X\ = o. 

La courbe (5) se réduit à la courbe = o et la 
courbe C à une courbe A comptée trois fois. La surface 
cubique découpant cette courbe A sur <ï> doit donc 
osculler cette surface en chacun de ses points de ren-
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contre. Cette surface cubique a pour équation 

< K X , , X f , X 3 , X 4 ) = ^ X f X 2 -+- u?> X | X 3 - h t-ij X | X i 

-4- 3<Jtf a 3 X f X , + - 3 î ^ i X J X 2 h - 3 fJt2 X f X 3 

- h 6 ¡ m < i 2 [ x 3 X f h - 3 { i . | | a 3 X 2 X 3 X i 

- 4 - 3 f z j ¡ i , X 3 X , X 4 - + - 3 1 1 ^ 3 X , X 2 X i = o . 

Remarquons que, dans le domaine du point (1 , o, o, o) 
par exemple, la surface A = o touche simplement la 
nappe de la surface <ï> tangente à X 2 = o . 

8. Considérons la surface F , d'ordre 9, située dans 
l'espace à quatre dimensions, dont les équalions sont : 

X , X 2 X 3 - X ® , X | = < K X „ x 2 , x 3 , X i ) . 

Entre la surface et la surface F , nous avons une 
correspondance ( 1 , 3). Quels sont les points de <É> de 
diramalion pour cette correspondance, c'est-à-dire les 
points de <ï> auxquels correspondent trois points coïn-
cidents de F . 

Une première condition que ces points doivent véri-
fier, c'est évidemment X 5 = o, c'est-à-dire 

¿ ( X „ X 2 , X „ X 4 ) = 0 . 

Mais nous avons vu que cette surface oscullait <î> en 
chaque point de rencontre, sauf dans le domaine des 
points ( 1 , o, o, o), (o, 1, o, o), (o, o, 1 , o), où elle touche 
une des nappes de la surface. 11 n'y aura donc dira-
mation qu'en ces points de contact simple. 

On voit donc qu'il y a trois points de diramalion et 
que la surface F est par suite irréductible. 

Nous démontrerons actuellement que la surface F est 
rationnelle. 

Posons 

X j X 2 X 3 X i X 5 

x'\ x\ ~~~ ~~ XxXiXz ~ iiix'fxî-ï- ii2x$x3-\- JJhx'jxx 
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Ces formules font correspondre à un point du 
plan x 2 , #3) point de F . Inversement, à un 
point de F correspond un point du pian (xK, x2) x9). 

En effet, on a successivement 

P 

JJTI x \ x 3 X i - + - ,U 2 X 2 U 3 ¿P?372X3—• •—X4X5, ? 

A R J X I X J - H JJI2.rf ¿ r 2 X 2 X 3 - h JJL3 ÎPH a r 3 X 3 X I = I X F X 3 . 
P 

On en déduit, en posant 

A = 

A , = 

A 2 = 

As = 

p A 

(¿1 (¿2 
^ X 3 L L J X ! X 2 

(¿2X2X3 ( J. 3 X j X3 JJL, Xi X2 

ï f̂ î (¿3 
X 4 ( j . , X i ( ¿ j X 2 

Xf jisXiXa fZiXiXj 

(¿1 i (¿3 
( ¿ 3 X 3 X 4 ( ¿ 2 X 2 

(¿2X2X3 XJ f̂ i x t x2 

[X! (¿2 I 

(J.3X3 F̂L X J X ; 

(i.2X2X3 ¡^XjXs Xf 

i X5A2 x ; x 3 = I x 5 A , 

D A 

» -»"-5 a3 
= 7—, 

Mais on a 

* ? = - X „ x\ = - X 2 , 0 

par suite, 

xx X , A 

X 2 X 5 A I ^3 
X 2 A 

X 5 

X 3 A 

x 5 A 3 
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On en déduit, par exemple, 

3Cj __ x2 __ x3 
X,X2A* X2XS AAi ~ Xi At ±2 ' 

On voit qu'entre la surface F et le plan (x,, x2, x9) 
il existe une correspondance birationnelle. La sur-
face F est donc bien rationnelle. 

La transformation 

p X ' ^ X , , PX'2 = Xt, pX'3 = x3 , 
p X'4 = X4, pXg = eX5, 

qui engendre sur F ¡'involution dont <ï> est l'image, a 
pour correspondante, dans le plan (xt, x2l #3), 

x\ = xf.2 : x'<6 = X\ : zx2 : e2.r3. 

9. Pour résoudre le second problème proposé, remar-
quons qu'une surface cubique, possédant trois points 
doubles biplanaires ordinaires, ne peut pas nécessai-
rement être représentée par l'équation 

X , X 2 X 3 = X * , 

c'est-à-dire que les trois couples de plans tangents à la 
surface aux trois points biplanaires ne sont pas néces-
sairement les faces d'un trièdre ; mais une surface jouis-
sant de cette propriété peut au contraire toujours être 
représentée par une telle équation. Par conséquent : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu?une 
surface cubique soit rimage d'une involution plane 
d'ordre trois, engendrée par une homographie de 
période trois à trois points unis, est quelle possède 
trois points biplanaires ordinaires, les plans tan-
gents à la surface en ces points étant les faces d'un 
même trièdre. 
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[ I 1 9 a ] 

DISTANCES, EN RNHIftRES ENTIERS, DE TROIS POINTS 
ET DE LEUR CENTRK ISOGONE A 1 2 0 ° ; 

PAK M . A . G É H V K D I N . 

Le problème suivant a été déjà traité depuis long-
temps, mais je suis parvenu à une solution nouvelle et 
inédite qui pourra intéresser nos lecteurs : c'est ce qui 
m'a déterminé à en présenter l'étude. 

Supposons un cercle de centre O, et appelons A, 
D, E, les sommets du triangle équilatéral inscrit. 

Trouver des points B sur OD et C ¿¿//OE, tels que 
les six lignes a, b, c, y , £ soient représentées par 
des nombres entiers, et donner des formules géné-
rales du problème. CE et BD sont aussi entiers. 
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Puisque les angles en O ont tous 120°, ce problème 

prend la forme suivante : 

x2 -+- xy -f- y2 — a2 

x2 -f- xz -h z2 = b2 
y2-h yz -b z2 = c2. 

Tel est le système à résoudre, mais, avant de le trai-
ter, rappelons quelques phases du problème. 

Résumé historique et bibliographique. 

Le n° 3, Vol. Ht de The Mathematician, 
probl. CXLVI , p. I64-I65 de juillet 1848 [Ed. Ru-
therford et Fenwick, 1856, chez Spon, à Londres], 
a donné la solution du problème suivant de Weddle : 
« If the squares of the sides of a triangle be in arith-
metical progression, the lines drawn from the angles 
to a point within the triangle so as to make equal 
angles with each other, are in arithmetical progres-
sion. » 

Les nos 4 et 5, Vol. I, janvier et juillet 1880 de 
The Mathematical Visitor (fondé en 1879 à Washing-
ton par notre confrère M. Artemas Martin), ont publié 
d'intéressantes notes sur le problème 1 2 3 du D r David 
S. Hart, M. A., Stonington, New London County, 
Connecticut, posé dans le n° 3 ( de »879), Senior 
Department : « To find three whole numbers such that 
the sum of the squares of any two of them increased 
by the product of the same two shall be a rational 
square. » 

Ce journal a publié, p. to5-io6, 129-180, les solu-
tions : 

N° 1 du Rév. U. Jesse Knisely, Ph. D., Newcomer-
stown, Tuscarawas Countv, Ohio; 
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N ° 2 d'Artemas Martin, M. A . ; 
N° 3 de l'auteur du problème, Hart; 
N° 4 de Reuben Davis, réponse dont je n'ai pas con-

naissance. 

Voici le résumé des trois premiers articles : 

N° 1 . On a successivement (après rectification), 
suivant les calculs et la numérotation de Knisely, 

(4) 4(#2-h xy -hjK2) (x2-±- xz -f- z2) = 4a262, 

( 5) xy -4- xz — yz — a 2 - f - b2 — c2 . 

Retrancher le carré de (5) de l'expression (4) ; d'où 

( 6 ) xy -h xz -hyz = ~ A, 

en posant 

(10) 12 a 2 ¿>2 — 3 ( a 2 + è 2 — c2 )2 = A2. 

On aura de même 

( 7 ) x2y2-h z* = - ( a 2 -f- -b c2 ) — \ A. 2 D 

En posant 

(11) = B2, 

on en déduit 

Bx = a 2 - i - 6 2 — c 2 ± ^ A, 

B j = a 2 - f - c 2 — A, 

B s = 6 2 - h c2 — a 2 = t ^ A. 

L'auteur fait ensuite les transformations 

a = (i — n)b, c — n)b, i — 4n2 == (i — pn)* ; 
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d'où 

ip À _ 3 p2 — 12 
" = /?2 -f- 4 ' ~~ 4 

Il est enfin conduit à 

3 / ? 2 - h i 6 = ( 4 - h ç r p ) 2 ou = 

Pour avoir des valeurs positives, il faut < 

avec q = — 2, p = 16, on trouve la solution 

37 = 195, y = 264, ~ = 32,5. 

Je reproche à ce procédé d'être un peu ardu et aussi 
de nécessiter des calculs de limites, pour avoir des 
solutions entières et positives. J'ajoute qu'il est facile 
d'en tirer des solutions générales; mais si une simpli-
fication, qui me semble bien improbable, ne se présente 
pas, l'identité finale nous donnera pour chacune de nos 
six inconnues initiales une fonction homogène compli-
quée du huitième degré entre deux variables auxi-
liaires. On calculera seulement ces valeurs le jour où 
Fon écrira la solution définitive et complète de cette 
question. 

N° 2. M. Arlemas Martin écrit 

9 (P V 1, . X 7 2 -4- 2 pei x2-\- xr 4 - y 2 = ( — X — r d ou - ~ 1 — , 
J W J 1 y P*-q* 

mais il particularise immédiatement en posant 

p — q = I, x = 5ni, y = >///, 3 = w m, 

d'où Véquation double 

25 -+- 5 w -r- cv2 = D2 , 9 + 3 w + (v2 = E2. 

L'auteur pose 5 (2 /1 + 1) w = — , 
n2 — 1 

de Mathémat., 4e série, t. XVI. (Février 191G.) 5 
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d'où 

9 3 o / i 3 - b 97n 2 -\- 70n -+- 19 = F 2 

avec 
F = 5 / i - f - a 

2 
et 

a = 19, b = o, n = ^r , m — 65, 

il obtient 
x = 325, ^ = 195, 2 = 264; 

mais il ne faudrait point particulariser, si l'on voulait 
obtenir des solutions générales. 

N° 3. Hart est amené, avec 
/ ^ p q -+-x = m2 — n2, v = 2 H- n2, 2 — ^ — x, 
\ />2—?2 / 

à écrire 

Après développement par rapport à p, il pose 

d'où 

G = yp2-h ^ -f- xy -
A/ 

„ 3 x - h o y 
r 

Posant 
p s a ~ 4 r 

3 a?-}-5 v /> = * ; q 
4r 

il écrit maintenant 

d'où il tire 
^ = 9^3 ,3^2y 27xy2 •+-15^3 

L'auteur termine par une analyse classique, et donne 
trois solutions dont la dernière est 264, 44°> 325. 
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Ces valeurs générales de p et q sont intéressantes, 
mais nous ferons encore un reproche à cette méthode. 
On voit que z sera une fonction du septième degré 
en x et y, c'est-à-dire que l'identité finale donnera 
pour chacune des six inconnues initiales une fonction 
homogène du quatorzième degré. 

Dans les « Mathematical Questions and Solutions, 
from the Educational Times... », on trouve la solu-
tion (new series, Vol. XI , 1907, p. 20-26) de la ques-
tion 7464 de M. G. Heppel, M. A. 

« Find positive integral solutions, as small as pos-
sible of the equations 

x2-\-xy -+-JK2 = w2, y 2 -4- yz + p2, z1 -4- zx -4- x2 = m2. 

[The proposer has not as yet found any smaller num-
bers than 

# = •27265, y = 13464, ¿ = 39360, 
w = 35941, p = 47544, u = 5 8 o i 5 . ] 

M. R.-F . Davis, M. A. , résout 

U2 -4- UV 4- V2 = H2 

en entiers positifs, en posant 

U = /?2 — ip — 3, V - \p, 

d'où, avec p et q > 3, 

x = <l(p*— V — 3), y = 4 pq, Z = P(q2— iq — 3). 

11 reste à rendre carrée l'expression 

PV (pç — 3 ) f />2 -+- pq -4- qî— G(p -h q ) -4- 3] -4- 9 ( p -f- q )K 

Exemple : 
23 29 # 



( 68 ) 
d'où 

x = 435, y — 4669, 2 = i656, 

(^ = 4901, P = 568I, 11 = 1911. 

M. le lieutenant-colonel R. E. , Allan Cunningham, 
de Londres, indique dans une Note insérée à la suite de 
cette réponse, que L. Euler ( C o m m e n t . Arith. Coll., 
Vol. II, p. 414-4 17) a résolu une équation similaire. 

M. Cunningham ajoute la solution suivante : 

x — 9G0, y = — 1064, z — 665, 

(> = 931, 11 = 1415, w — 1 o 16 

et dit qu'il est difticile de trouver par cette méthode 
des nombres tous positifs. 

Il faut voir aussi, en général, pour l'étude des triples 
équations et des doubles équations la traduction de 
YInventum Novum de J . de Billy ( Œ u v r e s de Fer-
mat, t. III). 

Pour lerminer ce bref historique, on peut dire que, 
si la forme du problème admettait un nombre négatif, 
on en obtiendrait immédiatemen t de nombreuses iden-
tités, l'emploi d'une méthode quelconque fournissant 
immédiatement des solutions. 

Ce problème que l'on peut classer parmi les ques-
tions ardues d'analyse indéterminée en entiers positifs 
mérite d'être approfondi, et nous espérons que de nou-
veaux chercheurs feront bientôt connaître des solu-
tions générales inédites et compléteront peut-être 
cette bibliographie condensée. 

Je note d'abord certaines remarques : si nous con-
naissons une solution 

(O a 2 a j i -b 3 2 = A2 
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particulière ou générale, nous aurons aussi 

O -f- {i)s — a ( a 4- ¡3) H- a2 = A2 

(a -4- 3 j2— -f- 3)-f- = B2. 

Les nombres a et ¡i étant connus, le problème se 
ramène à la simple résolution en positifs, entiers ou 
fractionnaires, de Y équation double 

(•>:) x2-{- ZX CL2 = B2, 
(3 ) .r2-h 3.r S2 = C 2 . 

Nous connaissons plusieurs procédés simples : 

I. En posant 

H = X -h w, 

nous arrivons à l'équation 

a• — 2 8 w3 -f- ( 4 ¡3* -4- oe3 — 2 a2) u2 
— (4aB — - H * 4 — a 3P + a 2 ^ 2 ) -= D2. 

Le coefficient seul de ur> étant carré, je pose 

D = u2— ¡3u -h I ( 3 ¡3*-h ot(3 — 2 a 2 ) 

et l'on retrouve ainsi la solution de Hart. 

II. On peut écrire aussi 

I> = 3m-J-/.-

et Ton obtient alors une équation de condition, où l'on 
doit prendre alternativement pour a et [3 leurs valeurs 
générales f 2 — g2 et g2 4- 2 f g : 

-h[a*(a* — «p -f- — = o. 

En annulant le coefficient de M2, on retrouve le cas 
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précédent; en posant 

¿ = 2a¡S —a», 
on trouve 

u = a, D = a ¡3, x = o. 

Enfin, il faut rendre carr<' le déterminant de cette 
équation, où k peut être fractionnaire. On sait qu''une 
seule solution initiale suffit pour en obtenir une infi-
nité d'autres, et cette solution est toujours facile à 
obtenir, même mécaniquement et entière, par mes 
procédés. 

111 . En posant 

on obtient 

B = a — -

q* H- ipq 
x = a '-JL 

2 — , . p 
et alors (3) s écrit 

(4) ipq) 

-f- 2 p q y = D2 . 

Cette équation de condition (4) étant de la forme 

U2 -+- 3 V2 = W 2 , 

on pourrait donc aussi l'étudier en posant 

V = 2rs , U = /'2— 3s2 , W = /*2-f- 3 s2. 

IV. L'étude des équations doubles est intéres-
sante à faire, d'abord par les procédés classiques, et 
ensuite par des-recherches nouvelles. 

J?ai remarqué, en commençant cet article, que 

x = - ( a -+- ¡3) 

nous donne une solution du système (2), (3) ; je 



poserai donc en général 

a? = 
et il suffira que 

pour avoir des solutions positives. 
J'obtiens alors une équation de condition de la 

forme 

( 5 ) ¿4— M Ni* — M A21 -H A* == D2 

avec 
M = 3 ( A + P) , a « - + - A P - + - P 2 = A « , 

N = 2 A2H- 2a2-+- 5ap 2 p2. 

Cette forme (5) est la plus intéressante, car elle nous 
mène à trois cas subsidiaires : 

2 
2° D = Î 2 + Î Î + A 2 , 

3° D = A2 — - Mi -f- nt*. 
2 

que je vais étudier successivement. 

i° En posant 

m = a - f i ) 2 , 

j'en tire 

^ = _ 3a 2 -MoaP-+- 3P2 __ _ (3a -4- ft)(a 3 ¡3) 
8 ( a + p) ~ 8 ( a - f - p ) 

qui nous conduit, a^ec des solutions négatives, à des 
identités du quatrième degré, puisque 

Exemple : 

x = 80, jk = 48, * = — 63. 
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Nous avons alors 

(2S 4- 3a -H — ( 2 a » - f - 5 a p - h 2 p * ) ] i 

4 - A 2 ( 2 S 4 - 3 a 4 - 3 ) = o. 

En écrivant que son déterminant est un carré parfait, 
on retrouve soit le cas général d'un triangle rectangle, 
soit une nouvelle équation de la forme 

s4 -f- es3 4- fs2 -h gs -h / = R2 

que l'on sait résoudre. 
Voici la solution cherchée : 
On pose 

d'où 
, EN 8A»-h(q-P)» _ ( g + p ) ( 3 a 2 - f - 2 ^ + 3 p 2 ) 

* i 6 A 2 - ( a - P)« "" ( 5 a 2 + 6ap -h 5[i2) 

Pour que a soit positif, il suffit d ' a v o i r / > g; # est 
évidemment positif, et l'on trouve ainsi : 

* = ( / 2 ~ S* ) ( 5 / * -h i * / « * H - 1 6 / 2 ¿r2 -+- 8 /r® 4- 4 .), 
y = (¿r2 4- a / * ) ( 5 / 4 4 - 1 2 / 3 g - m 6 / 2 ¿r2 4- 8/r® -+- 4 g* ), 

« - ( / 2 ) ( V 4 / 3 <r + B / 2 h- 8 / ^ + 4 ^ ) , 

« = ( /
2

 + / ¿ r H - ) ( > / * + 1 2 / 3 ^ -+- 1 6 /
 2

¿ r
2

 - h 8 / ^ 3 4 ^ ). 

Les valeurs générales de b et c se calculent facilement : 

b = 7 / 6 h- » 9 / * tf •+• * V 4 ¿'2 H- 1 6 / 3 ¿r3 h- 8 / 2 -h 4/S"3 + 4 ff*, 

c = 3 / 6 - b - 1 5 f » g 4- 4 3 / V
2

- f - 5 6 / 3 4 8 / i ^ - h 2 0 / ^ 4 - 4 ^ 6 . 

et l'on voit, en général, que l'on aura 

b 4 - c — ia. 

Les nombres ¿>, c, sont donc en progression arith-
métique, et ceci n'a pas lieu pour x, y, z. 

Voici quelques solutions numériques; il faut ton-
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jours prendre a et p premiers entre eux, sinon on 
retrouve des nombres déjà vus; de même, il sera facile 
de généraliser la remarque suivante : / = 5 et g = 2 
donnent la même solution que / = 3 et g = i . 

/ = a S — 1 a r = 19Ì y — 325 Z = 2 6 4 

3 1 7 2 0 8 6 307 6765 

3 2 9425 3o 1 6 0 21 o63 

4 3 12 383 • )83 7 7 38760 

On ne peut prendre g <C o, car il y aurait un nombre 
négatif; de plus, avec f > g\ et / , ¿»fractionnaires, on 
retrouve les mêmes solutions. 

On aurait pu, au lieu de poser 

effectuer immédiatement le produit (2) ( 3 ) ; on aurait 
ainsi les identités suivantes, obtenues par un autre pro-
cédé. 

Ayant une solution particulière ou générale 

x = a, y = iï, z = Y 

nous aurons aussi 

x = y = Pï, » = va. 

Voici donc de nouvelles identités, provenant de a 
solution générale précédente; on ne peut pas réitérer 
ce procédé. 

Les nouvelles valeurs générales de a , b, c sont dans 
l'ordre 

ca, a y; 
on aura ainsi 

* = g + lSfigt+îfgi+W), 

y = (/2 - ¿r2) (/2 H- *fs) (3/^ H- 4 / » g4- 8/* g* + 8/^3 4 
- = ( / « H - a / * ) + a / * ) ( 3 / 4 h- 4 / 3 7 / 2 8 /^3.4- 4 
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Application, f = 2, g = 1 ; triangle 264, 325, 44°-
Ces formules donnent de nouvelles solutions du pro-

blème géométrique posé et permettent de généraliser 
la question, au point de vue analyse indéterminée. Il 
sera maintenant facile de chercher d'autres identités. 

11 sera intéressant de voir si d'autres éléments de ces 
curieux triangles sont entiers, ou s'ils ont certaines 
propriétés spéciales. 

J'ai aussi trouvé des identités pour un problème ana-
logue qui se ramène à l'étude en nombres entiers du 
système 

x 2 — x y - h y 2 = a 2 , 

x2 — xz -h z2 = b2, 

y2 —yz z2 = c2. 

[ O l 2 e ] 

CONSTRUCTION DU CENTRE DE COURBURE 
DE L'HYPERBOLISME ET DE L'AFFINE D UNE COURBE DONNÉE; 

PAR M . F . B A L I T R A N D . 

Soient x et y les coordonnées d'un point m d'une 
courbe (m) et X , Y celles d'un point M d'une 
courbe (M). Si ces dernières sont liées aux précédentes 
par les formules 
/ V Y X Y (I) x = X, y = —, 

la courbe (M) est dite Y hyperbolisme delà courbe (m) (* ). 

( l ) Au sujet de la définition et des propriétés de Phyperbolisme 
et de l'affine {d'une courbe se reporter à un article de M. Goor-
maghtigb (Nouvelles Annales, 1913, p. 4o4 et 407). Consulter aussi le 
Traité des courbes spéciales remarquables de M. Gomès Teixeira 
(t. I, p. 95, 99 et passim). 
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Nous nous proposons de construire géométriquement 
le cercle oscillateur de (M) en M connaissant celui 
de (m) en m. 

M. Goormaghtigh a donné dans les Nouvelles An-
nales une solution de ce problème fondée sur la consi-
dération des courbes intégrales ; celle que nous allons 
indiquer est plus directe. 

La parabole qui a pour équation 

( a ) X1 — OLX — — y = o 

a son axe parallèle à Oy el dépend de trois paramètres, 
a, ¡3, y dont on peut disposer pour qu'elle passe en m 
et y oscule la courbe (m). 

En lui appliquant la formule (i), on la transforme en 
une hyperbole qui a pour équation 

Celle-ci passe en M et y oscule (M). Le problème 

Fig. 

y 

œ 
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revient donc à construire son centre de courbure C en 
ce point. 

Or elle admet Oy comme asymptote et elle coupe Ox 
aux mêmes points que la parabole (2). Pour la déter-
miner, il suffit donc de connaître ces points. 

Si l'on désigne par c le centre de courbure de (m) 
en m, et si l'on prolonge cm d'une longueur 

011 obtient, d'après un théorème connu, un point de la 
directrice de la parabole ('2) et en menant de c*, une 

perpendiculaire sur Oy on a cette directrice elle-
même. Dès lors, la construction du f o y e r / e s t immé-
diate, car il suffit de prendre le symétrique, par rapport 
à la tangente en m, du p o i n t s où //¿M coupe la direc-
trice. En traçant ensuite, avec un rayon égal à la 
distance de la directrice à l'axe O x , un cercle de 
centre on obtient les points a et b communs à Ox 
et à la parabole (2 ). Ces points appartiennent aussi à 

cm 
mcx — — , 

n 
y 
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l 'hyperbole (3) , qui se trouve ainsi déterminée d'une 
façon surabondante; car on en connaît le point M et la 
tangente en ce point, une asymptote, O y , et deux 
points a et b. 

La construction de son centre de courbure C en M 
est dès lors un problème connu, qui a reçu plusieurs 
solutions, et pour lequel nous indiquerons la suivante : 

Les parallèles à Oy, menées par aetb, rencontrent 
la tangente en M en a, et bK \ les parallèles à la nor-
male en M, menées par ces points, rencontrent 
respectivement en a et ¡3 les perpendiculaires élevées 
en M à M6 et M a ; la droite a¡3 détache sur la nor-
male en M un segment égal au diamètre du cercle 
oscillateur en ce point. 

En résumé, on a, pour déterminer le centre de cour-
bure de l'hyperbolisme d'une courbe, la construction 
suivante, qui est assez longue, mais qui s'effectue entiè-
rement avec la règle et le compas : 

On prolonge le rayon de courbure cm de (m) d'une 
longueur mcx == ^ et Von mène par cK une parallèle 
à CXr. Soient et ¡JL les points ou la droite /?«M coupe 
cette parallèle et Ox. Du point / , symétrique de m{ 

par rapport ci la tangente en m, on décrit, avec mK ¡JL 
pour rayon, un cercle qui rencontre Ox en a et b. 
Les parallèles à O y, menées par ces points, coupent 
la tangente en M en a{ et bK ; les perpendiculaires à 
la tangente élevées en ces points rencontrent en a 
et ¡3 celles menées à M b et M a au point M ; la droite a[3 
passe par Vextrémité du diamètre du cercle oscula-
teur en M. 

Pour 1 affine d'une courbe donnée, la construction 
est analogue, mais notablement plus simple. Les for-
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mules de transformation étant 

x — X, y ~ kX (A = const.), 

la parabole (2) a pour transformée une autre parabole 

( 4 ) x2—ax — k$y— y^o 

de même axe que la première. La connaissance du 
point f suffit pour déterminer cet axe etr celui-ci 
connu, la construction du centre de courbure de (4) 
en M n'offre pas de difficultés. 

On peu t notamment, pour l'obtenir, tirer par le point 
où l'axe rencontre la normale une parallèle à la tangente 
en M ; par le point M tirer une parallèle à l'axe et du point 
d'intersection de ces deux droites abaisser la perpendi-
culaire sur l'axe. Elle passe au centre de courbure 
cherché. On a donc la construction suivante : 

Le point fêtant déterminé comme précédemment, 
on mène par ce point une perpendiculaire sur Ox. 
Par le point ou elle rencontre la normale en M on 
tire la parallèle à la tangente en M et par M on tire 
une parallèle à Oy. Du point d1 intersection de ces 
deux parallèles on mène la parallèle à Ox ; elle 
passe au centre de courbure cherché. 

[ L 2 1 4 ] 
P O I N T S D ' I N T E R S E C T I O N D ' U N E S U R F A C E 

DU Q U A T R I È M E O R D R E AVEC L E S A R Ê T E S D'UN T É T R A È D R E ; 

PAR M . G . F O N T E N É . 

1 . T H É O R È M E . — Les vingt-quatre points d'inter-
section d'une surface du quatrième ordre avec les 
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six arêtes d'un tétraèdre vérifient trois conditions 
indépendantes de la surface considérée; trois de 
ces points sont déterminés par les vingt et un 
autres. 

Une surface du quatrième ordre dépend de para-
mètres en nombre 5 X \ X 7 — i, ou 34. Or, le tétraèdre 

o 
étant pris comme tétraèdre de référence, on ne modifie 
pas les traces de la surface sur les arêtes en modifiant 
les termes 

yzt(by ^-cz-^-dt) 

-h xzt{a x -4- c'z -h d't) -h . . . -4- . . . -T- kxyzty 

qui sont au nombre de i3 . Le nombre des paramètres 
dont dépendent les vingt-quatre points en question est 
donc 21 ; ces points vérifient trois conditions. 

C O R O L L A I R E 1 . — Si une surface du quatrième 
ordre coupe les six arêtes d'un tétraèdre en vingt-
quatre points dont douze appartiennent à une qua-
drique S, les douze autres sont aussi ci une qua-
drique S'. 

En effet, par neuf des douze points restants on peut 
faire passer une quadrique S ' ; les deux quadriques S 
et S' forment une S4 qui doit contenir les trois derniers 
points; la quadrique S' passe donc par ces points. Les 
équations des deux quadriques étant S — o, S ; = o , 
1 équation générale des surfaces considérées est 

S. S ' yzt(by + + + k.xyzt = o, 

avec 3i paramètres; a priori la surface doit vérifier 
trois conditions et dépend par suite de 3i paramètres. 

Les douze premiers points vérifient trois conditions, 
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qui sont, par exemple, une condition dans chacune des 
faces DBC, DCA, DAB; le théorème impose trois con-
ditions aux douze derniers points, et il se trouve que ce 
sont trois conditions intrinsèques, analogues à celles 
que vérifient les douze premiers points. 

3 . C A S P A R T I C U L I E R . — Par les douze points de 
rencontre des arêtes d un tétraèdre et cVune qua-
drique S, on peut {de différentes façons) fcure passer 
quatre plans a, [3, y, 3, chacun de ces plans étant 
mené par trois points situés sur les arêtes issues 
d'un même sommet; les quatre droites d intersec-
tion de ces plans avec les plans des faces opposées 
du tétraèdre appartiennent à un même hyperboloïde 
(•condition triple). 

Ces quatre plans Tormenten effet une S4 et les douze 
points que le corollaire I place sur une quadrique S' 
sont trois à trois en ligne droite. — Les traces des 
plans a, (3, y sur le plan ABC rencontrent BC, CA, AB 
en trois points qui sont sur une droite : cette droite 
est la seconde génératrice de l'hyperboloïde dans le 
plan ABC. 

Ce fait et le fait corrélatif ont été donnés par Chasles 
( Aperçu historique, note X X X I I ) . 

3 a. Si la quadrique est tangente aux six arêtes 
du tétraèdre, on a ceci : les poinls de contact étant M, 
N, P, M', N', P', les trois premiers sur les arêtes issues 
de D, et les plans tangents en ces poinls étant m, n , p , 
m\ /*',/>', les quatre droites (MNP, ABC), (MN'P', 
DBC), . . . sont à un hyperboloïde, les quatre droites 
qui joignent le point (m\ n\ p') au point D, le point 
(m1, /i, p) au point A, . . sont à un hyperboloïde. 
On peut dire : dans l'octaèdre hexagonal dont les 
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sommets sont M, JN,, P, M', les quatre droites 
d'intersection des plans des faces opposées sont à un 
hyperboloïde; dans l'hexaèdre octogonal dont les plans 
des faces sont m, /i, p , m', les quatre diagonales 
sont à un hyperboloïde. — L'axe dliomologie du 
triangle M'N'P' et du triangle ABC est la seconde 
génératrice du premier hyperboloïde dans le plan ABC; 
F axe d'homologie du trièdre mnp et du trièdre (#, b, c) 
est la seconde génératrice du second hyperboloïde 
issue de D. 

36. Si la quadrique e>t circonscrite (ou inscrite) 
ati tétraèdre, le fait indiqué au n° 3 (ou le fait corréla-
tif) donne ceci : Liant pris quatre points A, B, C, D 
sur une quadrique, et les plans tangents en ces points 
élant a, y, 8, les quatre droites d'intersection des 
plans o et ABC, a et DBC, . . . , sou ta un hyperboloïde; 
les quatre droites qui joignent le point 13 au point 
(a, ¡3, y), . . . , sont à un hyperboloïde. — On déter-
mine comme au n° 3 les secondes génératrices situées 
dans les plans ABC, . . . , ou issues des points 
( * • ? , - < ) , . . . . 

Ces faits ont été signalés d'abord par Steiner et 
Bobillier ( A n n a l e s de Gergonne, t. XVII I ) . 

3c . Les deux cas particuliers ( 3 a ) et (3b) dépen-
dent encore du théorème général donné par Chasles 
pour deux, tétraèdres qui sont polaires réciproques 
par rapporta une quadrique : les droites d'intersection 
des plans des faces correspondantes sont à un même 
hyperboloïde, les droites qui joignent les sommets cor-
respondants sont à un même hyperboloïde (Annales 
de Gergonne, t. X I X ) . 

4 . C O R O L L A I R E I L — Si une surface du quatrième 
Ann. de \ïalhématûf série, t. XVI. (Février 1916.) 6 
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ordre est doublement tangente à chacune des six 
arêtes d1 un tétraèdre, les douze points de contact 
sont à une quadrique. 

Le mot corollaire indique ici, non une conséquence 
directe du théorème, mais un fait intimement lié au 
théorème; les douze points de contact doivent vérifier 
trois conditions. Si Ton suppose qu'ils sont à une qua-
drique, l'équation de cette quadrique étant S = o, 
l'équation de la surface est 

S2 -4-yzl( by 4- cz 4- dt ) -h . . . 4- . . . 4- . . . 4- k.xyzt — o, 

avec 22 paramètres; or, a priori, la surface doit véri-
fier douze conditions et dépendre par suite de 22 para-
mètres. Ce raisonnement est d'ailleurs insuffisant. 

On a un fait corrélatif: les plans tangents ¿1 la sur-
face aux douze points ou elle touche les arêtes sont 
tangents à une quadrique. 

o. C A S P A R T I C U L I E R . — Si deux quadriques touchent 
l'une et l'autre les six arêtes d'un tétraèdre, les douze 
points de contact sont à une même quadrique, les 
douze plans tangents en ces points sont tangents à une 
même quadrique ( S T E I N E R , Annales de Gergonne, 
t. X I X ) . 

Cet énoncé est, si l'on veut, une réciproque de celui 
que l'on obtient en supposant que, dans le corollaire 1, 
la surface du quatrième ordre est une quadrique 
double. 
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C O R R E S P O N D A N C E . 

M. F . F a r j o n . — Sur le quadrilatère inscriptible. — Sous 
le n° 1389, j'ai proposé jadis (1888, p. 502) la démonstrat ion 
d'une formule t r igonométr ique relative au quadrilatère ins-
criptible, et j'en demandais en même temps une interpré-
tation géométrique. 

M. Leinekugel a donné à cette question une réponse é l é -
gante ( 1892, p. 38) ; mais il n'a pas retrouvé le t h é o r è m e qui 
m'avait servi de point de départ. En voici l ' énoncé , d'ail leurs 
bien connu : 

Dans tout quadrilatère inscriptible au cercle, la per-
pendiculaire abaissée du point d*intersection des diago-
nales sur la droite qui joint les milieux de ces deux 
lignes, et les perpendiculaires abaissées des points de ren-
contre des côtés opposés sur la droite qui joint respective-
ment les milieux de ceux-ci, se coupent en un mêmepoint} 

symétrique du centre du cercle circonscrit par rapport au 
centre de gravité du quadrilatère ; et réciproquement. 

Cf. (1892, p. 4 1 -47) l'article « Sur le quadri latère ». 

Un Abonné . — A propos de la transformation par 
hyperbolisme. — La transformation par hvperbo l i sme est 
bien antérieure à la transformation par l 'abscisse de Segner , 
s ignalée par M. M. d 'Ocagne ( N o u v . Ann1915, p. 620). Elle 
est due à N e w t o n , qui s'en est servi dans son Enumeratio 
linearum tertii ordinis ( 1706) . (D'après GOMÈS TEIXEIRA, 
Traité des courbes spéciales remarquables, t. I, p. 99 
et 151 ; FÉLIX LUCAS, Études analytiques sur la théorie 
générale des courbes planes, p. 221 . ) 

M. H. Goormaghtigh. — Au sujet de la question 1630.— 
MM. Brocard et Bouvais t ont donné de cet te quest ion des 
solut ions ( 1 9 1 5 , p. 139, 472) basées sur le fait que , pour le 
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triangle spécial considéré, la potentielle triangulaire est une 
conique. Il peut être intéressant de signaler que Gesàro a 
démontré le théorème qui fait l'objet de cette question 
(Natürliche Geometrie, p. 133) et que sa démonstration ne 
fait pas intervenir la nature spéciale de la potentielle. 

La potentielle triangulaire étant une courbe anharmonique, 
d'après la dénomination de Halphen, on voit aisément que, 
pour le triangle moyen où a-— bc, la tangente au centre de 
gravité est parallèle au côté a . On sait, en outre, d'après 
l'étude des courbes triangulaires symétriques de La Gour-
nerie, dont les courbes anharmoniques constituent un cas 
limite, que le rayon de courbure en un point quelconque 
d'une courbe anharmonique est 

f̂ i? > ¡¿3 désignant les coordonnées barycentriques du point 
considéré, y 2 , y 3 les distances des sommets à la tangente 
en ce point à la courbe et S l'aire du triangle. Il suffit de faire 
dans cette formule 

i 
( U 1 = ¡J.2= |A 3= - , 

y2=yz— >.S : 3 a et = 4 S : 3 a 

pour obtenir le théorème de la question 1630. 

M. F . B a l i t r a n d . — Sur les questions 2239 et 2268. — En 
ce qui concerne la première (1915, p. 4 / 7 ) , j'ai démontré, 
aprèsLaguerre{N.A., 1914,p.8) que le triangle PQR est non 
seulement inscrit à une conique fixe, mais aussi conjugué par 
rapport à une autre conique fixe. De même pour 2268 (1916, 
P- 479)? j'ai démontré ( I b i d p . 12) que le triangle PQR est 
à la fois circonscrit à une conique fixe et conjugué par rapport 
à une autre conique fixe. 

M. G. Fontené. — Sur la question 2J52. — Cette question, 
qui fait double emploi avec 1968 (résolue) , doit être annulée. 
Voir 191 o, p. 288. 
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S O L U T I O N S D E Q U E S T I O N S P R O P O S É E S . 

2 2 1 7 . 
l1914, p. 96.1 

Soit PP' un diamètre variable d'une ellipse de foyers F 
et F', PF et PF' rencontrent l'ellipse en M e / M ' ; MF' et M'F 
se rencontrent en Q; PQ rencontre FF' en K et MiVl' en L. 
Montrer que : 

i° La tangente en P' et MM' .ŝ  rencontrent en R sur FF'; 
•1" La droite MM' enveloppe une ellipse et L est le point 

où MM' touche son enveloppe ; 
3° Le lieu de Q est une ellipse de foyers F et F'; 
4° Chacune des droites PQ et P'Q est normale à une 

ellipse fixe. (TË.-N. BARISIKN.) 

SOLUTION 

P a r M . H . B O U V A I S T . 

Nous rappellerons tout d'abord la proposition suivante : 
Si, par un foyer F d'une conique, on mène une sécante 

coupant la courbe en A et B, on a 

t 1 
FÂ" FÏÏ ~~ 

p désignant le paramètre de la conique. 
i" Le triangle PFF' coupé par la transversale RMM' donne 

B P MF M' P _ 
KF X MP X W T ' ~ '' 

un a aussi 
1 i 1 1 1 1 

d'où 
M'F' r r p vir t r p F ' P P* MF FP 

M P F'P MP FP 
M F' ~ P MF 
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d'où 

H P __ _FP^ R F _ F' P' 
HF "" F ' P ° U RF ~~ FP ; 

le point R est le point d'intersection de la bissectrice exté-

rieure de l'angle FP'F' avec FF'; c'est donc le point d'inter-

section de FF' avec la tangente en P'. 
Par un point R de FF' passent deux droites MM'; l 'en-

veloppe de ces droites est une conique, admettant les axes de 
l'ellipse donnée pour axes de symétrie, et bitangeute à cet ie 
ellipse aux extrémités du grand axe; cette conique est une 
ellipse coaxiale à l'ellipse donnée d'axes a et b, et la longueur 
. b* de ses axes est a et 

c2 

L'enveloppe de MM' étant bitangente à l'ellipse donnée E 
aux extrémités du grand axe, MM' touche son enveloppe en 
son point d'intersection avec la polaire de R par rapport à E, 
c'est-à-dire au conjugué harmonique de R par rapport à MM', 
ou encore le faisceau P( RM'QM) étant harmonique, au point L. 

3° Le triangle M'PF coupé par la transversale MQM' donne 

PF' MF 

d'où, puisque 
MP M F ' 

i i i MF _ / ? 
MF ^ W ^ J) 0 U M P ~ F P 

et 
i j PF' _ PF' 

M
7

F
7

"
+

"pf~~T;
 o u

 wy~~JJ 

FQ = Q M - ( ^ ) = < F M ' - F Q > ( ™ p £ ) , 

d'où, puisque 

d'où 

P F 4- PF' = ia, 

F Q ( a 2 -+- c 2 ) = FM'(a 2 -h c2 — a PF ) 

= (sa — M ' F ' K a ^ c ^ - a P F ) ; 
M ' F = ¿ 2 P F ' b t P F ' 

d'où 
a PF'— b2 a 2 4- c2 — a PF 7 

F Q ( a 2 - f - c 2 ) = 2 F L ( a 2 + c 2 — a P F ) - b- PF' ; 



on a, tie même, 

p ' Q ( o « h - c 2 ) = - a P F ' ) — ¿>2PF, 

d'où 

F Q - f - F - Q = a a ( a
1

c ' ~ & , ) -v a 2 H- c2 

4° Les points RF'KF forment une division harmonique; le 
point K est donc le symétrique par rapport au centre O de 
l'ellipse donnée Ë, du pied de la normale en P à E. Soit Pi 
le point qui correspond à P sur le cercle principal de E, la 
droite KPj rencontre le petit axe en K' et l'on a, © étant 
1 angle P t O F , 

r* ,,, c2 . c2 <û 
< J k — — c o s 9 , O K = — - a sincp = — n T' siï < n ï 7 rt a a2 -4- c2 

la projection du segment KK' sur un plan faisant avec le plan 
du cercle principal un angle 6, tel que 

A A * co s 6 = — 

a donc une longueur constante; ce l le projection enveloppe 
une hypocycloïde à quatre rebroussements, et la droite PKQ 
une développée d'ellipse. 

Il existe une correspondance univoque entre les points P' 
<>l Q, car si l'on se donne l'un, l'autre est déterminé et unique-
ment, P' décrivant l'ellipse E, Q décrit une ellipse Ej ; il en 
résulte que l'enveloppe de P'Q est une courbe de quatrième 
classe; cette courbe admettant visiblement les axes de E t et 
de E2 comme a \ e s de symétrie et tangentes doubles, est une 
développée de conique. 

AVTRR SOLUTION 

P a r M. T . O N O . 

Soient 
P (a cosor, b sin a), 

M ( a cos3 b sinB), M'(a cosp', b sin p') 

et e l'excentricité de l'ellipse donnée 
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On a 

B i — e OL 6' i - f - e a 
tang - = — c o t - , tang — = c o t - : b <2 i -+- e i ° «2 i — e 2' 

et l'on trouve successivement les coordonnées et les équations 
suivantes : * 

(MM') bx cos x -+- 2ÎLIÎ1£L2 y sina 4- ab = o; 

a ( i 3e9-) b(i - e 2 ) . 
<Q) 3 -t- CQsa- ^ = - 3 + e2 S , n a ; 

( P Q ) ¿»¿r sina — a(i -h e2 )y cosa -f- sina cosa = o; 

( P 'Q) b( i -+- e'L)x sin a — a(i — e*)y cosa 
-h iabe2 sin a cosa = o ; 

/ix b(i-e^) . ( L ) # = — a cosa, v — — s i n a . v 7 ' J î h- e 2 

Donc : 

r' La tangente en 

P ' ( — a c o s a , — ¿ s i n a ) 

et MM' se rencontrent en 

\ cosa 

2° La droite MM' enveloppe l'ellipse 

, J 2 

a2 / i _ e2\2 
6 ( i T ^ ) 

= Ï ; 

et le point L est sur cette courbe. On voit que P'L est per-
pendiculaire à Taxe des x. 

3° Le lieu de Q est l'ellipse 

et ses foyers sont F et F'. 
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r L'enveloppe de PQ est la courbe 

(sOV-é-^-' 
l -h 6 - J 

et cette courbe est la développée de l'ellipse 

aT b-x 

où b* , b(i -f-e2). 

donc la droite PQ est normale à cette ellipse. 
L'enveloppe de P'Q est la courbe 

x

 y 
•»./te* J 
i -+- e* / 

y = , , 1 be2 1 

et cette courbe est la développée de l'ellipse 

x2 y- __ 
^ M ~ 

où 
_ 2^2(i -h g2) , _ ib(i — e2) 

a 2 ~ " a [ 4 — 1(1 — e 2 ) 2 ] ' 2 ~ 4 — ( 1 — 

donc la droite P'Q est normale à cette ellipse. 

JV. B. — Les deux ellipses du n° 4° ont leurs foyers sur l'axe 
d e s / . En changeant b en ¿>i, on aura les propriétés analogues 
pour une hyperbole. 

Autres solutions par M L L E A N N E D E P R É H Y R et U N A B O N N É . 

2218. 
(1914 , p . <)G, 192.) 

Quand deux normales MP, MQ à une ellipse abaissées 
d'un point M sont rectangulaires : i° la droite RS, qui 
joint les pieds R et S des deux autres normales issues de M, 
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est telle que les axes interceptent sur cette droite une 
longueur constante égale au rayon du cercle ortlioptique 
ci Vellipse; 2° la droite PQ enveloppe une ellipse et la 
touche en son point de rencontre avec la corde R'S' symé-
trique de RS par rapport au centre 0 de Vellipse. 

E . - N . B A ni SIEN. * 

SOLUTION 

P a r M U E A N N E D E P R É H Y R . 

La droite PQ est la polaire d'un point G du cercle orthop-
tique; son enveloppe est donc déjà l'ellipse polaire réciproque 
de ce cercle pour l'ellipse donnée. 

En posant OC = d = -+- b2 et en prenant les coordon-
nées de G sous la forme (¿ /cosa , ¿ /s ina) , l'équation de PQ 
est 
, „ „ s x d cosa yds'mot 

Le théorème de Joachimsthal sur les normales à l'ellipse 
montre que RS et OC ont des directions symétriques par 
rapport aux axes de l'ellipse donnée. On peut donc écrire 
l'équation de RS sous la forme 

( R S ) x sin a y cos a + À = o 

et en exprimant que l'équation 

xdc osa yd sina y d sina \ . » 
-H - — ^ — I (x sin a -hy cosa + A) = o 

est celle de l'hyperbole d'Apollonius de M, on a immédia-
tement X = d s ina cosa. 

L'équation de RS devient 

( R S ) x sin a -+- y cosa -+- d sin a co«? a = o. 

La droite RS est donc la droite symétrique par rapport à 
l'origine de celle qui joint les projections D, E de C sur les 
axes coordonnés; le segment intercepté sur RS par les axes 
coordonnés est donc égal à OC ou à d, comme il fallait le 
démontrer. 
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D'autre part, la droite PQ touche son enveloppe sur la 

droite m dont l'équation est 

a? sin a y cosa 
<*> — 

Or on retrouve cette équation en éliminant le terme indé-
pendant entre l'équation de PQ et celle 

x sin a -h y cosa — d sin a cosa = o 

de la droite DE. Le point où PQ touche son enveloppe est 
donc sur DE. 

.Y. B — i° L'équation de l'enveloppe de PQ est 

x* 
a \ 12 «2 + 6 2 

2° En poursuivant l'identification de l'équation ( i ) avec celle 
de l'hyperbole d'Apollonius de M (a?j, y\), en supposant d 
quelconque et en faisant d cosa = ¿r2, d sina = on retrouve 
les formules de Deboves pour les coordonnées d'un pôle 
tangentiel C et d'un pôle normal M. 

\utres [solutions par M \ L . R . B O U V A I S T , J . L K M A I R E , T . O N O et 
UN ABONNI:. 

2220. 
( 1914, p. 144.) 

On considère les trajectoires orthogonales F d'an 
système de cercles C homothétiques entre eux par rapport 
au pôle O. Le centre de courbure de la courbe Y répon-
dant au point M où elle coupe orthogonalement le cercle C 
est le pôle de la droite OM par rapport à ce cercle. 

M . D'OCAGNE. 

SOLUTION 

Par M . T . O N O . 

Soient O l'origine des coordonnées et G le centre du 
cercle (C) qui est sur l'axe des x . En posant OC = a, le 
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rayon de (G) = \a, on a 

(i) (x — + = 

En éliminant a entre ( i ) et (x — a) y'—y = o, on obtient 
l'équation différentielle de T 

On trouve, d'après (a ) , 

„ _ y y'0 -Kr'a) 
y \*x(xy' —y)—y2yr 

Soient maintenant K(x1,y1) le centre de courbure de F 
répondant au point M(xt y) et R son rayon, et l'on a 

R =
 ( 1 + _ —y2) 

y" y(x — a) 

, , 1-ax — z1 l^ax (K) Xi = x ——, yi=y-+-
y 

On voit donc que KG et OM sont rectangulaires, et par 
suite que K est le pôle de OM par rapport à (G). 

A u t r e s s o l u t i o n s p a r MLU ANNE DE PRÉHYR, M. J . LEMAIRE et UN 
ANONYME. 

2 2 2 3 . 
( 1914, p. n:$r..) 

Soient M et M' les extrémités de deux diamètres conju 
gués, F et F' les foyers d'une ellipse. Trouver le lieu du 
point d'intersection .de MF et M'F' ou de MF' et M'F. 

T. O N O . 

SOLUTION GÉOMÉTRIQUE 

P a r M. R . BOUVAIST. 

Considérons le cercle dont Felli-pse donnée est la projection ; 
soient O x et O y les diamètres de ce cercle correspondant au 
grand axe et au petit axe de l'ellipse. Soient Mt et M', les 
extrémités de deux diamètres rectangulaires du cercle; si O 

désigne le centre de celui-ci, les demi-droites OMj et OMj font 
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avec Ox les angles cp et ^ -h cp ; soit a le rayon du cercle; 

posons enfin 

ÔF = F 7 Ô = c, M , F O = 6, M ^ r O ^ e ' . 

Les triangles M, OF, M', OF' donnent les relations 

sinO sin(fl-+-cp) sin 0f __ cos(0' — cp) 
a ~~ c ' a c 

d'où, en éliminant cp, l'équation 

sin2 0 sin2( 0'— - \ -h sin20'sin2 ( h a'-
cos2( 0 0') '2C2 

Soit P le point d'intersection de Mi F et Mj FJ ; prenons sur Oy 

le point À tel que le vecteur OA = c, construisons le point P' 
inverse du point P par rapport au triangle FA F'; dans le 
quadrilatère FAF'P' , on a 

AP' FP' AP' F' P' 
sinO sin FA P' sin cos F A P' 

d'où 

ÂT7'2 = FP'2 sin2G -h F7^'2 s in26'; 
or 

sin ( 0 ' - y ) sin — 
F P ' = " ^r~Wr> ~ ¿ C 008(6 + 6 ' ) ' 

d'où, en tenant compte de l'équation ( i ) , 

AP' = « v7^. 

Le lieu du point P est donc la quartique circulaire trino-
dale inverse par rapport au triangle FAF', du cercle de 
centre A et de rayon a\/'i \ le lieu cherché est donc la pro* 
jection de cette courbe sur le plan de l'ellipse. 

On voit de même que le lieu du point d'intersection des 
droites MF', M'F est la projection sur le plan de l'ellipse, de 
la quartique circulaire trinodale, inverse par rapport au 
triangle A ' F F ' d u cercle de centre A' et de rayon a / 2 , A' 
étant le symétrique de A par rapport à O r . 



( 94 ) 

2 2 2 5 . 
i 1914, p . 336.) 

Soient r et G m&c conique et le cercle, inscrits dans le 
triangle ABC. Trouver le lieu du point de contact de la 
conique variable Y avec lei quatrième tangente commune 
au cercle C et à ta conique T. Ktuilier le cas particulier où 
la conique F est une parabole. N. ABRAMESCU. 

SOLUTION 

P a r M. H. BOUVAIST. 

Prenons le triangle ABC comme triangle de référence, 
soient 

U V W U V (Ï' 

La tangente commune à V et à C est la droite 

x y z 
cp - By + A y — Ga + Ba — A p ' 

elle louche F au point 

i a? = A ( B y — CP)2 , 
( i ) ) y = B ( C a - A Y ) 2 , 

f z - C ( A p - B a ) 2 ; 

dans le cas général où la conique Y est quelconque, le pro-
blème est indéterminé, ce qui du reste était évident a priori; 
si F est une parabole, on a 

A B C 
H T -H - = O, 

a b c 

et les équations ( i ) montrent alors que le lieu du point de 
contact est une cubique admettant comme directions asymp-
totiques les côtés du triangle ABC et tangente à ces côtés 
aux points de contact de la conique C. Son équation en coor -
données trilinéaires normales sera donc de la forme 

(ax -4- by -h cz ) 
. : ( a 2 - h -h y — i^pocy — irt^xz— aftyyz) 

H- X xyz = o ; 
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on déterminera facilement le paramètre X, en écrivant qu'un 
point du lieu correspondant à des valeurs de A, B, G satis-
faisant à la relation 

A B G h T -+- - = o, a b c 

par exemple (A = a , B — b, G = — 2 c ) est situé sur la 
cubique. 

Q U E S T I O N S . 

•2280. Si l'on divise la suite naturelle des nombres impairs 
en groupes successifs de termes dont les nombres sont indi-
qués par les carrés des termes de la suite de Fibonacci , la 
demi-somme des termes extrêmes du /iièQie groupe est égale 
au terme de rang m de la suite de Fibonacci. 

B . GOORMAGHTIGH. 

2281. Soient A et B les points de contact des tangentes 
issues d'un point P à une conique 2 , les tangentes menées 
par A et B à une conique S' homofocale à 2 , touchent un 
cercle dont le rayon reste constant si P se déplace sur une 
conique homothétique et concentrique à S. En particulier, 
si A et B sont les extrémités de deux diamètres conjugués 
de S, le carré du rayon de ce cercle est égal à la différence 
des carrés des demi-axes de S et 2 ' . B . BOUVAIST. 

2282. Soit F la section d'une quadrique 2 par le plan 
polaire d'un point P par rapport à cette quadrique, la déve-
loppable circonscrite à F et à une quadrique 2' homofocale 
à 2 est circonscrite à une sphère dont le rayon reste constant 
si P décrit une quadrique homothétique et concentrique à 2 . 
En particulier, si T passe par les extrémités de trois diamètres 
conjugués de 2 , le carré du rayon de cette sphère est égal 
au double de la différence des carrés des demi-axes de 2 
ET 2 ' . B . B O U V A I S T . 
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£283. 2 et 2' étant deux ellipsoïdes homofocaux, un plan 

tangent à 2 coupe 2' suivant une conique dont l'aire est inver-
sement proportionnelle au cube de la projection sur une per-
pendiculaire au plan sécant du demi-diamètre de 2' conjugué 
de ce plan sécant. H . B O U V A I S T . 

2284. 2 et 2' étant quadriques homofocales, les plans tan-
gents à 2 parallèles aux plans tangents à un cône homofocal 
au cône asymptotique de 2' coupent 2' suivant des coniques 
d'aire constante. R . BOUVAIST. 

2285. Soient À', B',, C les pieds des trois céviennes AM, 
BM, CM du triangle ABC, et N le point d'intersection de AM 
avec l'axe d'homologie des triangles ABC, A'B'C'. Démontrer 
que 

A ' N _ ( V M 

A M ~ 'X M A ' 
T . O N O . 

2286. Factoriser le déterminant 

2 abc — c3 — ¿>3 a 

— c3 'iabc — a7, b 

— 63 — a'd i abc c 

a b c o 
T. O N O . 

E R R A T A . 

Tome XV, 1915 : 

Page 4 ° 7 > équation (19), sous le radical au lieu de b — x, lire 
x{b — x). 

Même page, n° ligne, équation, au dénominateur, au lieu de x, 
lire b. 

Page 531, 10e ligne, au lieu de on joint pat", lire on joint Bx". 
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[ A 3 a a ] 

D É M O N S T R A T I O N A L G É B R I Q U E D U T H É O R È M E 

DE D ' A L E M B E R T ; 

PAR M . LÉON P O M E Y ( T ) , 

Ingénieur des Manufactures de l'Etat. 

Toute équation algébrique entière de degré n a 
n racines. 

Considérons le polynome 

f ( z ) — A S ' L + B . . -4- K , 

où ; est une variable complexe x -h iy, A, B, . . . , K 
des nombres complexes quelconques (dont le premier 
et le dernier, A et R , sont supposés différents de zéro). 
Supposons qu'on mette f ( z ) sous la forme ordinaire 
des nombres complexes, en désignant par P(.r, y ) 
et Q ( x , y) les deux polynomes entiers par rapport 
aux variables réelles x et y, qui représentent la partie 
réelle et la partie imaginaire de f ( s) ; on aura 

et le carré de son module sera 

| / ( * ) = F ( .R , y) = P*(x,y) •+• Q«(ÎF, y). 

LEMMES PRÉLIMINAIRES. 

L E M M E 1 . — Le polynome f (z) est une fonction 
synectique, en sorte que les conditions classiques 

( l ) Actuellement mobilisé comme lieutenant d'artillerie. Sur le 
front, en France, depuis le début des hostilités. 

(Note de la Rédaction.) 
Ann. de Iîathémat., 4« série, t. XVI. (Mars 1916.) 7 
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suivantes sont toujours satisfaites : 

àP_ _ àq à? _ _ ¿Q 
àx ày ôy àx 

et que sa dérivée est 

, àP -àQ - àQ â P 

f ( z ) = 3 — a u s s i 3 11— dx ày ày 

= aussi n k z n - 1 -+- ( / i — 2 - f - . . . . 

Nous admettons ce résultat sans démonstration. 

C O R O L L A I R E I. — Il résulte de là que : 

Le polynome f ' ( z ) , ainsi que toutes les autres 
dérivées successives sont aussi des fonctions synec-
tiques, en sorte que les conditions suivantes sont 
également satisfaites : 

P _ d2Q _ ¿2Q 
ÔX2 (te ' (te2 

et 
¿2Q _ _ <PP_ a2 Q _ d2P 

dy dx ày2 ' dp2 dy (te ' 

En sorte qu'on a 

/ (*) = xrr + 1 ^ = a u s s i ^rh ~1 : àxs àx2
 ( t e ( t e ¿ ¡ ^ 

et ainsi de suite pour les autres dérivées successives. 

C O R O L L A I R E II. — Il résulte de là immédiatement 
que : 

Si un nombre a=v.-{-i$ annule toutes les 
X — i premières dérivées [de façon qu'on ait 




