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NOUVELLES ANNALES

MATHEMATIQUES.

[K!'6b][K'11]
SUR LES FAMILLES DE CERCLES;
Par M. R. GOORMAGHTIGH.

I. — GENERALITES.

1. Considérons une famille de cercles = dépendant
d’un paramétre; le lieu de leurs centres P est une
courbe I' et leur rayon R est une fonction de I'arc s de
cette courbe. En vue d’employer les méthodes de la
(Géoméirie intrinséque, prenons pour axes mobiles
des x et des y la tangente et la normale en P 3 la
courbe I' (fig. 1). D’une maniére générale, les coor-
données des points ou la courbe

S(&,y,s)=0

touche son enveloppe s’obtiennent (') en résolvant le
syst¢éme formé par celle équation et

) <y~p>g€—x%+p%=o,

ot p désigne le rayon de courbure de T en P.
Or, I’équation du cercle = est

Sflz, y,s)=x2+y?— R?=o0.

(1) Cesiro, Natiirliche Geometrie, p. 24.
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Pour ce cercle, I'équation (1) devient

z=—RZ=

‘Par suite, si 'on désigne I'angle K,Pz par 6, les

Fig. 1.

coordonnées des points K, et K; ot = louche son enve-
loppe s’écrivent

x=Rcos0, y==Rsinb,
et'on a

dR
(2) cosO:—z

L’angle 6 sera obtus quand R croit en méme temps
que s, aigu dans le cas contraire.

Les points ot un cercle « de centre P touche son
enveloppe sont symétriques par rapport a la tan-
gente en P au lieu des centres des cercles consi-
déres ().

(') Ce résultat et la relation (2 s’établissent aisément au moyen
d’une considération de Jimites.
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2. L'enveloppe se compose de deux branches E,
et E; qui sont les lieux des points K et K;. Cherchons
les coordonnées (24, ¥1), (%2, y2) des centres de cour-
bure C,, C; de E,, E, respectwement en K, et K,. La
droite PK, a pour équation :

3) y —xtangh =o.

Pour trouver les coordonnées du point C, ou cette
droite touche son enveloppe, il suffit de résoudre le
systéme formé par (3) et I'équation

px db —o

(y—p)tamg()+azr;-f—c05,6 Z s

obtenue en dérivant (3) sous la forme (1). On trouve
ainsi

sinf cos 0 sin20
@) n=T@w NT T @
PRES e &

De méme, on obtient

sinf cos6 sin20
@ mETA e T —a
P ds P ds
On en déduit
6 _ sin | sinb
(6) PCy T ’ PCy= T & ’
P ds ¢ ds
et

0 L) 2
sin (Pbt PCz>h P,

Ou ¢y=1:=1, ;== 1 suivant les cas. Ceci exprime ()
que la courbe T a en P méme centre de courbure que

la conique qui touche T en ce point et a C, et C, pour
foyers.

(') Cesdro, Natiirliche Geometrie, p. 41
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Les centres de courbure des deux branches de
U’enveloppe du cercle = sont les foyers d’une conique
ayant en P avec T un contact du deuxiéme ordre.

On peut énoncer ce théoréme sous la forme suivante,
utile pour certaines constructions :

8¢ Uon projette le centre de courbure C de T
sur PC,, puis le point obtenu sur PG, cette derniére
, puis le p :
projection appartient & la droite C, C,.

3. Des expressions (4) et (5) on déduit le coefticient
angulaire de la droite C, C,

T N d9 1 dy
T ds (
P ds d ds tan(rO_—otanUOg—)
1 t ds

L d0 T b

oA o s

Cette droite a donc pour équation

N sin20 tan 0 sm6 0050\
YT d — ptang ( )
P .3 -

ou, plus simplement,
. . x df
(7) y=psm0<sm()—c—05—om>-
Elle coupe la droite K, K,, d’équation
(8) 2z — Rcosh = o,

en un point d’ordonnée

Lo db
(9) pSln6<smO—Rd_s>

Cherchons, d’autre part, I'ordonnée du point C; ou
la droite K, K, touche son enveloppe. Résolvons donc



(%)

le systéme d’équations formé par (8) et 'équation
. o db

(10) y—p—pcos(i%-f-pl’{sme‘—l;

=0,

obtenue en dérivant (8) sous la forme (1). En tenant

.

compte de (2), I'équation (10) s’écrit
. . o db
(1v) y—psm’ﬁ—&—pRsmOm_o.

De (8) et (11) on déduit pour I'ordonnée de G,

. . db
psm&)(smﬁ— R Zi?)’

valeur identique a (9). On a donc ce théoreme :

Les centres de courbure de [’enveloppe en ses
points de contact avec un cercle = sont en ligne
droite avec le point o la corde de contact de cette
enveloppe avec ce cercle touche son enveloppe.

Ce théoréme donne lieu 4 des conséquences intéres-
santes dont quelques-unes sont des propositions con-
nues ('). Il peut étre considéré comme la généralisation
d’une propriété des centres de courbure aux points
correspondants de deux courbes inverses.

Si l'on applique le théoréme de Menelaiis au triangle
G, PC, coupé par la transversale K,K;Cs, on voit que
le point C; divise C,C, dans le rapport de K,C,
4 K, C,. On peutdonc énoncer la propriété qui précede
de la maniére suivante :

Le point ot la droite KK, touche son enveloppe
divise la droite qui joint les centres de courbure des
enveloppes E, et £y en K, et K, dans le rapport des
rayons de courbure correspondants.

(') Voir paragraphes 5, 14, 16, 20, 22.
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4. Courbes équidistantes. — On sait que T estla
courbe équidistante (') de E, et E,. Les développe-
ments qui précédent donnent la construction de la
tangente et du centre de courbure au point P de cette
courbe. Si I'on méne de P les normales égales PK,
et PK, aux courbes E, et E,, la tangente Pxr en ParT
est la bissectrice de 'angle K, PK,. Le centre de cour-
bure s’obtient par la constraction suivante :

La droite qui joint les centres de courbure G,, C,
des courbes E,, E, en K,, K, rencontre la normale &
la courbe équidistante en L. La perpendiculaire
en L a PL rencontre PC, en N, celle en N sur PC,
coupe PL. au centre de courbure cherché.

5. Fibre moyenne (*). — On considére les cordes
K, K, également inclinées sur deux courbes E,, E,,
telles que les tangentes en K, et K, a ces courbes
forment avec K, K, un triangle isoscele.

Le paragraphe 3 donne la construction du point ou
une telle corde KK, touche son enveloppe :

Le point o K K, touche son enveloppe est son
point d’intersection avec la droite qui joint les
centres de courbure des courbes E,, E, en K, et K,.

Le lieu @ du milieu Q de K, K; est, d’aprésla déno-
mination de M. d’Ocagne (3), la fibre moyenne des
courbes E,, E;; ce lieu est la courbe orthoplique de T
et du lieu de C;. On déduit donc des résultats qui pré-
cédent cette construction de la normale au point Q de
la fibre moyenne :

(') LoRriA-ScHUTTR, Spesielle ebene Kurven, t. II, p. 356.
(?) Lomia-ScuiTTE, Ibid., p. 357.
(3) Cours de Géometrie descriptive, Paris, 1896, p. 275.
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La droite K, K, rencontre en Cyla droite. qui joint
les centres de courbure en K, et K, des courbes don-
nées E, et E,; les normales d ces courbes en ces points
se rencontrent en P; la droite qui joint Q au milieu
de PC; est la nor male cherchée.

6. Trajectoires orthogonales. — Au lieu de rap-
porter le cercle = a la tangente et lanormalede I en P,
considérons un point M ot le cercle rencontre une tra-
jectoire orthogonale et prenons pour axes mobiles la
tangente et la normale Mz, My, a cette trajectoire en

Fig. o.

X1

ce point (fig. 2). Soient s, ,, C_ I'arc, le rayon et le
z

centre de courbure de cette trajectoire en M. Si I'on

dérive I'équation

24yt opxr =o0

du cercle =, sous la forme
) 9
(Y —p)sz—a5 + o5 =0,

on obtient pour I'équation de la corde de contact du



(8)

cercle w avec son enveloppe
dp.
P1r\gs, ) Twry T ra=o

Cette droite contient le centre de courbure C_ de la

2
trajectoire orthogonale en M. On retrouve donc cette

propriété connue :

La corde de contact d’un cercle = avec son enve-
loppe est le licu des centres de courbure des trajec-
toires orthogonales de la famille de cercles aux
points ot elles coupent le cercle =.

7. Trajectoires d’angle ». — Plus généralement,
rapportons le cercle = a la tangente et la normale au
point M ot ce cercle rencontre une trajectoire d’angle o
(fig. 3). Soient sz, gy, Cyl'arc, le rayon et le centre

X2

de courbure de cetle trajectoire en M. L’équation du
cercle étant

x*+ y2+ 2R(2 sina — y cosx) = o,

celle de la corde de contact du cercle avec son enve-
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loppe sera

(y — 02)(z + Rsina) R
—-x(_)'—Rcosa)—i—(xsina——ycosa)m; = o.

Cetle corde coupe la tangente
¥y —xtanga=o0
en M a = sur la droite
x(ga— Rcosa) —Rysina+ psRsina=o;

c’est la droite PCq (*). L'intersection de la tangente a ©
en M avec la corde de contact de = avec son enveloppe
est le centre de courbure de la trajectoire orthogonale
au point M. On a donc cette construction du centre de
courbure de la trajectoire d’angle « en M :

La tangente en M & = rencontre la corde de con-

tact de ce cercle avec son enveloppe en C_; le centre
B

de courbure Cqy est a Uintersection de PC_ et de la

»

normale en M & la trajectoire considérée.

Prenons maintenant pour axe polaire la l1angente Px
en P a la courbe I'; désignons par a la distance PQ,
par { le rayon vecteur PC,, par v l'angle de PC,
avec P, par 3 I'angle C_PM. Nous avons alors

)

PC a R cosw

’ COos P — ———
CcCOosSw (3 a ’

3
2

(') Si l'on considére, pour une famille de courbes quelconques,
les trajectoires qui passent par un point donné et qui correspondent
a différentes valeurs de a, le lieu des centres de courbure de ces
trajectoires en ce point est une droite (voir CESARO, Natiirliche
Geometrie, p. 148).
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d’ou I'on déduit, en considérant le triangle PMC,,

_ Rsina Rsina
" sin(B—«) sinPcosa— cosPsina

aRsina

cosxy/a%— R?cos?w — Rsinacosw

Lorsque le point M se déplace sur le cercle =, 'angle o
restant constant, le lieu de C, est donc une conique. On
a donc le théoréme suivant :

Les centres de courbure des trajectoires d’angle »
d’une famille de cercles aux points o elles ren-
contrent l'un des cercles appartiennent a une méme
conique.

II. —- CERCLES DILATES OU CONTRACTES.

8. Centre de courbure de ’ovale de Descartes. —
Soit M un point de I'ovale de Descartes définie par les

foyers F et F' et les constantes A et . En désignant FM
et F'M (fig. 4) par r et r, on a donc

Ar+Ar' = a,



(1)
d’ou, par dérivation,

dr

,ar
)\.(E—i-)\—t—i;._o’

ou, eu égard aux formules de Cesiro qui servent &
exprimer que les points F et I’ sont immobiles (),

(12) A cos® + A cosb’ = o,

B et &/ désignant les angles de MF et MEF’ avec la tan-
gente Mz en M a l'ovale. Par suite, la normale s’ob-
tient en composant deux vecteurs proportionnels a A
et ) dirigés de M vers F et F' (Poinsot). Les secondes
formules de Cesaro donnent ensuite

dy 1 sin® (_19_'_1__sin6’
ds s ds o 7

ou ¢ désigne le rayon de courbure de 'ovale en M. On
en déduit

. Cody L, dY
(13) ksnnez-i—)\smo-gs-
__Asinb N A'sinf’  Xsin26  A'sin?6’
T p T

En dérivant (12) par rapport a s, on voit que le pre-
mier membre de (13) est nul. Donc

hsin® + A" sinf’ _ Xsin?0 N A sin2 ¢’

g

()

4 7 r

Comme X et X' sont proportionnels a — cos¥ et
cosf, on a, par suite,

(15 sin FMF’ cosh’'sin20 cos 0 sin26’
(15) = + .

0 r r

Les perpendiculaires élevées en F et F/ sur MF

(') CEsiAro, Natiirliche Geometrie, p. 22,



(12)
et MF' rencontrent la normale en a et o/, celles élevées
en « et o' sur cette normale coupent FM et F'M en 3
et §'. On a alors, d’aprés (15),
sinFMF' _ sina’MP’  sinaMB

-+ —
P M Mg

ce qui exprime, en vertu d’un théoréme élémentaire,
que le centre de courbure recherché C appartient a la
droite 82’. On a donc celte construction du centre de
courbure de 'ovale en M :

Les perpendiculaires élevées en I et F' sur MF
el MF' rencontrent la normale en o et o, celles éle-
vées en a. et o/ sur cette normale coupent MF et MF’
en (et . Le centre de courbure est & l'intersection
de Bp' avec la normale (V).

9. Cercles dilatés ou contractés. — Supposons
. , A
qu'on dilate ou contracte dans un rapport donné 57

les cercles = par rapport a leurs centres et proposons-
nous d’étudier les rapports entre les éléments de la
figure 1 et ceux de la nouvelle figure (fig. 5) obtenue
en considérant les cercles dilatés. Appelons R’ le rayon
du cercle dilaté =" déduit du cercle =, K et K/, les
points de conlact de =’ avec les deux branches E| et E),
de la courbe que ce cercle enveloppe quand son centre
décrit la courbe T', Q' le milieu de K| K, C,, C, les
centres de courbure de E| et E, en K/ et K}, C le
point ou K', K, touche son enveloppe.

(') M. R. Bouvaist a donné ( Nouvelles Annales, 1914, p. 347)
une autre construction qui nous parait moins simple. Elle est
déduite directement de la relation (14) sans passer par la forme (15)
qui donne lieu & une construction géométrique plus simple.
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1l est aisé de voir que C,C, est paralléle & C,G,.

Car, si I'on désigne I'angle K/, Pz par %/, on a

dR!’ .
0 _——=C = —cosf
(16) 75 cos 57 cosd,
relation dont 'importance pour I'étude des caustiques
par réfraction est évidente. On a ensuite
df’ A do

(1) sin® — = —sin0—,

ds N ds

et, par conséquent,

ﬁ—tnﬂde
ds — Anev

tang0’

Ea tenant compte de la valeur du coefficient angu-

laire de G, C,, trouvée au paragraphe 3, on voit que les
droites C, C; et C| C, sont paralléles.

On considére, pour une position du cercle =, les

points ot les cercles ™' correspondant & des dilata-

tions quelconques touchent les enveloppes E| et E;
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qui leur correspondent. La droite qui joint les
centres de courbure de ces enveloppes en ces points
reste paralléle a une direction fize.

D’autre part, on a
o dR /ANt dR A\
PQ_‘“'«E‘“(W) “75-(7) FQ.

Or, si 'on désigne par L' le point analogue a L cor-
respondant au cercle =/,
2\2
CL'= p costb' = (T) CL.
De la on déduira aisément que le point C; appar-
tient a la droite CC; et qu'on a

CC : CCy = G)’

Tous les points C, qui correspondent a une posi-
tion du cercle wet a des rapports de dilatation quel-
conques appartiennent & unée droite issue du centre
de courbure G de la courbe T au point P.

10. La comparaison des expressions de PC, et PC,
conduira 4 une importante généralisation des dévelop-
pements du paragraphe 2.

On a, d’apres (6),

A
2 sin2®
, sin 0’ o
PSS T W
e ds 3 % ds
ou, en vertu de (17),

N

-— 29/

3 Sin 0

PC, =



(15)

On en déduit

‘ N sin?® N, ., . . do
(18) —)\—T)E,’—=7\';SH]0—5"10$~
Or,
sin?® _ sind 'neﬂ’--
(19) PG, - e T

En ajoutant membre a membre les relations (18)
et (19), on obtient

Asin® + A'sin®’ _ Asin®0 - N sin26’
(20) : = PG, PC,

)

relation identique & (14).

Par conséquent, I'ovale de Descartes de foyers C,
et C,, passant par M et correspondant aux conslantes A,
¥, a en M méme centre de courbure que la courbe T
D’o ce théoréme qui généralise celui du paragraphe 2 :

Le centre de courbure de la premiére branche de
Uenveloppe du cercle et celui de la seconde branche
de Uenveloppe du cercle dilaté «' sont les foyers
d’une ovale de Descartes correspondant & des con-
stantes dont le rapport est celui de la dilatation et
qui a au point P un contact du deuzxiéme ordre avec
la courbeT.

On en déduit la construction qui sert a déduire le
point G, de C; :

On éléve en G, sur PC, une perpendiculaire qui
coupe PG en a, puis en o une perpendiculaire sur Pa
qui coupe PC, en B; CB rencontre K,P en §'. On
projette ' en o' sur PC; C, est la. projection de o
sur K, P.

11. Ce résuliat permet d’obtenir immédiatement,
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pour une position du cercle =, le lieu des points C|
et C, correspondant aux cercles dilatés déduits du
cercle = en lui faisant subir des dilatations quelconques.
Ceci revient a chercher le lieu du second foyer d'une
ovale de Descartes qui a pour foyer un point donné et
a en un point donné un centre de courbure donné.

Si I'on repreand donc la figure 4, la droite 'C étant
fixe, on suppose B3, «, F mobiles et 'on cherche le hieu
de ce dernier point. Or, il est aisé de voir que aF en-
veloppe une parabole tangente 4 MC en M. Par suite,
le lieu de I est la podaire d’une parabole par rapport &
'un de ses points, c¢’est-a-dire une cissoide oblique.
On a donc ce théoréme :

Le lieu du second foyer d’une ovale de Descartes
dont un foyer est un point fixe donné et quia en un
point donné un centre de courbure donné est une
cissoide oblique.

Fig. 6.

Ensuite, revenant a I'étude des enveloppes des
cercles dilatés, on a la proposition suivante (fig. 6) :



(17)

Quand on considére, pour une position du cercle =,
les cercles ©' correspondant a des rapports de dila-
tation quelconques, le licu des centres de courbure
de leurs enveloppes E| et E, aux points de contact
asec ces cercles est une cissoide obligque.

12. Lieu des points dont les distances & deux
courbes sont dans un rapport constant. — Quand on
considérec comme courbes données les courbes I, et Ej,
le licu cherché est la courbe I'; d’apres ce qui précéde,
sa normale s’oblient en composant deux vecteurs di-
rigés sutvant PC, et PC, et proportionnels a % et }'.

En outre, on a pour son centre de courbure la con-
struction suivante :

Les perpendiculaires élevées en G, et C, sur PC,
et PC, rencontrent la normale en a et o, celles éle-
vées en x et o sur cette normale coupent PG, et PC,
en et Le centre de courbure cherché est le point
de rencontre de 8f' avec la normale.

13. F'ibres moyennes. — Comparons les deux fibres
moyenues, lieux des points Q et Q'. D’apres le para-
araphe 5, leurs normales en ces points coupent PCaux
projections T et 1" de Cy et C sur PC. On a, d’autre
part,

A2 .
OGP QP = ()’—> —CLCCC=TC: TC;

d’ott ce théoréme :

Silon considere sur la tangente en un point va-
riable P d’une courbe T deux points variables Q
et Q' tels que le rapport PQ : PQ' soit constant, le
centre de courbure de I en P divise dans le méme
rapport constant le segment que déterminent sur la

Ann. de Mathémat., §° série, t. XVI. (Janvier 1916.) 2
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normale de T en P les normales en Q et Q' aux lieux
de ces points.

On voit que cetle proposition généralise une pro-
priété bien connue des développées intermédiaires (*);
ce cas s’obtient quand I' est ladéveloppée du lieu de Q.

11]. — CAs SPECIAUX REMARQUABLES.

14. Lincersion. — Quand la droite KK, égale-
ment inclinée sur les courbes E, et E, passe par un
point fixe Gy, ces courbes se correspondent dans une
inversion de cenire Cy. Le théoréme du paragraphe 3
donne alors cette proposition d’ailleurs connue {2) :

Les centres de courbure en deux points corres-
pondants de deux courbes inverses sont en ligne
droite avec le centre d’inversion.

Si E, et E, appartiennent a une méme courbe,
celle-ci est anallagmatique, la déférente étant la
courbe T'. Les cercles m sont alors orthogonaux & un
cercle de centre Gy, Or, si I'on dilate ces cercles dans
le rapport constant )\l par rapport a leurs cenlres, on
aura, en vertu du paragraphe 7,

A

les lieux de C} et de C sont donc homothétiques.

Une courbe anallagmatique est l’enveloppe des
cercles orthogonaux & un cercle Jize et dont les

(') L. Braupk, Les coordonnées intrinséques (Scientia), p. 55.
(*) Cesiro, Natirliche Geometrie, p. 29.
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centres appartiennent & la déférente; si Uon dilate
ces cercles dans un rapport constant par rapport a
leurs centres, les cordes de contact de ces cercles
avec leurs enveloppes sont normales @ une courbe
homothétique & la déférente.

15. Le rayon R est proportionnel a l'arc s. —
On a dans ce cas

dR R
(21) R = as, cosO:—E:—a_——»é—

Les développées de E, el I, sont donc les dévelop-
poides d’angle == de la courbe T'. D'oti ce théoréme :

Les déceloppoides d’une courbe sont les dévelop-
pées des courbes qu’enveloppe un cercle ayant son
centre sur la courbe donnée et dont le rayon varie
proportionnellement a U’arc de cette courbe.

M. Braude a démontré (') que I'enveloppe des
cercles oblenus en contractant les cercles osculateurs
d’'une courbe dans un rapport constant par rapport a
leurs centres, se compose de deux développoides de la
courbe. Cette propriéié résulte des considérations qui
précedent, si I'on prend pour courbe I' la développée
de la courbe considérée et si I'on tient compte de la
relation (21).

Quant aux cercles osculateurs contractés par rap-
port au point de contact avec la courbe donnée, consi-
dérés aussi par M. Braude, la construction par points
de leur enveloppe résulte du paragraphe 1 et de la
propriété des développées intermédaires, que dé-
crivent leurs centres, rappelée au paragraphe 13.

(') Les coordonnées intrinséques ( Scientia), p. 22.
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16. Cas d’un cercle = égal au cercle osculateur.
— Dans ce cas

dR

PQ=—RZ==—;

A
|

¢’ désignant le rayon de courbure de la développée de T’
en C. On a donc ce théoréme :

Quand on décrit, de chaque point d’une courbe
comme centre, un cercle égal au cercle osculateur,
la corde de contact de ce cercle avec son enveloppe a
pour enveloppe la troisiéme développée de la courbe.

En outre, le théoréme du paragraphe 3 donne la
propriété suivante :

Les centres de courbure de Uenveloppe aux points
ow elle touche le cercle sont en ligne droite avec le
trotsicme centre de courbure de 1’ en P.

17. Courbes isotéles. — Lorsque la branche E, de
Penveloppe se réduit a un point fixe K,, la courbe I'
est 'isotele (') de la courbe E, pour le point K. La
fibre moyenne @ ( fig. 7) est alors homothétique a la
courbe i, et T est 'antipodaire de ® relativementa k.
On retrouve donc ce théoréme bien connu :

Lisotéle d’une courbe Ey par rapport & un point
K, est homothétique & U’ antipodaire de cette courbe
par rapport a K,.

La méthode générale du paragraphe 4 donne la con-
struction suivante du centre de courbure en un point Q
de la podaire ® d'une courbe I' par rapport a un
point K, :

(") Lonia-ScuirtTe, Spesielle ebene Kurven, t. II, p. 356.



(1) :

On projette le centre de courbure de T au point P

en N sur K, P, puis N en L sur PC; la droite K,L
renferme le centre de courbure cherche.

Fig. 7.
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On voit aisément que cette construction ne différe
pas essentiellement de la constraction classique ().

Le théoréme du paragraphe 2 prend, dans le cas
actuel, la forme suivante :

Le lieu des centres des coniques dont un foyer est
Jize et qui ont avec une courbe donnée un contact
du deuzxieme ordre est la développée de la podaire
de cette courbe.

Dans le cas ot la courbe T est un cercle passant par
le point K, on a donc celte propriété :

Le lieu des centres des coniques qui osculent un
cercle donné et ont pour foyer un point fixe de ce
cercle est une cardioide.

(') Cesidro, Natiirliche Geometrie, p. 30. — L. BRAUDE, Les
coordonnées intrinséques, p. 84.
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Si 'on observe que la contre-podaire focale d’une

parabole est une autre parabole, on obtient, de méme,
ce théoréme :

Le licu des centres des conigues dont un des foyers
est le foyer d’une parabole et qui ont avec la déve-
loppée de cette parabole un contact du deuxieme
ordre est une parabol® semi-cubique.

Dans le cas de la spirale logarithmique, on a le ré-
sultat suivant :

Le lieu des centres des coniques qui ont avec une
spirale logarithmique un contact du deuxiéme ordre
et qui ont le pdle pour foyer est une spirale loga-
rithmique.

18. Cas o les branches E, et E, appartiennent a
une méme courbe. — On voit aisément que, dans ce
cas, la courbe T est le lieu des points doubles d’une
SJamille de courbes paralléles; ce sont les courbes
paralleles a I'enveloppe des cercles =. Les propriétés
de ce lieu T' déduites des paragraphes 1 et 2 font
l'objet de la question 1225 proposée par Cesaro dans
Mathesis (1899, p. 152).

IV. — CAs oU L'UNE DES BRANCHES DE L’ENVELOPPE
EST UNE DROITE.

19. Construction du centre de courbure. — Sila
branche E, de 'enveloppe est une droite 3, la branche
E, peut étre considérée comme étant I'enveloppe de la
symétrique de & par rapport aux tangentes de T, ou le
lieu des foyers des paraboles qui touchentT et quiont §
pour directrice.
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La branche E, étant une droite, on a
1 db

2 ds

y

Dés lors, U'expression de PG, devient

sinf sin 1 .
rc, = T—f—ié— = = 3 PCsin0.
o ds 0

On a donc la construction suivante du centre de cour-
bure de 'enveloppe :

Le centre de courbure de L, en K, est la projec-
tion du miliew du rayon de courbure del" en P sur
la normale en K, a E,.

Le théoréme du paragraphe 2 donne ensuite la pro-
priété suivante :

La développée de E, est le lieu des foyers des pa-
raboles dont U'axe est perpendiculaire a ¢ et qui ont
avec I un contact du deuxicme ordre.

Les enveloppes E, qui correspondent & des droites o
paralléles sont des courbes paralltles.

20. Dans le cas qui nous occupe, le point C; ou la
corde K,K, touche son enveloppe jouit d’une pro-
priété intéressante. En vertu du paragraphe 3, ce point
se lrouve sur la perpendiculaire menée par C, a o
puisque cette perpendiculaire renferme le centre de
courbure de la courbe E, en K. Les triangles K, PK,
et K,G,C; (fig. 8) étant semblables, C,C; est égal
a G,K, et le point G4 appartient au cercle osculateur
de E,; en K,, On a donc ce théoréme :

St U'une des branches de l’enveloppe est une
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droite, la corde de contact du cercle variable avec

Fig. 8.

son enveloppe touche son enveloppe sur le cercle
osculateur de U'autre branche.

21. Remarquons que la tangente en C; au lieu de ce
point est la droite C3K,; comme G, C; est paralléle a
une direction fixe et est égal au rayon de courbure de
la courbe E, en K,, on peut énoncer la propriéié que
nous venons de trouver sous la forme suivante :

Si, par le centre de courbure correspondant a
chaque point d’une courbe, on méne, parallélement
a une direction fixe, un segment égal au rayon de
courbure en ce point, la tangente a l'extrémité de
ce segment au lieu de ces extrémités passe par le
point correspondant de la courbe.

C’est un théoreme di a M. d’Ocagne (*).

22. Une autre conséquence du théoréeme du para-
graphe 3 est la construction bien connue du centre de

(1) Nouvelles Annales, 1903, p. 46; 1913, p. 6.
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courbure de la syntractrice. Considérons (fig. 9)
comme courbe T une chainette ayant § pour base. La
branche E, de 'enveloppe est le lieu du symétrique,

Fig. 9.
r
K, C,
1
3
S K, S

par rapport a la tangente en un point P de T', de la
projection K, de ce point sur 8; c’est la syntractrice.
La nurmale en K, a cette courbe est la droite K, P.
Or, le point C; ol la corde de contact du cercle va-
riable avec la droite 6 et la syntractrice touche son
enveloppe est le milien de KK, ; de plus, la perpen-
diculaire menée de C, a & contient le centre de cour-
bure de E, ¢n K,. On retrouve donc cette construction
donnée par M. d’Ocagne (Nouvelles Annales, 18q1,
p- 96 :

Le centre de courbure C, de la syntractriceen K,
est le milieu de K, P.

23. Considérons encore le cas ou la courbe I' est
une logarithmique; alors la sous-tangente de I' relative
a o est constante. 1l en résulte que le segment de la
tangente en K, 4 la branche E, de 'enveloppe, com-
pris entre K, et ¢, est constant. La courbe E, est donc
alors une tractrice. On a done ce théoreme :
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La tractrice est Uenveloppe d’un cercle dont le
centre décrit une logarithmique et qui en touche
Uasymptote.

On peut I'énoncer sous la forme suivante bien
connue :

La caustique par réflexion d’'une logarithmique
pour des rayons perpendiculaires a ’asymplote est
une chainette (1).

V. — CAS OU LE CENTRE DU CERCLE DECRIT UNE DROITE.
DEVELOPPANTES D'ASTROIDES.

2%. Projetons (fig. 10) un point variable M d’une
courbe (C) en P sur une droite T et considérons le
cercle = de centre P, de rayon PM. Prenons T' pour

axe des y et la perpendiculaire élevée sur T en un
point O pour axe des z. Si l'on se reporte aux nota-
tions antérieurement utilisées, z joue le role de R,
y celui de 5. Nous aurons donc

cosO———d—R— dz
= s __@.

(') Loria-Scutrre, Spesielle ebene Kurven, t. 11, p. 306.
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Dés lors, si nous désignons par £ et 7, les coordon-

nées des points K, et K, ot le cercle = touche son en-
veloppe, nous avons

) = zsinO:iz‘\/l—(dx>2_a

dy

e

0 :rd.z‘
=y+xcos =y —x—-
n=y-- Y d_}’
Inversement, on peut trouver une courbe (C) telle
que l'enveloppe considérée soit une courbe donnée.

La normale au point K, de I’enveloppe a pour équa-

tion
Y—n=—(X—§)
On en déduit
3 Bt
OP=n+2, KP= 52+i,—2—;‘1,\/1+n'2
On a donc

Si deux courbes (C) sont déduites 'une de I'autre

par une translation parallele 8 Oz, les enveloppes cor-
respondantes sont des courbes paralléles.

25. Construction des points de contact du cercler
avec son enveloppe. — Soit S, le point ou la normale
en K, a 'enveloppe coupe 'axe Oz. On a

op
SiP= cosh

813

Le segment S, P est donc égal a la sous-normale de

la courbe (C) au point M. On a donc la construction
suivante des points K, et K, :
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De P comme centre on décrit, avec la sous-normale
de (C) en M comme rayon, un cercle qui coupe Ox
enS, et S,; les points K, et K,, sont a l'intersection
de = avec les droites PS, et PS..

Ces intersections donnent lieu a quatre points;nais
il suffit, pour trouver les points K, et K,, de remarquer
que 'angle § est aigu ou obtus suivani que x décroit
ou croit avecy.

26. Sil'on applique les équations (22) au cas d’une
parabole du second degré

yr=2p(z + ),

on obtient pour l'enveloppe les équations paramé-
triques

ou ¥ est le parametre. Ces équations représentent une
sextique. Les enveloppes qui correspondent aux diffé-
rentes valeurs de o sont des courbes paralléles.

Ces courbes méritent une atlention spéciale. En
effet, dans le cas de la parabole, la sous-normale de (C)
étant constante, 'enveloppe est, d’aprés la construc-
tion indiquée au paragraphe précédent, une dévelop-
pante d’astroide.

On obtient donc cette définition nouvelle des dé-
veloppantes d’astroides :

Si lUon projette un point variable M d’une para-
bole en P sur une perpendiculaire a U’aze, le cercle

de centre P et de rayon PM enveloppe une dévelop-
pante d’astroide.
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27. On sait que cette famille de développantes com-
prend une astroide droite et ses courbes paralléles,
parmi lesquelles il y a des croix de Malte, des astroides
obliques et des parastroides. Considérons la parabole
y*=apxdefoyer B(fig. 11); marquons surl'axe 20z’

les points A, B, G, B’ d’abscisses %, i;, Py — f Si

I'on fait subir & la parabole une translation parallele

Fig. 11,

J

>l &o
~o

a O, on aura pour enveloppes les courbes suivantes,
d’aprés les positions du sommet de la parabole :

lin O) : demi-croix de Malte, avec Oy comme tan-
gente au point autotangentiel ;

De O A astroides obliques;

lin A : astroide droite ;

De A i B @ astroides obliques;

IEn B2 demi-croix de Malte, avec Ox comme tan-
genle au point autotangentiel ;

De B a G : parastroides;

in G : courbe limite (sextique ovale) entre les déve-
loppantes i rebroussements et celles sans rebrousse-
ments ;

Au deli de G : parastroides.

Quand la parabole subit une translation dans le sens
de Oz, toutes les enveloppes sont des parastroides;
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dans le "cas ou le sommet est en B, on a encore une
courbe limite (').

VI. — LES CAUSTIQUES.

28. Caustiques par réfraction. — La relation (16)
montre que la développée de E, est la caustique par
réfraction de la courbe T pour des rayons tangents a la
développée de E,, Pindice de réfraction étant égal au
rapport de dilatation des cercles. Cest le théoreme de
Gergonne (2) :

La courbe enveloppe des rayons incidents et la
caustique par réfraction d’une courbe T produite
par ces rayons sont les développées des enveloppes
de deux familles de cercles « et @ ayant leurs cen-
tres sur la courbe T et dont les uns = sont déduits
des autres = par une dilatation constante.

Les longueurs I, et [, des rayons incidents et ré-
fractés, comprises entre leurs points de contact avec
leurs enveloppes et la courbe I'; sont liées par la rela-
tion

dsinh 42 sin)  Asin?0 A sin2®’ (s
P - T, I, ):

v

Les développements du paragraphe 10 permettent de
construire la caustique par points :

La normale a U'énveloppe du rayon incident au
point ot ce rayon touche son enveloppe rencontre

(1) Clest le cas on T est la corde focale principale; il a ¢té con-
sidéré par M. BARISIEN (question 19418 de Mathesis, 1913, p. 280).
Le fait que cette sextique est une développante d’astroide ne semble
pas avoir éLé remarqué.

(?) Sur les caustiques planes (Annales de Math., 1824-1825).

(®) Mao~us, Sammlung von Aufgaben und Lehrséitsen aus der
analytischen Geometrie, Berlin, 1833, p. {67.
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en a celle de la courbe T au point d’incidence P; la
perpendiculaire élevée en o sur cette derniére nor-
male coupe le rayon incident en 8. La droite qui
joint B au centre de courbure G deT en P coupe le
rayon réfracté en 3'; on projette 3' en o' sur PG; la
projection de o' sur le rayon réfracté est le point ou
ce rayon touche la caustique.

Dans le cas de rayons incidents paralléles, cette con-
struction se simplifie :

On méne par G, parallélement a ces rayons, une

droite coupant le rayon réfracté en {'; on pro-
jette B en o' surla normale a T. La projection de o

sur le rayon réfracté est un point de la caustique.
En outre, on a ce théoréme général :

Les points correspondants de ['enveloppe des
rayons incidents et de la caustique par réfraction
sont les foyers d’'unc ovale de Descartes correspon-
dant a des constantes dont le rapport est Uindice de
réfraction et qui a, au point d’incidence, un contact
du deuxiéme ordre avec T.

Enfin, d’aprés le paragraphe 9, on a encore celle
propriété :

Si lindice de réfraction varie, le lieu des points
des caustiques produites correspondant ¢ un méme
rayon incident est une cissoide oblique.

[ h L] ’ .

29. Caustiques par réflexion. — Daus ce cas, la
construction de la caustique par points résulte du pa-
ragraphe 2 :

On projette le centre de courbure C de la courbe
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réfléchissante T au point d’incidence en N sur le
rayon incident; on projette N en L sur PC. La
droite qui joint le point ot le rayon incident touche
son enveloppe au point L rencontre le rayon réfléchi
en un point de la caustique.

Quand on considére un faisceau de rayons incidents,
on a, en vertu des propriétés des courbes isoteles (§17),
le théoréme suivant :

La caustique par réflexion d’une courbe U, pour
un faiscean de rayonsincidents issus d’un pornt Ky,
est homothétique a la développée de la podaire de T’
par rapport a K,.

On peut ainsi considérer la cardioide comme
caustique d’un cercle, la parabole de Neil comme
caustique d’une autre parabole de Neil, la spirale
logarithmique comme caustique d'une autre spirale
logarithmique.

Si les rayons incidents sont paralléles, on a (§ 19)
cette construction bien connue du point ol un rayon
réfléchi touche la caustique :

Le point de contact d’un rayon réfléchi avec la
caustique s'obtient en projetant sur ce rayon le mi-
lieu du rayon de courbure de la courbe réfléchis-
sante au point d’incidence.

Ce cas correspond a celui d’unc famille de cercles
dont I'une des branches de 'enveloppe est une droite
perpendiculaire a la direction des rayons incidents.

VII. — Sun LES FAMILLES DE SPHERES.

30. Silon prend pour axes de coordonnées la tan-
gente, la binormale et la normale principale en un
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point P d’une courbe gauche T et si I'on appelle o et r
les rayons de courbure et de torsion en ce point, les

conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un point
(z, y, 5) de I'espace soit fixe sont (')

dr s ’
(23) E=E"" ds —r dr o T

D’autre part, enveloppe de la surface
f(z,y,5,s)=0
s’obtient en éliminant s entre cette équation et

Of de  of dy  df dz  df
dods Ty ds Tosds s

ou, eu égard aux conditions (23),

y b of zof [z y\of I _
(24) <—-—-I>-d;+7§;—<'§-+—>a—z‘—ra;-—0.

Ceci posé, considérons la sphére = d’équation
(25) Sz, y, 5, s)=2+y?+ 32— R?=o.

Pour cette sphere, 'équation (24) devient

z+R—=0

ds

La sphére = touche son enveloppe suivant un
cercle dont le plan est perpendiculaire a la tangente
en P a la courbe gaucheT.

31. Posons

dR
26 — 2 =
(26) 5 = cosb.

Le cone X qui projette de P le cercle de contact de

(1) CGesiro, Natiirliche Geometrie, p. 156.

Ann. de Mathémas., 4 série, t. XVI. (Janvier 1916.) 3
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la sphére avec son enveloppe a pour équation
(27) ¥?+ 32— 2% tang?20 =o.

Cherchons les équations de la courbe le long de la-
quelle ce cone touche son enveloppe. En dérivant (27)
sous la forme (24), on obtient

3 \ sy
— (= —1)rtang?6 + ==
CRULE RS

. <:r ‘y>z—x‘2 tangf dff

— = —=o0
o r cos20 ds ’

y

ou, toutes réductions faites,

db 3z .
(28) z-tang();j—s-—k;——smw:o.

Cette équation représente le plan de la conique le
long de laquelle le cone X touche son enveloppe. Con-
sidérons, d'autre part, le plan du cercle de contactde =
avec son enveloppe

(29) z — Rcosh = o.

La droite le long de laquelle ce plan touche son
envcloppe appartient au plan dont 'équation s’obtient
en dérivant I'équation (29) sous la forme (24). On
trouve ainsi

z dR . . db
E—r——~d—s~cos(i—|—Rsm6;i?_o,

ou, en tenant compte de (20),
. . (il
(30) z:psmﬁ(sm()—[{%).

Or, on voit aisément que le plan (30) contient la
droite représentée par les équations (28)et (29). Nous
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avons ainsi cette extension a 'espace du théoréme du
paragraphe 3 :

Le plan du cercle de contact d’une sphére = avec
son enveloppe touche son enveloppe suivant une
droite A qui appartient au plan de la conigue S sui-
vant laquelle le cone qui projette ce cercle du centre
de la sphére touche son enveloppe.

32. Les équations (7) et (28) étant identiques, les
propriétés des points C, et G, donnent lieu a des pro-
priétés identiques des sommets A, et A, de la co-

nique S; ces sommets appartiennent au plan osculateur
de I" en P.

Les sommets de la conique S sont les foyers d’une
conique située dans le plan osculateur de la courbe
gauche et ayant en P méme centre de courbure que
cette courbe.

Considérons encore les familles de spheres = dé-
duites des sphéres = par une dilatation constante;
envisageons pour ces spheres =’ les divers éléments S/,
A}, A}, A" analogues aux élémenis S, A,, A,, Arelauifs
aux sphéres =. Si 'on considére une position de la
sphére = et les sphéres =’ concentriques, correspondant
a diverses valeurs du rapport de dilatation, on a, en
vertu de ’analogie des cquations (7) et (28), les pro-
prlé%és sulvantes :

Le plan de la conique S' se déplace parallélement
a lui-méme; les sommels Al et A, décrivent dans le
plan osculateur de I en P une cissoide oblique; la
droite A' se déplace dans un plan qui contient le
centre de courbure deT en P.

33. Si l'on suppose que la sphére w reste orthogo-
nale a une sphere fixe de rayon %, 'enveloppe est une
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surface anallagmatique. On a alors, en désignant par

(e, B, v) les coordonnées du centre de la sphére fixe
par rapport au triédre fondamental de T en P,

R2=— 42+ p!.*_ YZ._ k2,

,
~R®_ (d:+adf‘ dY):a,

puisque a, [, v satisfont aux conditions (23). Le plan
du cercle de contact de la sphére = avec son enveloppe
passe donc par le centre de la sphére fixe, centre d’in-
version. On a alors, d’aprés le théoréme du para-
graphe 31, la propriété suivante :

Si la spheére = reste orthogonale & une sphére
Jize, elle enveloppe une surface anallagmatique; le
céne X qui projette du centre de la sphére le cercle
de contact de celle-ci avec cette surface touche son
enveloppe suivant une conique S dont le plan passe
toujours par le centre d’inversion.

s

Ce théoréme est & comparer a la propriété des
centres de courbure aux points correspondants de
deux courbes inverses, retrouvée au paragraphe 14,

34. Silerayon R est proportionnel a I'arc s, angle §
est constant; on trouve alors cette propriété, qui peut
étre considérée comme une extension i I'espace de la
propriété fondamentale des développoides : .

Si Uon considére un céne de révolution d’angle
constant ayant pour axe la tangente a une courbe
gauche T en un point variable P, ce céne touche
son enveloppe suivant une hyperbole dont les som-
mets sont les projections du centre de courbure de '
en P sur les génératrices de ce cine situées dans le
plan osculateur.
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SUR LES SYSTEMES ORTHOGONAUX ;

Par M. A. PELLET.

1. Soit

X;, Y; étant des fonctions de la seule coordonnée x;, Z;
de 5j, et 9(X) une fonction entiére de .
La fonction u des variables z et 5 définie par l'inté-

grale .
I3
f 120 dh = u,
0

o la limite supérieure est racine de ® = o, a pour dif-
. . . Ao+
férentielle totale le produit de —— bar

i=m ji=m
X% a
Y,— ) dai~+ o —+1 [ZZ; dz’]’

=1 i=1

si les m fonctions Y; satisfont a I’équation diftéren-
tielle

(1) aXY' 4+ YX'=o,

ot 'on a effacé U'indice; 2> — 1.
En effet,

du (Yi—N)X;— XY,
= “[ S
_ o . I
— e *Y)X_XXY f (a-+1)X'Na—1 d),

0
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en tenant compte de la relation (1); et réduisant, il
vient

du e+t X
(-i?, T T Y,——A'
I’ailleurs,
Ju - e
—_ = o dz =
03, ‘[ Zjhs ds; T 41

0 : . .
et 3% = o, puisque la limite supérieure annule ©. 1l en
résulte que 'enveloppe des surfaces

m

2 2 242
L a4 0 2 =
I A% 2 — +2b”+(a+|)‘l)‘+c d u,

1 oqixy *— A

7 é1ant le parametre variable forme un systéme ortho-
gonal lorsqu’on y fait vavier «. Sid n'est pas nul, on
peut remplacer ¢ par o, et Pexposant o doil éire supé-

rieur & ~— 1. Pour 6 nul, o = — 1 et
m
1
c=— Y —;
ai’

1
on a le systéme étudié i la page 141 des Lecons sur

les Systémes orthogonaux par M. Darboux.

2. De méme la fonction « définie par I'intégrale

)3
[ e—h0 dh = u,

[EEvey

ou la limite supérieure annule ®, a pour différentielle
totale le produit — e~ par

m n
X4 ,
v e 2 d
1 1
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si les fonctions Y;, X, sont liées par la relation
XiY;= X; ou Yi=a;+ la;.
On en déduit le systeme orthogonal
)\ m xz
(2) [ e—\ 2————+zbzl+b2)\+c d\ = u,
Vo . lx;+a;— A

m

Z——L—-t—zbz +~ 02N +c = o,
le;+ ai—-l
1

formé en faisant varier u dans I’enveloppe de la sur-
face (2), ou I'on considére 2 comme le paramétre.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1655 et 1656 (numéros rectifiés).
1655.

(1893, p. b2*.)

Démontrer que la somme des carrés des coefficients
binomiels d’'un nombre entier positif a

k=a

S (0)

k=0 ’

n’est 1aMAls divisible par un nombre premier p > 2a, mais
toujours divisible par tous les nombres premiers compris
A
entre
2a 2a
et ’
20+ 2 20 +1

ow n est un nombre entier positif et < a; et que la méme
somme n’est pas divisible par un méme nombre premier p
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compris entre
20 2a
. et ’
an +3 2n 4+ 2

excepté si une puissance de p (supérieure a l'unité) se
trouve dans l’intervalle de a jusqu'a 2a.
C. SziLy.

1656.
(1893, p. 52°.)

Démontrer les identités suivantes :

k=a k=m

oSS

k=

ou
m:a(%);
gty a)\? & a a—1
@ 2= 2O
k=0 k=0
')()a—l)L o a—1 a—r\
T a—1 o] < k ></{-—-l>’
k=a a2 k=a—1 @ a
a Poa—+1 .
o) Z</.-> == X </) (/:—r>’
k=0 k=1
k=a a2 k=2a pa\?
(4) Z(J =<~—1>a2<—x>*< A_);
k=0 k=0

k=a k=b
(20
ﬁ)gilé&>=ikaf0Qfo,
26

on b est un nombre entier posilif < a

C. SziLy.
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SOLUTIONS SOMMAIRES

Par M. H. BROCARD.

Le retard de la réponse provient sans doute de la mécon-
naissance de 'expression algébrique du nombre a étudier, ou
du moyen de Dobtenir, et peut-étre aussi de la notation
adoptée, qui n'aura pas été saisie de quelques lecteurs.

Par un procédé empirique, on reconnait aisément que = C2
est un des nombres de la médiane du triangle arithmétique
de Pascal. Ceci autorise a conclure, par analogie, que = C2
pour le degré n est le milieu des nombres C répondant au
degré 2n.

La méthode élégante et ingénieuse que voici, due & Laplace,
est fondée sur 'observation que X C2 est la partie indépen-

dante de « du développement de (1+ u)® <l+ -i—)a ou de

(14 u)2a
lt”
que =C2 est le terme moyen T,, du binome (1 + 1)22,

La formule T peut s’écrire

; mais ce terme étant celui du milieu, il en résulte

2.

1. ..2a
T=

3.
(1 2.3...a)‘-"

comme cela a été indiqué ici, d’apres Lagrange, dans une
question (n°® 389), proposée en 1857 et résolue, méme année,
pages 296, 369 et 375.

Avec la notation de ’énoncé 4655, on a

(2a)!
(ah)?’

T = (Z)':zcz(wx)%:
k=

T=T (,_,_,),,,=(a+l)(a+-z)(a+3)..,za.

1.2.3...a

Toutes les propriétés arithmétiques du nombre T décou-
leront de sa composition en fonction de a. Cest ainsi, par
exemple, que les diviseurs de T, qui est toujours entier parce
qu’il est un nombre combinatoire, ne peuvent étre que des

diviseurs du produit (@ -1)...2a; donc il n'y en a pas au-
dessus de 2a.
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Quant aux autres propositions énoncées, je signalerai leur
relation avec la question 295 de Cesaro (Mathesis, 1883,
p- 248) précisément au sujet des facteurs premiers de laméme
formule T. (Voir Mathesis, 1886, p. 179-180.)

Pour la hibliographie de T, voir aussi : N. 4., 1875, p. 527
(C. Moreau); Mathesis, 1892, p. 272 (J.Neuberg); J. de Math.
sp., 1893, p. 7~9 (G. de Longchamps).

Note. — En se servant de notations plus familiéres a nos
lecteurs pour veprésenter les nombres combinatoires, il se
pourra qu’on parvienne aisément a établir les autres pro-
priétés du nombre T énoncées dans la question 1656.

1678.

(189%, p. 4*.)

Lieu des sommets et enveloppe des axes des paraboles
conjuguées par rapport & un triangle donné.
A. Cazamian.
SoLvuTION
Par uN ABONNE.

Les paraboles conjuguées par rapport a4 un triangle sont
inscrites dans le triangle obtenu en joignant les milieux des
cotés du premier. Pour s’en assurer, il suffit de remarquer que
le premier triangle est le triangle diagonal du quadrilatére,
formé par les trois cotés du second et la droite de I'infini. On
sait alors que le foyer F d’une parabole répondant a la ques-
tion est sur le cercle circonscrit au second triangle et que la
tangente au sommet est la droite de Simpson de F. Le pro-
bleme revient donc a chercher le lieu du point de rencontre
d’une droite de Simpson avec la perpendiculairc abaissée du
point correspondant, ainsi que P'enveloppe de cette perpen-
diculaire. Or, ce probléme a fait I'objet de la question 1505
(1884, p. 447), déja résolue dans les Nouvelles Annales.

NoTE DE LA REépscrioN. — Dans une autre réponse, M. H. Bro-
card démontre l'identité de la question 4678 avec la ques-
tion 4545, récemment résolue par M. d’Ocagne (1915,
p. 469-471).

Cette réponse surtout bibliographique, et datant d’aout 1915,
sera publiée prochainement.
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1844.

(1900, p. 190.)

Dans un quadrilatére complet, les quatre orthocentres
et les points o la ligne de ces orthocentres est coupée
par les quatre cétés sont huit points en involution.

C. Branc.
SoLuTION
Par UN ABONNE.

Il existe une parabole et une seule tangente aux quatre
cdtés du quadrilatére et sa directrice est la ligne des ortho-
centres. Soit

2 ___ —
i . Y 2px = 0O
son equauon.

Les quatre cdtés auront des équations de la forme
)’='ni1'+L (l::[,2,3,4),
2mM;
m; désignant le coefficient angulaire d’'une tangente a la para-
bole. L’orthocentre du triangle formé par les trois premiéres
tangentes (£ =1, 2, 3) a pour ordonnée
Vi = ¢(x “+ Mmamy—+ mgmy + mym,).

21 Mg My

D’autre part, la directrice de la parabole, ou ligne des
orthocentres, rencontre le quatri¢me coté en un point qui a
pour ordonnée

P 2
ve= —(1— m}).
£ am, ( ?)

Il faut prouver que les points y, et y,, et les points ana-
logues, forment une involution. Pour cela, il faut et il suffit
qu'on puisse déterminer deux constantes « et f§ telles qu'on
ait

.71"{i+°‘(}’t+‘.’i)+p=0 (i=l725374)'

Or, si 'on forme les quantités y, vy, et ys - v, on trouve

2
P
Yite= ———— (1 —m?2 4+ mamz—+ mgmy—+ m;ym
Y 4m1m2m3m‘( : 2M;3 3my 1My
— myImymem, -+ mymemzm,),

14

Yo+ Y=
2mymqemzm,

[my(1— mymymzm,) +~ Emymymy].
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Si I'on prend les trois premiéres valeurs de ces quantités,
correspondant & =1, 2, 3, pour que les constantes x et §
existent, il faut que le déterminant

YiYr yYi+11 1
Y2 Yo Y2 1}
Y3z Ys+—Ys 1

soit nul. Or, si 'on remplace y;v; y;-+ v: par leurs valeurs
et sil'on effectue les calculs, on trouve bien zéro pour résultat.
Si l'on remplace y;v;, y3;—+ y; respectivement par y,Ys,
¥Y+—+ Y, et si Pon effectue le méme calcul, le résultat est le
méme. Les constantes « et § existent bien et le théoréme est
démontré.

1878.

(1900, p. 571.)

On considére une ellipse E et le cercle C concentrique
a Uellipse ayant pour diamétre la somme des axes de E.
D’un point M quelconque de G on méne les tangentes ¢ E
dont les points de contact sont P et Q. Soit () la parabole
tangente en P et Q aux droites MP et MQ.

1" Le lieu des foyers des paraboles (1) est Uellipse E;

2° Les paraboles (11) sont tangentes a la développée de
Uellipse E:

3° La directrice des paraboles (I1) enveloppe un cercle;

4° L’aze des paraboles (11) enveloppe une hypocycloide
@ quatre rebroussements. E. BARISIEN.

SoLuTION
Par UN ABONNE.
Soient 2 et [ les coordonnées du point M. On a
(1) .o+ fr=(a+ b).
L’équation du point M est
(2) au + 3v—1=o0;
et celle de la parabole (IT) en coordonnées tangentielles

(3) aul+ b2 —1+ (au+ Bv—1)2=o0.
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On obtient les coordonnées (zy, y,) du foyer de la para-
bole (1) en exprimant que la droite

¥ —Yo=i(z — )
est tangente a (3). On trouve ainsi

a(x?-+ B2 c?) _ Bla+B2—¢?)

EEICTE R A CEE S )

(c?=a2— b?).

On en déduit, en tenant compte de (1),

Z, LY
a=(a+6)2,  B=(a+b)L;
d’otr
%—i—%-—-l:o;

ce qui démontre la premiére partie.
En écrivant que la directrice est le lieu des points d’ou

I'on peut mener deux tangentes rectangulaires a (II), on
trouve pour son équation

a+ b4 a2+ B2

axr+ By — 5

0.

En tenant compte de (1), on voit qu’elle enveloppe le cercle
ayant pour centre l'origine et pour rayon

a?+ b2+ ab
a—+b

I’axe de (I1) passe par le foyer et est perpendiculaire a la
directrice, son équation est donc

y— bB —-E<x— aa >=o;

a-—+b o a—+0b
ou bien )

a+bfx y _

bz g) e

Les coordonnées tangentielles de cette droite sont donc

a+b b (2t b)
Bla—0b)’

“= a(a—b)’
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et, en vertu de (1), elle enveloppe I'hypocycloide a quatre
rebroussements
I
-l; -+ ;}—2 ={a— b)z

Il reste enfin a trouver 'enveloppe des paraboles (11). Nous
avons fait le calcul de plusieurs fagons et nous n’avons jamais
trouvé la développée de Iellipse. Peut-étre y a-t-il une erreur
dans l'énoncé; ce qui expliquerait que la question 1878, qui
ne présente pas de difficultés particuliéres, n'ait pas encore
été résolue.

Voici comment on peut diriger le calcul pour I'abréger et
le simplifier un peu. Au lien de la parabole (II), considérons
sa polaire réciproque par rapport a (E). Son enveloppe sera
la polaire réciproque de 'enveloppe de (II) et, si cette der-
niére est la développée de (E), ce sera la kreuzcurve d’équa-
tion

as bo

x2 )/:

Cette équation étant beaucoup ‘plus simple que celle de la
développée de lellipse, on comprend l'avantage qu'il y a
a procéder comme nous le faisons.

L’équation de la polaire réciproque de (11) par rapport a (E)
est

— 4 =

:vz y? < By ‘)’:O.

Mais la relation (1) permet de poser
a=(a—+b)coss, B=(a+b)sing;

et I'équation précédente devient

x? 2 xcose  ysing o\
6 S+5 1+(a+b)< o —a+b> =o.

En la différentiant par rapport a ¢, on trouve

<.z'cos<p+'ysin<lo_ i )(stinzp ycos<p>

a? b2 a-+b a? b2

Le premier facteur donne comme enveloppe l'ellipse (E),
résultat ¢vident @ priori; le second donne la vraie enveloppe,
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qui se trouve ainsi définie par I’équation

zsing  ycosg —o
az b?
et équation (4).
De ces équations on déduit

_ 2a?(a—+ b)cosg
) ‘ ¥ 7 aTcosty + bisinto+ (@a+ b))

202(a+ b)sing .
a?costo + b2sin%¢ + (a + b)?’

-

et ces valeurs ne satisfont pas a I'équation de la kreuzcurve.
Les coordonnées d'un point de I’enveloppe, en fonction du
paramétre ¢, sont données par les relations (5). Pour obtenir
I’équation de cette enveloppe, il faut éliminer o entre elles;
mais on n’arrive pas & une équation plus simple ni plus facile
a discuter que les relations elles-mémes.

QUESTION.

9243. Enoncé complété (voir 1915, p. 143). — Etant donné
deux droites D et A rectangulaires, ne se rencontrant pas, et,
dansun plan perpendiculaire a D, un cercle C ayant son centre O
sur cette droite, on considére la surface réglée du quatriéme
ordre ayant pour directrices D, A et C (bien connue en sté-
réotomie comme constituant l'intrados de la voute dite
arriére-voussure de Montpellier).

Démontrer géométriquement :

1° Que la section de cette surface par tout plan perpendi-
culaire a D est une conchoide de Nicoméde de pole O.

2° Que la section de la surface par tout plan P contenant le¢
diamétre de G paralléle 4 A est une conique dont la projection
sur le plan I de C rencontre ce cercle en deux points fixes,
réels ou imaginaires, admet pour foyer le point O et pour
directrice correspondant a ce foyer la projection, sur le planll,
de la trace du plan P sur celui mené par A parallélement a II.

M. p’OcaGNE.
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Questions (depuis 'année 1842 jusqu'a 1910 inclusivement)
qui restent non résolues a la fin de 1915.

62 126 266 333 383 400 424
346 554 592 593 598 604 617
643 693 703 2% 729 730 731
732 772 774 791 803 812 815
820 821 848 852 839 861 880
888 891 892 893 893 bis 947 967
989 999 1000 1004 1007 1008 1015

1035 1042 1058 1063 1074 1078 1092
1105 1107 1108 1149 1206 1234 1236
1256 1303 1321 1361 1363 1365 1366
1390 1392 1393 1394 1402 1403 1435
1438 1439 1440 1441 1442 1443 1444
1445 1446 1447 1471 1483 1486 1490
1502 1503 1508 1510 1511 1519 1522
1523 1527 1528 1530 1564 1571 1585
1588 1596 1599 1600 1609 1614 1629
1631 1647 16350 1660 1672 1686 1687
1688 1689 1690 1691 1692 1693 1694
1693 1705 1710 1715 1721 1731 1738
1747 1751 1754 1761 1762 1763 1775
1776 1771 1779 1784 1785 1810 1811
1820 1821 1824 1625 1826 1828 1832
1837 1838 1839 1847 1850 1852 1854
1856 bis 1839 1864 1876 1884 1885 1886
1889 1890 1892 1908 1909 1910 1911
1914 1915 1937 1944 1950 1956 1957
1988 2003 2010 2012 2013 2038 2039
2045 2037 2065 2096 2114 2116 2141
2145 21351 2152 2156 2161

La comparaison avec le Tableau publié précédemment (1915,
p. 246) montre qu'un nombre notable de questions ont été
récemment résolues, grace aux efforts de nos lecteurs.

Nous les en remercions, et nous comptons sur leur persé-
vérance.
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[P'1c]

ETUDE ELEMENTAIRE SUR L’HOMOGRAPHIE PLANE
DE PERIODE TROIS ET SUR UNE SURFACE CUBIQUE;

Par M. Lucien GODEAUX.

Considérons, sur une surface algébrique F, une
involution d’ordre n, c’est-a-dire un systéme algé-
brique, doublement infini, de groupes de n points de
la surface, tels qu'un pointde la surface n’appartienne,
en général, qu'a un seul de ces groupes. En général,
ane involution appartenant & une surface algébrique
posséde o' points de coincidence, c’est-a-dire oo' points
comptant pour plus d’une unité parmi les n points des
groupes auxquels ils appartiennent respectivement.
Cependant, certaines involutions peuvent ne posséder
qu’un nombre fini, éventuellement nul, de points de
coincidence. Supposons que l'involution d’ordre n,
donnée sur F, jouisse de cette derniére propriété.
Deux problémes se posent :

1° Déterminer une surface normale ®, image de
Uincolution (c’est-a-dire dont les points correspondent
birationnellement aux groupes de I'involution) et €tu-
dier ses singularités;

2" Déterminer les conditions nécessaires ct suffi-
santes pour qu’une surface algébrique soit l'image
d’'une incolution, appartenant a une surface algé-
brigue, ayant un nombre fini de points de coinci-
dence.

Nous avons consacré a 1l'étude de ces problémes
Ann. de Mathémat., 4 série, t. XVI. (Février 1916.) 4
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plusieurs Mémoires, parmi lesquels nous citerons les
sulvanls :

1° Sur les involutions douédes d’ un nombre fini de
points unis, appartenant & une surface algebrique
(Rendiconti R. Accad. Lincel, 1° semestre 1914);

2° Mémoire sur les involutions appartenant & une
surface de genres un (Annales de I’Ecole Normale
supérieure, 1g14); :

3° Sur les incolutions appartenant & une surface
de genres po= py=o0, Py=1 (Bull. Soc. math. de
France, 1913);

4° Mémoire sur les surfaces algébriques de genres
zéro et de bigenre un (Bull. Soc. math. de France,
1915);

5" Sur les involutions de genres un et de seconde
espéce appartenant & une surface de genres un
(Annales de ' Université de Jassy, 1915);

6° Mémolire sur les surfaces algébriques doubles
ayant un nombre fini de points de diramation
(Annales de la Faculté de Toulouse, 1914).

A ces travaux 1l.faut ajouter des recherches de
MM. Enriques et Severi qui onl d’ailleurs été le point
de départ des nétres :

¥. Exriques et F. Severt, Mémoire sur les surfaces
hyperelliptiques (Acta mathematica, 19og).

Dans la premiére de nos études citées, nous avons
notamment démontré que toute involution apparlenant
a une surface algébrique, douée d’un nombre fini de
points de coincidence, est engendrée par un groupe de
transformations birationnelles de la surface en elle-
méme. Sauf dans le Mémoire n° 6, nous nous sommes
toujours borné a des surfaces spéciales. Nos recherches
ultérieures porteront sur des surfaces quelconques.
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Dans cette Nole nous traiterons, a titre d’exemple,
un cas trés simple et bien connu. Notre surface F sera
un plan et notre involution sera celle qui est engendrée
par Phomographie plane de période trois. Nous étu-
dierons la surface cubique qui représente cette invo-
lution.

1. Soient en coordonnées homogénes

Twgl ot — o .
UL Xyt X3 =T exyt 223,

¢ étant une racine cubique primitive de I'unité, les
équations d'une homographie plane de périoda trois.
Cette homographie engendre une involution Ij,
d’ordre trois. Un groupe de cette involution est cons-
tiluée par trois points :

(@1, Ty x3), (T4, ex3, 273), (&), 222, £75).

I'involution 1; posséde trois points de coincidence;
ce sont les points

(1, 0, 0), (0, 1,0), (0,0, 1).

On peut former aisément des systémes linéaires de
courbes planes composés avec I,. Les plus simples sont
formés de courbes d’ordre trois.

La cubique

1 3 2
A300 2T + Q3023 + A3 2§ + 3ay 0z} X,
-+ 3(7;20111'? XT3+ 3(5120@'11‘5-‘- 300211‘31’3
+ 3022173+ 3aga 2223+ b1 Ty X303 =0

est transformée, par 'homographie, en la cubique

. 2. 9
Q30073+ @302} + A3} + 3eas o2},
+ 3@y ] X3+ 3e2ay00 2,23 + 351‘.‘55&'2

+ 3e@102 2123 + 32202 2] + 61 Ty 223 =0.

Par contre, le systéme des cubiques planes contient
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trois systémes linéaires composés, avec I;, ce sont :

(l) )\1$?+)\2$%+131‘2—!—-)\51}1@‘2%3:0;
(2) W23 Ty + a3 &3+ a2l = 0]
(3) VN EI T3+ VX3 X+ V33 2= 0.

Le premier seul de ces sysiemes est dépourvu de
points de base et est donc de degré g.

2. Surface cubique image de 1;. — Rapportons
projectivement les courbes

MEd+ Az} 4+ Mxd + M2z =0

aux plans
)\]X] -+ )n2X2+ )\3X3+ )\;Xv‘ = 0,

d’un espace linéaire a trois dimensions. Nous oblenons
ainsi une surface du troisiéme ordre ®, d’équation

X, X, X, = X3,

A un point de cette surface ® correspond un groupe
de I, et inversement. On obtient donc une surface
image de I;, du troisieme ordre.

3. Etude d’un point de diramation de ®. — A un
point de coincidence P duplan (z,, z,, z,) correspond,
sur @, un point de diramation P’ qui est un point sin-
gulier de cette surface. Nous allons étudier la singula-
rité de P’. Nous supposerons, pour fixer les idées,
que P est le point (1,0,0). Alors le point P’ est le
point (1,0, 0,0).

Considérons une droite

* Aa Ty + A3T3 = 0,
passant par P, et ses transformées

Ay X9+ £A3T3= 0, €A X9+ A3X3 = 0,
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au moyen de I’homographie. Ces droites difféerent,
lorsque @, @3 ne sont pas nuls; elles coincident si 'une
de ces quantités est nulle. Cela signifie que si un point
du plan s’approche de P dans une direction différente
des directions z,=0, z3= 0, ses conjugués dans I,
s'approchent de P suivant deux directions différentes.

En d’autres termes, un point infiniment voisin de P
n’est pas un point de coincidence de I3, exception faite
pour les points infiniment voisins de P dans les direc-
tions X, =0, 3= 0.

Considérons une courbe

(4) )\2.’1}%4“)\31‘3-‘*‘)\,;@'13’21‘3:0

du systeme (1) passant par P. Cette courbe posséde un
point double en P et ses deux branches touchent les
droites z, = 0, 3= o.

A la courbe (4) correspond sur ® une cubique,
section plane de cette surface passant par P’. Cetle
cubique posséde, en P/, un point double & tangentes
distinctes. En effet, a un point Q de la section de ® par

le plan
R Xo+ M X3+ 2 X =0

correspondent trois points de la courbe (4), Q,, Q,
Q3. Lorsque le point Q s’approche de P’ (sur la section
plane considérée), les points Q,, Q2, Q; s’approchent
de P, mais tous trois sur une méme branche de la
courbe (4), puisqu’ils doivent coincider en un point
infiniment voisin de P sur cette branche. A chaque
branche de la courbe (4) correspond donc une branche
de la section plane considérée sur ®, en P'. Par suite,
les sections planes de ® passant par P’ ayant en ce point
un point double a tangentes distinctes, la surface ®
posséde en P’ un point double non uniplanaire.

Il y a o' courbes (1) ayanten P un point triple. Elles
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)\2.773-(*')\3‘7'3: o

et sont donc dégénérées en Lrois droites. Comme nous
I’avons vu plus haut, ces trois droites sont transformées
les unes en les autres par ’homographie.

A cette courbe (1) spéciale corvespond, sur @, la
section de cette surface par le plan

he Xy 23 X3=o.

Cette section plane posséde un point double a tan-
gentes confondues en P/, car a un point de la section
infimment voisin de P' correspondent, sur le plan
(2, 3, xy), trois points infiniment voisins de P, mais
situés chacun sur une des trois droites dont il vient
d’éire question.

On en conclut que :

En chaque point de diramation, la surface ® pos-
séde un point double biplanaire.

Effectivement, I’étude de I'équation de la surface
conduit au méme résultat. En P’, par exemple, ® a un
point double dont le cone tangent se décompose en les
deunx plans X, =0, X3=o.

4. Lasurface @ est évidemment normale, car le sys-
teme des courbes (1) est complet. En d’autres termes, il
n’est pas possible de trouver une courbe de ce systéme,
¢’est-a-dire une cubique invariante pour ’homographie
et n’appartenant pas au systéme (2), (3), qui ne puisse
éwre représentée par l'équation (1). Nous avons par
suite résolu le premier probléme.

L'involution d’ordre trois engendrée par une
homographie plane de période trois, peut étre repré-
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sentée par une surface cubique possédant trois points
doubles biplanaires.

5. Deux systémes de cubiques gauches tracées
sur ®. — A ane courbe (2) ou (3) correspond, sur ®,
une courbe dont nous allons rechercher la nature.

Une courbe (2) rencontre une courbe (1) en neuf
points formant trois groupes de I, par suite, lacourbe A
correspondant & cette courbe (2) rencontrera une sec-
tion plane de ® en trois points. Mais la courbe A ne
peut étrve plane, sans quoi elle aurait pour transformée
une courbe (1); la courbe A est donc une cubique
gauche.

Une courbe (1) passant par le point (1, 0,0) rencontre
une courbe (2), en dehors du domaine de ce point,
en six points formant deux groupes de I;; par consé-
quent, un plan passant parle point (1, 0, 0, 0) rencontre
la courbe A, en dehors de ce poinl, en deux points.
On en conclut que la courbe A passe par les trois points
doubles de @.

Une courbe (1) ayant un point triple en (1, 0,0),
c’est-a-dire décomposée en trois droites, rencontre une
courbe (2) en deux groupes de I, en dehors du do-
maine de ce point. Le plan

MaXo+ MHXz=o0
rencontre donc A en deux points endehors de (1,0, 0, 0)
et par suite la courbe A ne touche pas la droite
X,=X3=o.
On pourrait raisonner de méme sur les courbes cor-

respondant, sur @, anx courbes (3). On voit donc
que :

Il existe, sur la surface ®, deux réseauzx de
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cubiques gauches passant par les points doubles de

la surface, mais n’y touchant pas la tangente prin-
cipale.

6. Il convient d’étudier de plus prés ces réseaux de
cubiques gauches. Nous étudierons celui qui corres-
pond.au réseau des courbes (2). Suivant I'usage adopté
en Géométrie algébrique, nous indiquerons ce réseau
par |A|, et 'une quelconque de ses courbes génériques
par A.

Les courbes

(2) X}y e} X3+ wyrir; =0

passent par les sommets du triangle fondamental et
touchent la droite ;= o0 en (1, 0, 0), la droite z; =0
en (0, 1, 0) et la droite x;=o0 en (o0, 0, 1).

La courbe A qui correspond 4 la courbe (2) est située
sur les cones

(n w1 X7 4+ 2 Xo X3+ 3 X5 X = o,
(ll) IU-1X|X5+ H2X2+H3X|X3= o,
(1) w Xy Xo+ w2 Xo X, + w3 X3 =o,

aiusi qu'on le voit par un 'calcul trés simple. Ce sont
les trois cones projetant la courbe respectivement des
trois points doubles de la surface ®.

Le céne (1), de sommet (1, 0, 0, 0), touche le
plan X;=o0 le long de la droite X; =X, = o, tandis
que le cone (II) ne touche pas ce plan. On en conclut
que la cubique gauche A touche le plan X;=o0 en
(0, 1,0,0). De méme, A touche le plan X,=o0 en
(0,0,1,0) et X,=o0 en (1,0,0,0). En d’autres
termes :

Dans les domaines des points doubles de la sur-
Jace @, les cubiques A sont tracées sur une nappe de
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la surfacc; en (1, 0,0, 0) sur la nappe tangente
a X,=o, en (0,1,0,0) sur la nappe tangente
@ Xy=o0, en (0,0, 1,0) sur la nappe tangente
a X, =o.

Remarquons enfin que le réseau | A| est d:: degré un.
En effet, deux cubiques (2) ont en commun, en dehors
des sommets du triangle fondamental, trois points for-
mant un groupe de I;. Les deux courbes A qui corres-
pondent aux ceurbes considérées n’ont donc qu’un
point commun, variable.

7. A une cubique plane du plan (2, 22, z;), non
transformée en elle-méme par 'homographie, corres-
pond sur ® une courbe elliptique d’ordre g, découpée
sur cette surface par une surface cubique. Les coeffi-
cients de l'équation de cette derniere surface sont
d’ailleurs des fonctions des coefficients de 'équation de
la courbe considérée.

Pour le faire voir, considérons la cubique

oy =Sauxirizi=o0
(i+Ah+1=3).
L’homographie la transforme successivement en les
cubiques :

0y =3 s"‘*'?’ai/,./:v’; x’,"z{, = o,
o3 = Seh+laal xfxl =o.
La courbe
(5) ?1.92.03=0

correspond donc, sur ®, a une courbe C en correspon-
dance birationnelle avec chacune des cubiques ¢ =0,
©2=0, 93= 0. En effet, 2 un point de C correspondent
trois points du plan (z,, z,, z3) situés sur chacune des
trois cubiques considérées. C est par suite elliptique.
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La courbe (5) rencontre une courbe (1) en neuf
ternes de [, donc C est bien d’ordre g.

Remarquons qu’il existe, sur ©,= o, par exemple,
neuf couples de points auxquels correspondent les
mémes points de G. On en conclut que la courbe G
possede neuf points doubles variables en des points
simples de ®. (Les couples de points dont il est ques-
tion ici forment les dix-huit points d’intersection de
Py=0avec o =0 €l 93=0). ‘

Faisons varier la courbe ©, = o d’une maniére con-

tinue dans son plan jusqu’a ce que son équation
devienne

(1) M2t hha+ Mzd+ Moz ey = o.

La courbe C correspondante varie sur @ et se réduit
a la section de ® par le plan

;q X1+ )\2X2+ )\3X3-+' )\4X5= (8]

comptée trois fois, ¢’est-i-dire a la section de @ par la
surface cubique

()\1X1+7\2X2+)\3 X5 4 )J,X/,)g: 0.

On en conclut que les courbes € sont découpées,
sur @, par des surfuces cubiques.

Faisons maintenuant coincider la courbe ©;==0 avec
la courbe

(2) W3y paricy+ iy =o.

I.a courbe (3) se réduit & la courbe &=o et la
courbe C a une courbe A comptée trois fois. La surface
cubique découpant cette courbe A sur @ doit donc
osculler cette surface en chacun de ses points de ren-
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contre. Cette surface cubique a pour équation
(X4, X, Xg, Xy) = p} XXy + w3 X3X;+ i X3X,y
A3 s XZXg+ 3l XF X+ 323 2 X2X;
+ 6 s X3+ 33 s X X X,
=3 X3 Xy X, + 3t X Xe X, =o.

Remurquons que, dans le domaine du point (1, 0, 0,0)
par exemple, la surface ¥ =o touche simplement la
nappe de la surface ® tangente a8 X, = o.

8. Considérons la surface I, d’ordre ¢, située dans
I'espace a quatre dimensions, dont les équations sont :

X1X2X3=X2’ X§=¢(x1»x2:X3»X4>~

Entre la surface ® et la surface F, nous avons une
correspondance (1, 3). Quels sont les points de ® de
diramalion pour cette correspondance, c’est-a-dire les
points de ® auxquels correspondent trois points coin-
cidents de F.

Une premiére condition que ces points doivent véri-
tier, c’est évidemment X; = o, c¢’est-a-dire

U(Xy, Xy, X5, X,) =o.

Mais nous avons vu que cette surface oscullait ® en
chaque point de rencontre, sauf dans le domaine des
points (1, 0,0, 0), (0, 1, 0,0), (0, 0, 1, 0), ot elle touche
une des nappes de la surface. 1l n’y anra donc dira-
mation qu’en ces points de contact simple.

On voit donc qu’il y a trois points de diramation et
que la surface F est par suite irréductible.

Nous démontrerons actuellement que la surface F est
rationnelle.

Posons

X; X X5 X, Xs

; ; 3 = p 2 T = P
x} z3 Z3 XT3 P TIXe+ XT3 s Ti Ty
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Ces formules font correspondre 4 un point du
plan (z,, &3, ;) un point de F. Inversement, & un
point de F correspond un point du plan (z,, 2,, Zs).

En eflet, on a successivement

; 1
B2 T+ P X3 T3+ W33 = ;Xs,
)

I
231 Z§1'3X1+ ygxgz', x;g-'l— H;x?.z‘zxa = EXQX5,

1 x%x,X,X,—\- [J.g.?‘%.l‘ngXg—i— H3x§x3X3X1 = 1X%X5.

4
On en déduit, en posant
" 2 ™
A= ps X3 wy Xy peXo |,
{—'-‘:2X2X3 stxlxa P-nxtxz
I [*2 ]
A= | Xy 2 Xy mi Xy |,
X wsXi Xy i XiX,
bt f M3
YRS Xy Xy pe X, ,
“QXQXQ Xf 1 X1X2,
1 i I
A3= s X wm Xy Xy |,
wXe Xy 1w XyX; X?
. 1 X;4, 1 X5 A, Y 1 X; A,
1'11‘2—5 Iy ) (I“‘T;;—-E N ’ T§1‘1=;-—A—'
Mais on a
x;:lx,, xgzix,, x%:lxa;
¢ e P
par suite,
X'y h] A X9 x;.\ X3 X3A
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On en déduit, par exemple,

Ty Ty Z'3

XX, At X,X;A4, X244,

On voit qu’entre la surface F et le plan (z,, 2., 3)
il existe une correspondance birationnelle. La sur-
face F est donc bien rationnelle.

La transformation

pXi=Xy, p X, = X, p Xy =X,
o X, =X, pXj=c¢X;,

qui engendre sur F l'involution dont ® est I'image, a
pour correspondante, dans le plan (x,, 2., ),

Lix, =x1exyt e2a;.

ry=x

9. Pour résoudre le second probleme proposé, remar-

quons qu’une surface cubique, possédant trois points

doubles biplanaires ordinaires, ne peut pas nécessai-
rement étre représentée par I'équation

X, X, X; = X1,

c'est-a-dire que les trois couples de plans tangents a la
surface aux trois points biplanaires ne sont pas néces-
sairement les faces d’un triédre; mais une surface jouis-
sant de cette propriélé peut au contraire toujours étre
représentée par une telle équation. Par conséquent :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une
surface cubique soit ’image d’une involution plane
d’ordre trois, engendrée par une homographie de
période trois a trois points unis, est qu’'elle posséde
trois points biplanaires ordinaires, les plans tan-
gents a la surface en ces points étant les faces d’un
méme triédre.
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[119a]

DISTANCES, EN NOMRRES ENTIERS, DE TROIS POINTS
ET DE LEUR CENTRE 1S0GONE A 120°;

Par M. A. GERARDIN.

Le probleme suivant a é1é déja traité depuis long-
temps, mais je suis parvenu a une solution nouvelle et
médite qui pourra intéresser nos lecteurs : c’est ce qui
m’a déterminé a en présenter 'étude.

Supposons un cercle de centre O, et appelons A,
D, E, les sommets du triangle équilatéral inscrit.

D
Trouver des points B sur OD et C sur OE, tels que
les siz lignes a, b, ¢, x, y, 5 solent représentées par:
des nombres entiers, et donner des formules géné-
rales du probléeme. CE et BD sont aussi entiers.
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Puisque les angles en O out tous 120°, ce probleme
prend la forme suivante :

2+ xy + y:= a?
2+ 23+ 2= b2

Y+ yz+ 3t=ch

Tel est le systéme a résoudre, mais, avant de le trai-
ter, rappelons quelques phases du probléme.

Résumé historique et bibliographique.

Le n° 3, Vol. Il de The Mathematician,
probl. CXLVI, p. (64-165 de juillet 1848 [Ed. Ru-
therford et Fenwick, 1856, chez Spon, a Londres],
a donné la solution du probléeme suivant de Weddle :
« If the squares of the sides of a triangle be in arith-
metical progression, the lines drawn from the angles
to a point within the triangle so as to make equal
angles with each other, are in arithmetical progres-
sion. »

Les n™ 4 et 5, Vol. I, janvier et juillet 1880 de
The Mathematical Visitor (fondé en 1879 a Washing-
ton par notre confrére M. Artemas Martin), ont publié
d’iutéressantes notes sur le probleme 123 du Dr David
S. Hart, M. A., Stonington, New London County,
Connecticut, posé dans le n° 3 (de 18-9), Senior
Department : « To find three whole numbers such that
the sum of the squares of any two of them increased
by the product of the same two shall be a rational
square. »

Ce journal a publié, p. 105-106, 129-130, les solu-
tons :

Ne 1 du Rév. U. Jesse Knisely, Ph. D., Newcomer-

stown, Tuscarawas County, Ohio;
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Ne 2 d’Artemas Martin, M. A.;
N° 3 de l'auteur du probléme, Hart;
N 4 de Reuben Davis, réponse dont je n’ai pas con-
naissance.

Voici le résumé des trois premiers articles :

N° 1. On a successivement (apres rectification),
suivant les calculs et la numeérotation de Knisely,

(4) e+ zy +y) (22 + 23+ 32) = ja? b?,

(5) 222+ Ty + x5 — Y5 = a’+ b*— c?.

Retrancher le carré de (5) de I'expression (4); d’ou

(6) x_y+a;z+yz=%A,
cn posant
(10) 12a?b2—3(a?+ b2 — c2)2= Al

On aura de méme

(7) .r2+y2+zz=é(a2+b2+c?)—éA.
En posant
(11) 2(a?+ b2+ c?) = 2A = B2,

on en déduit

[
Br = a2+ b2— 2 - A,

o

By = al+ct— b= 1 A,
J

Bz = b2+ c?— a2 ;—A.

L’auteur fait ensuite les transformations

a=(1—n)b, c=(-+n)b, 1— §nt= (1— pn)?;



d’on
n— 2P A 3pt—1o
Topr+ b2 Pi+4
Il est enfin conduilt &
, 8q
3[72+]6=(4+qp)‘1 ou p='3——-_—;2'

. e . 1
Pour avoir des valeurs positives, il faut n < i

avec ¢ = — 2, p =16, on trouve la solution
r = 195, ¥ = 2064, 3= 325.

Je reproche a ce procédé d’étre un peu ardu et aussi
de nécessiter des calculs de limites, pour avoir des
solutions entiéres et positives. J'ajoute qu’il est facile
d’en urer des solulions générales; mais si une simpli-
fication, qui me semble bien improbable, ne se présente
pas, l'identité finale nous donnera pour chacune de nos
six inconnues initiales une fonction homogéne compli-
quée du huitiéme degré entre deux variables auxi-
liaires. On calculera seulement ces valeurs le jour ou
I'on écrira la solution définitive et compléte de cette
question.

Ne 2. M. Artemas Martin écrit

2 . x 2+ 2 pg
Ty + yi= (Bx—y) d’ou __:Z_.)__]?/,
q Y P—q
mais il particularise immédiatement en posant
p =2, q =1, x = bhm, = 3m, 3= an,
d'ou équation double
25 + 5w+ w2= D2, 9+ 3w+ wi=E2
L’auteur pose
_5(2n+1)
—_—
n?—

Ann. de Mathémat., {* série, t. XVI. (Février 1g16.) 5
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d’ou
gnrt+ 3ond+g7nt+ jon + 19 = F?
avec
F=3nt+5n+a
et
a =19, b=o, n=169, m = 65,
il obtient

xr =325, y =193, 3 =1264;

mais il ne faudrait point particulariser, si 'on voulait
obtenir des solutions générales.

Ne 3. Hart est amené, avec

2
x = m?— n?, Yy =2mn -+ n?, z=<w)x,
P —9q
a écrire
2pg + q? 2P + 9%\ , s
ro (P o (R ) oo

Aprés développement par rapport a p, il pose

G =yp*+ xpq -+ ;’—y Bz +zy —2y?),

d’oul
. 3x—+oy
L iy
Posant
3x+5y
={— —
P i

il écrit maintenant
=yt -z 2 2
G =yt 2(arr_—t—5y)gz: lﬁy(zw —+ 18zy + 9y?),
d'ou 1l ure -
P =9x3+ 1322y + 27yt -+ 15y3
q =4y (722+ 6y + 3y2).

L’auteur termine par une analyse classique, et donne
trois solutions dont la derniére est 264, 440, 325.
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Ces valeurs générales de p et g sont intéressantes,
mais nous ferons encore un reproche a cette méthode.
On voit que 5 sera une fonction du septiéme degré
en x et y, c'est-a-dire que l'identité finale donnera
pour chacune des six inconnues initiales une fonction
homogéne du quatorsiéme degré.

Dans les « Mathematical Questions and Solutions,
from the Educational Times... », on trouve la solu-
tion (new series, Vol. XI, 1905, p. 25-26) de la ques-
tion 7464 de M. G. Heppel. M. A.

« Find positive integral solutions, as small as pos-
sible of the equations

+xy +yt=w? Yyl yz 4 32=02, 314 zx 4 2?=ul,

[The proposer has not as yet found any smaller num-
bers than

x = 27263, ¥y = 13461, 2z = 39360,
w = 35947, v = 47544, u = 58015.]

M. R.-F. Davis, M. A., résout
U2+ UV + V2= H?
en entiers positifs, en posant
U=pt—2p—3, V=ip,
d’ou, avec p et ¢ > 3,
r=q(p’—2p—3), y=ipg, s=plg*—29—3).
Il reste & rendre carrée 'expression
Pe(pg —=3)[p*+pg +q*—6(p+q)+3] +9(p+q)"
Exemple :

r=2, =

q=-7')
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d'ou )
x = 433, ¥ = 4bby, 3 =166,
w = 4go1, v = 5681, w=1gll.

M. le lieutenant-colonel R. E., Allan Cunningham,
de Londres, indique dans une Note insérée a la suite de
cette réponse, que L. Euler (Comment. Arith. Coll.,
Vol. II, p. 414-417) a résolu une équation similaire.

M. Cunningham ajoute la solution suivante :

x = 960, y =--10064, 2 = 667,

¢ =931, = 1415, w =10106

et dit qu’il est difficile de trouver par cette méthode
des nombres tous positifs.

1l faut voir aussi, en général, pour I'étude des triples
équations et des doubles équations la traduction de
U'Incentum Novum de J. de Billy ((Fueres de Fer-
mat, t. I11).

Pour terminer ce bref historique, on peut dire que,
si la forme du probléme admettait un nombre négauf,
on en obtiendrait immédiatement de nombreuses iden-
tités, 'emploi d’'une méthode quelconque fournissant
immédiatement des solutions.

Ce probléme que l'on peut classer parmi les ques-
tions ardues d’analyse indéterminée en entiers positifs
mérite d’étre approfondi, et nous espérons que de nou-
veaux chercheurs feront bientdt connaitre des solu-
tions générales inédites el compléteront peut-étre
cette bibliographie condensée.

.
R

Je note d’abord certaines remarques : si nous con-

naissons une solution

(1) a4 af + 32= A2
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particuliére ou générale, nous aurons aussi

(24 B)t—a(x+B)+a2= Al
(2 + 8)2— B(2+ 3)=+ B2 =B

Les nombres z et 3 élant connus, le probleme se
raméne a la simple résolution en positifs, entiers ou
fractionnaires, de I'éguation double

(2) 22+ ax + 22 = B2,

(3) x4+ B+ 8= G
Nous connaissons plusieurs procédés simples :

. En posant
B=a+u,

nous arrivons a l’éqnati'ﬂn

wh—2B8ud+ (4P2+ a8 —2adyu?

+—(4aB — faP)u + (24— 233 + 2202) = D2
Le coefficient seul de «* étant carré, je pose

D=uw—Bu+ %(3‘3'Z+af3—2a’)

et l'on retrouve ainsi la solution de Hart.
I, On peut écrive aussi
D=u?— 8w~/

¢t 'on obtient alors une équation de condition, ot 'on
doit prendre alternativement pour x et 3 leurs valeurs
générales f2 — g2 et g2+ 2 fg:

(382+a8 —2a2—2h)u+ 2B(a2— 208 + A)u

+[a2(a2—aB - 82) — k2] =o.

En annulant le coefficient de «2, on retrouve le cas
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précédent; en posant
k=22 — a2,

on trouve
u=a, D=2x3, xz=o.

Enfin, il faut rendre carr¢ le déterminant de cette
équation, ou & peut éire fractionnaire. On sait qu’une
seule solution initiale suffit pour en obtenir une infi-
nité d’autres, et cette solution est toujours facile a
obtenir, méme mécaniquement et entiére, par mes
procédés.

1II. En posant
P

B=a—%ua,
on obtient
2

et alors (3) s’écrit

(&) B (P —q*)+aB(p*—g*) (9 + 2p9)
+a?(g?+2pg)*= D2

Cette équation de condition (4) étant de la forme
U+ 3V2= W2,
on pourrait donc aussi ’étudier en posant

V =ars, U = r*—3s?, W = r24 3s2,

IV. L’étude des équations doubles est intéres-
sante a faire, d’abord par les procédés classiques, et
ensuite par des-recherches nouvelles.

J'al remarqué, en commencant cet article, que

:—(d+p)

nous donne une solution du systéme (2), (3); je
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poserai donc en général
r=1— (d -+ {3),

et il suffira que
t>a+ B,

pour avoir des solutions positives.
Jobtiens alors une équation de condition de la
forme

(5) th— M3 4 N2 — MA2¢ + A= D2

avec
M=3(a+p), «-+af+ 2=A2

N =2A+ 242+ 5af + 2f2.

Cette forme (5) est la plus intéressante, car elle nous
méne 4 trois cas subsidiaires :

I
1° D=t2— -Mt+m,
2
2° D = 24 st + A2,
I
3 D=A2—;Mt+nt2,

que je vais étudier successivement,
1° En posant
m=A2— -8! (2 —B)e,
j'en tire

3a2+10af +3B2  (Ba+P)(a+38)
8(a+ p) - 8(2+ )

r = —
qui nous conduit, avec des solutions négatives, a des
identités du quatriéme degré, puisque

a=fr—g  B=g+2fs
Exemple : :

1‘——-80, y=48, = — 63.
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2* Nous avons alors
(28 + 32+ 3B)e2+[s2— (2a2+ 508 + 232)]¢

+ A2(as+3a+38)=o.

En écrivant que son déterminant est un carré parfait,
on retrouve soit le cas général d’un triangle rectangle,
soit une nouvelle équation de la forme

st+ esd+ f52+ g5 + [ = R?

que P'on sait résoudre.
Voici la solution cherchée :

On pose
by
nEIT TR
d’ou
2_;_ [ — 2 a2 X 232
z=(2+B) 8A (2 — B)2 ___(oc—l—lﬁ)(ja +2xp + 38 )‘

16A2— (2 — )2 (522 6aB + 582)
Pour que a soit positif, il suffit d’avoir > g; x est

évidemment positif, et I'on trouve ainsi :

z=(fr—g(5f*+12f3g +16f2g2+ 8 fe3+ 4g*),
ry=(8+2/8)(5f +12fg +16f2 4+ 8fg" + G gt),

= (f1+2/8)3f +ifls + 818+ 8fg + ig),
a=(f'+fe+g)(Ofr+12f3g+16f282+ 8 fg3+ 4g%).

Les valeurs généralesde b et ¢ se calculent facilement :

b=gft+19fsg+23 g2 16383+ 8f2gv+ 485+ 4g%,
ce=3fS+15f3g + 43f g2+ 563 g3+ 48 f2 g+ 20 g5+ 4 &5.

el l'on voit, en général, que I'on aura

b+c=2a.

Les nombres b, a, ¢, sont donc en progression arith-
métique, et ceci n’a pas lieu pour z, y, 3.
Voici quelques solutions numériques; il faut tou-
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jours prendre a et 3 premiers entre eux, sinon on
retrouve des nombres déja vus; de méme, il sera facile
de généraliser la remarque suivante : f=75 et g=2
donnent la méme solution que f=3et g =1.

S=2 g =1 = 19) y= 325 3= 206j
3 1 ~ 208 6307 6765
3 2 9425 30160 21063
4 3 12383 58377 38760

On ne peut prendre g << o, caril yaurait un nombre
négatif; de plus, avee f> 2. el f, o fractionnaires, on
retrouve les mémes solutions.

On aurait pu, au lieu de poser

a‘:t—(l+3),

effectuer immédiatement le produit (2) (3); on aurait
ainsi lesidentités suivantes, obtenues par un autre pro-
cédé. ‘
Ayant une solution particuliére ou générale
r=a, y =14, 5=
nOus aurons aussi
x =28, ¥ =By, 3= ya.

Voici donc de nouvelles identités, provenant de a
solution générale précédente; on ne peut pas réitérer
ce procédé.

Les nouvelles valeurs générales de a, b, ¢ sont dans
lordre

b8, cx, av;
on aura ainsi

T = (1= &) (82 218) (5 f 4+ 12f3 5 + 1617 £1+8 g1+ gY),

Y=L+ of8)Bf + 4 25+ 8 282+ 85t + i g¥),
= (frof8) (820 f8) 3 + i f g7 824880+ G 8Y).
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Application. f= 2, g =1; triangle 264, 323, 44o.

Ces formules donnent de nouvelles solutions du pro-
bléme géométrique posé et permettent de généraliser
la question, au point de vue analyse indéterminée. 1l
sera maintenant facile de chercher d’autres identités.

11 sera intéressant de voir si d’antres éléments de ces
curieux triangles sont entiers, ou s’ils ont certaines
propriétés spéciales.

Jai aussi trouvé des identités pour un probléme ana-
logue qui se raméne & étude en nombres entiers du
sysléme

r?—xy+yi=a?,
22— 25 + 32 = b2,

» .)’2-—‘}’5 4+ 32 = c2?.

[O!Re]
GONSTRUCTION DU CENTRE DE COURBURE ,
DE L’'HYPERBOLISME ET DE L’AFFINE D’UNE COURBE DONNEE;

Par M. F. BALITRAND.

Soient z et y les coordonnées d’un point m d’une
courbe (m) et X, Y celles d’'un point M d’une
courbe (M). Si ces derniéres sont liées aux précédentes
par les formules

(1) x = X, y=—

la courbe (M) estdite ' hy perbolisme delacourbe (m)(*).

(') Au sujet de la définition et des propriétés de I’hyperbolisme
et de Paffine |d’'une courbe se reporter & un article de M. Goor-
maghtigh (NVouvelles Annales, 1915, p. 4o} et fo7). Consulter aussi le
Traité des courbes speciales remarquables de M, Gomes Teixeira
(t.. 1. p. 95, 99 et passim).
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Nous nous proposons de construire géométriquement
le cercle osculateur de (M) en M connaissant celui
de (m) en m.

M. Goormaghtigh a donné dans les Nouvelles An-
nales une solution de ce probleme fondée sur la consi-
dération des courbes intégrales; celle que nous allons
indiquer est plus directe.

La parabole qui a pour équation

(2) r*—ar —By—v=o0

a son axe parallele 3 Oy et dépend de trois paramétres,
a, 3, v dont on peut disposer pour qu’elle passe en m
ety oscule la courbe (m).

Fig. 1.
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En lui appliquant la formule (1), on la transforme en
une hyperhole qui a pour équation

Bzy

(3) :rz-——a-—ax—-{=o.

Celle-ci passe en M et y oscule (M). Le probléme



(76)
revient donc a4 construire son centre de courbure C en
ce point,

Or elle admet Oy comme asymplote et elle coupe Oz
aux mémes points que la parabole (2). Pour la déter-
miner, il suffit donc de connaitre ces points.

Si I'on désigne par ¢ le centre de courbure de (m)
en m, et si 'on prolonge cm d’une longueur

cm
mey = —T ’

on obtient, d’aprés un théoréme connu, un point de la
directrice de la parabole (2) et en menant de ¢, une

Fig. 2.

perpendiculaire sur Oy on a cette directrice elle-
méme. Dés lors, la construction du foyer f est immé-
diate, car il suffit de prendre le symétrique, par rapport
a la tangente en m, du point m, ou mM coupe la direc-
trice. En tracant ensuite, avec un rayon égal a la
distance de la directrice & 'axe Oz, un cercle de
centre f, on obtient les points @ et b communs 8 Oz
et & la parabole (2). Ces points appartiennent aussi a
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Ihyperbole (3), qui se trouve ainsi déterminée d’une
facon surabondante; car on en connait le point M et la
tangente en ce point, une asymptote, Oy, et deux
points a et b.

La construction de son centre de courbure Cen M
est dés lors un probleme connu, qui a recu plusieurs
solutions, et-pour lequel nous indiquerons la suivante :

Les paralléles a Oy, menées par a et b, rencontrent
la tangente en M en a, et by; les paralléles a la nor-
male en M. menées par ces. points, rencontrent
respectivement en o et 3 les perpendiculaires élevées
en M a Mbet Ma; la droite a8 détache sur la nor-
male en M un segment égal au diamétre du cercle
osculateur en ce point.

En résumé, on a, pour déterminer le centre de cour-
bure de 'hyperbolisme d’une courbe, la construction
suivante, qui est assez longue, mais qui s’effectue enti¢-
rement avec la réegle et le compas :

On prolonge le rayon de courbure cm de (m) d’une

longueur me,= = et 'on méne par c, une paralléle
2

@ Qx. Soient m, et ples points ot la droite mM coupe
cette paralléle et Ox. Du point f, symétrique de m,
par rapport a la tangente en m, on décrit, avec m, *
pour rayon, un cercle qui rencontre Oz en a et b.
Les paralléles a Oy, menées par ces points, coupent
la tangente en M en a, et b,; les perpendiculaires a
la tangente élevées en ces points rencontrent en o
et celles menées a M b et Ma au point M ; la droite of3

passe par l'extrémité du diamétre du cercle oscula-
teur en M.

Pour I'affine d’une courbe donnée, la construction
est analogue, mais notablement plus simple. Les for-
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mules de transformation étant

z =X, y=kY (k = const.),

la parabole (2) a pour transfarmée une auatre parabole
(4) rt—ar — kBy —y=o

de méme axe que la premiére. La connaissance du
point f suffit pour déterminer cet axe et, celui-ci
connu, la construction du centre de courbure de (4)
en M n’offre pas de difficultés.

On peut notamment, pour l'obtenir, tirer par le point
oul’axe rencontre la normale une paralléle a la tangente
en M; par le point M tirer une paralléle & 'axe et du point
d’intersection de ces deux droites abaisser la perpendi-
culaire sur l'axe. Elle passe au centre de courbure
cherché. On a donc la construction suivante :

Le point fétant déterminé comme précédemment,
on méne par ce point une perpendiculaire sur Oz.
Par le point ou elle rencontre la normale en M on
tire la paralléle a la tangente en M et par M on tire
une paralléle a Oy. Du point d’intersection de ces
deux paralléles on méne la paralléle a Ox; elle
passe au centre de courbure cherché.

[L14]
POINTS D'INTERSECTION D'UNE SURFACE
DU QUATRIEME ORDRE AVEG LES ARETES D'UN TETRAEDRE;

Par M. G. FONTENE.

1. Tutorkme. — Les vingt-quatre points d’inter-
section d’une surface du quatrieme ordre avec les
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sixz arétes d’un tétraédre vérifient trois conditions
indépendantes de la surface considérée; trois de
ces points sont déterminés par les vingt et un
autres.

Une surface du quatriéme ordre dépend de para-
5X 6 %7
6
étant pris comme tétraédre de référence, on ne modifie
pas les traces de la surface sur les arétes en modifiant

les termes

métres en nombre — 1, 0u 34. Or, le tétraédre

y3t(by +cs+dt)
+zst(@dr+cs+det)+ ...+ ...+ kxyast,

qui sont au nombre de 13. Le nombre des parameétres
dont dépendent les vingt-quatre points en question est
donc 21; ces points vérifient trois conditions.

2. Cororrare 1. — Si une surface du quatriéme
ordre coupe les six arétes d’un tétraédre en vingt-
quatre points dont douse appartiennent a une qua-
drique S, les douse autres sont aussi & une qua-
drigue S'.

En effet, par neuf des douze points restants on peut
faire passer une quadrique S'; les deux quadriques S
et S’ forment une S; qui doit contenir les trois derniers
points; la quadrique S’ passe donc par ces points. Les
équations des deux quadriques élant S =o, S =o,
I'équation générale des surfaces considérées est

S.8'+yzt(by +cz+dt)+...+...+... +k.zyst=o0,

avec 31 paramétres; a priori la surface doit vérifier
trois conditions et dépend par suite de 31 paramétres.
Les douze premiers points vérifient trois conditions,
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qui sont, par exemple, une condition dans chacune des
faces DBC, DCA, DAB; le théoréme impose trois con-
ditions aux douze derniers points, et il se trouve que ce
sont trois conditions intrinséques, analogues a celles
que vérifient les douze premiers points.

3. Cas varticurisr. — Par les douse points de
rencontre des arétes d’un tétraédre et d'une qua-
drigue S, on peut (de diflérentes facons) faire passer
quatre plans s, 3, v, 6, chacun de ces plans étant
mené par Lrois points situés sur les arétes issues
d’un méme sommet; les quatre droites d’intersec-
tion de ces plans avec les plans des faces opposées
du tétracdreappartiennent @ un méme hyperboloide
(condition triple).

Ces quatre plans forment en effet une S, et les douze
points que le covollaive I place sur une quadrique &
sont trols a trois en ligne droite. — Les traces des
plans 2, 8, v sur le plan ABC rencontrent BG, CA, AB
en trois points qui sont sur une droite : cette droite
est la seconde génératrice de I'hyperboloide dans le
plan ABC.

Ce fait et le fait corrélatif ont été donnés par Chasles
(Apercu historique, note XXXII).

3a. Si la quadrique est tangente aux six arétes
du tétratdre, on a ceci: les points de contact élant M,
N, P, M/, N/, I, les trois premiers sur les arétes issues
de D, et les plans tangents en ces points étant m, n, p,
m', n', p', les quatre droites (MNP, ABC), (MNP,
DBC), ... sonta un hyperboloide, les quatre droites
qui joignent le point (m', 7', p') au point D, le point
(m'y n, p) au point A, ..., sont & un hyperboloide.
On peul dire : dans l'octaédre hexagonal dont les
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sommels sont M, N,, P, M', ..., les quatre droites
d’intersection des plans des faces opposées sont a un
hyperboloide; dans I'’hexaédre octogonal dontles plans
des (aces sont m, n, p, m/, ..., les quatre diagonales
sont a un hyperboloide. — L’axe d’homologie du
triangle M'N'P’ ct du triangle ABC est la seconde
génératrice du premier hyperboloide dans le plan ABC;
I'axe d’homologie du triedre mnp et du triédre (a, b, ¢)
est la seconde génératrice du sccond hyperboloide
issue de D.

34. Si la quadrique est circonscrite (ou inscrite)
au tétraedre, le fait indiqué au n° 3 (ou le fait corréla-
tif) doune ceci : Ktant pris quatre points A, B, C, D
sur une quadrique, et les plans tangents en ces poinls
élant =, 3, ¥, 6, les quatre droites d’intersection des
plans 3 et ABC, 2 et DBC, ..., sonta un hyperboloide;
les quatre droites qui joignent le point 1) au point
(2, 3,%), ..., sonta un hyperboloide. — On déter-
mine comme au n° 3 les secondes génératrices situées
dans les plans ABC, ..., ou issues des points
(o 3, -,')*

Ces faits ont ¢été signalés d’abord par Steiner et
Bobillier (Annales de Gergonne, t. XVIII).

3c. Les deux cas particulicrs (3a) et (3b) dépen-
dent encore du théoréme général donné par Chasles
pour deux tétraédres qui sont polaires réciproques
par rapporta une quadrique : les droites d’intersection
des plans des faces correspondantes sont & un méme
hyperboloide, les droites qui joignent les sommets cor-

respondants sont a un méme hyperboloide {Annales
de Gergonne, t. XIX).

4. Corovrame . — 8¢ une surface du quatrieme
Ann. de Vathémat., 4 séric, t. XVI. (Février 19165,) 6
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ordre est doublement tangente a chacune des siz
arétes d’un tétraédre, les douze points de contact
sont a une quadrique.

Le mot corollaire indique ici, non une conséquence
directe du théoréme, mais un fait intimement lié au
théoreme; les douze points de contact doivent vérifier
trois conditions. Si I'on suppose qu'ils sont a une qua-
drique, I'équation de cette quadrique éltant S = o,
Iéquation de la surface est

St yst(by +cs+dt)+...+ ...+ ...+ k.zyst = o,

avec 22 parametres; or, a priors, la surface doit véri-
fier douze conditions et dépendre par suite de 22 para-
metres. Ce raisonnement est d’ailleurs insuffisant.

On a un fait corrélatif : les planstangents a la sur-
face aux douze points ou elle touche les arétes sont
tangents a une quadrique.

5. Cas parricurier. — Si deux quadriques touchent
I'une et 'autre les six arétes d’un tétraédre, les douze
points de contact sont & une méme quadrique, les
douze plans tangents en ces points sont tangents a une
méme quadrique (Steiner, Annales de (Gergonne,
t. XIN).

Cet énoncé est, si I'on veul, une réciproque de celui
que I'on obtient en supposant que, dans le corollaire 1,
la surface du quatrieme ordre est une quadrique
double.
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CORRESPONDANCE.

M. F. Farjon. — Sur le quadrilatére inscriptible. — Sous
le n° 1389, j'ai proposé jadis (1888, p. 502) la démonstration
d’une formule trigonométrique relative au quadrilatére ins-
criptible, et j’en demandais en méme temps une interpré-
tation géométrique.

M. Leinekugel a donné a cette question une réponse élé-
gante (1892, p. 38); mais il n’a pas retrouvé le théoréme qui
m'avait servi de point de départ. En voici I'énoncé, d’ailleurs
bien connu :

Dans tout quadrilatére inscriptible aw cercle, la per-
pendiculaire abaissée du point d’intersection des diago-
nales sur la droite qui joint les milieux de ces deux
lignes, et les perpendiculaires abaissées des points de ren-
contre des cotés opposés sur la droite qui joint respective-
ment les milicux de ceuzx-ci, se coupent en un méme point,
symétrique du centre du cercle circonscrit par rapport au
centre de gravité du quadrilatére; et réciproquement.

Cf. (1892, p. 41-47) Varticle « Sur le quadrilatére ».

Un Abonné. — 4 propos de la transformation par
hyperbolisme. — La transformation par hyperbolisme est
bien antérieurc a la transformation par l'abscisse de Segner,
signalée par M. M. d'Ocagne (Nouv. Ann., 1915, p. 520). Elle
est due & Newton, qui s'en est servi dans son Enumeratio
linearum tertii ordinis (1706). (D’aprés Gomgs TEIXEIRA,
Traité des courbes spéciales remarquables, t. 1, p. g9
et 151; FEux Lucas, Etudes analytiques sur la théorie
générale des courbes planes, p. 221.)

M. R. Goormaghtigh. — Au sujet de la question 1630. —
MM. Brocard et Bouvaist ont donné de cette question des
solutions (1915, p. 139, 472) basées sur le fait que, pour le
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triangle spécial considéré, la potentielle triangulaire est une
conique. Il peut étre intéressant de signaler que Cesaro a
démontré le théoréme qui fait I'objet de cette question
(Natiirliche Geometrie, p. 133) et que sa démonstration ne
fait pas intervenir la nature spéciale de la potentielle.

La potentielle triangulaire étant une courbe anharmonique,
d’aprés la dénomination de Halphen, on voit aisément que,
pour le triangle moyen out a?= bc, la tangente au centre de
gravité est paralléle au coté a. On sait, en outre, d’aprés
Pétude des courbes triangulaires symétriques de La Gour-
nerie, dont les courbes anharmoniques constituent un cas
limite, que le rayon de courbure en un point quelconque
d’'une courbe anharmonique est

(41 [£2 [y s
Y1Yae)s

K1, 2, (3 désignant les coordonnées barycentriques du point
considéré, ¥, ¥s, ¥3 les distances des sommets a la tangente
en ce point a la courbe et S I'aire du triangle. Il suffit de faire
dans cette formule

ise

Yr=y3=28:3a et yi=4S:3a .

pour obtenir le théoréme de la question 1630.

M. F. Balitrand. — Sur les questions 2239 et 2268. — En
ce qui concerne la premiére (1915, p. 477), jai démontré,
aprés Laguerre (N.A.,1914,p.8) que le triangle PQR est non
sculement inscrit a une conique fixe, mais aussi conjugué par
rapport a une autre conique fixe. De méme pour 2268 (1915,
p. 479), j'ai démontré (1bid., p. 12) que le triangle PQR est
a la fois circonscrit a une conique fixe et conjugué par rapport
a une autre conique fixe.

M. G. Fontené. — Sur la question 2182. — Cette question,
qui fait double emploi avec 1968 (résolue), doit étre annulée.
FVoir 1910, p. 288.
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

2217.

1914, p. 96.)

Soit PP' un diamétre variable d’une ellipse de foyers F
et F', PF et PF' rencontrent l’ellipse en Met M'; MF' et M'F
se rencontrent en Q); PQ rencontre FF' en K et MM’ en L.
Montrer que : )

1° La tangente en P’ et MM’ se rencontrent en R sur FF';

2 La droite MM' enveloppe une ellipse et L est le point
ott MM' touche son enveloppe;

3° Le liew de Q est une ellipse de foyers F et ',

4 Chacune des droites PQ et P'Q est normale a une
ellipse fize. (E.-N. Barisien.)

SoLuTioN
Par M. R. BouvaisT.

Nous rappellerons tout d’abord la proposition suivante :
Si, par un foyer F d'une conique, on méne une sécante
coupant la courbe en A et B, ona

LI S,
FA ~ FB '/

p désignant le paramétre de la conique.
1" Le triangle PFF’ coupé par la transversale RMM’' donne

RE' MF MNP

®F NP WE "
on a aussi
IR 1 1 1
MFETFPTp MF TFPT P
d’ou
M'P
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RF' _ FP RF'  F'P
RF=Fp ™

d’on
RF ~ FP’
le point R est le point d'intersection de la bissectrice exté-

rieure de I'angle 1@’ avec FF'; c’est donc le point d'inter-
section de FF’ avec la tangente en P'.

2° Par un point R de FF’ passent deux droites MM’'; l'en-
veloppe de ces droites est une conique, admettant les axes de
I'ellipse donnée pour axes de symétrie, et bitangente 4 cette
ellipse aux extrémités du grand axe; cette conique est une

ellipse coaxiale a I'ellipse donnée d’axes a et b, et la longueur

3
de ses axes est a et =
c

L'enveloppe de MM’ étant bitangente 4 I'ellipse donnée E
aux extrémités du grand axe, MM’ touche son enveloppe en
son point d’intersection avec la polaire de R par rapport 4 E,
c’est-a-dire au conjugué harmonique de R par rapport a MM/,
ou encore le faisceau P(RM’' QM) étant harmonique, au point L.

3° Le triangle M'PF coupé par la transversale MQM’ donne

,__ PF' MF
FQ = QM > MP > W’
d’odr, puisque

0 [ MF p
ME TFP -5 %M NPT FP
et
L S o P PI’ l
WFTPFSp M WERC
_ SEP—p\ - F'P—p
FQ_.QM( i >_(I‘M—-I‘Q)< s >
d’oli, puisque
PF + PF' = aa,
d’ob
FQ(a?+ ¢?) = FM'(a?*+ c?— aPT)
=(2a — M'F')(a?+ c?— aPF);
or
.- b2PF" b2 PF’
WE =P~ @ra—are
d’ou

FQ(at+ c?) = 2a(a?+ c2— aPF) — b2PF’;
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on a, de méme,
F'Q(at+ c?) = 2a(a?+ c*— aPF') — b?PF,
d’ou
2a(2c¢— b2?)
a?+c?

FQ+FQ=

4° Les points RF'KF forment une division harmounique; le
point K est donc le symétrique par rapport au centre O de
Pellipse donnée E, du pied de la normale en P a E. Soit Py
le point qui correspond & P sur le cercle principal de E, la
droite KP, rencontre le petit axe en K' et Ton a, ¢ étant
langle P, OF,
c?  a?

— ———ssinw,
a a—+ c? v

i o2 ., c? .

OK = ;cos',p, OK' = PR asing =
la projection du segment KK' sur un plan faisant avec le plan
du cercle principal un angle 8, tel que

a®+-c?
cosh = —_—
a’
a donc une longueur constante; cette projection enveloppe
une hypocycloide a quatre rebroussements, et la droite PKQ
une développée d’ellipse,

Il existe une correspondance univoque entre les points P’
et Q. carsi I'on se donne P'un, Pautre est déterminé et unique-
ment, P’ décrivant Uellipse E, Q décrit une ellipse E;; il en
résulte que 'enveloppe de P'Q est une courbe de quatriéme
classe; cette courbe admettant visiblement les axes de E; et
de Ly commne axes de symétrie et tangentes doubles, est une
développée de conique.

AVTRE SOLUTION
Par M. T. Ono.
Soient
P(a cosa, bsina),
M(acos8, bsinf), M'(acosB’, bsinf’)

et e l'excentricité de Pellipse donnée




(88)
On a

a g’ t+e a
cot=—, tang=- = — ;
2 2 1—e

g 1 —e

tang - = —
g"z 1+ e

et 'on trouve successivement les coordonnées et les équations
suivantes : -

a(1 + e?)

(MM') bx cost+
' 1 — e?

ysina +ab=o;

a1 -+ 3e?) b(1 — e?)
T T3 e %% VT T moe

(Q) z=

sina;

(PQ) barsina — a(1 + e%)y cosx + abe?sinacosa = 0;

(P'Q) b(1 + e2)xsina —a(1 —e?)y cosa
—+ 2abe?sinacosa =o0;

. b(l—-e‘l)s.

L =-—aco = na.
(L) s, y=—

Donc :
1’ La tangente en
P'(—acosa, — bsinx)

et MM’ e rencontrent en

R <— @ , 0).
cosa

2° La droite MM’ enveloppe I'ellipse

2

2?2 32

—_ 4 ———
a? b ,_e2>2
1+ e?

/

=1,

et le point L est sur cette courbe. On voit que P'L est per-
pendiculaire a I'axe des .
3° Le lieu de Q est 'ellipse

2 2
x y -

T+ 3et\: 1—e \? ’
w(525) T e (=2
3+ e 3+ e

et ses fovers sont F et F'.
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4" Lenveloppe de PQ est la courbe

he

o

’

(r '_l_ Y =1
\ ae? ( be? ’

=
1+ e

et cette courbe est la développée de Uellipse

z° 2

S+ =1,
5 3

ay b3

ou
b _ b +e?),
NG T Tae

donc la droite PQ est normale a cette ellipse.
I’enveloppe de P'Q est la courbe

e
wpe

= + 4 =1
( vae? ) 2be? ’
L1+ e? P —e?

et cette courbe est la développée de I'ellipse

72y
adtTh
on
_ 262(1 + e2?) b __217_(_|——e’) i
CTa— =]’ T i —ep

donc la droite P'Q est normale a cette ellipse.
N.B. — Les deux ellipses du n° 4° ont leurs foyers sur I'axe
des . En changeant b en bZ, on aura les propriétés analogues

pour une hyperbole.

Autres solutions par M!'"* ANNE DE PREHYR et UN ABONNE.

2218.

(1914, p. 96, 192.)

Quand deuzx normales MP, MQ a une ellipse abaissées
d’un point M sont rectangulaires : 1° la droite RS, qui
joint les pieds R et S des deux autres normales issues de M,
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est telle que les axes interceptent sur cette droite une
longueur constante égale au rayon du cercle orthoptique
a lellipse; 2° la droite PQ enveloppe une ellipse et la
touche en son point de rencontre avec la corde R'S' symé-
trique de RS par rapport au centre O de Uellipse.
E.-N. Banisien. -

SoLvTION
Par M!s ANNE DE PREHYR.

La droite PQ est la polaire d'unbp()int C du cercle orthop-
tique; son enveloppe est donc déja lellipse polaire réciproque
de ce cercle pour 'ellipse donnée.

En posant OC =d = y/a>+ b® et en prenant les coordon-
nées de G sous la forme (dcosa, dsina), I'équation de PQ
est
(PQ) wdaiosa+ydbiina

-— 1 =0.

Le théoréme de Joachimsthal sur les normales a Iellipse
montre que RS et OC ont des directions symétriques par
rapport aux axes de lellipse donnée. On peut donc écrire
I'équation de RS sous la forme

(RS) xsina + ycosa—+ A =0
et en exprimant gue I'équation

2 ¥?
W Z+H

xdcosx  ydsina
= -+

— E )(msina—!—)'cnsa+)\)=o

est celle de ’hyperbole d’Apollonius de M, on a immédia-
tement A = d sinacosx.
L'équation de RS devient

(RS) xsina -+ y cosa + dsinx cosa = o,

La droite RS est donc la droite symétrique par rapport a
I'origine de celle qui joint les projections D, E de C sur les
axes coordonnés; le segment intercepté sur RS par les axes
coordonnés est donc égal @ OC ou a d, comme il fallait le
démontrer.
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D’autre part, la droite PQ touche son enveloppe sur la
droite m dont I'équation est

xsina  ycosa
az b

(m)

Or on retrouve cette équation en éliminant le terme indé-
pendant entre I'équation de PQ et celle

xsinx + y cosa — d sina cosa =0

de la droite DE. Le point ou PQ touche son enveloppe est
donc sur DE.

N. B. — 1° L’équation de I'enveloppe de PQ est

z2d? 2 g2
—) ‘y..__ =1
a+ bt

ou
x? 2
L
a* b2

I
at+ b

2° En poursuivant l'identification de I'équation (1) avec celle
de I'hyperbole d’Apollonius de M (zy, y;), en supposant d
quelconque et en faisant d cosa = @5, d sina = y,, on retrouve
les formules de Deboves pour les coordonnées d’un pole
tangentiel C et d'un pole normal M.

Autres solutions par MM. R. Bouvaist, J. Levairg, T. Ono et
U~ ABONNIE.

2220.

(1914, p. 144.)

On considére les trajectoires orthogonales T d'un
systeme de cercles C homothétiques entre eux par rapport
au péle O. Le centre de courbure de la courbe T répon-
dant au point M ou elle coupe orthogonalement le cercle C
est le pole de la droite OM par rapport a ce cercle.

M. p’OcacNE.

SoLuTiON
Par M. T. Ovo.

Soient O lorigine des coordonnées et C le centre du
cercle (C) qui est sur I'axe des z. En posant OC = a, le
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rayon de (C) =Xa, on a
(1) (¢ —a)+yr=Na
En éliminant a entre (1) et (x — a) y"— ¥ = o, on obtient
Véquation dilférentielle de T ) A
(2) y%l—#—y’ﬁ—ﬁ(xy(-—y)*': o.
On trouve, d’aprés (2),

y yy' (1 +v"?)

T Nz(zmy —y) =iy

Soient maintenant K (24, 1) le centre de courbure de T’
répondant au point M(z, y) et R son rayon, et 'on a

3
R — (_'_l—&—_v’i)-? _ Aa(Wax — y?)
Ty T ye—a
(K) xl:x_l\‘lam—zﬂ’ ‘}"1=}’+ A'—’az‘—z‘l‘
> —a 1%

On voit donc que KC ¢t OM sont rectangulaires, et par
sunite que K est le pole de OM par rapport & (C).

Autres solutions par M ANNE DE PrEnYR, M. J. LEMAIRE et UN
ANONYME.

2223.

(1914, p. 336.)

Soient M et M' les extrémités de deux diamétres conju-
gués, F et F' les foyers d’une ellipse. Trouver le lieu du
point d’intersection .de MF et M'F’ ou de MF' et M'F.

T. Oxo.

SOLUTION GEOMETRIQUE
Par M. R. Bouvaisr.

Considérons le cercle dont I'ellipse donnée est la projection;;
soient Oz et Oy les diamétres de ce cercle correspondant au
grand axe et au petit axe de lellipse. Soient M; et M) les
extrémités de deux diamétres rectangulaires du cercle; si O

désigne le centre de celui-ci, les demi-droites OM, et OM] font
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avec Oz les angles ¢ et = + ¢; soit a le rayon du cercle;

T

CRE|

posons enfin
[ R N TN ,
OF=FO=c, MFO=60 M,FO=8.

Les triangles M; OF, M| OF' donnent les relations

sinf sin(f + ) sinf’ cos(0'—¢)
a c ) a ¢ ’

d'oir, en éliminant ¢, I'équation

in2 0 sin? ’_E\ ‘z."‘ z//__"_:
" sin? 0 sin (0 4) —+ sin20’sin (i 4) - ﬁ
) cos?2() 4+ 0") 2c?

Soit P le point d'intersection de M, F et M| F{; prenons sur Oy

le point A tel que le vecteur 0A = c, construisons le point P’
inverse du point P par rapport au triangle FAF'; dans le
quadrilatére FAF'P’, on a

AP’ Fp’ AP’ F'P’

Sinb ~ SnFAP  sin®  cosFAP’
d'onr

—_— —2 —_—
AP = FP" sin®6 + F'P’ sin?6’;

sin ( 6 — ; sin (0——;
P — o g N A/ (2 S 4
FP' = — 2¢ c_—os(o——;—)') ’ F'P = zc————cos(0+el),

d’ou, en tenant compte de 'équation (1),
AP = a \/;

Le lieu du point P est donc la_quartique circulaire trino-
dale inverse par rapport au triangle FAF', du cercle de
centre A et de rayon ay/2; le lieu cherché est donc la pro-
jection de cette courbe sur le plan de I'ellipse.

On voit de méme que le lieu du point d’intersection des
droites MF', M'F est la projection sur le plan de I'ellipse, de
la quartique circulaire trinodale, inverse par rapport au
triangle A'FF' du cercle de centre A’ et de rayon aya2, A
étant le symétrique de A par rapport a Ox.
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2225.

11914, p. 336.)

Soient I et C wme conique et le cercle, inscrits dans le
triangle ABC. Trouver le lieu du point de contact de la
conique variable I' avec la q_ugtriéme tangente commune
au cercle C et a la coniqueT. Etudier le cas particulier ot
la conique 1" est une parabole. N. ABraMESCU.

SoLUTION
PPar M. R. BouvaisrT.

Prenons le triangle ABC comme triangle de référence,

soient
; C fs a7
S U T N

—+ .
142 e w u (9 w

La tangente commune a I et a C est la droite

r y - z .
CB—By Ay —Cx Ba—AR’

elle touche I' au point

r=A(By—CB)?,
(1) y=B(Cx—Avy)?,
3 =C(AP— Ba)?;

dans le cas général ou la conique I' est quelconque, le pro-
bléme est indéterminé, ce qui du reste était évident a priori;
si I' est une parabole, on a

AL B G

a b ¢ 7
et les équations (1) montrent alors que le lieu du point de
contact est une cubique admettant comme directions asymp-
totiques les ¢otés du triangle ABC et tangente & ces cdtés
aux points de contact de la conique C. Son équation en coor-

données trilinéaires normales sera donc de la forme

(ax + by +c3z)
(224 By 2zt —afay — 2ayzs— 2By yz)
+ hays=o;
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on déterminera facilement le paramétre X, en écrivant qu'un

point du lieu correspondant & des valeurs de A, B, C salis-
faisant a la relation .

A B G
4+ ==o0,
a b c
par exemple (A=a, B=25&, C=—2c) est situé sur la
cubique.
QUESTIONS.

2280. Si 'on divise la suite naturelle des nombres impairs
en groupes successifs de termes dont les nombres sont indi-
qués par les carrés des termes de la suite de Fibonacci, la
demi-somme des termes extrémes du nitme groupe est égale
au terme de rang 2n de la suite de Fibonacci.

R. GOORMAGHTIGH.

2281. Soient A et B les points de contact des tangentes
issues d'un point P a une conique X, les tangentes menées
par A et B a une conique X' homofocale a £, touchent un
cercle dont le rayon reste constant si P se déplace sur une
conique homothétique et concentrique a =. En particulier,
si Aet B sont les extrémités de deux diamétres conjugués
de X, le carré du rayon de ce cercle est égal a la différence
des carrés des demi-axes de X et X', R. Bouvaisr.

2282. Soit I la section d’une quadrique = par le plan
polaire d’un point P par rapport a cette quadrique, la déve-
loppable circonscrite 3 I' et a4 une quadrique =’ homofocale
a T est circonscrite a une sphére dont le rayon reste constant
si P décrit une quadrique homothétique et concentrique a X.
En particulier, si T passe par les extrémités de trois diamétres
conjugués de Z, le carré du rayon de cette sphére est égal
au double de la différence des carrés des demi-axes de =
et & R. Bouvaisr.
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2283. X et I’ étant deux ellipsoides homofocaux, un plan
tangent a = coupe X’ suivant une conique dont 'aire est inver-
sement proportionnelle au cube de la projection sur une per-
peadiculaire au plan sécant du demi-diamétre de 2’ conjugué
de ce plan sécant. ' R. Bouvaist.

2284. ¥ et I’ étant quadriques homofocales, les plans tan-
gents a = paralléles aux plans tangents a un céne homofocal
au cone asymptotique de X' coupent I’ suivant des coniques
d’aire constante. R. Bouvarsr.

2283. Soient A, B',. C' les pieds des trois céviennes AM,
BM, CM du triangle ABC, et N le point d’intersection de AM
avec 'axe d’homologie des triangles ABC, A’B'C'. Démontrer
que

A'N _A'M
AN 7 MA _
T. Ono.
2286. Factoriser le déterminant
sabec —c3 — b3 a
—c¢? 2abc — a3 b
— b —ad a2abc c
a O c 0
T. Oxo.
ERRATA.

Tome XV, 1913

Page jo7, équ;tion (19), sous le radical au lieu de b— z, lire
z(b—x). .

Méme page, 11° ligne, équation, au dénominateur, au lieu de x,
lire b. .

Page 331, 10° ligne, au liew de on joint B2”, lire on joint Ba",
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[A3ax]

DEMONSTRATION ALGEBRIQUE DU THEOREME
DE D'ALEMBERT ;

Par M. Léon POMEY (1),

Ingénieur des Manufactures de IEtat.

Toute équation algébrique entiére de degré n a
n racines.
“ 3. .
Considérons le polynome

f(Z)=Az+ Bzr1+.. .+ K,

ou s est une variable complexe z + iy, A, B, ..., K
des nombres complexes quelconques (dont le premier
et le dernier, A et K, sont supposés différents de zéro).
Supposons qu'on mette f(3) sous la forme ordinaire
des nombres complexes, en désignant par P(z, y)
et Q(x, ) les deux polynomes entiers par rapport
aux variables réelles z et y, qui représentent la partie
réelle et la partie imaginaire de f(z); on aura

f(3)=P(z, y)+iQ(=, y)
et le carré de son module sera

[ f(2)|?=F(z, y) = P, y) + Q¥=, y).
LEMMES PRELIMINAIRES.

Lemme I. — Le polynome f(z) est une fonction
synectique, en sorte que les conditions classiques

(*) Actuellement mobilisé comme lieutenant d’artillerie. Sur le
front, en France, depuis le début des hostilités.
(Note de la Reédaction.)
Ann. de Vathémat., §* série, t. XVI. (Mars 1g16.) 7
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suivantes sont toujours satisfaites :

0P _9Q 0P 0Q

- 5

) or dy 55; ox

et que sa dérivée est

oo .0Q 0Q  .oP
f(“)‘d:v_’— B—_ausmg——-zb—;

= aussi nA g1+ (n—1)Bzr24 . ..
Nous admettons ce résultat sans démonstration.

Cororrarre 1. — Il résulte de la que :

Le polynome f'(z), ainsi que toutes les autres
dérivées successives sont aussi des fonctions synec-
tiques, en sorte que les conditions suivantes sont
également satisfaites :

2P a2Q 2P 02Q
9zt~ oz dy oxdy 9zt
et
02Q 0P 02Q 2P
- , =

oy oz 0yt 0~ dydx’

En sorte qu’on a

yoon P 02Q Q. oP
SHa) =g iy = aussl oo — iy
— ausei 2Q ;P
= auss 0‘}/2 -+ dy”

et ainsi de suile pour les autres dérivées successives.

Cororratre 1I. — Il résulte de la immédiatement

que :

Si un nombre a=a+ il annule toutes les
h—1 premiéres dérivées [de fagon qu'on ail






