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“NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

[L'16a]
QUELOUES THEOREMES DE GEOMETRIE PROJECTIVE
RELATIFS A DES TRIANGLES ET A DES CONIQUES;

Par M. Mavrice FOUCHE,
Répétiteur a 'Ecole Polytechnique.

On démontre, en Géométrie élémentaire, un assez
grand nombre de théorémes relatifs & des droites con-
courantes, a des points en ligne droite sur les cotés
d’un triangle. Les cercles circonscrits, inscrits, exins-
crits, y interviennent souvent. En transformant ces
théorémes par la perspective, on e¢n obtient de plus
généraux ou les cercles sont remplacés par des coniques.
Je me propose, dans ce travail, de suivre la marche in-
verse. J'établirai directement les théorémes les plus
généraux, et j’en déduirai, comme cas particuliers, les
propositions classiques. Les propriétés de '’homogra-
phie et de I'involution, les théorémes de Pascal et de
Brianchon, seront les moyens de démonstration em-
ployés. '

Tutorkme I. — Pour que trois droites issues des
sommets d’un triangle soient concourantes, il faut
et il suffit que ces trois droites et les ctés correspon-
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dants du triangle déterminent sur une droite du
plan trois couples de points en involution.

Soient ( fig. 1) le triangle ABC dont les cotés BC,
CA, AB coupent respectivement la droite XY aux

Fig. 1.

points D, E, F, el les trois droites concourantes Al,
BI, ClI qui coupent respectivement XY en P, Q, R. Je
dis que les six points D, P; E, Q; F, R forment trois
couples appartenant a4 une méme involution sur la
droite XY. Considérons en effet le faisceau des coniques
passant par les quatre points A, B, C, I. Les couples
de droites de ce faisceau sont : 1° BC et Al; 2° CA
et BI; 3° AB, CI, lesquels coupent XY, le premier
en D et P, le second en E et R, le troisiéme en F et R.
Donc ces trois couples de points font partie d’une in-
volution qui admet pour points doubles les points de
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co.ntact de XY avec les deux coniques du faisceau tan-
gentes & XY.

On peut encore démontrer ce théoréme en laissant
fixes les points E, F, Q, R, A, B et en faisant pivoter
la droite BC autour du point B. Le point C est mobile
sur AE. On construit le point I par I'intersection de la
droite fixe BQ avec la droite mobile CR, puis le point P
par U'intersection de Al avec XY. Alors on reconnait
que D et P sont liés homographiquement. Si I'on
met D en E, C vienten E, I en Q et P aussi en Q; si
I'on met D en Q, Cet [ se confondent a l'intersection
de BQ ¢t AE, et Ie point P vient en E. De méme, si D
vient en F, I’ vient en R; et s’il vient en R, P vient
en F. Donc 'homographie st une involution dont E,
Q et F, R sont deux couples. C. Q. F. D.

Réciproquement, si les six points sont en involution,
joignons BQ et CR qui se coupent en I, puis Al qui
coupe XY en P'. P’ sera conjuguéa D d’aprésla propo-
sition directe. Donc P' coincide avec P, et les trois
droites sont concourantes.

Comme exemple, considérons les médianes AM,
BN, CP d'un triangle ABC. Sil'on coupe toute la figure
par une paralléle A BC, le point D sera rejeté a intini,
et 'on verra facilement que les points d’intersection
avec XY sont symétriques par rapport au point d’inter-
section P de AM avec XY, ce qui constitue une invo-
lution dont P est le point central; d’ob il suit que les
trois mi'dianes sont concourantes.

Corollaires. — 1° Echangeons les points D et P;
pour cela joiguons PC qui coupe AB en B'. Les trois
droites AD, B'Q, CR sont concourantes.

2° Si I'on prend pour XY la droite de linfini, on
obtient la proposition suivante :
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Pour que trois droites issues des sommets d’un
triangle soient concourantes, il faut et il suffit que
leurs directions et celles des cotés correspondants du
triangle soient respectivement conjuguées par rap-
port a une conique.

Si cette conique est un cercle, on trouve que les
trois hauteurs d’un triangle sont concourantes.

Tatorime 1I (corrélatif du précédent). — Pour que
trots points pris sur les trois cétés d’un triangle
sotent en ligne droite, il faut et il suffit que les
droites qui joignent un point du plan & ces trois
points forment avec celles qui joignent le méme
point auz trois sommets correspondants du triangle
trois couples d’une involution autour de ce point.

Tuatorime IIl. — S7 trois droites concourantes
issues des sommets d’un triangle rencontrent une
droite aux mémes points que les trois cétés d’un
autre triangle, les trois droites qui joignent les
sommets du second triangle aux points d’intersec-
tion de la droite avec les c6tés du premier triangle
sont concourantes.

Soient en effet D, E, F, I, E'| F' les intersections
avec une droite XY des cotés BC, CA, AB, B'C/, C'A/,
A'B' des deux triangles. Puisque les droites AD', BE/,
CF’ sont concourantes par hypothése, les six points
D, E, F; D/, E', I sont, d’aprés le théoréme I, respec-
tivement conjuguées dans une involution sur la
droite XY. Alors, d’aprés la réciproque, les trois
droites A’D, D'E, C'F sont concourantes.

C. Q. F. D.

Remargque. — Sila droite XY est rejetée a l'infini,
on obtient la proposition suivante :
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St les droites menées des sommets d’un triangle
ABC parallélement aux cétés correspondants d’un
second triangle A'B'C! sont concourantes, les droites
menées des sommets de A'B'C/ parallélement auzr
cotés correspondants du triangle ABC sont aussi
concourantes.

Par rotation ou retournement d’un des deux triangles
on en déduit le théoréme relatif aux quadrangles méta-
polaires, et en particulier le théoréme relauif aux
triangles orthologiques.

Tutoreme IV (corrélatif du précédent). — Si trois
droites issues d’un méme point O coupent les cdtés
d’un triangle en trois points en ligne droite, et si
un deuxiéme triangle a ses sommets respectivement
sur chacune de ces trois droites, les droites qui
Joignent le point O aux sommets du premdier
triangle déterminent sur les cétés correspondants
du second trois points en ligne droite.

Sil’on asur unedroite six points formant trois couples
d’une involution et qu’on prenne les conjugués de ces
six points dans une nouvelle involution sur la méme
droite, les six nouveaux points formeront encore trois
couples d'une nouvelle involution. Cela résulte immé-
diatement de ce que la propriété involutive est projec-
tive.

Soit par exemple, sur une droite XY, trois points P,
Q, R formant une involution avec trois autres points D,
E, F, et une autre avec trois autres points D', E', F'.
Si nous transformons les six points P, Q, R, D,
E, F au moyen de la seconde involution, nous aurons
Jes six nouveaux points DY, E/, F'; P/, ', R’ qui for-
meront euncore une involution. Si donc trois droites
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concourantes issnes des trois sommets d’un triangle
coupent une droite XY en trois points P, Q, R formant
une involution avec les points D', E/, F/ ol la méme
droite XY coupe les trois c6tés d'un deuxiéme triangle,
les droites qui joindront les sommets correspondants
de ce triangle aux points P, Q', R/, conjugués des
points d’intersection D, E, F, des c6tés du premier
triangle dans I'involution définie par P, Q, R; D', K/,
F’ seront concourantes.

Si la droite XY est rejetée & l'infini, on obtient le
théoréme suivant :

Tueorkve V. — S¢ trois droites concourantes
issues des sommets d’un triangle ont leurs direc-
tions respectivement conjuguées, par rapport & une
conique quelconque, des directions des ciotés d’un
second triangle, les droites de directions conjuguées
de celles des cdtés du premier triangle par rapport
a la méme conique, menées par les sommets corres-
pondants du second triangle, sont aussi concou-
rantes.

Si la conique est un cercle, on retrouve encore les
triangles orthologiques.

Tutorime VI. — S¢ deux triangles homologiques
ABC, A'B'C sont inscrits dans une méme conique,
les droites AP, BQ, CR qui passent respectivement
par les points d’intersection P de BC' et CB'; Q,
de CA' et AC'; R de AB' et BA sont concourantes.

En effet, sotent I le ceuntre d’homologie des deux
triangles ( fig. 2); D, E, F les points d’intersection
respectifs de BC et B'C/;, CA et C'A’, AB et A'B'.
D’abord, les six points P, Q, R, D, E, F sont sur la
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polaire de I qui est I'axe d’homologie des deux triangles.
De plus, la polaire de P est la droite DI. Donc P et D

Fig. 2.

sont conjugués par rapport a la conique; il en est de
méme de Q et E et de R et E. Donc les six points sont
en involution sur I'axe d’homologie des deux triangles,
et d’apres le théoréme I les trois droites AP, BQ, CR
sont concourantes, ainsi que les trois droites A'P,
B'Q, C'R.

Si I'on remarque que I’hexagone AB'CA'BC' est
circonscrit A une conique a cause du théoréme de Brian-
chon, on peut énoncer la proposition sous la forme sui-
vante :

Siun hexagone est inscrit & une conique et cir-
conscrit @ une autre, les trois droites qui joignent
chacun des trois sommets non consécutifs au point
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d’intersection des deux cétés opposés ne passant pas
par ce sommet-la sont concourantes.

Trtorime VII (corrélatif du précédent). — Soient
deuz triangles homologiques ABC, A'B'C/ circon-
scrits a une méme conique; P le point d’intersection
du cété BC avec la droite qui joint les intersec-
tions de AB avec A'C! et de AC avec A'B’; Q et R les
points obtenus par la construction analogue sur CA
et AB. Les trois points P, Q, R sont en ligne droite.

Ou encore :

Si un hexagone est inscrit & une conique et cir-
conscrit a une autre, les points d’intersection de
chacun des trois cétés non consécutifs avec la diago-
nale qui joint deuzx sommets opposés dont aucun

r’est sur ce cété-la sont en ligne droite.

Il convient de remarquer que ces deux théorémes
s’établissent aisément & l'aide du théoréme de Brian-
chon ou du théoréme de Pascal, sil’on considére ’hexa-
gone formé par les trois sommets ou les trois cdtés
considérés, et les trois diagonales. Par exemple, pour
le théoréme VI, il suffit de considérer I'hexagone formé
par les six droites BC/, CB/, CA’, AC/, AB’, BA’ dans
I'ordre indiqué. Ces six droites sont tangentes & une
méme conique, puisque ce sont, dans un autre ordre,
les c6tés de ’hexagone AB'CA’BC/. Mais, dans I'ordre
indiqué, les sommets successifs sont P, C, Q, A, R, B,
et les trois diagonales concourantes sont bien PA, CR,

QB.

Tutorkme VIII. — 87 deuz triangles homolo-
glques sont circonscrits & une méme conique, les
droites qui joignent les sommets de l'un aux points
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de rencontre des cotés correspondants de Uautre
avec une tangente & la conigue sont concourantes,
et le point de concours est sur 'axe d’homologie
des deux triangles. :

D’abord les trois droites sont concourantes, parce que
les six cotés des deux triangles sont des tangentes en
involution sur la conique et qu’elles déterminent ainsi
sur une septiéme tangeuote six points en involution.

Je vais maintenant faire voir que, si I’on déplace la
tangente, le lieu du point de concours des trois droites
est 'axe d’homologie des deux triangles. Soient ABC,
A'B'C' ( fig. 3) les denx triangles; I leur centre d’ho-

Fig. 3.

A'

mologie, qui est aussi le point de concours des droites
qui joignent les points de contact des cdtés correspon-
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dants (*); P, Q, R les points d’intersection respectifs
de la tangente avec B'C/, C'A’ et A'B’; w le point de
rencontre de BQ et CR. Si l'on se donne la direction
de Bw, le point Q sera complétement déterminé sur
A’C’; doncaussi la tangente, le point R sur A’B, et ]a
droite Cw. Donc déja Bw et Cw sont des rayons homo-
logues de deux faisceaux homographiques autour de B
et C. Si 'on donne 4 Bw la direction de BC, la tan-
gente mobile se confond avec BC et la droite Cw aussi.
Doncle lieu de w se compose de la droite BC, partie
singuli¢re, et d’une autre droite. Si maintenant on fait
coincider la tangente mobile avec BA, Bw se confond
aussi avec BA, le point R est a l'intersection de BA
avec B'A’, el ce point-la est le point w; mais 1l est con-
jugué de I par rapport a la conique. De méme, si I'on
fait coincider la tangente mobile avec CA, le point w
viendra au point d’intersection de AC avec A'C/ qui est
aussi conjugué de I. Donc le lieu du point w est la po-
laire de [ qui est bien 'axe d’homologie des deux
triangles. Remarquons que ce raisonnement prouve
aussi que les trois droites AP, BQ, CR sont concou-
rantes, puisque deux quelconques d’entre elles doivent
se couper sur I'axe d’homologie.

Enfin le méme théoréme s’établit facilement a I’aide
du théoréme de Brianchon. Soient D, E, F les points
d’intersection des cotés homologues des deux triangles.
Counsidérons I'hexagone circonscrit BCEQRF dont les
trois diagonales BQ, CR, EF passent par un méme

(1) I y a bien des maniéres de le démontrer. La plus simple
consiste & transformer toute la figure homologiquement avec le
méme centre et le méme axe que les deux triangles. Les deux
triangles ne font que s’échanger et la conique, restant tangente aux
six droites, se transforme en elle-méme. Donc les points de contact
homologues sont alignés sur le centre d’homologie.
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point, d'oit il suit que BQ et CR se coupent bien
sur EF qui est 'axe d*bomologie.

On peut remarquer que les six cotés des deux
triangles pris dans 'ordre AB, C'A’, BC, A'B/, CA,B'C
forment un hexagone circonscrit a la conique et inscrit
dans une autre, puisque, d’aprés I'homologie des deux
triangles, les cOtés opposés de cet hexagone se coupent
en trois points en ligne droite. On obtient alors le
nouvel énoncé, équivalent au précédent :

Soit un hexagone inscrit & une conique et circon-
scrit @ une autre; numérotons les cétés de 1 a 6, et
Jotgnons les points d’intersection des cétés 1, 35 3,5;
5, 1, respectivement aux points ot les cétés 2, 4, 6
sont coupés par une septiéme tangente a la conique
inscrite. Les trots droites ainsi obtenues concourent
sur la droite de Pascal relative a I’hexagone.

Tukonkme IX (corrélatif du précédent). — Si deux
triangles homologiques sont inscrits dans une méme
conique, les points d’intersection des cétés de l'un
avec les droites qui joignent les sommets correspon-
dants de Uautre a un point de la conique sont sur
une méme droite qui passe par le centre d’homo-
logie des deux triangles.

Ou encore :

Soit un hexagone inscrit a une conique et circon-
scrit @ une autre; numérotons les sommets de 1 @ 6,
et prenons les points oi les diagonales 1,3; 3, 5;
5, 1 coupent respectivement les droites qui joignent
les sommets 2, 4,6 & un septiéme point de la conique
circonscrite. Les trois points ainsi obtenus sont en
ligne droite avec le point de Brianchon relatif
a Uhexagone.
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La réciproque, qu'il est facile de démontrer soit par
I’absurde, soit directement, peut s’énoncer ainsi :

St un triangle est inscrit a une conique, les trois
droites qui joignent un point de cette conique aux
points d’intersection des trois cétés du triangle avec
une droite (D) coupent la conique en trois autres
points qui sont les sommets d’un triangle homolo-
glque au premier triangle, et le centre d’homologie
des deux triangles est sur la droite (D).

Supposons la droite (D) rejetée a l'infini. Par un
point M de la conique circonscrite au triangle ABC
(fig- 4), nous ménerons les cordes MA’, MB', MC/,

Fig. 4.

respectivement paralléles aux cotés du triangle, et nous
obtiendrons le triangle A’B'C' homologiqne de ABC
avec le centre d’homologie a l'infini. Prenons mainte-
nant le point N diamétralement opposé de M et joi-
gnons-le a A’, B/, C'. D’apreés le théoréme IX, les trois
points D, E, F ou les droites NA’, NB', NC' coupent
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les cbtés correspondants du triangle ABC seront sur
une méme droite passant par le centre d’homologie,
c’est-a-dire parallele aux droites AA’, BB/, CC'. Mais NA'
est la corde supplémentaire de MA’. Sa direction est
donc conjuguée de celle de BC. Donc :

\

Si une conique est circonscrite a un triangle,
cette conique est le lieu des points N tels que les
points de rencontre des cotés du triangle avec des
droites de directions conjuguées de celles de chacun
de ces trois cdtés, menées par le point N, soient en
ligne droite. Cette droite et les trois droites qui
joignent les sommets du triangle aux points out les
droites correspondantes issues de N coupent une
seconde fois la conique sont paralléles.

Si la conique est un cercle, on retrouve le théo-
réme de Simpson avec la propriété qu’a la droite de
Simpson d’étre paralléle aux trois droites AA’, BB,
cd.

Tueorime X. — 8¢ deux triangles inscrits l'un
dans U’autre sont homologiques, les droites qui
Joignent les sommets du triangle circonscrit aux
points d’intersection d’une droite avec les cétés cor-
respondants de l'un des deux coupent les cdtés

correspondants de {’autre en trois points en ligne
droite.

Soient le triangle ABC (fig. 5) et le triangle inscrit
homologique «3y. Soient de plus P, Q, R les intersec-
tions respectives de By, Yo, «f avec une droite XY;
D, E, F les interseclions respectives de AP, BQ, CR
avec les cotés opposés du triangle ABC. Il faut démon-
trer que D, E, F sont en ligne droite.
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Puisque les deux triangles sont homologiques, il
résulte du théoréme de Brianchon qu'il existe une
conigue circonscrite au triangle a3y et inscrite au
triangle ABC. La polaire de D par rapport a celte.
conique doit passer par «, el par le pole P’ de AP.
Or P’ se trouve sur By et est canjugué de P par rapport

4 By. Donc la polaire de D est « P’. De méme les polaires
de E et F seront 3Q' et yYR'. Mais, puisque P, Q, R
sont en ligne droite, les trois droites aP', 3Q’, YR’
qui coupent les cotés du triangle a3y aux points con-
jugués de P, Q, R, par rapport & chacun de ces trois
cdtés, sonl concourantes. Donc leurs péles D, E, F
sont en ligne droite. C. Q. F. D.

On établira facilement par P'absarde la réciproque,
c’est-a-dire que, si les Lrois points D, E, F sont en ligne
droite, il en sera de méme de P, Q, R.

Si I'on suppose que I'une des deux droites PQR,
DEF est rejetée a I'infini, on obtient les propositions
suivantes :

Si une conique est inscrite dans un triangle, les
paralléles a chacune des cordes de contact menées
par le sommet correspondant du triangle coupent
les cotés opposés en trois points en ligne droite,
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Si une conique est inscrite dans un triangle, les
paralléles @ chacun des trois cétés menées par le
sommet opposé coupent les cordes de contact corres-
pondantes en trois points en ligne droiie.

Tutorime XI (corrélatif du précédent). — Sé dens
triangles inscrits 'un dems Pautre sont homolo-
giques, les treis droites qui joignent les points ou
les cétés du triangle inscrit sont coupés par trots
droites concourantes issues des sommelts correspon-
dants de Uun des deux aux sommets correspondants
de U'autre sont concourantes.

Considérons par exemple un triangle ABC et les
pieds des trois hauteurs D, E, F. Si trois droites con-
courantes issues des sommets A, B, C coupent les cotés
correspondants du triangle DEF aux points P, Q, R,
les trois droites DP, EQ, FR sont concourantes.

Si H est 'orthocentre du triangle, on sait que les
quatre points A, B, C, H sont les centres des cercles
tangents aux trois cOtés du triangle DEF. On sait aussi
que les droites qui joignent les sommets d’un triangle
aux points de contact des cOtés opposés avec 'un de
ces cercles sont concourantes. Donc :

Les droites qui joignent les trois sommets d’un
triangle aux projections de Uorthocentre ou d’un
des trois sommets sur les trois cdtés correspondants
du triangle formé par les pieds des hauteurs sont
concourantes.

Si l'on considére les trois cercles exinscrils au
triangle DEF, on verra aussi que les perpendiculaires -
menées des trois sommets du triangle sur les co1és cor-
respondants du triangle DEF 'sont concourantes; mais
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cette proposition est une conséquence immédiate du
théoréme relatif aux triangles orthologiques.

Tutorime XII. — Soient un triangle ABC circon-
scrit & une conique et une transversale XY : les trois
droites qui joignent le péle de XY par rapport a la
conique aux points d’intersection de XY avec les
cdtes du triangle qui a pour sommets les points
de contact coupent les cétés correspondants du
triangle ABC en trois points en ligne droite.

Soient «, B, y (fig. 6) les trois points de contact,
Fig. 6.

w le pole de XY ; P, Q, R les intersections respectives
de XY avec By, ya,aB; D, E, F celles de Pw avec BC,
de Qw avec CA, et de Rw avec AB. Il faut démontrer
que les trois points D, E, F sont en ligne droite. Or le
pole de Aw devant se trouver sur By et sur XY est
en P. Donc les droites A et wP ou wD sont conju-
guées par rapport a la conique. Donc les six droites w A,
wl); 0B, wE; wC, wF forment bien trois couples d’in-
volution autour de w, ce qui est la condition pour que
les trois points D, E, F soient en ligne droite (théo-
réme II).

Sila droite XY est rejetée a I'infini, le point  est le
centre de la conique, et I'on a la proposition suivante :
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St une conique est inserite a un triangle, les pa-
ralléles aux cordes de contact menées par le centre
de la conique coupent les cotés correspondants du
triangle circonscrit en trois poinls en ligne droite.

Tutorime X1 (corvélatil da précédent). — Si une
conique est inscrite a un lriangle, qi’on méne par
les sommets de ce triangle trois droites concourantes,
et quon coupe ces trois droites par la polaire de
leur point de concours par rapport a la conique, les
droites qui joignent les points ainsi obtenus auzx
points de contact de la conique avec les c6tés corres-
pondants du triangle sont concourantes.

Si le point de concours est le centre de la conique,
les droites qui joignent les sommets du triangle ciccon-
scrit 4 ce cenire ontleurs directions conjuguées respec-
tivement de celles des cordes de contact, et, comme il
faut leur mener des paralleles par les points de contact,
on retombe sur le corollaire du théoréme I.

Considérons un triangle et 'un des cercles inscrit ou
exinscrits. On reconnait de suite que la polairve de V'or-
thocentre est la droite qui passe par les points ou les
paralléles menées du centre a chacun des trois cotés
coupent les cordes de contact correspondantes. Donc
cette droite coupe les trois hauteurs en trois points qui,
joints aux points de contact correspondants, dounent
trois droites concourantes.

Si Pon remarque que les poles des bissectrices des
angles extérieurs B et C d'un triangle sout respective-
ment aux milicux des cordes de contact ay et «f du
cercle inscrit, on obtient la proposition suivante :

La droite qui joint les milicux de deux cordes de
contact du cercle inscrit dans un triangle coupe la

Ann. de Mathemact., 4* série, t. IX. (Janvier 190g.) 2
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bissectrice perpendiculaire & la troisiéme corde de
contact et les bissectrices des deux autres angles
exiérieurs en trois points qui, joints aux points de
contact correspondants, donnent trois droites con-
courantes.

Tutoreme XIV. — Solent un triangle ABC cir-
conscrit @ une conique et une transversale UV ; les
trois droites qui joignent le péle de UV par rapport
a la conique aux points d’intersection de UV avec
les cdtés du triangle coupent les cordes de contact
correspondantes en trois points en ligne droite.

Supposons ( fig. 6) que les trois points D, E, F
solent en ligne droite et que w soit le péle de cette
droite. La droile aw a pour péle le point D. Donc wa
et wD sont deux droites conjuguées. Donc les six
droites wa, wD; B, WE; wy, F forment bien trois
couples d’involution autour du point w, ce qui est la
condition pour que lenrs points d'inlersection respec-
uts avec les cotés du triangle o3y soient en ligne droite.

Si la droite UV est rejetée a Vinfini, w est le centre
et 'on a la proposition suivante :

St une conigue est circonscrite & un triangle, les
puralléles menées du centre aux tangentes auz trois
sommets du triangle coupent les cdétés correspon-
dants de celui-ci en trois points en ligne droite.

Si la conique est un cercle, la droite des trois poinls
est la polaire de lorthocentre du triangle formé par les
trois tangentes.

Turtorime XV (corrélatif du précédent). — Si une
conique est inscrite a un triangle, qu’on méne par
les points de contact trois droites concourantes, et
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qt’on coupe ces trois droites par la polaire de leur
point de concours par rapport a la conique, les
droites qui joignent les points ainsi obtenus aux
trots sommets du triangle sont concourantes.

Considérons un triangle ABC et l'un des cercles
inscrit ou exinscrits; soient a, 3, v les points de con-
tact. La polaire de P'orthocentre du triangle a3y est la
droite qui passe par les points d’intersection de chacan
des cotés du triangle ABC avec la paralléle menée du
centre du cercle inscrit 4 la corde des contacts corres-
pondante.

Donc cette droite coupe les trois hauteurs du triangle
23y en trois points qui, joints aux Lrois sommets cor-
respondants du triangle ABC, donnent trois droites
concourantes.

Tutorkme XVI.— 8¢ deux triangles homologiques
sont inscrits a une méme conique, chacun d’eux est
homologique au triangle formé par les tangentes
a la conique menées par les sommels de U'autre.

Soient ofly, o/ 'y’ les deux triangles homologiques.
A cause du théoréme de Brianchon, 'hexagone «3'ya'By’
est circonscrit a une conique ; on peut donc énoncer la
proposition comme il suit :

St un hexagone est inscrit a une conique et cir-
conscrit a une autre, les triangles formés par trois
sommets non consécutifs et les tangentes a la conique
circonscrite aux trois autres sommets sont homolo-
glques.

Soient ABC ( fig. 7) le triangle formé par les tan-
gentes en «, B, v, et w le centre d’homologie des deux
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triangles afy, o|8'y'. Il s’agit de démontrer que les trois
droites Ao/, BR', Cy’ sont concourantes.
Donnons-nous comme fixes le triangle ABCet la co-
nique, et par conséquent les points de contact a, 3, v,

et enfin le point o/. Menons maintenant par B une
sécante quelconque qui coupe la conique en B’ et {'.
En joignant 33 on obtient sur ao’ le point w, et, en
joignant 33), le point w,. y» donnera sur la conique
un second point d’intersection y' et yw, un second
point d’intersection ¥/,. Inversement, sil'on se donne y/,
on pourra construire successivement w, ', 8|, v, ety,,
et, si 'on se donne v/, on refera les mémes construc-
tions en sens inverse, et 'on retrouveray’. Donc y'el v,
forment sur la conique une involution. En donnant
a Bf' les directions BC et BA, on trouvera les points
doubles de I'involution qui sont a et 8. Donc ' et v,
sont en ligne droite avec C. De plus, les droites BB
et Cy'y, sonl deux rayons homologues de deux fais-
ceaux homographiques autour de B et C, et & BC cor-
respond CB. Donc, le lieu du point d’intersection I
de Bf" avec Gy’ est une droite. Si 'on donne 4 Bf' la
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direction BA, @3’ vient en y et Y en B. Donc, a la
droite BA correspond la droite CA, el le point A fait
partie du lieu. Enfin, si 'on met § en o, o vient aussi
en o ainsi que Y/, et o/ fait encore partie da lieu. Donc,
le lieu du point [ est la droite A, ce qui démontre le
théoréme.

Remarque I. — Ce théoréme est identique & son
corrélatif.

Remarque II. — Si I'on méne les tangentes a la
conique aux points o/, 8/, ¥/, le triangle ainsi formé sera
homologique au triangle ABC (voir la note de lap. 10)
et 'axe d’homologie sera la polaire de w.

Remarque I11.— Considérons encorele triangle ABC
circonscrit 4 la conique, a, 3, y étantles points de con-
tact. Menons par les sommels de ce triangle trois droites
concourantes Al, Bl, CI quirencontrent chacune la co-
nique en deux points, savoir: o, o\ ; &', 8,5 ¥, 7). Joi-
gnons 3’8 et y'y qui se coupent en w, puis aw qui
coupe la conique en un second point o’. D'aprés la
proposition précédente, Ao’ doit passer en 1. Donc o’
est I'un des points o ou o ; si ¢’est o/, les trois droites
aa’, B, vy sont concourantes. Remarquons maintenant
que o et o, étant en ligne droite avec A sont sur la
conique deux points conjugués d’uneinvolution dont 3
ety sont les points doubles. Il en résulie que le fais-
ceau des quatre droites af3, ay, @', a2, est harmonique.
Donc, puisque les trois droites aa’, B/, yy' sont con-
courantes, les trois droites ad), 8F, 7y’ coupent les
cOtés opposés du triangle afy en trois points en ligne
droite. Donc :

Tutorime XVIL. — Si un triangle est inscrit dans
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une conigue, qu’on considére les points d’intersec-
tion de la conique avec trois droites concourantes
issues des pdles des cotés, et qu’on joigne aux som-
mets du triangle inscrit trois de ces points d’inter-
section pris chacun sur la droite correspondante, ou
bien les trois droites ainsi obtenues sont concou-
rantes, ou bien elles coupent les cétés correspon-
dants du triangle inscrit en trois points en ligne
droite.

Sila conique est un cercle, et sile point de concours I
des trois droites est le centre, les droites ao', aa, seront
les bissectrices des angles formés par of et ay. On
retrouve ainsi le théoréme relatif aux bissectrices des
angles d’un triangle.

Tuatorimr XVIII (corrélatif du précédent). — Un
triangle étant circonscrit @ une conique, on coupe
par une transversale le triangle formé par les trois
cordes de contact, et de chacun des (trois points
ainst obtenus on méne les tangentes a la conique.
Les points d’intersection de chacun des cétés du
triangle circonscrit avec l'une des tangentes issues
du point correspondant, ou bien sont en ligne droite,
ou bien sont les pieds de trois droites concourantes
issues des sommets du triangle circonscrit.

En particulier, si 'on suppose que la conique soit
un cercle et que la transversale soit rejetée a l'infini,
on obtient le théoréme corrélatif de celui des bissec-
trices.

Tatorime XIX. — 87 deux triangles ABC, A'B'C

inscrits dans une conique sont U'un et ’autre homo-

\

logigues a un troisiéme triangle inscrit dans la
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méme conique, les deux centres d’homologie sont
sur la droite de Pascal relative & I’hexagone ins-
cerit ABCA'BC.

Soient aBy ( fig. 8) le troisiéme triangle, w et w’ ses

Fig. 8.

centres d’homologie respeclifs avec ABC et A’B'C/. 1
faut montrer que les trois points d’intersection P,
Q, R de BC' et CB'; CA’ et AC’; AB' et BA/, et les
deux points w el o' sont en ligne droite. |l suffit de
considérer I'hexagone inscrit 3BC'yCB'. 3B et yC se
coupent en w, B’ et CB' en P, C'y et B'f en o'. Donc P
est sur ww' et 1l en est évidemment de méme de Q
et de R.

Réciproquement, tout triangle inscrit dans la conique
et homologique a I'un des deux triangles ABC, A'B'C/
est homologique & l'autre si le centre d’homologie est
sur la droite de Pascal PQR.

Supposons en eflet que afy soit homologique a ABC
el inscrit dans la conique. Laissant A’ et B/, rempla-
gons C’ par un autre point C” de la conique, de ma-
niére que A'B'C soit homologique a aPy. La droite ww’
sera la droite de Pascal de I'hexagone AB'CA’BC.
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Mais celle de ’hexagone AB'CA’BC contient en com-,
mun avec la précédente les points R et w. Donc les
deux droites se confondent, et C" coincide avec C'.

Tatorime XX (corrélatif du précédent). — Sideux
triangles dont les cotés sont désignés par a, b, c;

\

a', b, ¢ sont circonscrits a une conique et homo-
logiques a un troisiéme triangle circonscrit a la
méme conique, les deux axes d’homologie passent
par le point de Brianchon relatif a I’hexagone cir-

conscrit ab'ca’ bc'.

Réciproquement, tout triangle circonscrit 4 la co-
nique et homologique a I'un des deux triangles abc,
a'b'c’ est homologique a Pautre si I'axe d’homologie
passe par le point de Brianchon relatif & I'’hexa-
gone ab'ca' bc'.

Tatorime XX1. — S¢ trois (riangles inscrits dans
la méme conique sont homologiques deux a deuz,
les trois centres d’homologie sont les sommets d’un
triangle autopolaire dont les cétés sont les droites
de Pascal des hexagones inscrits définis comme au
théoréme XIX.

Soient w ( fig. g) le centre d’homologie des triangles
mscrits A'B'C’; A"B"C"; ' celui des triangles A”B"C,
ABC, et " celui de ABC et A’B'C'. La polaire du
point w passe par les points d’intersection de B'C’
avec B"C/, de C’A" avec C"A’ et de A’B"avec A"B'. Clest
donc la droite de Pascal de I’hexagone A’B'C'A"B/ (Y,
laquelle, d’aprées le théoréme XIX, contient o’ et ',

Tuatoneme XXII (corrélatif du précédent). — Si trois
triangles circonscrits a la méme conique sont homo-
logiques deux a deuzx, les trois axes d’homologie
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forment un triangle autopolaire dont les sommets

sont les points de Brianchon relatifs aux hexagones
définis comme au théoréme X X.

Tutoneme XX (réciproque du théoréme XXI). —

Fig. 9.

S¢ deux triangles inscrits dans une conigue sont
homologiques a un troisiéme inscrit dans la méme
conique, et si les deux centres d’homologie sont con-
Jugués par rapport a la méme conique, les deux
triangles sont homologiques.

Soient en effet ABC, A'B'C/;, A"B"C' les trois
triangles inscrits; w le centre d’homologie de A’B'C/
el A"B' (Y] ' celui de ABC et A" B'C'. o est par hypo-

thése sur la polaire de w. Mais celte polaire est la
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droite de Pascal relative a ’hexagone A’B"C/A"B/C".
Donc, d’aprés la réciproque du théoréme XIX, le
triangle ABC, homologique a A"B’C’, I'est aussi
a ABC.

C. Q. F. D.

Trtorkme XX1V (corrélatif du précédent, réciproque
du théoréme XXII). — Sideux triangles circonscrits
a une conique sont homologiques a un troisiéme
triangle circonscrit a la méme conique, et si les
deuz axes d’homologie sont conjugués par rapport
a la conique, les deux triangles sont homologiques.

Si la conique est un cercle, on obtient la proposition
sulvante :

Soient, sur les cétés d’un triangle ABC, tros
points en ligne droite P, Q, R. Menons de chacun
de ces points la deuxiéme tangente au cercle ins-
crit; nous formons ainsi un nouveau triangle cir-
conscrit A'B'C/. Coupons-le par le diamétre perpen-
diculaire a la droite PQR, et soient P, Q', R les
points d’intersection avec B'C'; C'A’, A’B. Les se-
condes tangentes menées au cercle par les points P,
Q', R’ coupent les trois cétés du triangle ABC en
trois points situés sur une méme droite paralléle

a PQR.

En effet, le triangle A’B'C’ est homologique au
triangle ABC et aussi au triangle A“B"C’ formé par les
secondes tlangerites issues de P/, Q' et R'. De plus, les
deux axes d’homologie sont conjugués. Donc les deux
triangles ABC et A”B’C" sont homologiques, et I'axe
d’homologie devant former un triangle autopolaire
avec deux droitles rectangulaires dont I'une est un dia-
métre est paralléle a I'autre.
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TutorkMe XXV. — 8¢ deux triangles homolo-
giques sont inscrits dans une méme conique, les
droites qui joignent les sommets de l'un auz points
d’intersection des cdtés correspondants de Uautre
avec une transversale déterminent sur la conique
trois nouveaux points qui sont les sommets d’'un
triangle homologique au second.

Soient a3y, ABC( fig. 10) les deux triangles inscrits

Fig. 1o.

homologiques, XY la transversale qui coupe BCi en P,
CA en Q, AB en R. «P, 3Q, YR rencontrent une

seconde fois la conique aux points respectifs o', #, v'.
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Il faut démontrer que Ao/, B, Cy’ sont trois droites
concourantes.

" Donnons-nous comme fixes la conique, le triangle
inscrit ABC, la transversale et par suite les points P,
Q, R, et enfin les points de la conique « et o' alignés
sur P.

Si l'on se donne §' sur la conique, la droite Q@'

donnera sur la conique un second point d'intersec-
tion 3; B donnera le point » sur Aa; Cw donnera y
sur la conique, et enfin Ry donnera y/, d’ou il suit
qu’a chaque position de 3’ sur la conique correspond
une position unique de ¥/, et réciproquement. Donc B
et Cy'se correspondent par homographie. Sil'on met 3
en C, B vient en A, w aussi, et par suite y. Donc ¢’ vient
en B. A la droite BC correspond donc la méme droite CB.
Donc le lieu du point o' o se coupent B3 et Cy' est
une droite. Si 'on met &’ en A, 8 vienten Cet w en D
sur BC. Donc vy vient en B et y' en A, comme J3'.
Donc A faiu partie du lieu. 1l reste & démontrer que o
en fait aussi partie. Metions 3" en o'. 8 prend une cer-
taine position @, sur la conique, et w une certaine
position w, sur Aa; enfin w, C donne vy, sur la conique.
Il faut montrer que Ry, passe en o'. Il reviendra au
méme de joindre o’ R pour obtenir v, et de démontrer
que Cy, passe par w,, ou encore de prouver que les
deux triangles oBy7s et ABC sont homologiques. Or
-cela résulte immédiatement de la véciproque du théo-
réme 1X, les points a, 8, v, étant les seconds points
d’intersection avec la conique des droites qui joignent
o aux points d’intersection des c6tés du triangle ABC
avec la droite PQR.

Remarque 1. — Puisque le triangle ABC est homo-
logique- aux deux triangles afly, «/f'y/, il résulte du
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théoréeme XIX que la droite qui joint les deux centres
d’homologie el o' est la droite de Pascal de ’hexa-
gone inscrit a ¥y’ By

Remarque Il. — Si la droite XY est rejetée a 'infini,
les droites ao/, 33, vy’ sont respectivement paralléles
aux cOtés du triangle ABC. Si de plus la conique estun
cercle, on retrouve le théoréme d’aprés lequel, si trois
droites issues des sommets d’un triangle sont concou-
rantes, les droites symétriques de celles-1a par rapport
aux trois bissectrices des angles du triangle sont aussi
concourantes. En particulier, les symédianes sont con-
courantes. De plus :

La droite qui joint le centre de gravité d’un triangle
au point de concours des symédianes passe par les
points d’intersection respectifs des droites 3y et v/,
yo! et oy, afy et Ba', sia, B, v, &, B, 7' sont les seconds
points d’intersection avec le cercle circonscrit des mé-
dianes et des symédianes.

Si les trois premiéres droites concourantes sont les
hauteurs d’un triangle, ‘les trois autres passent par le
centre du cercle circonscrit. Si donc on désigne par a,
B, v les seconds points d’intersection des hauteurs avec
le cercle circonscrit, et par A, B/, C' les points du cercle
circonscrit diamétralement opposés aux sommets du
triangle, la droite qui joint Porthocentre au centre du
cercle circonscrit passe par les intersections respec-
tives des droites B'y et C'B, C'a et A’y, A’ et B'a. On
sait que cette droite passe aussi par le centre de gravité
et le centre du cercle des neuf points du triangle. Nous
la retrouverons plus loin.

Tutoreme XX VI (corrélatif du précédent). — Etant
donnés deux triangles homologiques circonscrits
a une méme conique, on méne par les sommets de
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Uun trois droites concourantes et, par les points ot
ces droites rencontrent les cétés correspondants de
Dautre, trois nouvelles tangentes a la conique. Ces
trois tangentes & la conique forment un triangle
homologique au premier.

La réciproque du théoréme XXV consiste en ce que
tout triangle ABC inscrit dans la conique et homolo-
gique a la fois a deux autres triangles afly, o'3'y" ins-
crits dans la méme conique l'est aussi au Llriangle
formé par les droites aa', B2, vv'. Il est aisé de démon-
trer par P'absurde que ces droites coupent les cOtés cor-
respondants du triangle ABC en trois points en ligne
droite. On peut aller plus loin et, en appliquant le
théoréme XIX, formuler la proposition générale :

Tutorkme XXVIL. .— 8¢ les cétés d’un triangle
UVW coupent une conique, savoir : VW en a et &/
WU en § et 85 UV en v et v, tout triangle ABC
inscrit dans la conique et homologique a deux des
triangles oBy, o §'y', UVW Uest aussi au troisicme,
et les centres d’homologie du triangle ABC avec a3y
et & By sont sur la droite de Pascal relative a
Uhexagone inscrit af ya' By ().

Remargue. — SiTon suppose le triangle UVW cir-
conscril a la conique, on rvetrouve le théoréme XVI
(ue, a cause de son importance et de sa simplicité rela-
tive, j'ai cru devoir démontrer directement.

Tutorimr XXVII. — Les pieds de deux systemes

(') C’est ce théoréme, que j'avais démontré d’une maniére iffé-
rente, qui m’a servi & démontrer géomélriquement un thioréme
remarquable de M. Bricard relatif aux cycles tangents aux co ¢s des
deux triangles conjugués ( Nouvelles Annales de Mathémaiijues,
avril 19o8).
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de droites concourantes issues des trois sommets

d’un triangle appartiennent & une méme conique.

Soient en effet, dans le triangle ABC ( fig. 11), les
droites AD, BE, CF qui concourent en w, et les droites

AD', BE/, CF' qui concourent en w'. Je considére
I'’hexagone EF'CF E'Biascrit dans 'angle BAC. A cause
du théoréme de Pascal, 'intersection des cotés EF’
et FE/ se trouve sur la droite qui joint «', intersection
de F'C et E'B & w, interseclion de CF et BF. On ver-
rait de méme que FD' et DF' d’une part, DE' et ED’
d’autre part, se coupent aussi sur la droite ww’, d’ot il
suit que 'hexagone DE'FD'EF’ est inscrit dans une
conique. C. Q. F. D.

Réciproquement, loute conique qui passe par les
pieds de trois droites concourantes issues des sommets
d’un triangle coupe les cotés de ce triangle en trois
autres points qui, joints aux sommelts opposés, donnent
encore trois droites concourantes.

Remarque I. — Considérons le faisceau des coniques
qui passent par les quatre points A, B, C, w, etla po-
laire X'Y' du point o' par rapport au triangle ABC.
Soit D', le point oit X'Y' rencontre BC. Le liea des
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poles de X'Y' par rapport a chacune des coniques du
faiscean est une conique qui passe d’abord par les
points D, E, F, centres des trois systémes de deux
droites du faisceau. De plus, ce lieu doit couper BC au
point D’ conjugué de D', par rapport & BC, car D' est
le seul point de BC qui puisse étre le pole de X'Y' par
rapporl a une conique proprement dite passant par B
et C. De méme, ce lien passe aussi par E' et F/, ce qui
fournit une nouvelle démonstration de notre théoréme.
De plus, pour la méme raison, les seconds points d’in-
tersection de la conique avec les droites AD, BE, CF
sont conjugués par rapport 4 Aw, Bw, Cw des points
ou chacune de ces droites rencontre X'Y'. De méme
enfin, les seconds points d’intersection de la conique
avec les droites AD’, BE', CF’ sont conjugués respecti-
vement par rapport i Aw', Bw', Cw’ des points ol ces
trois droites rencontrent la polaire XY de w par rap-
port au triangle ABC. Pour cette raison nous appelle-
rons celte conique la conique des douse points.

Si, en particulier, I'un des systémes de trois droites
concourantes est composé des médianes, la droite XY
correspondante est rejetée a 'infini, et 'on obtient la
proposition suivante :

Toute conique qui passe par les milicux des cétés
d’un triangle coupe ces cétés en trois autres points
qui, joints aux sommets opposés, donnent trois droites
concourantes, et la conique passe par les milieux
des segments compris sur chacune de ces trois
droites entre leur point de concours et les sommets
du triangle.

Remarque 11.-— Silon se rappelle que la droite wo'
est la droite de Pascal relative a ’hexagone DE'FD/EF/
et quon se reporte au théoréme XIX, ou plutét a sa
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réciproque, et aussi au théoréme XXVII, on verra que :

Si 'on joint les trois points D, E, F ou D', E'| F/
a un point quelconque de la droite ww’, les trois droites
ainsi obtenues coupent la conique des douze points en
trois nouveaux points qui sont les sommets d'un
triangle homologique aux deux triangles DEF, D'E'F/
et aussi au triangle ABC.

Ajoutons que tout triangle inscrit dans la conique
des douze points et homologique & deux des triangles
ABC, DEF, D'E'F’ est aussi homologique au troisi¢me,
et que les centres d’homologie avec DEF et D' E'F’ sont
sur la droite ww'.

Remarque II1. — Si 'on applique ces conclusions
au cercle des neuf points, on obtient les résualtats sui-
vants :

1° Il existe une conique qui passe par les milieux
des cOlés d’'un triangle, les pieds des hauteurs, les mi-
lieux des segments compris entre Porthocentre et les
sommets du triangle, et les trois points qui, sur chaque
médiane, sont conjugués, par rapport au sommet et au
centre de gravité, du point ot cette médiane coupe la
polaire de I'orthocentre par rapport au triangle.

2° Les droites qui joignent le milieu de chacun des
segments compris entre un sommet et 'orthocentre au
milieu du coté opposé concourent sur la droite qui
joint le centre de gravité & I'orthocentre, parce que ces
trois milieux sont les sommets d’un triangle homolo-
gique a la fois au triangle donné et au triangle formé
par les pieds des hauateurs, d’ou il suit qu’il est aussi
homologique au triangle formé par les pieds des mé-
dianes. On reconnait aisément que chacune de ces
droites est la diagonale commune de deux rectangles
inscrits. Donc la conique est un cercle qui a pour centre
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le point de concours de ces diagonales. C'est le cercle
connu sous le nom de cercle des neuf points. Donc le
centre du cercle des neuf points est en ligne droite avec
Porthocentre et le centre de gravité. Nous appellerons
cette droite le diamétre principal du cercle des neuf
points.

3¢ Les droites qui joignent chacun des picds des
hauteurs au second point d’intersection de la médiane
avec le cercle des neuf points concourent sur le dia-
métre principal.

4° Les points du cercle des neal points M', N, P’
diamétralement opposés aux pieds des hauteurs forment
un triangle homologique au triangle donné et aussi au
triangle des pieds des médianes MNP. Mais les pieds
des médianes sont diamétralement opposés aux seconds
points d’intersection des hauteurs avec le cercle des
neuf points. Donc les droites MM/, NN', PP’ sont pa-
ralléles aux hauteurs et passent par le centre du cercle
circonscrit au triangle. Donc le centre du cercle cir-
conscrit est sur le diameétre principal du cercle des
neuf points.

5° Si l'on joint soit les pieds des hauteurs, soit les
pieds des médianes a un point quelconque du diamétre
principal, les seconds points d’intersection de ces trois
droites avec le cercle des neuf points forment un
triangle homologique au triangle donné, au iriangle des
pieds des hauteurs, et a celui des pieds des médianes.

Rappelons enfin que, comme conséquence du théo-
réme XXV, nous avons trouvé encore trois points qui
sont sur le diamétre principal des cercles des neuf
points.

Tutoreme XXIX (corrélatif du précédent.) — Si D,
E, F; D', B, F sont deux systémes de trois points en
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ligne droite sur les trois cotés d’un triangle ABC,
les six droites AD, BE, CF, AD', BE', CF’ sont tan-

gentes a une méme conique.

Réciproquement, D, E, F étant trois points en ligne
droite sur les cOtés d’un triangle ABC, tragons une
conique tangente aux trois droites AD, BE, CF. Les
secondes Langentes menées i cette conique des som-
mets du triangle coupent les cotés opposés en trois
points en ligne droite.

On peut encore modifier 'énoncé de la maniére
suivante :

Soient un triangle PQR circonscrit & une conigue
et trois droites concourantes issues des sommets qui
coupent les cotés opposés en A, B, C. Les secondes
tangentes a la conique, issues de A, B, G, forment
un triangle homologique au triangle ABC.

En effet, les trois tangentes QR, RP, PQ coupent les
c6tés du triangle ABGC en trois points en ligne droite,
puisque les deux triangles PQR et ABC sont homolo-
giques par hypothese. Alors on retombe sur la propo-
sition précédente.

[N'1K]
SUR LES COURBES DONT LES TANGENTES
APPARTIENNENT A UN COMPLEXE LINEAIRE;
Par M. E. KERAVAL,

Professeur au lycée Hoche.

51 O3z est 'axe du complexe, ces courbes peuvent
étre définies par la propriété suivante : « En chaque
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point M de la courbe le plan osculateur contient la
perpendiculaire MP 4 I'axe O z. » Si les coordonnées z,
¥, 5 du point M sont fonctions d’un paramétre ¢, on a
une relation de la forme

o zy' —yz'= Kz,

ol K est une constante qu’on peut supposer positive.
Pour abréger, j'appellerai ces courbes des courbes K.
L’équation du plan osculatear peut s’écrire, en appe-
lant X, Y, Z les coordonnées courantes,

(2) yX—2Y+K(Z—2z)=o.

Ce plan osculateur fait avec le plan MOZ un angle «
tel que

(3) Langu:%,

p désignant la distance MP. On sait que ces courbes K
sont les lignes asymptotiques des surfaces

‘i_‘, = F(")r
de sorte qu’on peut écrire leurs équations

Y _
‘;_F(z)a

K
F'(z)

<
o
ou F désigne une fonction quelconque.

Tous ces résultats sont bien connus et trés faciles a
établir. Voici une propriété qui, je crois, n’est pas
connue :

TrtoriMe. — On peut définir les courbes K comme
les courbes tracées sur une surface de révolution
absolument quelconque et qui coupent les méridiens
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sous un angle aigu 'V tel que
tangV = %:

K étant une constante primitive et N la longueur
de la normale & la surface limitée a I’ axe.

Dans la suite cet axe sera toujours I'axe des z (les
axes rectangulaires) et je 'appellerai 'azxe de révolu-
tion de la courbe.

Ce théoréme est bien facile a vérifier par le calcul; je
préfére indiquer une démonstration géométrique fort
simple.

Je figure le plan déterminé par M et 'axe (fig. 1).

Fig. 1. :

Aae

Je fais tourner la courbe K qui passe par M autour de
cet axe. Soient MT la langente au méridien, MC=N
lanormale. La tangente en M a la courbe K se projette
sur la feuille suivant MT. Si je prends
. MA =MC =N,
}J'aurai

AB = MP =p.

En vertu de la formule (3) tanga = I—:-, le point pro-
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jeté en A et de cote K appartiendra 4 la tangente i la
courbe K. Dés lors cette tangente fait avec MA
I'angle V tel que
tangV =

2| =

Réciproquement, si tangV a cette valeur on a une
courbe K. En effet on aura

tanga = —;

o| R

la tangente fera partie du complexe linéaire, etc.

Cas particulier important. — 1l est évident que
sur 'hyperboloide de révolution & une nappe les
courbes K doivent éire les génératrices rectilignes;

j'utiliserai plus loin cette propriété.

Conséquences. — 1° Si l'on prend la sphére comme
surface de révolution, N = const., donc V = const.;
les courbes K sont alors les loxodromies sphériques.

2° Sur le cylindre de révolution on obtient I'hélice
circulaire.

3° Sur le céne de révolution on obtient une courbe

Fig. 2.

S

qui dans le développement du cbne doit se transformer
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en spirale hyperbolique et qu'on peut construire ainsi :
on marque sur le cone de sommet S un cercle fixe et
sur ce cercle une origine A.
On prend alors (fig. 2)

_ const.
~ arcAM’
Ezxemple :
cost
=— .
__ sint
Y=
.
3= e
t
I. — Torsion pEs courses K.

Je suppose x, y, 5 fonctions d'un paramétre ¢. On a

zy'—yx' =Kz
par hypothése.

L’équation du plan osculateur au point z, y, z est
X —zY+K(Z—3)=o.
D’autre part, cette équalion peut s’écrire

AX—2)+B(Y—»)+CG(Z—23)=o0,

en posant
A — yl z” — z!.}/ll’
B=sz2"—x3" Q2= A2+ B2+ C2.
C = .’I‘,"V” }/l .T”,
Donc
A_B _C_ ¢
y —z K
Posons
m/ yl z!
A . mll y” zﬂ
RN
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La torsion sera
1A
T ot
0 = F2(p?+ K?) " osi pr= 2+ 2,
A =E(yz"—zy"+ Ka").

Mais
zy' — yx' = Kz,
xy”_yz” — Kzll,
ya"— xy"+ Kz"=2z'y"— y'2"= KF.
Donc
A = KF2,
D’ou
L K
T = p2+ K2
et enfin :
4 T=K+ 2
(4) =K+

Cette formule a été donnée pour la premiére fois par
M. Appell dans sa Thése sur les cubiques gauches. La
formule qui donne la courbure n’a pas été donnée, du
moins & ma connaissance; elle est plus compliquée.

I
COURBURE (—R) DES COURBEs K.

J’envisage la courbe K comme tracée sur une surface
de révolution d’axe O sz d’aprés la loi que j’ai indiquée :

tangV =

2=

Soient s ’arc de la courbe et ¢ 'arc du méridien :

101 F2pr+K2)

Rz 7 §'s s'6
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Si je pose ‘
z =pcosp, y=psing,
tangV ='-ll—:- = —?—,
s'2(K2+ N?)
T Ne ’

1 F2(K!t p?)Ns
R~ (N2+ K2)sa®

st= o4 plot=

Pour calculer F je me sers de la formule

) . z'y"—y' 2" = KF,
qui s’écrit

KF = 2p2¢"+ 0p'¢"— pp"¢’ + p29'3,

' K3’ ” K(Pz”—zplz,)
=% Ye T
’ '_ " 1 2 13
O Rkl S K2z .

P et
Soit r le rayon de courbure de la méridienne,

_ec’
= pz"—-—z—p_”’
e=-+1 si la concavité de la méridienne est tournée
vers I'axe, sinon ¢ = — 1;

F=-E-;+ = ’
i:=',%’
g I
d’ou
F 1 /e K2
N s (Grw)
ou
v 2+ of 3
O R ()

Telle est la formule qui donne la courbure en fonc-
tion de celle de la méridienne.
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Applications. — 1° Pour la courbe considérée plus
haut
x_cost _ sin¢ P
= 3 ’ Y = ) ’ = *t-)
on trouve
1 2241
T =32+ —_——= .
’ R2  22(1+ 232)3

2° Pour la courbe
x = et y=e" z=1y2,
Re=T= &2
Vo
Celle-ci est une hélice.

3° La courbe K

x =1— cost, y = sint, z=1-—sint

est tracée sur un cylindre de révolution; I'axe de la
courbe est une génératrice du cylindre. Elle se pro-
jette sur Oz suivant une cycloide et donne

T — 1 2x+1
=L R T @
4° La courbe
x = e! cost, ¥y = etsing, z = e

est une courbe K sur paraboloide de révolution

L 1+ 43

Rt~ 23(1+ 23)%

II. — Courses K @ui soNT DEs HELICES.

Jéeris que
= const.= m

=1 =3
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et j'ai .
2

K2+ p? N3 A :
(m> <K;«—K)=mp si £ =—1I,

Ce que j'ai dit & propos de I'hyperboloide me con-
duit a poser

N2+ K2
M= —pT—-
ou, en prenant z comme variable,

K2 ,
M:-;a——i-l—i—pz,

. 2Kp" /N3
W= <R7—K>.

L’équation a intégrer devient

3
<K’+ p? )2_ 2Km ﬁ

K2+ N2 ot dn
ou
K* 2y2 d
L:B—P—)— —1 ZK”lP—P-'
M2 dn

Les variables se séparent et I'on a

(6) Km L __®___q¢
VKz+p?2 /N2 K2

qui définit la méridienne par une relation entre p et N.

Nous allons retrouver la formule (6) par une méthode
différente.

EQUATIONS DES COURBES K QUI SONT DES HELICES.

Supposons que I’axe hélical ait ses cosinus directeurs
proportionnels & «, o, y. La normale au plan oscula-
teur doit faire un angle constant avec cette direction,
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ce qui donne une équation de la forme

(ay +yK)? |

2=
pr+K cos?A

Nos courbes se projettent donc sur le plan des zy
suivant une conique, ellipse, hyperbole ou parabole.
Comme tout ceci doit étre connu, j’indique simple-
ment les résultats.

Premier cas. — La projection est une ellipse
) .
d’axes 2a, 26 :
c:/a’—b’.

L’axe focal doit rencontrer O z; ici c’est Oy.
La courbe K, qui est une hélice, a pour équations

x = b cost
y=asint+h A
>o0
z = abt bhcost ( ’
T K K
ou
h=§\/b=—+—K2.

Pour la méridienne du plan des zz nous aurons

x? = b2 cost + (asint + h)?,

F4 —abt thOS‘
=X K .

On trouve facilement

er _ c(a—+hsint)
VNexr K cisint+ah’

e =1 suivant le signe de @ + A sin¢,

K cK

L Jzir K: ctsint+ ah



D’ou
. K2
(') r_ L P _ k.
VNP K2 a2 Kr ©

p, c'est le paramétre &,
? a

Deuxiéme cas. — La projection est une hyperbole.
L’axe focal rencontre Oz; ici c’est Oy. L'hélice K
a pour équations

x = b sht,
‘y:acht+h,
pu_a_b,_eesh,

K K ’

et la méridienne du plan des zz,

z?= b2 sh?t + (acht+ h)?,
abt + bhsht
—K

On trouve facilement

x __c(a+hcht)
+ /Ne4r K2 cicht+ah’
I _ c
Jat+ Ki  cicht+ bh’
d’ol
K2

(6") ex N P - k.

VN2 K2 /zr+ K2 ¢

Troisiéme cas. — La projection est une parabole.

Ce cas est tout particuliérement intéressant, puisque
nous avons toutes les hélices cubiques.
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Elles ont pour équations

{ *x=-12pt,
V y=2pt~+h,
_4p? o aph
'. Z = 3K t X l,
K=-+yp T aph.

La méridienne a pour équations

\ 2= 4P+ 4p(p + h)2+ A2,

s = 2P ppr
‘ 3 = 3K().pl 3h).

On trouve

p+2h  p42h
vzt + K2 T optirp+ k'
ex _ apt?’—h
VNI K2 apli4p+ Rk
dou
K?
(Gm) er P [

+ .
VN2 4+ K2 ‘/;.2+ K2

Réciproquement, il est facile d’'intégrer cette équa-
tion et de retrouver la méridienne.

En résumé, les méridiennes sont caractérisées par
I’équation intrinséque :

K2
— . cr P
1 e —+ = -
Projection ellipse Vo cAM e p (h>c)
K2
Lo . ex }7 __k
Projection hyperbole. N -+ Nrme =— (h<e)
K2
Projection parabole.. i P

+ =
VNI K2 /22 K2
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Exemple. — Pour la cubique hélicale :

r=t
12
Y=3 " d’axe Os.
8 3t
3 = —— ————
12 4
[.a méridienne est (comme toujours dans le plan
des zz)
. t 2
| == f+108l+9
’ 4
(12—
( z = (__9~), K = o.
\ 12

SiI'on suppose > o,

x t2—3 . -
Vol S AL
K = 4.
Nz R
On a donc
er 2K
+ =1,
VN K2 24 K2
e=-1
Fig. 3.
z
o}
B’
0 A *
B
&

sur I'arc BC et B'C' (fig. 3).

€E=—1

sur 'arc B’A B.
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III. — ETuDE DES MERIDIENNES ALGEBRIQUES.

Les hélices cubiques sont les courbes tracées suivant
la loi

tangV = -Ilé

sur les surfaces de révolution dont la méridienne a pour
équations
s xr=4prir+ (2ptt+ h)?,
(7) 2pt .
= 2P 2 3h).
( z =3 (2ptr— 3 k)
Ce sont ces méridiennes que je me propose d’étu-
dier. Si 'on élimine ¢ entre les équations qui pré-
cédent, on trouve

(8) Az*+ 32(Bx?+ C) + F () = o,

ou
F(z)=4p*(22— h?)[2*— h(h + 3d)]2.

Jai posé pour abréger

d=ap—+5h,
A =— 81K¢,
B =—54pK2(d + h),
C =+ 18pK2(3dh?+ 3h3+ 3d*h —a3).

La forme (8) met de suite en évidence deux points
doubles sur 2’'x. La courbe admet évidemment Oz,
Oz pour axes de symétrie.

Si I'on traite I'équation (8) comme une équation du
deuxiéme degré en z2 et qu'on forme le discriminant,
on trouve a un facteur constant prés qui est positif

I'expression
(214 d2— h2 )2 (22 + K2).

La présence du carré nous indique encore des points
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doubles imaginaires, parce que
h*— d*< o.

On a ainsi quatre points doubles imaginaires; donc
six points doubles & distance finie. Enfin a I'infini nous
trouvons un point double dans la direction Oz; la
droite de I'infini touche la courbe en six points con-
fondus.

Enfin aux points de rencontre imaginaires de la
courbe avec I'axe des z le rayon de courbure égale
+Ki.

Les points doubles sur #’z peuvent venir se con-
fondre en O; c’est ce qui arrive par exemple avec la
méridienne unicursale '

r=3ty1+ 2,
3 = 213,
qui admet six foyers sur Oz et six sur Oz.
Sur Oz leurs abscisses sont données par I'équation
fx3+22x 7 =o,
ce qui donne deux foyers réels sur z’'z.

Toutes ces propriéiés peuvent étre établies encore
plus facilement en partant des formules (7).

Note. — Pour I'étude de la loxodrome sphérique j’ai pris
les formules suivantes qui me paraissent particuliérement com-
modes; r désigne le rayon de la sphére :

o cost
= "¢hmte’
sint
= P ——
v chme’
shmt
3 =r—-
chmt

Ann, de Mathémat., 4 série, t. IX, (Janvier 190g.) 4
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CERTIFICATS D’'ASTRONOMIE.

Bordeaux.

EPREUVE THEORIQUE. — Définir les éléments de l’orbite
d’une étotle double.

Ezposer, au choix, une méthode, graphique ou analy-
tique, permettant de déterminer ces éléments.

EPREUVE PRATIQUE. — On a observé au méridien le pas-
sage du centre du Soleil et sa déclinaison, le 1°F avril et
le 1 juin 1900, et {’on a trouvé:

Différence des ascensions droites a ces deux jours. 3"53™5q%, 53
Déclinaison le 1* avril........ ...t 4°28'31",7
» fe t*f juin........... e 22° 1'58",3

On demande de calculer l'obliquité de ’écliptique.
(Juillet 1908.)

CORRESPONDANCE.

M. d’Ocagne. — Sur une formule de cubature. — La
formule (1), dite de Sarrus, que M. Fontené vient de rappeler
récemment dans votre Journal (septembre 1908, p. 385), est
également vraie pour tout solide dans lequel I'aire de la sec-
tion paralléle & un plan fixe, au lieu d’étre une fonction du
second degré de la cote, en est une du troisiéme.

Cela résulte de ce que la méme formule de Cotes s’applique
pour la quadrature d’une fonction de degré 2n et pour une
de degré 2n +1 (bien que dans les Traités d’Analyse on donne
une formule spéciale 2 m —+1 termes pour chaque degré m).
Cette remarque qu’il est trés facile d’établir directement,
comme je le fais voir dans mon Calcul graphique et Noma~
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graphie (p. 98), se déduit aussi d’un théoréme que j'ai énoncé
dans les Nouvelles Annales sous forme de la question 2018
(1905, p. 240, résolue méme année, p. 527).

Mais, si 'on n’a en vue que la formule de cubature ici en
question, la vérification est immédiate. Elle se résume a re-
marquer que non seulement pour m =1 et m = 2, mais en-
core pour m = 3, on a bien

1 14 2m—2
m-1_ 6.om-2

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

2092.

(1908, p. 143.)

D’un point M variable d’une parabole de sommet O on
abaisse les deuxr normales dont les pieds sont P et Q. Il
existe une parabole tangente aux cétés du triangle MPQ
et ayant son foyer en O. Le lieu du point de rencontre de
la droite OM avec la directrice de cette parabole est une
ellipse.

(E.-N. BARISIEN.)

SOLUTION

Par M. R. Bouvalst.
Soit
w4 v w(au+fo)=o0

la parabole inscrite dans le triangle MPQ ayant pour foyer le
point O.
Soient
x = 2,

y=tyap

les coordonnées de M.
L’équation aux coefficients angulaires des normales MP,
MQ est

m2— ——m-+ 9 =o,

a2t
Vi
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L’équation aux coefficients angulaires des tangentes issues
de M a la parabole est

m’(at’—l)—mt(ﬁt+a\/27)+ pt/;;—|=o.

Jdentifions ces deux équations, il vient

=1 g—_P+2.
2p tpyop’

la directrice de la parabole a pour équation

ax+fBy—a2=0

ou
3__'..)/_!‘2_—'1 + 92 =0
2p tpVop ’
la droite OM,
r__y .
t " \ap

éliminons ¢, il vient
3zt o2yi+ 4px = o.

Autre solution analytique par M. PELissiER. Solution
géométrique par M. CLAPIER.

2093.

(1908, p. 143.)

Etantdonné un triangle a By, une transversale rencontre
les cotés By, ya,af en M,N,P, et l'on considére sur By le
segment AD de milieu M dont les extrémités A et D divisent
harmoniquement By, sur vy le segment analogue BE,
suraf} le segment analogue CV; les siz points A,D,B,E,C,F
sont les sommets d'un quadrilatére complet. Si la
droite MNP reste tangente & une conique S circonscrite au
triangle afy, chacun des quatre cétés DEF, DBC, ECA,
FAB du quadrilatére complet passe par un point fize, et
les quatre points obtenus sont les sommets d’un quadrangle
dont afy est le triangle diagonal. Examiner le cas
particulier ou la conique S est le cercle circonscrit au
triangle afy. (Sur ce cas particulier, voir KOEHLER,
Exercices, p. 177.)

(G. FoNTENE.)
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SOLUTION
Par M. Parrop.

Soient m, n, p et a, b, c les coordonnées homogénes
de M, N,Pet A, B, C; celles de D, E, F sont —a, —b, —ec.
Ona ‘
) m= a?, n=b? et p=ct
Or
m.n.p=1;

donc
a.b.c ==x1;

La premiére partie est ainsi établie.
En prenant pour triangle de référence afy, I'équation tan-
gentielle de la conique est

Vi +vo +yw=o;
I’équation de la droite MNP étant

ux + vy 4+ wsz = o,
ona

w
— =km
14

gw
i
>
3

K

k et h sont des nombres qui ne dépendent que des élé-
ments du triangle de référence. Portons les valeurs de u et ¢
dans I’équation de la conique, on a

abVhk+a/k+1=o0;

donc le coté AB passe par un point fixe; de méme pour les
trois autres cotés.

Lorsque la droite MN est tangente en «, les points B, G, E
et F sont confondus en z, et les points fixes par lesquels
passent les cotés BC et EF sont alignés sur «; donc afy est
le triangle diagonal du quadrangle de ces points fixes.

Quand la conique est le cercle circonscrit, les quatre points
fixes sont évidemment les quatre centres des cercles inscrit et
exinscrits.

_ Autres solutions par MM. BOUVAIST et SONDAT.
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2094.

(1908, p. 144.)

Démontrer que les cercles bitangents a une hyperbole et
ayant leur centre sur l'aze non transverse sont vus d’'un

Joyer sous angle fire.
4 (M. TEru.)

SOLUTION
Par M. F. BouLap.
Soient C le centre d’un cercle bitangent a une hyperbole de
centre O ct M son point de contact avec la branche du coté

d’un foyer I de cette hyperbole. Il suffit de prouver que le
rapport du rayon CM de ce cercle a la distance CF est con-

c

F 0

stant. Pour cela, projetons le foyer F respectivementenT et N
sur la tangente et la normale en M. Je dis que les deux angles

2N 2N
FTO et TOF du triangle FTO sont respectivement égaux

N N .
aux angles FMC et MCF du triangle FMC.
En effet, on sait que les trois points O, T et N sont situés
sur une droite paralléle au rayon vecteur F'M. Comme l'angle

SN N AN 2N
NTF = I'angle FMN, leurs suppléments FTO et FMC sont
égaux. En outre, le quadrilatére FOCN, ayant ses deux angles.
opposés O et N droits, est inscriptible dans un cucle On a,
par suite,

angle l/‘JO\I\r = angle NCF.

Il s’ensuit que les deux triangles FMC et FTO sont sem-
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blables et donnent
MC TO _ a

FC T OF ¢

Autres solutions par MM. Bamisien, BETTo, Bouvaist, Bros,
PARROD, PELISSIER. ) )

2095.

(1908, p. 240.)

Si deuxr quadriques ont en commun deuxr génératrices
Oz, Oy, le long desquelles elles se raccordent, elles ont
en O un contact du troisiéme ordre, c’est-a-dire qu’une per-
pendiculaire au plan x Oy rencontre les deux quadriques
en deux points M et M', dont la distance est un infiniment
petit du quatriéme ordre en prenant OM comme infini-
ment petit principal.

(G. F)
SOLUTION

Par M. TETtu.

Prenons pour axes de coordonnées O, Oy et la perpendi-
culaire Oz menée par O au plan 20z. Les équations des deux
quadriques sont

Az? +2Ayz+2Bsr +2Czy +~ 2Dz =0,
Az4+2Ayz+2Bzz +2Czy +2Dz=o0.

Je vais montrer que les sections par des plans passant
par Oz sont des coniques ayant en O un contact du troisiéme
ordre. Coupouns par y = muz, les projections des coniques
sur z 0z sont

Az2 +2(Am+ B)rz +2Cmz?+ 2Dz =o,

Nzt o(Am+ B)xz +2Cma+2Dz =o,

¢quations qui représentent deux coniques ayant en O quatre
points communs confondus. ‘
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QUESTIONS.

2115. Si I'on définit un tétraédre SABC en donnant les
faces A, p, v du triédre S et les longueurs a, B, y des arétes
issues de S, le tétraédre est orthocentrique sous les deux
conditions

Cela étant, dans un tétraédre orthocentrique ABCD dont H
est I'orthocentre, on donne les valeurs algébriques «, 8, v, 8
des segments HA, HB, HC, HD, le sens positif sur chaque
hauteur allant de la base vers le sommet : déterminer la valeur
commune des rapports égaux

cos(b,c) _ cos(e,a) _ cos(a,b) _cos(d,a) _

P = 8‘3 = 8‘( ﬁY e e TS,
la notation (b, ¢) indiquant le diédre relatif aux plans des
facesbetec, .... (G. FoNTENE.)

2116. Soient Ay, A,, ... des points fixes dans I'espace, et O Ay,
OA,, ... un systéme de demi-droites qu'on déplace de toutes
les maniéres possibles autour du point O sans le déformer.
Aux points A;, Ay, ... on applique des vecteurs Vy, V,, ... de
grandeurs déterminées parallélement aux demi-droites OA,,
OA,, .... Déterminer 'ordre du complexe formé par les axes
centraux des systémes de vecteurs ainsi obtenus ().

Si Pon impose la condition que les vecteurs aient une résul-
tante, le complexe est remplacé parlacongruence des droites
qui portent les résultantes: déterminer I'ordre et la classe de
cette congruence.

Méme question, si 'on impose la condition que le systéme
des vecteurs ait un moment donné par rapport i un axe paral-
léle a la résultante générale. (G. FONTENE.)

(') M. d’Ocagne a montré que, dans le plan, la résultante des
vecteurs V passe par un point fixe. Il en est de méme dans I’espace
pour des vecteurs paralléles.
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[K13c«] . ‘
CONTRIBUTION A LA THEORIE DU TETRAEDRE;

Psar M. G. FONTENE.

Cette Nole est une contribution a la Géométrie élé-
mentaire du tétraédre. J'indiquerai toutefois les faits
généraux, donnés par la Géométrie analytique, qui do-
minent les faits particuliers dont j'aurai a m’occuper.

Je signale a Uattention des lecteurs du Journal
un fait de situation ( fin du n° 12) que j’ai pu éta-
blir seulement pour un téiraédre ayant un triédre
trirectangle, mais qui reste trés probablement exact
pour un tétraédre simplement orthocentrique.

PREMIERE PARTIE.

TETRAEDRES QUELCONQUES.

1. Le lieu des poles d'un plan fixe par rapport aux
quadriques conjuguées & un tétraédre donné et passant
par un point donné est une surface du troisi¢me ordre
passant par les arétes du tétraédre (Painvin). Voici un
cas particulier. Les quadriques qui passent par les cen-
tres des huit sphéres inscrites 4 un tétraédre ABCD
ont pour équation générale, si on les rapporte a ce
tétraédre,

ar*+ byr+ cz2+ de2 = o,

sous la condition

a+b+c+d=o;

Ann. de Mathémat., ° série, t. IX. (Février 1909, ) 3
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ces quadriques sont les hyperboloides équilatéres qui
admettent comme tétraédre conjugué le tétraédre ABCD
(SaLmon, p. 256). Le lieu des centres de ces quadriques
est la surface qui a pour équation

A, B, C, D étant les aires des faces du tétraédre ; cette
surface est le lieu des points dont les projections ortho-
gonales sur les plans des faces du tétra¢dre sont dans
un méme plan. (A. Sartiavx, Nouvelles Annales,
1864, p. 370.)

Parmi les quadriques considérées, il s’en trouve une
ayant pour centre le milieu de la droite qui joint deux
quelconques des huit points en question, attendu que
ces points forment un systéme de Lamé; on arrive
ainsi a ce résultat :

Les points milicux des vingt-huit droites qui
Jotgnent drux a deux les centres des huit spheéres
inscrites dans un tétracdre quelconque sont sur une
méme surface du troisiéme ordre qui contient les
arétes du tétracdre.

(BeLrrami, V. 4., 1863, p. 336.)

Les pieds des perpendiculaires abaissées de ’un
de ces points milieux sur les plans des faces du
tétraédre sont dans un méme plan.

(A. Sarrrvx, V. 4., 1864, p. 367.)

Il va sans dire que I'idée de rattacher le théoréme
de Beltrami au théoréme de Painvin n’est pas nouvelle.

(V. 4., 1864, p. 225 1 1865, p. 54.)

2. Avantde démontrer géométriquement le théoréme
énoncé en dernier lieu, je rappelle que les huit spiéres
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tangentes aux plans des faces d’un tétraédre for-
ment deux systémes bien distincts: 'un des systémes
est formé dela sphére inscrite et des trois sphéres
mscrites dans les espaces nommés combles (nombre
pair de plans bissecteurs extérieurs); l'autre systéme
est formé des quatre autres sphéres (nombre impair de
plans bissecteurs extérieurs). Les centres des huit
sphéres forment ainsi deux tétraédres

(LU, 0" ev (I, Iy, 15, L),

D’une part, chacune des douse arétes de ces deux
tétraédres rencontre deux arétes opposées du tétraédre
primitif ;

D’autre pari, chacune des seize droites qui joignent
I'un des points 1, I', 1", 1 & P'un des points 1, 1, 15,
I, passe par un sommet du Létraédre primitif.

On a bien ainsi vingt-huit droites.

Soient [ et J les centres des deux sphéres que l'on
considére, et qui peuvent appartenir & des systémes dif-
férents ou & un méme systéme; soit K le milien de 1J.
Introduisons les deux cones, de sommets S et S/, qui
sonL circonscrits a la fois aux deux sphéres; les plans
des quatre faces du tétraédre sont tangents a lun
ou a l'autre de ces deux cones (soit qu’il y ait trois
plans tangents & I'un des cOnes el un plan tangent a
Pautre, soit qu’il y ait deux plans tangents a 'un des
cones et denx plans tangents a 'autre). On doit prou-
ver que les projections du point K, milieu de 1J, sur
les plans tangents & 'un quelconque des deux cOnes,
sont dans un méme plan; or, si on coupe le systéme
des deux sphéres et des deux cénes par un plan conte-
nant la droite 1J, le fait a établir se réduit au fait ana-
logue de géométrie plane, et celui-ci résulte du théo-
reme de Simpson. Le plan qui contient les projections
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du point K est d’ailleurs perpendiculaire a la
droite 1J.

3. Relativement a ce dernier fait, qui ressort de la
démonstration donnée, je ferai la remarque suivante.
La surface du troisi¢me ordre considérée ici est en
méme temps le lieu d’un point M dont le point inverse
est rejelé a Pinfini, c'est-a-dire que la droite inverse
de la droite AM par rapport au triedre A, et les trois
droites analogues, sont paralléles; le plan qui con-
tient les projections du point M est perpendiculaire
a la direction de ces droites. (Cette remarque donne
méme une démonstration du fait qu'un point M dont
les coordonnées vérifient 'équation de la surface a ses
projections sur les plans des faces du tétraédre situées
dans un méme plan.)

Dés lors, si Von prend comme point M le miliea K
dua segment 1J, lorsque les centres [ et J sont alignés
avec le point A (sphéres appartenant a des systémes
différents), la droite AIKJ est sa propre inverse par
rapport au tricdre A, et le plan qui contient les pro-
jections du point K est perpendicalaire & cette
droite.

4. Si le tétraédre est orthocentrigue, son ortho-
centre étant H. le plan qui contient les projections
du point M partage le segment MH dans le rapport
de 1 a 2. Celte propriété, que J'avais indiquée sous
forme de question, a é1é établie par M. R. Bouvaist
(V. 4., 1906, p. 459) de la maniére suivante : Pour
un tétraédre quelconque, deux points inverses sont les
foyers d'une quadrique de révolution inscrite, les pro-
jections des deux points sur les plans des faces étant
sur une méme sphére qui est la sphére principale de
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la quadrique. La surface du troisiéme ordre considérée,
surface inverse du plan de I'infini, est le lieu des foyers
des paraboloides de révolution inscrits au téiraédre, les
plans qui contiennent les projections des points dela sur-
face sur les plans des faces du tétraédre élant les plans
tangentsau sommetde ces paraboloides. Oron saitque le
plan orthoptique d’un paraboloide inscrit & un tétraédre
orthocentrique passe par 'orthocentre de ce tétraédre
(voir, par exemple, Durorcq, Premiers principes de
Géométrie moderne, p. 118); la proposition énoncée
résulte de la, la distance du sommet d’un paraboloide
P+gq

2

elliptique au plan orthoptique étant , ce qui
ptq I ptq q

donne p pour un paraboloide de révolution.

Nous aurons 'occasion d’appliquer cetle propriété
au point K, milieu du segment 1J, les points LetJ étant
en ligne droite avec le point A (sphéres appartenant a
des systémes différents); 1l serait intéressant d’en avoir
une démonstration élémentaire.

DEUXIEME PARTIE.

I. — GEoMETRIE PLANE. TRIANGLES.

5. Un cercle U et une conique V étant donnés, la
condition d’existence de triangles inscrits &4 U et con-
jugués a V, ou de triangles circonscrits a V et conju-
gués a U, est que le cercle U soit orthogonal an cercle
orthoptique de la conique V (Steiner el Favre). Con-
sidérons alors, pour un triangle ABC :

Le cercle circonscrit, de centre O et de rayon R,
Le cercle inscrit, de centre 1 et de rayon r,
Le cercle conjugué, de centre H et de rayon g,

ce dernier étant d’abord supposé réel; en prenaut
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pour U et V les cercles O et H, puis les cercles O et I,
on peut dire :

Le cercle circonscrit a un triangle obtusangle est
orthogonal au cercle orthoptique ducercle conjugué
a ce triangle.

Le cercle conjugué a un triangle obtusangle est
orthogonal au cercle orthoptique du cercle inscrit
ace triangle.

On a les formules
6?2 = R2+ 2p2,
HIT = P2 + 272,

6. Les pieds des hauteurs étant P, Q, R, posons

(H)=HA x< HP = HB x HQ = HC x HR.

Dans le cas d’un triangle obtusangle on a p? = (H).
On peut donc écrire pour un triangle quelconque, en
vertu du principe de continuité,

(1) OH = R?-+2(H),

(2) fH =o2r2+ (H).

19

La formule (1) est facile a établir géométriquement : il
suffit de considérerla puissance du point H par rapport
au cercle circonserit, cette puissance étant HA x 2 IP.

Pour démontrer géométriquement la formule (2),
nous écrirons (fig. 1)

Iﬁg:Kiz-o—z—\-ﬁ’—zAH(AP—r)
= Al — AH(AP — 2r)— AH.HP
= Al — AH(AP —2r) + (H).

Or, le point A étant centre d’homothétie directe des
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cercles [ et I, on a sur la figure El = IF = r, de sorte

Fig. 1.

Ir

que Ml est paralléle &8 E'TF; on a done, dans les trian-
gles semblables AUT et KMI,

AT KI
TR
d'ou

A" KA.KI _ KM.KN _ KN

7 = KMz KMz T KM’

D'autre part, pour faire intervenir AP — 27, me-

nons EV paralléle a MU ; 0on a

PV EV ou 1IU  UA
EI - 7 M1 T KM’
ou
AP —or r
— =
On a done
—:  KN—AH |
IH =r~———RM———r—(H)

ou, en remplacant AH par 2OM,

OK — OM

=+ ( =o2r2+ (H).
0 (Hy= 7 )

—
IH =212
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7. Sil'on élimince (H) entre les relations (1) et (2),
on a

(3) ﬁ’—ql—ﬁ?—_—m_/.ﬂ;

or, le cercle des neuf points ayant son centre Q au mi-
lieu de OH, le théoréme de la médiane donne, dans le
wiangle JOH,

16"+ il = ig o 2

)

et la velation précédente donne
—2 —
210 — 419 = R2— 472;
en tenant compte de la formule d’Euler,

Olz2=R2—2 R,
on a donc

—2

(R—ory2=g40Il

eu, a cause de R Zur,

Ql = — —
2,

on vérifie ainsi le théorécme de Feuerbach.

Si I’'on considére les triangles inscrits & un cercle O
et circonscrits a4 un cercle I, le lieu des centres Q des
cercles des neuf points de ces triangles est un cercle de
centre I; le lien des orthocentres est un cercle ayant
son centre sur la droite Ol, commne on le voit direcle-
ment par la formule (3); le lieu des centres de gravité
¢st de méme un cercle ayant son centre sur la droite Ol.

8. Les formules (1) et (2), avec leurs conséquences,
restent applicables en remplagant le cercle inscrit par
un cercle exinscrit. La démonstration du n°® 6 subi-
rait seulement de légéres moditications, et, au n® 7,
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7 serait changé en — r. Le fait suivant, qui est un fait
d’inégalité, concerne seulement le cercle inscrit.

Le centre du cercle inscrir @ un triangle est inté-
rieur au cercle décrit sur GH comme diamétre, ou

) ZY
encore Uangle GIH est obtus.

On a en effet

comme les points G et H divisent le segment OQ dans

le rapport de 2 & 1, le lieu des points pour lesquels on
a %%} = 2 est le cercle décrit sur GH comme diamétre ;
donc le point I est intérieur a ce cercle.

(Le cercle décrit sur GH comme diamétre est connu
dans la théorie du triangle; il fait partie du méme
faisceau que le cercle circonscrit, le cercle des neuf
points, le cercle conjugué. On le rencontre dans I'étude
du tétraédre orthocentrique, a propos de la deuxiéme
sphére des douze points : cette sphére contient, pour
chaque face, le cercle qui a pour diamétre Ja droite
joignant le centre de graviié de cette face a son ortho-
centre. )

H. — GEOMETRIE DANS L'ESPACE. TETRAEDRES ORTHOCENTRIQUES.

9. Lexlension & 'espace du théoréme de Steiner et
Faure donne pour un tétraédre orthocentrique ABCD
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les résultats suivants. lLes pieds des hauteurs étant
P, Q,R, S, si I'on pose

(H):l—ixxm’_: B x Q=‘..=...,
on a
(1) Ol = R+ 3(H),
(2) I—H-2 =3r2+ (H).

La formule (1) est facile & établir géométriquement ;
il suffit de considérer la puissance du point H par rap-
port a la sphére circonscrite, cette puissance étant
HA =< 3HD : la sphére circonscrite est en effet directe-
ment homotétique a la seconde sphére des douze points
(sphére PQRS), le centre d’homothétie étant H et le
rapport d’homothétie étant 3.

Pour démontrer géométriquement. la formule (2),
nous emploierons la figure 2 dans laquelle le point K est,
par construction, le milieu de IV, et la droite AN est,
par construction, perpendiculaire a la droite AK ; la
droite MT est aussi perpendiculaire ala droite AK, et
Pon a (voir plus loin) HT = 2o KM.

On a d’abord, comme au n° 6, K étant le milien
de 11 et Pangle KAN étant droit par construction,

KN — AH
re—

mz
- KM

—+ (H);
pour achever le calcul, nous menons la droite MT per-
pendiculaire a la droite AK, et nous écrivons

KN—AH _ KM HT,

KM KM ~°

la formule (2) sera établie si I'on prouve qu’on a

HT = 2KM.

Or cela résulte de ce qu’on a vu au n° 4, la droite M'T'
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étant la trace sur le plan de la figure du plan qui con-

Fig. 2.
N
A
7
u
F

v

I
H

L
E’ M E P
K

r

tent les projections du point K sar les plans des faces
du térraédre.

10. Si Pon élimine (H) entre les relations (1) et (2),
on a

(3) (_31—12—37}—{2=R2—9r3;

mais on n'a plus ict 'analogue de laformule de géomé-
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po—
trie plane, Ol =R2?—2Rr, et, par exemple, la se-
conde sphére des douze points, dont le centre Q est au

. R
tiers du segment HO et dont le rayon est > n’est pas

tangente a la sphére inscrite : ce contact exigerait,
comme on le verra plus loin, la condition

OF =(R—3,)(R=r).

On peut toutefois déduire de la formule (3) des
conséquences intéressantes. Etant données deux sphe-
res (O, R) et (I, »), dont la seconde est supposée inté-
rieure & la premiére, il existe une double infinité de
tétraédres orthocentriques inscrits a la premiére et
circonscrits & la seconde. D’aprés la relation (3), le lieu
de l'orthocentre H est une sphére ayant pour centre
an point O' situé sur le prolongement de OI (fig. 3)

Fig. 3.

o

.. 01 1 o . .

> il - — . ) . . Spe O
ettel quel’on ait 00 =3 Sil’on considére ladeuxiéme
sphere des douze points du tétraédre, celle qui passe
par les centres de gravité des faces, par les pieds des
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hauteurs du tétraédre, etc., le centre Q de cette sphére
est situé au tiersde HO, et I'on arrive a ce résultat :

Etant données deux sphéres (0, R) et (1,r), dont
la seconde est supposée intérieure & la premiére, il
existe une double infinité de tétraédres orthocen-
trigues inscrits & la premiére et circonscrits & la
seconde; le lieu des centres Q des deuxiémes sphéres
des douze points de ces tétraédres est une sphére con-
centrique a la sphére inscrile (I, r). Ces sphéves des

. ) X R
douze points ont d’aillears méme rayon 3

Onamarqué sur la figure 3, outre les points O, H, Q,
le centre de gravité G du tétraédre et le point de con-
cours T des perpendiculaires aux faces menées par leurs
centres de gravité : dans les conditions qui viennent
d’étre indiquées, chacun des quatre points i, Q, G, T
se déplace 'sur une sphére ayant naturellement son
centre sur la droite Ol.

[Par analogie avec un théoréme de géométrie plane
dt a Burnside, on peut démontrer que le lieu de l'or-
thocentre d’un tétraédre orthocentrique, iuscril a une
quadrique S' et circonscrit 4 une quadrique S, est une
quadrique passant par la courbe d’intersection de la
quadrique 8’ avec la sphére orthoptique de la qua-
drique S; si la quadrique S' est une sphére, le lieu est
donc une sphere. ]

11. Pour voir directement que le lieu du point Q est
une sphére de centre I, et pour calculer en méme
temps le rayon de cette sphére, il suffit, en imilant ce
qui a été fait au n°® 7, d’appliquer le théoréme de
Stewart aux trois obliques 10, IH, 1Q; on a ainsi

JE— —_— —_—2 —2
10" +21H —312 = on’,
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et la relation (3) donne

(1) 1O —310 = 2(R2—gr?);

wi N

si I'on donne OI, R et r, la distance 1Q est constante.

Les sphéres Q sont égales et ont leurs centres 4 une
méme distance du point]: on peut se demander a quelle
condition elles seront tangentes a la sphére (I, r), comme
cela a lieu sans condition en géométrie plane (théoréme

de Feuerbach). Enremplagant QI par —;Pf = r, afin d’em-

brasser le cas d’une sphére exinscrite, on obtient la
condition

OI' = (R=3r)(R=r).

Pour obtenir deux sphéres qui satisfassent a I'une
de ces égalités, on peut partir d’'une pyramide triangu-
laire réguliére (deux paramétres), et prendre comme
sphere O la sphére circonscrite, comme sphére I la
sphéve inscrite, ou la sphére exinscrite qui touche la
base en son centre. Les deux sphéres O et I ¢tant ainsi
choisies, tout téiraédre orthocentrique inscrita la pre-
miére et circonscrit & la scconde a sa seconde sphére
des douze poinls tangente a la sphére I; deux de ces
tétraédres (celur duquel on part et un autre) sont des
pyramides triangulaires réguliéres.

[La condition ci-dessus est indiquée a torl comme
condition d’existence de tétra¢dres inscrits a une
sphére O et circonscrits & une spheve I, dans les An-
nales de Gergonne (t. X1V, p. 56); l'auteur suppose
qu’il existe nécessairement, parmi ces tétraédres, des
pyramides triangulaires réguliéres, ce qui est évidem-
ment inexact. Painvin, dans son 7Traité de Geométrie
analytique, propose comme exercice la démonstration
de cette formule, qu’il emprunte aux Annales de Ger-
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gonne (p. 212, exercices 18 et 19). L’idée fausse que
deux quadriques n’admettent de 1étraédres inscrits a
une et circonscrits & 'autre que sous une condition
invariante a d’ailleurs é1é reproduite depuis.]

\

INEGALITES RELATIVES AU TETRAEDRE ORTHOCENTRIQUE.

12. Les formules (1) et (2), avec leurs conséquences,

“restent applicables en remplacant la sphére inscrite par

une sphére exinscrite. Dans ce qui suit, il faut distin-

guer.

En appelant 1 le centre d’une sphére inscrite ou

exinscrile, on a, par la formule (1),
—
o= 10 g(m— 9r).

by
3

1" (a). La sphére Q enveloppera lasphére 1si 'on a

ou
—
10 [ PR
o < (R grt) S (R0
ou
]—0'-2
—_. < i(R—‘il')(3R—:—’}1-),
S 9
ou enfin
(5) 10 < (R—3r)iR—r)

L'inégalité écrite tout d’abord exprime seulement
que les sphéres Q et I sont 'une intérieuve a Pautre ;

d’aprés (5) on a §-> r, et c’est bien la sphére Q qui
enveloppe la spheére 1.

1" (). Les deux sphéves seront extérieurcs l'une &
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Pautre si 'on a
(6) 10 > (R+3r)(R—r).

2° Enfin les deux sphéres seront sécanles si I'on a
() (R—=3r)(R+r) <10 <(R=+3r)(R—r)

Ces conditions permettent d’établir le théoréme sui-
vant :

Dans un tétraédre orthocentrique SABC qui a un
triedre trirectangle (une condition) :

1" (a). Ladeuxiéme sphére des douze points enve-
loppe la sphére inscrite [ condition (5)];

1° (b). Elle est extérieure a chacune des trois
spheres exinscrites situées dans les combles SA ou
BC, SB ou CA, SC ou AB [condition (6)];

2° Elle coupe les quatre sphéres exinscrites situées
dans les triédres S, A, B, C [condition (7)].

Ou remarquera que la premiére sphére des douze
points n’a aucun point commun avec les quatre sphéres
du groupe formé par la sphére mscrite et les sphéres
exinscriles dans les combles, tandis qu’elle coupe les
quatre sphéres de I'autre groupe.

(Je pense qu’il en est de méme pour un téiraédre
orthocentrique quelconque, mais je n’ai pas réussi a
établir la démonstration. On trouvera plus loin une
Note a ce sujel.)

13. Le tricdre S étant trirectangle, prenons comme
axes de coordonndes les droites SA, SB, SC, et soit

SA:a, SB:b, SC =c.

Les coordonnées du point O sont
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et Von a
¢m.
2

R =

1° (a). Sl s’agit de la sphére inscrite, les coordon-
nées du point [ sont égales au rayon r, et l'on doit
avoir, d'apres (5),

a 2 b 2 24 b2 o2
<——r> +<— ——r) +...§?Lbic— —2Rr—3r2,
2 2 4

ou, en divisant par r,
(a) 2R+6rfa+ b+ c;

on a d’ailleurs

[ — abe
‘ be -+ ca+ ab + b2+ ..
(8) /

’ _bc+ca+ab—ybici+. ..

2(a+b-+c)

1° (b). Pour une sphére exinscrite située dans e
comble AB, les coordonnées du centre [ sont r,
r. —r, et 'on doit avoir, d’aprés (6),

(F=r)+G=)=G+)

a?+ b2+ c?
§—-——41—- +2Rr — 372
cette condition se déduit de celle du cas précédent en
changeant r en —r, a en — a, b en — b, et en chan-
geanl le sens de I'inégalité; en divisant donc ici par — 7,
on obtient

(a1) 2R+ 6r'sa + b +c,

' représentant — r, etc. On a d’ailleurs

abce
"=

ca~+ecb—ab—brci+. ..

Ann. de Muthémat., fj° série, L. 1X. (Février 1909.) 6
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'y
. , a'b'e
B])

ro=

ca' 4+ cb' +a'b — Jeradr . ..

cette formule est celle du cas précédent, ot 'on rem-
place également r, @, b par —r, —a, —bour,d, b
Il faut d’ailleurs observer ceci : d’aprés la formule (3, ),
r' élant négatif, Uexpression ca’'+ cb'+ a' b’ est néga-
Live; comme 0On a aussi

ca'+cb'+a'b'—yecrta?r+ . ..

2(a’+ b= )

r'= )

la quantité a' + b’ + c est positive.
Si la sphére est dans le comble SC, les coordonnées
du centre sont — r, — r, r, et lon doit avoir

“fa 2 b Y 2 /e \ 2
(——!—r)—«— -+r)+(-——r>
2 J \ 2 2 ,
) ar+ 024 c?

1 2 P2
; +—aoRr—3r2

Vil

avece
— abe

= —_—
ca - cb —ab—/brer4. ..

il faut donc, dans ce qu’on vient de dire, changer a
en —a, ben —b, cen — ¢, et écrire

(%s) U OR 4+ 6rZa b+,

: ; 1bc’
( ‘_))2\) Sor = ‘ .

ca+c'b+ab—+—Jcrar+. ..

La quantité a -+ b+ c' est d’ailleurs positive.
n eflet, si lexpression ¢'a + ¢'b + ab est négative,
commie oOn a aussi

r’ cda+c¢b+ab—yc'tar+. ..

—_ ’

2a+b+c)
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le fait annoncé est exact. Si l'on a

ca+cb+ab>o0 ou ¢ >

on a

ab
a+b+c'>a+b———>o0.
> a-+b s
2° Pour la sphére exinscrite située dans le triedre S,
les coordonnées du centre sont r, 7, r, et Fon doit
avoir d'une part

a \ 2 _ a2+ b2 2
——r) +...f——————9Rr—3rt
B > 4 )

ou, en divisant par r,

() 2R+6rsa-+b+ec,
avec
abe
r= ——
. S be + ca + ab — /brct+. ..
ta)

( _ bc+ca+ab+\/b‘-'c‘2+..._

2(a+b+c)

On doit avoir d’autre part

N9

a 2 a2+ b2+ c?
(-——r) +.. ————— +2Rr—3r2;
2

4

cette condition se déduit de () en changeant r, a, b, ¢
en —7r, —a, ..., et en changeant le sens de I'inéga-
lité; en divisant donc ici par —r, on obtient

(¥1) 2R+ 67'Sa' +b'+c';
) _* P
on peut d’ailleurs écrire

(3)) o b'c'+ca+ab+ b2+ ..
1 t = .
2(a’'+ b +c')

Pour une sphére exinscrite située dans le triédre C,
les coordonnées du point I sont r, r, — r,’et'’on doit
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avoir

2 2 g2 2 4 o2
- >2+ (g—r) +<-E-+r> §a—t—§—f~£~—2ﬂr——3r?

a 2 b 2 c 2_a?+ b2+ c? oo
——r)+(-—r)+{(=-+r)s—— +2Rr—-13r2
\ 2 4

abce
r=

- bc+ca~—ab+‘/b2cﬁ+...’

ces inégalités et cette formule ne dilférent de celles du
cas précédent que par le changement de ¢c en — ¢; on
aura donc I'écriture (v, 8) ou I'écriture (y4, 8,), avec ¢’
au lieu de ¢ ou ¢ au lieu de ¢’

14. 1l suffira de vérifier que 'inégalité (a), avec la
valeur (8) de r, et I'inégalité (), avec la valeur (3)
de r, sont exactes quels que soient les signes des quan-
tés a, b, ¢, sauf toutelois I'hypothése a4+ b +c>o
pour I'inégalité ().

Considérons a, b, ¢ comme les racines de I'équa-

tion
r}—pxi4qx —r=o0.

On doit avoir d’abord

— 202
m+3(bc+ca+ab \/bc+...)§a+b+c
a+b+c

ou, en multipliant par @ + b + ¢ qui est supposé po-
sitif pour cette inégalité,

PVpr—2q9—3yq —a2pript—3gq.
Le second membre élant positif, si le premier est
négatif, 'inégalité a hieu; sinon on doit avoir, par élé-
valion au carré et en divisant par p,

(¢) 2pg —9r<3y/(p*—q)(g*—apr).

Avant d’aller plus loin, considérons de méme l'iné-



(77)
galité (), pour laquelle on n’a plus ’hypothése p > o.
Cette inégalité ne difféere primitivement de 'autre que
par le changement du signe devant le radical qui entre
dans I'expression du rayon r, et par le sens. St p est
positif, on doit donc avoir

pPVP —2q9+3Vq —2pript—agq;

on peut élever au carré, diviser par p, et I'on a, d’aprés
le calcal relatif a (¢),

2p9 —9r3— 3V (p*—2q)(g*—2pr)
ou

(1) 9r —2pg 23V(pP—aq)(gi—2pr).
Si p est négatif, la multiplication par p change le
sens de I'inégalité, ce qui donne

pVP —2q9+3Vqr—aprspt—oag;

si le premier membre est négatif, I'inégalité a lieu;
sinon on peut élever au carré et diviser par p en chan-
geant le sens de l'inégalité; on a, d’aprés le calcul
celatif & (e),

2pqg —9rs—3y/(pt—aq)...;
c’est Pinégalité (e).
15. Considérons les inégalités (¢) et (e,). Si le pre-
mier membre de 'une de ces inégalités est négatif,

dans les conditions ol 'on doit Vappliquer, elle est
exacte. Il suffira donc de vérifier qu’on a toujours

(2pg —9r)2s9(p*—2q)(g*—2pr)-

Or, les racines de I'équation du troisiéme degré que
l'on considére étant réelles, on a I'inégalité identique
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ena, b, c,
(pg —9rrsi(p*—39)(g*—3pr);

cela conduit & mettre I'inégalité a établir sous la forme
(pg—9r)*=6(p*—39)(g*—3pr),

ct 'on voit ainsi que cette inégalité en a, b, c est iden-
tique a fortiort.

Le cas limite n’est atteint ici que dans I’hypo-
thése a=1>0=c; en effet, la quantité (pg —gr)?,
élant inférieure ou au plus égale & 4AB, ne peut
atteindre la valeur 6 AB que dans I’hypothése AB=o:
on a alors

Pq—9r =0,

16. Dans un tétraédre orthocentrique, le centre
le la sphére inscriTr est-il intérieur a la sphére dé-
crite sur GH comine diamétre, ou encore ’angle GIH
est-tl obtus?

Comme les points G et H divisent le segment OQ
dans le rapport de 3 & 1, la sphére décrite sur GH
comme diamétre est le lien des points pour lesquels

on a
oM

am =%

la propriété énoncée aura donc lieu si I'on a

Or, la formule (4) donne
— O —2 —_—2
(8) 10°—gle = o (Rrt—grt—01);
on doit donc avoir

(9) Ol < R*— gr%;
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si I'inégalité (5) est exacte (il s’agit ici de la sphére
inscrite), celle-ci I'est a fortiori.

17. L’une ou l'autre des égalités
Ol = (R==3r) (R = r)

a lieu dans des condilions qui ont été indiquées au
n® 11; avec les signes supérieurs, la seconde sphére
des douze points est langente a la sphére inscrite,
qu’elle enveloppe; avec les signes inférieurs, elle est
tangente extérieurement a une sphére exinscrite dans
I'un des triedres du tétraédre.

—_

Pour la sphére inscrite, la quantité Ol ne peut
atteindre la limite R2— 72 que si la limite

(R—=37m(R+r)
s’éléve a la valeur R2— 72, ce qui exige
R=3r ou r=o.

Si I'on écarte la seconde hypothése, on doit avoir
R=3r,
ce qui exige
Ol = 0,

et le point I est en O; on a alors

QI:O,

de sorte que Q est en O, ou encore H est en O, ainsy
que G et T : les centres de gravité des faces du
tétraédre coincidant avec les centres des cercles cir-
conscrits, ces faces sont des triangles équilatéraux, et
l'on a affaire a un tétraédre régulier. On indiquera au
n° 21 des tétraédres évanouissants (r=o0) pour les-

quels I'angle GIH est droit.
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Note. — Si la seconde sphére des douze points enve-
loppe réellement la sphére inscrite, le point de con-
tact ¢ de celle-ci avec le plan ABC, par exemple, doit
éire intérieur au cercle suivant lequel cette sphére des
douze points coupe le plan ABC, c’est-a-dire au cercle
décrit sur gh comme diamétre, h étant I'orthocentre
du triangle ABC, g étant le centre de gravité. Si 'on
se donne le triangle ABC, le cercle en question est
déterminé et le point ¢ doit étre a l'intérieur de ce
cercle, quelle que soit la hautear 2D du téiraédre.

Or, si 'on donne la base ABC d’un tétraécdre ABCD,
etle pied & de la hauteur, sans supposer gue le tétraédre
est orthocentrique, quel est le lieu des points de con-
tact avec le plan ABC des huit sphéres tangentes aux
faces du tétraédre? Si I est, par exemple, le centre
de la sphére inscrite, la droite DI contient encore le
centre I’ d’une sphére Langente aux quatre faces; les
points de contact ¢ et ¢ avec le plan ABC sont en ligne
droite avec h; les coordonnées du point ¢, rapporté au
triangle ABC, sont

e Y

4
rcot—, rcot —, recot—,
2 2 2

2, 5, v élant les diédres suivant BC, CA, AB, et les
coordonnées du point ¢ sont

B

—>
2

r Lang%, r'tang r langg,
de sorte que ces deux points sont inverses par rapport
au triangle ABC. Le lieu des points de contact t est
donc le lieu des points qui sont alignés avec leur
inverse sur le point h. Cest une courbe du troisiéme
ordre, passant en A, et toute sécante menée par h

la coupe en deux points inverses : elle passe aux
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points A, B, C et par les points o, 8, Y, ou les
dvoites Ah, Bh, Ch percent les cotés opposés; elle
passe par les centres Z, ¢/, ", ¢ des cercles tangents
aux trois c6tés du triangle ABC, et les tangentes en
ces points passent en k; elle passe en k&, comme on I'a
dit, et aussi par le point inverse o, la tangente en A
passant par ce point inverse; I'équation de la courbe
montre que les tangentes aux points A, B, C passent
aussi par ce point inverse.

Lorsqu’il s’agit de tétraédres orthocentriques, & est
Porthocentre du triangle ABC, les points a, 8, y sont
les pieds des hauteurs, le point o est le centre du
cercle circonscrit au triangle. Si les angles A, B, C
sont aigus ('), la partie du lieu qui est relative a la
sphére inscrite est un arc de courbe qui va de A en ¢,
la tangente en h passanl au centre o du cercle circon-
scrit, la tangente en ¢ passant en h; on voit (n° 8) que
le point ¢ est intérieur au cercle décrit sur gh comme
diamétre, et, dans diverses constructions graphiques
que j'ai effectuées par la miéthode de M. Hermary, j’ai
toujours trouvé que l'arc de courbe en question est
intérieur a ce cercle. Si I'angle A est obtus (2), la
partie du lieu qui est relative a la sphére inscrite est
un arc de courbe qui va de A en Z, la tangente en A
passant en o, la tangente en ¢ passant en / ; j’ai obtenu
le méme résultat que dans l'autre cas.

[On construit facilement les points ¢, d’aprés la mé-
thode de M. Hermary, en prenant sur les hauteurs du
triangle ABC (je suppose le tétraédre orthocentrique)

') Le plus petit angle du triangle étant C, la courbe se compose
d'une branche infinie Coihyi” et de deux branches hyperbo-
liques i'aB, "B A.

(*) Le plus petit angle du triangle étant encore C, la courbe s¢
compose d’une branche infinie { 0Ci"yh, et d'un ovale AiaBi"§.
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trois points D,, D,, D; tels qu’on ait

AD,= AD,, BD; = BD,, d’ou CD, = CD,,

ce qui laisse un de ces points arbitraires, ¢t en prenant
le centre du cercle D, D,D,. J’observe en passant ceci.
La figure ABCD,D,D, dépend de quatre paramétres
au point de vue de la grandeur. Si P'on se donne le
triangle DD, D;, 1l existe donc un lieu du point A tel
que, A, B, C étant les intersections des droites 2D,
h Dy, AD; avec les perpendiculaires menées aux cotés
du trangle D, D, D, en leurs milieux, le point A soit
Porthocentre du triangle ABC; en prenant comme
triangle de référence le triangle D, Dy Dy, on trouve
qu'un tel point A et son inverse par rapport a ce
trangle sont alignés avec 'orthocentre du triangle. Le
point A est donc le point de contact avec le plan ABC
d’une sphére langente aux quatre faces d’un certain
tétraédre orthocentrique ayant pour base le triangle

D| Dg Ds.]
TROISIEME PARTIE.
-—2
TrANSFORMATION DE L' INEGALITE Ol (R —3r)(R + r).
18. Je me hornerai dans ce paragraphe a ce qui con-
cerne la sphére inscrite.
Les sommets A, B, C, D d’un tétraédre quelconque
étant affectés des coeflicients %, EI_’ -+, le barycentre
1 2
est le centre 1 de la sphére inscrite,.avec le coeffi-

. 1 .
clent —; on a donc, pour tout point M,

h, r

C étant une constante. Si I'on met le point M en O,



on a

ou

r étant un facteur.

19. Sile téiraédre est orthocentrique, la constante C
de la formule générale donnée d’abord peut étre déter-

. ’ . —=2
minée en mettant le point M en H. En remplagant IH

par 3724 (H), on a

. HA ay
‘u—wh—l--l—...—-——r——il
HA (H)
e _— —3
hy hy d
HA + HA < Pl X
= — - — 37

hy
N ———
- 2‘ HA — 37,

HA étant positif dans le sens PA.

La formule relative a R2— Ol prend donc, pour
un tétraédre orthocentrique, la forme intéressante

() R?—E)—Iz=r><<2m—-3r>,

Au moyen de cette relation, I'inégalité (5) du n® 12,
a savoir
6I2§ R:—2o2Rr — 372,

équivaut a la suivante :

2R+3r§2m-—3r
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ou

(2) 2R+6r§2m.

(Vest ainsi que, au n° 13, avec un tétraédre ayant un
triedre trirectangle, on a obtenu (aprés avoir, comme
ici, divisé par r)

2R+6ria-+b-+c;

le second membre n’a alors que trois termes, au lieu
de quatre.

20. La formule (8) du n° 16 devient, en vertu
de (1),

(3) i_0-2—9f52=2r<2m—mr>;
Iinégalité 22~ 3, indiqué v 16, équivaut d
inegalit E> , Indiquee au n » €quivaul donc
a celle-ci :

(%) mr;‘Zm,

quirentre d'ailleurs dans I'inégalité (2), si 'ona R$3 7,
comme on l'a dit au n° 12.

21. La présence du facteur r dans les expressions
des quantités

R2—OI et 10 —glQ
s’explique aisément. Si, dans un tétraédre orthocen-
trique, la face ABC ayant en A un angle qui différe
infiniment peu d’un angle droit ( fig. 4), I'aréte AD
est infiniment petite, dans une direction qui est d'ail-
leurs simplement orthogonale a BC, le centre I de la
sphére inscrite est infiniment voisin des points A et D,

——2 . . .
de sorte que la quantité R2— Ol est infiniment petite,
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en méme temps que 7 est infiniment petit, le fac-
tear zﬁ-— 3 r restant fini. Le centre O de la
sphére circonscrite est alors sur la perpendiculaire

au plan ABC menée par le milieu M de BC, et les

Fig. 4.

(o}

points H et O sonL symétriques par rapport au point G
milieu de AM; le point I étant en A, I'angle GIH est
droit, le point I est sur la sphére de diamétre GH;

on a
10

g =%

on vérifie aisément cetle derniére égalité : en appe-
lant g le centre de gravité du wiangle ABC, situé av
tiers de MA, on a

10‘=3gQ=319.

La formule (8), dans laquelle on fait »r =0, R = Ol,
donne naturellement
10

T5_3‘
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Si l'on donne, dans un tétraédre orthocentrique, les
points O, H, 1, ce tétraédre dépend d’un paramétre.
Supposons que le point | soit donné sur la sphére de
diamétre GH, de sorte qu’on ait

(ﬁh:ld.

On aura, avec un paramétre, des tétraédres évanouis-
sants ( fig. 4) ayant deux sommets A et D confondus
en | : les faces ABC seront dans le plan mené par D
perpendiculairement & DH, eL ces faces seront des
triangles, rectangles en A, et inscrits au cercle de
centre M qui passe en A; pour chaque position de
'hypoténuse BC, la direction AD sera la direction
orthogonale a BC dans le plan tangent en A a la
sphére de centre O qui passe en A.

Note. — La premiére sphére des douze points d’un
tétratdre orthocentrique, celle qui passe par les mi-
lieux des arétes et par les pieds des perpendiculaires
communés aux arétes, est bien moins intéressante que
la seconde sphére des douze points, dont les centres
d’homothétie avec la sphére circonscrite sont les
points H et G. Voici toutefois un fait intéressant. La
quantité désignée par (H) est la puissance du point H
par rapport a la premiére sphére des douze points : on
le voit en évaluant cette puissance suivant la perpendi-
culaire commune a deux arétes opposées du tétraédre.
W suit de la que la sphére conjuguée & un tétraédre
orthocentrique estorthogonale a la premiére sphére
des douze points de ce tétraédre. Cetle sphére con-
juguée a, en eflet, pour centre le point H, et, si p est
son rayon, on a

p2= (H) = puissance de H....
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[0'2Kkf]
SUR CERTAINS SYSTEMES ORTHOGONAUX DU PLAN ET SUR
LES SURFACES INTEGRALES DE L'EQUATION DE LAPLACE

r-+t(t=—o;

Par M. Emi.e TURRIERE,

Dans le plan Oay rapporté i des axes rectangu-
laires Oz, Oy, soit une famille de courbes (C),

Sflz, ¥y, k) =o,

dépendant du paramétre %. l’angle a avec Oz de la
tangente en un point M(z, y) da plan a Pune des
courbes (C) qui passent par M est, aprés élimination
de ), une fonction de (z, y).

L’objet de cette Note est de démontrer les propriétés
suivantes :

12 Si o est une intégrale de I'équation de laplace

Ara = 0,

les trajectoires, sous un angle constant donné, des
courbes (C) se déterminent par quadratures.

2" Le réseau formé par les courbes (C) et leurs tra-
jectoires orthogonales est constitué par I'ensemble des
projections des asymptotiques d’'une méme surface. La
détermination de cette surface dépend de quadratures.

Réciproquement, si les asymptotiques d’une surface
se projettent sur Ox)y suivant un réseau orthogonal,
cette surface est intégrale de I’équation de Laplace

Ay 2 = 0O,
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et les courbes du réseau jouissent de la propriété
Ag a = 0.
3° Dans celte troisieme Partie, j'indique des cas
particuliers de ces surfaces et une étude des surfaces

x =rcosh, y=rsin, z = ar¥sinK9.

PREMIERE PARTIE.

Introduisons les coordonnées isotropes du plan
u=z+iy=re, o=z — iy = re<f;
le ds? du plan est
ds?=dudy;
définissons I'angle a par les relations

dx_dy__

cosa sina
, g .
c’est-a-dire par la relation
dy = e—2i¢ du.

Tratorime. — Si o est une intégrale de I’équation
de Laplace, les courbes (C) se déterminent par qua-
dratures.

Soit
a=U—-V,

U et V étant des fonctions respectives de u et de ¢;
I'équation différentielle des courbes (C) est

e—2Udy = e—2Vdyp;

les variables étant séparées, I'équation s’intégre par

fe—“U du —/e—“" dv = const,

quadratures
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TatoriMe. — S7 Aya est nul, les tfaj'eétOI'i'es sous
un angle donné des courbes (C) se déterminent par
quadratures.

L’angle o/, pour les trajectoires sous l'angle m des
courbes (C), sera

U=+ @,

Aja et Ay o seront nuls simultanément. Les trajectoires
seront données par des quadratures.
Pratiquement, on prendra

a=0U-V,
avec

1 1
U'=U+:m, V'=V——;m;

I’équation des trajectoires sera

e—“ﬁt/‘e"'“U du—eimfe—zivdv=const.

Exemrres ('). — L. Paraboles homofocales :

vu— /v = const.,

jia=logu—logy;
les trajectoires sont les courbes
¢i@ Ju — e=iw \/v = const.,

c’est-a-dire (résultat connu) les paraboles de méme
foyer ‘

- . ]
V7 sin <m + 3 0) = const.

(') A propos des trajectoires obliques, voir la question 1105 des
Nouvelles Annales (Haton de la Goupilliére). La méthode précé-
dente peut étre appliquée & cerlains des exemples proposés dans
cette question. s

Ann. de Mathémat., 4* série, t. 1X. (Février 190g.) 7
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lI. Hyperboles équilatéres zy = const. :

—atla=logu — logv;

les trajectoires obliques sont les hyperboles équilatéres
d’un faisceau

e~i®p2— gith y? = const.,
sinw (22— y?) + 2coswmxy = const.,
rtsin(29 — w) = const.

Remarque I. — L’équation
Ara =0

est invariante lorsqu’on prend une autre direction
pour Oz. En outre, comme la fonction §=arc tang%

satisfait & I'équation de Laplace, I'angle V du rayon
vecteur issu du point O avec la tangente en M satis-
fera, lui aussi, a I'équation de Laplace. Si donc, pour
un point O du plan, on a

A,V =o,

cette relation sera vraie lorsqu’on remplacera O par
tout autre point.

Remarque 1I. — En égalant a une constante 2, la
fonction o, on obtient une courbe qui est le lieu des
points de contact des courbes C avec les tangentes
de direction donnée, ou encore le liew des points
d’incidence des normales de direction donnée.
Lorsque a4 varie, les courbes correspondantes consti~
tuent une famille de courbes & un paramétre : elle sera
isotherme quand A, a sera nul.

Comme premier exemple, citons les paraboles homo-
focales : les courbes a = a, sont les droites issues de O.
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Comme second exemple ('), citons les coniques
homofocales : les courbes a = o, sont les hyperboles
équilatéres du faiscean

yr— a2+ 2

= const.,
zy B

trajectoires orthogonales des cartésiennes lieux des
points M tels que
MF < MF’ = const.,

F et F' étant les foyers des coniques homofocales.

DEUXIEME PARTIE.

Prenons pour équation des projections orthogonales,
sur le plan Oz, des asymptotiques d’une surface

rdzrt+aesdrdy +tdyr=o.
Tutorime. — Pour que les projections sur Ozy
des asymplotiques d’une surface constituent un

réseau orthogonal, il faut et il suffit que la surface
sott une surface intégrale de l'équation de Laplace

Az =0 (2).

(1) Ce lieu constitue la question n° 119 des N. C. (Nicolaidés).
Pour une généralisation, cf. les Nouvelles Annales, question 1200
(Gambey) et les Nouvelles Annales de 1876, p. 549 (Moret-
Blanc).

(?) Cette équation, r —+ ¢ =o0, a été pour la premiére fois, du’
point de vue géométrique, considérée par Meusnier; il se proposa
de chercher les surfaces minima la vérifiant. Le résultat auquel il
parvint (c’est-a-dire le théoréme de Catalan) découle immmédiate--
ment de Dinterprétation géométrique que nous donnons ici de
I'équation r + ¢ = o et de la propriété connue des asymptotiques
d’une surface minima. )
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- Tutorkme.— La détermination des asymptotiques
d’une surface Ayz=o s’¢[fectue par quadratures.

)

En posant

u—+v 0 — U
2

X =

on lrouve, pour équation des asymplotiques,

U dur— V" dv2= o,

d’ot
fmduifmdo=const.
Exemeres. — 1. Surface Ayz=o0, de révolution

autour de Oz.

La seule surface A,z =0, de révolution, est la sur-
face engendrée par la courbe logarithmique

z2+ y?

z=alog Z

Les asymplotiques déterminées en la considérant
soit comme une surface de révolution, soit comme une
surface de Jamet, soit comme une surface A,z =o,
sont, en projeclion, les spirales logarithmiques

rdd==xdr (1)

(1) Il est curieux de signaler la grande analogie de calculs et de
résultats qui se présentent dans cette question et dans ’étude ther-
mique d'un plan indéfini; dans le cas d’une source de chaleur
punctiforme et le potentiel thermique étant

T = T, log(2*+ »*),
les lignes de flux sont les spirales logarithmiques

db =—-a£1—r-
7
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II. s =2*—6x2y2+ y* : les asymptotiques se pro-
jettent suivant les faisceaux orthogonaux d’hyperboles
équilatéres ‘ C

x?— yr*=" 22y + const. (!).

Nous donnerons d’autres exemples dans la troisiéme
Partie de cette Note.

Condition pour qu’un réseau orthogonal soit con-
stitué par les projections des asymptotiques d’une
méme surface.

L’équation différentielle d’un réseau orthogonal est

dy? = e—*a dy?2,
Pour que 'équation prenne la forme

U" du? — V" do? = o,
il faut

— jta=logU"—logV", d’ol Ay = o0.

La condition nécessaire et suffisante est que a satis-
Sasse a I’équation de Laplace.

La détermination de la surface correspondante est
équivalente a celle de U et de V connaissant U" et V”,
c’est-a-dire & quatre quadratures au plus.

Remarque. — Je signale, afin de simplifier certains
calculs, qu’étant donné le réseau orthogonal

.7,2_1= 2.}/' P(‘T’.}’)a

(') Sur cette surface et ses asymptotiques, ¢f. les compositions
de licence données a Montpellier en 1896 et a Grenoble en 18g5.
Les asymptotiques dans I'espace sont des courbes du quatriéme
ordre; deux asymptotiques qui se rencontrent sont situées sur une
méme quadrique. La détermination des asymptotiques de cette
surface peut é&tre encore faite en la considérant com™« nne surface
de Jamet.
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la condition A,a == o s’écrit

Azp_ ZP
AP Prog

TROISIEME PARTIE.

Surfaces A,z = o se rencontrant dans une repré-
sentation des fonctions andlytiques. — Dans sa
Thése ('), M. Laurent associe & toute fonction
S(z + iy) la surface obtenue en portant sur la per-
pendiculaire au plan (2, y), an point (2, ), un seg-
ment 5 égal au module de f.

Le calcul montre que ces surfaces ne sont pas arbi-
traires et satisfont a I'équation

Ay 3

I

Ay 3 2
En posant 3 = €%, elle devient
MZ=o (2).

D’ot une interprétation intéressante des surfaces

A,z =o0.

Surfaces Ayz = a se rencontrant dans le calcul
des variations. — Le calcul des variations appliqué a

ff(p’+ q*)dz dy

condnit aux surfaces A,z = 0. Cette propriété est im-

(') H. LaurenT, Sur la continuité des fonctions imaginaires.
Thése, 1865.

(?) €e dernier calcul se trouve fait par Jamet (N, C., 1877,
p. 364); il démontre que, si A,z est nul, on a

A,(logA;z) =o.
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portante au point de vue de I'existence (¢f. les travaux
de Riemann, Hilbert, etc.).

Une classe particuliére de surfaces Ayz = o0. —

Puisque la fonction § =arc tang Z satisfait a Péquation
Y x

de Laplace, la fonction & = (m + 1)8 satisfera & cetle
équation. Le réseau des courbes (C) est formé par les
courbes (spirales sinusoides)

rm = aqmsinm,

r—m=—§pmsinm0.
La surface correspondante est

z=Ar—2msinam®.

Tatorime. — Pour une surface
x = rcosH, ¥y = rsind, z2=ArksinK6 (K1),

les lignes de niveau, les lignes de plus grande pente,
les lignes asymptotiques (constituant un réseau
orthogonal en projection), sont des courbes du type

rt= at sin pf.
Pour une telle surface, le calcul donne

H2= EG — F2 = r24 A2K2 2K,
D = AK(K —1)rk-tsin K89,
D'= AK(K—r1)rf cosKb,
D= — AK(K —1)7E+1sin K8,
D’2— DD’ = A?K2(K — 1)2 72K,

La courbure totale ne dépend donc que de la dis-
tance du point a Uaxe O 3.

* Par suite, la torsion en un point de toute asymp-
totique ne dépend que de la distance du point
al’aze Os.
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Remarque. — Les surfaces de paramétres K et —K
se correspondent, du point.de vue des lignes de niveau
et de plus grande pente et des lignes asymptotiques,
projetées sur Ozy, par inversion de péle O dans ce

plan.

La surface K =—1 seule fait exception, car il faut
excepter de tout ce qui préceéde la valear K =1. Pour
cette valeur K = — 1, la surface (') a pour équation
cartésienne

2

C’est une surface cubique dont les lignes de niveau et
de plus grande pente sont des cercles en projection
sur Ozy (2), et dont les lignes asymptotiques se pro-
jettent sur Ozy suivant deux faisceaux orthogonaux de
cardioides.

‘Exemples de surfaces de la classe précédente. —
En plus de I’exemple précédent, nous citerons les cas
suivants :

Equation Lignes de niveau Projections

Valeurs de et des
de K. la surface. de plus grande pente. asymptotiques.
boloi hyperboles équila- ‘ '
. paraboloide y;{er oles équila droites
z =y téres
xy lemniscates de Ber-
— 2. = . cercles
(z2+y2)* | noulli
, o hyperboles équila -
b s=axy(xt—y?) » ? ytI:‘ares 4

(') Cette surface remarquable a été rencontrée par M. Bous-
sinesq comme transformée par traction horizontale d’un sol hori-
zontal élastique (Application des potentiels a U’étude de l’équi-
libre et du mouvement des corps élastiques, p. 18g).

(®) Pour une étude détaillée de ceés lignes de plus grande pente
et de niveau, c¢f. BoussiNgsq, Cours d’Analyse, t. 1, p. 232.
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Equation Lignes de niveau Projections
valeurs de et des
de K. la surface. de plus grande pente. asymptotiques.
_zy(x*—y?) ' lemniscates de Ber-

e L ” noulli

‘ polaires réciproques :

%‘. » de lemniscates de ; orthogénides

Bernoulli
2 cubiques de Tschirn-

hausen

podaires de lemnis-
cates de Bernoulli

Remarque. — Les surfaces précédentes constituent
un cas particulier des surfaces qui sont telles que
leurs lignes de niveau et de plus grande pente se
projettent sur Oxy suivant un réseau orthogonal
de courbes intégrales de ’équation de Laplace

Aya = 0.

Définissant une telle surface par son équation carté-

sienne, on Lrouve
P

a = — arc tang -+,
q9

_ Agz Az .
Agot = — m J(log A]Z’ ~>,

J désignant le jacobien.
La condition A,« = o est donc équivalente a

Ay z

—— = fonction de 3,
Az

et, par suite, ces surfaces sont celles dont les lignes
de niveau sont isothermes.

Ce sont encore les surfaces provenant de I'applica-
tion du calcul des variations aux intégrales doubles de

la forme
fff(zmﬁ-i- q?)dw dy.
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CERTIFICATS D'ASTRONOMIE.

Caen.

Eercuve EcRITE. — 1° Eclipses de Lune.

2° Expression du temps dans le mouvement parabolique
d’'une cométe.

EPREUVE PRATIQUE. — A un instant donné, Uanomalie
moyenne de Vénus est

£ =1830"15";

les éléments de son orbite elliptique sont :

Longitude du nceud ascendant.... 6 = 75°19'52"
Inclinaison du plan de Porbite... ¢ = 3°23'35"
Longitude du périhélie....... ... w =129"27 15"
Excentricité .................... e = 0,068 433
Demi-grand axe................. a =0,72333

Calculer ’anomalie excentrique u, I’'anomalievraie w,
la longitude et la latitude a et B, la distance de Vénus
au Soletl, r.

SOLUTION.
On trouve
u =19"50'4", w = 21°12" 40",
a = 150"38' 26", B =3°16"56", r =o0,67677.
(Juin 1908.)
Dijon.
EpREUVE EcRITE. — 1. Mesure des hauteurs au théodolite.

II. Détermination des éléments de l’ellipsoide terrestre.

EPREUVE PRATIQUE. — Déterminer la longueur de l’arc
de 1° sur le méridien et la paralléle a la latitude de §2°.
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Données. — Rayon équatorial de la Terre 6378253™.
Aplatissement 333.
(Juillet 1907.)

EPREUVE ECRITE. — I. Théorie du niveau a bulle d'air.

II. Détermination de la latitude par une hauteur de la
Polaire,

(Pas d’épreuve pratique.)
. (Novembre 1907.)

Grenoble.

EPREUVE ECRITE. — Deux grandeurs z, y sont lies ¢ trots
grandeurs mesurables A, B, N par une relation linéaire

On a effectué p mesures ny, no, ..., ny de N correspondant
a p systémes de valeurs exactes (ay, by), (as, by) ..., (ay, by)
de A et de B. Déterminer, par la méthode des moindres
carrés, les valeurs les plus probables z,y de X et de Y.

Erreur moyenne des mesures de N ; erreurs & craindre
sur x et sur y.

EpREUVE PRATIQUE. — Calcul des longitude et latitude
héliocentriques de Mars pour le 2 juillet 1908, midi, temps
moyen de Paris.

Données numériques :

Pour le 1°" janvier 1850, midi, temps moyen de Paris,

lo=83°40"30";
Pour 1908,

w = 333°17'54",

Q= 48°23'53",

i = 1°51 2".
Enfin, on a

n =1886",5184, e = 0,093 261.

(Juillet 1go8.)

.
aTUFE
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QUESTIONS.

2117. Etant données dans I'espace deux figures égales F et I/,
soient A un point de la premiére et B le point correspondant de
la seconde ; le point B étant considéré comme point de F,
soit C le point correspondant de F’; le point C étant considéré
comme point de F, soit D le point correspondant de F'. Les
deux triangles ABC et BCD sont égaux. Démontrer directe-
ment que, si O est le centre de la sphére qui passe en
A, B, C, D, on ne peut généralement faire coincider les deux
tétraédres OABC et OBCD (qui sont d’ailleurs égaux) en met-
tant A en B, Ben G, Cen D. (G. F))

2118. L’équation # — e sin (m + x) = o peut s'écrire

m p+e m . z
tang (& +— ) = tang —, ol 0= —-
3 p — € 2 sin .
Construire le lieu de Vintersection des droites menées par
les extrémités, A et B, du segment AB = ¢, et faisant avec
ce segment respectivement les angles m et m + =.
(A. PELLET.)

2119. Lorsqu’une courbe (C) roule sur une droite, le symé-
trique, par rapport au point de contact P de la courbe avec
la droite a un instant, du centre de courbure de la roulette
décrite par un point M, invariablement lié a la courbe, se
trouve sur la polaire de M par rapport au cercle osculateur
de (C) au point P. (A. PELLET. )

2120. On donne une surface
X4+Y+Z= I,

X étant fonction de la seule coordonnée z, Y de v, Z de z :
trouver les transformées telles que les systémes conjugués
se correspondent sur la surface et sa transformée.

(A. PELLET.)
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ETUDE SUR LES ENVELOPPES DE COURBES
A UN PARAMETRE;

Par M. BARRE,
Capitaine du Génie.

1. Considérations préliminaires. — Conformément
a leur signification géométrique la plus naturelle, nous
définironsdans celte étude une enveloppe decourbes dé-
pendantd’un paramétrecomme unecourbe fixe alaquelle
restent constamment tangentes les courbes mobiles (en-
veloppées).Ilestaremarquerquecepoint de vue, adopté
en général par les auteurs classiques pour les courbes
gauches, ne I'est pas pour les courbes planes et les
surfaces. On considére alors, en général ('), 'enveloppe
comme un lien de points (ou de courbes) caractéris-
tiques. On montre bien que ce lieu est une enveloppe
au premier sens du mot, mais on omet de prouver la
réciproque, & savoir que toute cette enveloppe a bien
été déterminée ainsi. Dans ce qui suit, nous démon-
trerons, pour les courbes & un paraméire, I'équivalence
des deux définitions et nous établirons que les coor-
données des points de I'enveloppe peuvent, en général,
s’exprimer par des fonctions continues et dérivables
du paramétre dont dépend I'enveloppée. Ce fait est
admis par tous les Trailés que nous avons pu voir et
qui définissent I'enveloppe parla propriété de tangence.
Il n’est nullement évident et nous aurons I'occasion, au
cours de ce Mémoire, de rencontrer des cas ou celte

(') M. Goursat,dans son Cours d’Analyse,conserve uniformément
le premier point de vue.

Ann. de Mathémat., §* série, t. IX. (Mars 190g.) 8
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hypothése cesse d’étre vérifiée. Leur considération
nous conduira méme a des propriétés relatives aux
singularités que présente le probléme des enveloppes
de courbes a un paramétre.

1. Recherche de l'enveloppe. — Soient

fi(‘z'-y; z,a)=o0,

“ Sz, y, 3 a) =0

les équations (dont nous supposons les premiers
membres analytiques par rapport aux quatre variables
qui y figurent) de I’enveloppée.

Si Penveloppe existe, elle peut étre représentée par
des équations
(2) z=f(t), y=e@) z2=¢Q),
dans lesquelles f, o et ¢ sont des fonctions analytiques
du paramétre ¢, sauf peut-étre pour des valeurs
isolées.

Soit alors ¢ = ¢, la valeur du paramétre correspon-
dant & un point ordinaire M, de I'enveloppe (E). Les
conditions nécessaires et suffisantes pour que (E) touche
en M, une certaine enveloppée (G, ), correspondant a
la valeur @, du paramétre a, sont

gf‘ [./(to)r ?(’0): “P(to)y aO] = o0,
fQ[f(l‘))’ ?(Zo)v ‘P(to)a ao] =03

et, en pOSﬁDt

(3)

on a également

[ dﬁ ’ dfi ' 0f1 / .
<%f+-(§?+x‘l‘>l=ro—0,

@) =
fs ,, Ofs , Ofs,, _
<;;f -+ i Frhd >¢:t,,_ 0,

“:"0
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en désignant par [F],_, la valeur que prend une fonc-

tion F(¢,a) pour t = ¢4 et a = a,.

Si ’on fait varier le point M, il en sera de méme de
la courbe C,; autrement dit, lorsque nous ferons
varier ¢ il en sera de méme de la valeur de a correspon-
dante.

Je dis que pour chaque systéme de valeur de a et de
t correspondantes on doit avoir

g o o

5) da=% =

En effet, s'il n’en était pas ainsi, la succession des
valeurs de a correspondant aux diverses valeurs de ¢
formerait une fonction de £ analytique dans les environs
du point considéré: @a=7>(t) qu’on pourrait tirer de
celle des deux équations (1) dontla dérivée par rapport
a a ne serait pas nulle.

Cette fonction devrait satisfaire aux deux équations
‘df’f-f— o df‘\p—a—df')\'

) d da
'Qf’ g,—i—df’y—o-d/;’)\’:o.

Mais, d’autre part, pour un systéme de valeurs cor-
respondantes guelconques (a,, ty) les équations (4)
doivent étre vérifiées. 1l devrait en étre de méme des

équations obtenues en remplagant dans les relations (6)
les variables a et ¢ par un tel sysiéme, ce qui exige

o sae U afs
que les dérivées 22 et =

t =1t,. Comme t, el a, sont d'ailleurs quelconques il v
a contradiction avec I’hypothése faite que la fonction

s’annulent pour a=a, et

A(2) ne satisfaisait pas aux deux équations (5).
Les coordonnées z, y, z du point de contact de
Venveloppe et de I’enveloppée doivent donc vérifier les
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((uatre équations

.fi(wv_yvzva) =0, fz(z',}’,z,a) =0,
(7) afi "f2

‘E(z‘,)ﬁzaa)=0» az‘(xv.yaz’a)=o'

Ces équations déterminent en général des points
isolés. Si elles se réduisent a trois, elles définissent
z, y et 3 comme des fonctions analytiques de a, sauf
exception possible pourles points dont les coordonnées
vérifieraient en outre les deux équations

IR
ox oy 0z
ae| B O

=] =2 2 22

ox ay 03 =

af: afy of1
dadr oJady OJaods
(8)
W 9 A

ox ay 0z
ox oy 03

. ()fz 0f2 ()fg
| dadr dady Ja 9z

Ces noavelles équations ne pourraient qu’exception-
nellement, méme en des points isolés, étre vérifiées
en méme temps que les trois équations auxquelles se
réduirait le systéme (7).

Si donc I'enveloppe existe, les coordonnées de son
point de contact avec I’enveloppée sont des fonctions
analytiques du paramétre a dont dépend celle-ci :

Inversement, s’il existe trois fonctions analytiques

(9) z=f(a), y=g9g(a), z=4{(a),

satisfaisant aux quatre équations (7), la courbe (E)
représentée par les équations (8) est une enveloppe des
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courbes (C). En effet, en différentiant les équations (8),
on obtient sur la courbe (E) les différentielles

=f(a)da, 3y = ¢ (a) da, 8z = {/'(a) da,

qui satisfont aux équations saivantes tirées de la diffé-
rentiation des deux premiéres équations (7),

jf‘ax+df" 0f'6z+0f'da=o,
Y1504 Yrg, "f’az+"f2da=o,
ox oy Jda

lesquelles se réduisent, en vertu des deux derniéres
équations (7), aux suivantes :
% 5 "ft
d.z'
ofs "fz ofs
e Sz + oy Sy + 9

6y+df‘ 3z =o,
(ho)

8z = o.

Le point défini par les formules (g) appartient évi-
demment a la courbe (C) de paramétre a en vertu des
deux premiéres équations (7) auxquelles satisfont iden-
tiquement f, ¢ et ¢. D’autre part, les équations (10)
qui définissent o0z, 8y, 8z ne différent pas de celles
qui définissent dz, dy, dz différentielles des coordon-
nées de I'enveloppée (7).

La courbe (E) touche donc la courbe (C) au point

(z, ¥, 5, a).

Cas de dégénérescence de U'enveloppe. — 1l peut
arriver que les fonctions f, ¢ et ¢ se réduisent a trois
conslantes z,, ¥, 3. Les équations (6) seraient alors
vérifiées pour z = 2,y =y, 5 = %, quelle que soitla
valeur de @. Dans ce cas, la courbe mobile ¢ passerait
constamment par le point fixe (z,, ¥, 2,) qui pourrait
étre considéré comme appartenant a FPenveloppe.
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lnversement, si une courbe mobile passe par un point
fixe, celui-ci peut étre considéré comme constituant
une enveloppe de la courbe.
Nous laisserons au lecteur le soin de faire cette vérifi-
cation consistant i exprimer que les quatre équations (7)
sont vérifiées quel que soit a pouar

X = 1, Y =X 3= 3.

Il se peut d’ailleurs qu’il y ait ou qu'il n’y ait pas de
véritable enveloppe.

En résumt @ 1° Une courbe variable de Uespace
appartenant & une famille a un paramétre n'a pas,
en genéral, d’enveloppe.

2° Sl existe un ensemble de trois fonctions ana-
lytiques f(a), o(a), $(a) qui, substituées respecti-
vementax,y et 3, dans les équations (7), satisfont a
celles-ci, la courbe mobile (C) admet pour enveloppe
la courbe représentée par les équations

‘T:f(a)a y:cp(a), 3=1{Y(a).

Ces conclusions supposent que le point considéré
n’est singulier oi sur la courbe mobile ni sur la courbe
enveloppe, car nos calculs comportent en effet cette
restriction ().

(') La présence sur l'enveloppe d’un point singulier de I’enve-
loppée serait d’ailleurs exceptionnelle, car il correspondraita la véri-
fication des deux conditions nouvelles

oz _ oy _ 9%
o, = of, " o,

ox a9y 0z

qui se traduisent [aprés substitution z = f(a), y=2(a),
s = ¢ (a)] par deux équations pour déterminer une valeur de a.
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3° Quand Uenveloppe existe, elle peut s’obtenir
sous la forme

Fi(z,y,z) =0, Fo(z,y,2)=o,
enéliminant a dedeux faconsentre les équations (7).

Toutefois, I'emploi de cette méthode, pour étre cor-
rect, doit exiger quelques précautions sur lesquelles
nous reviendrons plus loin.

Tueorkme. — S¢ les courbes d'une famdlle a un
paramétre ont une enveloppe, deux de ces courbes
infiniment voisines quelconques peuvent, aux infi-
niment petits d’ordre supérieur prés, étre consi-
dérées comme ayant un point commun au moins
dont le lieu se confond avec Uenveloppe.

Un calcul tout a fait classique mountre que les points
communs a deux courbes infiniment voisines d’une fa-
mille dépendant d’un paramétre variable a sont déter-

“minées par les équations de la courbe

fi(xﬁyvzaa)—_‘os f?(xaya 3, a)=o0
jointes aux suivantes :

o, o

da K da

En général, il y aura un nombre limité ou tout au

plus une infinité discontinue de courbes ayant un point

commun avec la courbe infiniment voisine. Au

contraire, dans le cas ou il existe une enveloppe, a

toute valeur de a correspond au moins un systéme de

valeurs de z, y et z satisfaisant aux équalions précé-

dentes, c’est-a-dire un point commun a la courbe de
paramétre (a) et a la courbe infiniment voisine.

Rtciprooue. — Si une courbe quelconque d’une
Q q



( 108)
famille a un paramétre posséde avec la courbe
infiniment voisine un point commun au moins,
les courbes de la famille admettent une en-
veloppe. Celle-ci est confondue avec le liew des
points communs  deux courbes infiniment voisines.

Nous nous dispenserons de donner de cette réci-
proque la démonstration qui peut se calquer sur celle
du théoréme direct. ’

II. Cas parTicULIER. — La courbe est déter-
minée par une surface fixe [F(x,y, z) =o0]et une
surface mobile [f(x,y, 5, a) = o]

La courbe considérée admel en général une enve-
loppe, car les quatre équations (7) se réduisent dans ce
cas aux lrois suivantes :

(11) ¥F(x,y,5)=0, f(x,y,3,a)=0, %(x,y,z.a):o.

La théorie des enveloppes planes rentre immédia-
tement dans ce cas. En prenant pour plan z = o le plan
des courbes planes étudiées, celles-ci sont déterminées
dans leur plan par deux équations de la forme

8‘:(@‘,_7, a)=o

et elles admettent une courbe enveloppe obtenue en
cherchant le lieu des inlersections des deux courbes

, oF
(12) F(z,y,a)=0, S-(2,5,a)=0.

Ces deux équations sont celles, bien connues, aux-
quelles conduit la théorie classique des enveloppes
dans le plan.

La conclusion relative au cas d'une courbe quel-
conque, déterminée par une surface fixe et une surface
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mobile, donne lieu & une remarque intéressante. En
effet, une courbe mobile (C) quelconque, déterminée par
I'intersection de deux surfaces mobiles (S,) et (S,;)
dépendant d’un paramétre, engendrera une surface
fixe (S) dont I’équation carlésienne

(13) ®(x,y,5)=o0
s'obtient en éliminant a entre les équations
(14) fi(zn}"z:a):o: fz(.’l:‘,}’,Z,a)'——'—O,

des surfaces mobiles. Cette élimination se fera en tirant
a en fonction de z, y et z de celle des équations (14)
pour laquelle la dérivée partielle par rapport a a n’est

pas nulle. Si par exemple o2 est différent de zéro aux
da

environs d’un systéme de valeur déterminée, nous tire-
rons de la seconde équation (14)

a=MNuz,y,3),

et, en portant dans la premiére équation (14), nous ob-
tiendrons

(15) @Ef,[x,y,z,)\(x,_y,z)]=o.

Mais, pour avoir I'enveloppe de la courbe considérée
comme déterminée par la surface fixe (S) d’équa-
tion (15) et la surface mobile (S,), nous devons joindre
aux deux équations correspondantes

‘P(x,}’az)=°, .f’(xy}’v‘:a):o
Péquation

dfs

3‘;(1"}/157"):07

ce qui est en contradiction avec I'hypothése fondamen-
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tale que nous avions faite au début (Zi; ;_r‘o)-' Ceci

explique le paradoxe apparent consistant en ce que
toute courbe mobile, pouvant étre considérée comme
appartenant a une surface fixe et a une surface mobile,
devrail avoir une enveloppe.

Si toutefois on fait le calcul qui vient d’étre exposé,
la fonction A(z, y, 3) sera analytique en tout point n’an-

ofe
Ja
obtenue tandis que le contrairve se présentera pour les
points pouvant appartenic a 'enveloppe de (C). 1l peut
d’ailleurs arriver [ par exemple en rendant rationnelle

nulant pas - Il en sera de méme de la fonction ®

Péquation (15) lorsque celle-ci se réduit a la somme
d’un polynome et d’un radical du second degré] qu'on
puisse mettre I’équation (15) sous une forme dépour-
vue de singularités. Mais alors on a en général introduit
des branches éirangéres, lesquelles d’ailleurs peuvent
avoir ou ne pas avoir d’enveloppe. Toutefois la courbe
formée par l'ensemble de chaque courbe (C) et des
branches étrangéres correspondantes possédera en gé-
néral une enveloppe.

Tutorkme. — S¢ une surface fize (S) et une sur-
Jace mobile (S,) qui définissent une courbe appar-
tenant a une famille a un paramétre sont constam-
ment tangentes en un point de celle-ci, le lieu de ce
point, en général point double ordinaire de (C),
Jorme une branche singuliére d’enveloppe pour la
courbe (C).

Il existe, comme conséquence de 'hypothése, trois
fonctions analytiques de a qui, substituéesa x, y, et 5
dans les équations des surfaces (S) et (S,)

(16) F(fl’,}’,z)=°, f!(z;y1z!a)=0



(111)

et dans les équations

c)_l*: JoF oF
(17) Jr Yy _ %
7 o T
oxr oy 03z

les vérifient identiquement.
Si nous différentions les deux premiéres en y consi-
dérant z, y et z comme fonctions de a, on obtient

oF oF oF
o—rd{l‘ﬁ'-gd]—i—'&d,z:o.

o ofs ofe ,  9fs ,
E_—dz—*,—@dy '*E?d“”“%‘d““"'

d’ot 'on déduit, en tenant compte des équations (17),

% _
oa

,
ce qui démountre le théoréme.

IV. Discussion des singularités que peut pre-
senter la solution du probléme des enveloppes
de courbes a un paramétre. — Lorsque I'enveloppe
existe on peut, avons-nous dit, la représenter par deux
équations

(18) Fl(xa}/yz):(’> F2(1‘»}’:z)=0,

obtenues en éliminant a entre les équations (7). Or
nous allons voir que cette opération ne peut se faire
qu'en tirant a de I'une des équations

% o df’

= _—=0
Ja ’ )

Jda

et portant le résultat obtenu dans deux des trois
autres.
L’enveloppe existant, la courbe ainsi définie dans le
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domaine du point considéré appartiendra également &
la surface représentée par celle des équations (7) dont
il n’a pas été fait usage.

Nous reviendrons ci-aprés sur cette opération : nous
nous hornerons ici a faire remarquer qu’on ne peut,
pour obtenir a en fonction analytique des coordon-
nées z, y, z du point considéré, songer a utiliser 'une
des deux premiéres équations (7), car précisément au
point envisagé les dérivées partielles par rapport 3 a
des fonctions f, et f, doivent étre nulles. D’autre part,
pour la méme raison, nous ne sommes assurés de la
légitimité de P'opération que nous venons de définir
que si aux points considérés on n’a pas a la fois

afy a2fy
(19) T =% G =

Il est d’ailleurs évident que la réalisation des éga-
lités (19), méme pour des points isolés de ’enveloppe,
sera un fait exceptionnel en général et par suite aussi
la difficulté qui en résulte. Toutefois elle se présentera
normalement pour des points isolés de l'enveloppe
lorsque la courbe mobile sera définie par une surface
fixe et une surface mobile. Si les équations de ces der-
niéres sont

F(z-,y,z)=o, fi(z‘y}’,Z,a)=°’

les points de I'enveloppe présentant les particularités
dont il s’agit seront déterminées par les quatre équa-
tions

F(z,y,2)=o, Ji(z,y,%,a)=0,
(19 bis) It _ rf

da = g =

Ils pourront étre en nombre fini ou infini, formant
une succession de valeurs isolées de z, y, 3, a. En
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particulier, si F est un polynome de degré m en
z, y et z et si f, est un polynome de degré n en
z, y et z et de degré p en a, ’enveloppe présentera en
général
m(n—+p)(n+p—1)(n+p—2)

points possédant la particularité dont il s’agit.
Laissons pour le moment ces points et revenons au
cas général.
L’une au moins des deux dérivés secondes n’est pas

0 f,
) da?
De la troisiéme équation (7) nous pourrons tirer

nulle. Supposons que ce soit

(20) a=plz,y,3).

En portant cette expression de @ dans les deux pre-
miéres équations (7) on obtient les deux suivantes :

_fi(xh}’az’ }L)EFNZ‘,_}’,Z):O,

o0 Selz, y, 5, p) =Fa(2,y,5) =o.

Puisque nous supposons l'existence d’une enveloppe
pour 'une an moins des déterminations de u, la courbe
représentée par les équations (21) forme une branche
située entiérement, dans le domaine du point considéré,
sur la surface dont I’équation est

(22) %g(xv}”z, ®) =o.

Inversement, si, par une détermination de u, la
branche de la courbe définie par les équations (21) est
située sur la surface représentée par I'équation (22), je
dis que cette branche est bien une enveloppe. En effet,
dans ce cas, les équations (21) el (20) permettent de

tirer z, ¥, z en fonction de a tant que le jacobien
D(Fh F27 I"’)

k]
——D T/ plest pas nul ; les valeurs correspondantes
D(=z, y, %) P ’ P
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satisfaisant & ’équation (22), il existe bien trois fonc-
tions z(a), y(a), z(a) satisfaisant aux quatre équa-
tions (7). La branche de courbe considérée, représentée

par ces fonctions, est bien une enveloppe de lacourbe C.
D(Fh Fz, P)
D(z,y,3)
se réduit simplement au déterminant A,. Si A, était

nul on pourrait tirer z, y et z en fonction de a des
équations (21) jointe a I'équation

Un calcul simple montre que le jacobien

9fs )
9a =%

les valeurs obtenues portées dans I'équation (20) y sa-
tisferaient identiquement. Une condition de légitimité
du méme genre que celle déja rencontrée s’impose ici :
c’est que le déterminant A, ne soit pas nul. Notre mé-
thode cesse d’étre applicable pour les systémes de va-
leurs qui satisferaient a la fois aux conditions

(23) Al =o, Ay = 0.

C’est la un fait exceptionnel. Mais nous verrons plus
loin que les points correspondants de 'enveloppe sont
encore en général réguliers. Seule la représentation
paramétrique au moyen du paramétre a lombe en
défaut. La possibilité de ce dernier fait a déja été indi-
(quée au début de celte étude, car nous avons vu que
les conclusions relatives a la représentation au moyen
du paramétre a étaient subordonnées a la non-vérifica-
tion simualtanée des égalités (23) par les systémes
z, ¥, 5, a étudiés.

Passons maintenant aux points de 'enveloppe pour
lesquels on aurait a la (ois

. 02f; 9fs
(24) _d_z_ﬁl =o, 5o = O

Différentions les équations () aprés y avoir remplacé
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x, y et z par les fonctions f(a), ©(a), ¥(a) qui figu-
rent dans les équations de I'enveloppe (g) ; on obtient,
en tenant compte des deux derniéres dans le résultat
obtenu en différentiant les deux premiéres ('),

Lopoh oty

ox 0z =0
df2 ’ 9 ’ 9 '
_0; f -+ d_f ¢+ di;q" = o0,
25 g, ot/ o, o,
1 - 1 LA 1 _
da dxf Ja d_y ¥+ Gaos - oaz =
s o %y, 2f 0/,
dadxf_}—dady?_*-dad'q/—*_daz*
. . , ., 7ot 2
Si, au point étudié, les deux dérivées —f' %3 sont

nulles les équations (25) conduisent immedlatement au
résultat suivant: les trois dérivées f', o’ et ¢ sont
nulles pour ce point. Il ne peut y avoir exception que
s1 les déterminants A, et A, sont nuls tous deux en
méme temps. Le point considéré sera donc en général
un point singulier sur I'enveloppe. Donc :

Tatorkme. — Si une courbe mobile dépendant
d’un paramétre, définie par les équations
fl(xa.}’,zva):Ov fZ(xv.}’;zva)zov

admet une enveloppe dont certains points appartien-
nent aussi & la courbe

2 _ fe _

=o0
da? ’ Ja®

(1) La considération de ces équations conduit & un résultat inté-
- 9
ressant lorsque l'une des deux dérivées -aa'é est nulle sans que
l'autre le soit. Le point de l’enveloppe, avons-nous vu, est alors
régulier; f, ¢’ et ¢ ne sont pas nuls en général pour ce point et
Von conclut de 1a sans peine que le déterminant 4, est nul.
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ceuz-ci seront des points, du genre rebroussement,
de Uenveloppe de la courbe mobile étudiée. Cette
proposition sera en général en défaut dans le cas
tout a fait exceptionnel ou les points en question
appartiendraient en outre & la courbe ()

Az, y,3,a) = o, As(z,y,3,a)=o.
En ces points U’enveloppe touche encore I’enve-
loppée.
Cette derniére partie reste a démontrer. La tangente

de rebroussement & la courbe enveloppe admet pour
parameétres directeurs les trois dérivées f"(a), o, .

Or, si 'on différentie 'équation

Pyt yth

ar 9z %

on obtient la suivante :

P L PR

ox a9y da oz
Lo A,
¢ da Qy da 0z =

qui, au point considéré, se réduit a

Py d.](l df ” .f
!/ %- —+ (P d_}’ —l—q.a = 0.

On voit de méme que les trois dérivées secondes

S’y @', ' vérifient, an point considéré, I'équation

wdf2 f ”df2
f 0)’ PERE

(') Le manque de place ne nous permet pas de disculer comple-
tement ce cas tout a fait spécial. Le lecteur pourra examiner deux
dispositions différentes qui se présentent en examinant ’enveloppe
de Pune ou de Pautre des deux paraboles

L+ 0y + (A—1)*=o0 T4 20y 4+ M= o.
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Les deux équations précédentes, homogénes en f", o
et ¢, étant précisément celles qui définissent les para-
métres directeurs de 'enveloppée, notre proposition
est complétement démontrée.
Des développements précédents résulte le corollaire
suivant :

CororLrare. — L’enveloppe d'une courbe déter-
minée par une surface fixe et une surface mobile
présente en général des rebroussements (').

Soient en effet
F(z,y,3)=o, f(z,y,5,a)=0

les équations de la courbe mobile. Les rebroussements
de son enveloppe seront donnés par le systéme des

quatre équations .
F(z‘ayaz):‘)a f(z,y,z,a):u,
9 02
%(x7.}/75ya)=01 ')—a',z(z',,y,z,a)———o,

qui, admettant en général des systémes isolés de solu-
tions communes, déterminent sur enveloppe au plus
une suite discontinue de points de rebroussements.
Leur nombre sera fini si les équations F et f sont algé-
briques, il a d’ailleurs été donné plas haut.

(') Elle présente aussi normalement des points réguliers pour
lesquels la représentation paramétrique par a cesse d’étre analy-
tique car les deux équations A, = o, A, = o se réduisent dans ce cas
a la seule équation A (z, ¥, 3, @) = o en posant

N uf
D(lv,fd—i
D(z v, 3)

A=

Ce résultat est évidemment applicable, comme celui du texte, aux
enveloppes dans le plan.

Ann. de Mathémad., §* série, t. IX. (Mars 19og.) 9
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Ce résultat s’applique immédiatement & lenve-
loppe d’une famille de courbes planes mobiles dans
un plan fize.

Il nous reste & établir que, ainsi que nous ’avons
annoncé, les points de ’enveloppe dont les coordonnées
et la valeur correspondante du paramétre a vérifient
les équations (23) ne présentent en général aucune par-
ticularité, en supposant bien entendu que les deux dé-

af, | dfy

rivées secondes r el 'y sont pas nulles en méme

da?
temps. Supposons par exemple —== f‘ = 0; on peut alors

tirer a en (onction de z, ¥ et 3 de la troisiéme équa-

tion (7) :
(26) a=p(r,y,3).

D’aatre part, le point considéré étant, comme dans
toute cette étude, supposé simple sur Penveloppée, on
pourra toujours lirer des équations de celle-ci deux
des coordonnées en fonction de la troisiéme et du pa-
ramétre a ; par exemple

(27) .T:Xl(z,(l), _}’=X-z(z7a)-

Si I'on porte ces valeurs dans I’équation (26) on ob-
tient la relation

(28) (3, a)=ulyi(a),y(a),z]—a=o.

Mais on a

09 _ dl. 0X1 ()Xg

da dX‘ oa 0)(_2 da

,

/z

et d'autre part les dérivées ):*l el satisfont évidem-
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ment aux équations
df| dx‘l dfl d[_g df1
9z oa "oy da da O

92 x4 % 972 dfz o
oz da d_y o2 da ’

qui, en un point de 'enveloppe ot d—{zi et —fl sont nuls,
entrainent
9 _ 92 _ 1
e =9 =°
D(fh fl)

le mineur n’étant pas nul aux environs de ce

o Dl y) . .

point puisque nousavons supposé légitime la formation

s T . . Sy, 08

du systéme (27). Dés lors, au point considéré, 5a 5€

réduit & — 1. On en conclut que I'équation (28
q q

définit @ en fonction analytique de s aux environs du

point étudié, soit
(29) a =a(3),

En portant ce résultat dans les équations (27) on
obtient z et y en fonction analytique de z

(30) z=§(z), y=r1(3).

Le poinl considéré est donc un point ordinaire de
Ienveloppe. On démontrerait, comme nous I'avons fait
dans une éiude précédente, que 'enveloppe louche
encore l'enveloppée correspondante en ce point. Ce

dernier est donc tout & fait régulier comme nous
I’avions annoncé. ’

V. Afin d’éclairer cet exposé par quelques appli-

(') On aurait pu prévoir ces rglations en.partant direclemeut de
la considération des équations (27).
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cations, j ctudicral sommairement les trois exemyples
suicants :

1° Enveloppe de la droite déterminée par les deux
équalion’s :

Silr,y. 3, 0)=x(3t+2)—2y —t3=o0,

Solx,y, 5. t)y=2000 — 3 — 14 =o0;

on trouve sans peine que la droite admet une cnveloppe
dont les équations en fouction du paramétre ¢ sont

.l/‘:lz, y:tz—%—l", ;:l‘;

"origine est un rebroussement. L'application de notre
méthode permettait de le prévoir. Les rebroussements
de I'enveloppe doivent en effet s’obtenir en joignant
aux équations de celle-ci les relations

%

== qr — 3{2= o.
a2

=— 061 = o0,

L'ensemble de tontes ces équations admet le seal sys-
t¢me de solutions

I=y)y =3 =0, t =o.

l.e point correspondant de 'enveloppe est l'origine,
I'enveloppée correspondante est la droite

xr =y, S =0,

qui est bien, conformément a notre théorie, la tan-

.

gente a 'enveloppe au point considéré.

2" Eoveloppe de la droite mobile dans un plan
donné représentée par I'équation suivante, dans laquelle
X est le paramétre variable et @ une constante donnée :

2037 —3(M2+ at)y +6) =o.

L'emploi de notre méthode donne nnmédiatement



(1)

les coordonuées

1 2

I
T=3a VYT AW

r=cay3 (e==1),

de deux rebroussements a distance finie. Je laisse
au lecteur le soin de développer ces calculs et de
retrouver ces résultats au moyen de I'étude directe de
Penveloppe, quartique unicursale.

3° Enveloppe de la parabole représentée par I’équa-

tion
2+ 20y + K2(A2+1) = o,

dans laquelle K est une constante donnée et )\ le para-
meétre de la famille.

Ici nous ne trouvons plus de rebroussement. Dans le
cas ou la constante K serail nulle Penveloppe dégénére
en un point : 'origine. Lorsque K a une valeur quel-
conque on trouve deux points

x = o, y =:K2 (e ==%1),

correspondant aux valeurs A—=¢ du parameétre A pour
lesquels le déterminant A est nul. En ces points la ve-
présentation de I’enveloppe au moyen de A tombera en
général en défaut, ainsi que nous I'avons vu : c’est ce
qu’on vérifie immédiatement sur 'exemple actuel, les
équations donnant les coordonnées d’un point de I'en-
veloppe étant

==Ky —1, y =— K2},

dont la premiére présente un branchement pour
A=*1.

On vérifie facilement que cette courbe est une
hyperbole admettant pour diamétres conjugués les axes
de coordonnées et qu’elle touche bien I'enveloppée
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correspondante aux points particuliers dont il vient
d’étre question.

VI. Dans les discussions précédentes nous avons
laissé systématiquement de c6té le cas o les singula-
rités formeraient une suite continue. Nous allons
maintenant examiner le cas ot quelle que soit la valeur
de a, il existe en z, y, z une solulion commune an
systéme des six équations

(3l) fl(xy}/v zva)=07 f?(xw}'v zya)=07
o ofe _ ofs _

(31) 5‘(;‘ = 0, da — 0,

. afi fy

(33) W—O, 7)(1_2- =

1° Si le systéme de solutions communes est fixe,
c’est-a-dire s1 un ou plusieurs points fixes (z;, ¥, 3:)
salisfont, quelle que soitla valeur de @, aux six équations
(31), (32)et(33), la courbe mobile passe parces points
fixes qui peuvent étre considérés comme une enveloppe
dégénérée. D’ailleurs, inversement, si la courbe mobile
passe par un point fixe, les coordonnées de ce dernier
et le paraméire a vérifierarent le systéme (31),
(32), (33).

2° En général le systéme de solutions z, y, z corres-
pondant a une valeur de @ variera avec celle-ci. Aulre-
ment dit enveloppe aura une branche commune avec
la courbe ayant pour équations les deux équations (33).
Or, on peut toujours supposer que deux des coordon-
nées d’un point de la courbe mobile (C) représentée
par les équations (31) peuvent, dans le voisinage d’un
point régulier, s’exprimer en fonction de la troisiéme,
par exemple y et z, cn fonction de z; dans ces expres-
sions figurera le paramétre a, qui, sur une courbe C,
doit étre regardé comme constant. Deux différentiations
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successives donnent alors

% o,
oz oy

yx—{——z_l,:o,

0
(34) ‘ ‘
o "fz fzf —o
d$ }'x )/ £ ’
! . di 2 , ()i
H,(z,‘y,z)-s-oj' 2yl 5 f"y—;—-zzz da{;z
C)f1 2 .fl i
0)/2 (V)42 dydz Yx3r
5)
9 fi 91 M ”fl "
~+ —(;z—( ) +d}/ x? —ZJS.—O,
02 )
Ha(a,y,2)= < f1+... :)f;y, ’*“',7,“ = o,

Mais pour obtenir la branche commune aux courbes
représentées respectivement par les équations (31),(32)
et (33), il suffit de tirer @ de 'une des équations (33),
opération légilime sauf aux points (exceptionnels)
ol %% et -‘;%; seraient nuls et de porter le résultat
[«="X(=,y, z)]dans les autres équations. On obtiendra
ainsi les équations de cinq surfaces fixes ayant en
commun la branche considérée. Désignons par Y () et
L(x) les fonctions qui donnent les coordonnées d’un
point de cette courbe en fonction de I'unme d’elles,
celle-ci étant la coordonnée x pour fixer les idées. En
différentiant les équations (31) et tenant compte des
équations (32), aprés substitution au paramétre a de

la fonction A(z, y, 3), on obtient les relations

Sd—ﬁ+‘—’ﬁ\(;+ ')—J;lz;=o,

. ox oy
(36)
[ % oy, g
or dy 9z~

En comparant au systéme (34), on conclut

(37) Yo=y  Li=3k



(124)

La branche de courbe considérée est donc tangente
en ce point A la courbe mobile correspondante. Clest
donc une branche d’enveloppe ordinaire. En différen-
tiant les équations ( 36), toujours aprés substitution de
la fonction X au paramétre @, on obtient par un calcul
facile

2 2
“mx Y, Z) dz<df‘ v 287y =0

(38) dadxr  dady da 0z
2fh  fy  Pfh g
' Ha(a, Y, 2) T <dadx+0ad_y ‘+dac)zZ )

En différentiant les équations (32), on obtient sans
peine

9t fy 0 f, Y 4 92 f, 7= da 0% f,
daor " dady * dads *T  dx dar’
9tfy . 2 f Yo 92f, 7, =— da 0f,
daodzr =~ dady * ~ 9a dz T dz oa?’

de telle sorte qu’en tout point de la branche d’enve-
loppe considérée, les équations (37) se réduisent, en
vertu des équations (33), aux relations suivantes :

(39) Hy (=, Y!Z)=O1 H,y(z, Y,Z):O.

Si I'on compare aux équations (33) en tenant compte
des équations (37) on trouve

" ” » "
Y,:= Yx 2= 2y,

La branche d’enveloppe étudiée posséde donc en
chacun de ses points un contact du second ordre avec
Uenveloppée correspondante. On tera une application
intéressante de celte théorie en I'appliquant a 'étude
de 'enveloppe d’un cercle mobile dans le plan et com-
parant avec les résultats connus (*).

(') Voir par exemple : GOURSAT, Cours d’Analyse mathématique,
n° 204.
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1l resterait a voir ce que deviennent les propriétés de
I’enveloppeaux points exceptionnels, lorsqu’ils existent,

L, . , 03 03
ou les dérivées d(‘l’;' s 3% sont nulles toutes deux. C’est

une étude analogue a celle que nous venons de faire.
Les poinls correspondants sont en général des singula-
rités s’ils sont isolés et forment une enveloppe ordinaire
possédant avec l'enveloppée un contact du troisiéme
ordre s'ils forment une branche de courbes. Ces résul-
tats se généralisent de proche en proche.

VII. Enveloppe d'une courbe définie sous forme
paramétrique. — Nous venons d’établir la théorie des
enveloppes des courbes données sous forme cartésienne.
Il nous resterait a chercher a déterminer, lorsqu’elle
existe, ’enveloppe d’une courbe mobile donnée sous
forme paramétrique. L'exposé théorique de cette re-
cherche serait trés simplifié par le fait que nous pour-
rions faire usage de certaines propriétés qui nous sont
acquises et qui sont indépendantes du mode de repré- '
sentation de Penveloppée. Il nous resterait a rechercher
les conditions qui caractérisent alors les diverses singu-
larités. Ne voulant pas charger outre mesure la présente
étude, nous nous bornerons a ce simple exposé, ren-
voyant aux Traités classiques pour les calculs habituels
relatifs a cette question.
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[L*10a]
NOTE SUR UNE PROPRIETE DES QUADRIQUES HOMOFOCALES;

Par M. M.-F. EGAN.

M. Bricard a démontré le théoréme suivant (1) :

Si l’on méne par une tangente variable a une
ligne géodésique (ou a une ligne de courbure) d’une
quadrigque (P) des plans tangents aux diverses qua-
drigues homofocales a (P), ces plans forment un
Saisceau de grandeur constante.

Ce théoréme, comme I’a fait remarquer M. Bricard,
fournit une nouvelle interprétation de l'intégrale pre-
miére de 'équation différentielle que vérifient les lignes
géodésiques. L'objet de cette Note est d’indiquer une
démonstration de ce théoréme qui mettra en évidence
ses rapports avec l'interprétation classique de cette in-
Légrale donnée par le théoréme de Joachimsthal.

Considérons un systéme de quadriques homofocales
a paramétre i. Soient A, X, les quadriques du systéme
qui touchent une droite L. Soit a le paramétre de I'une
quelconque des quadriques, et soit A 'angle entre le
plan tangent a X, qui passe par L et I'un ou I'autre des
plans tangents qu’on peut mener par L & . On trouve
sans peine la formule suivante (3) :

(1) Ay 8in?A + Ay cOS2A = a.

(') Nouvelles Annales, janvier 1908. — Internacia Scienca
Revuo, janvier 1907.
(*) Voir Nouvelles Annales, juin 1907, p. 287.
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Or, les théoréemes de M. Bricard et de Joachimsthal
se déduisent immédiatement de cette formule.

Soit d’abord L une tangente variable a une ligne de
courbure ou une ligne géodésique de la quadrique A,.
Dans l'un ¢t l'autre cas, la surface A, est donnée; et,
par conséquent, si Uon se donne la surface «, les deux
valeurs supplémentaires de A sont doanées aussi; ce
qui démontre le théoréme de M. Bricard.

Soit, d’autre part, L la normale a la quadrique A,
en un point variable P d’une ligne géodésique. Alors ),
et Ay sont les deux autres surfaces du systéme qui
passent par P. Soit o la surface touchée par les tan-
gentes a la ligne géodésique; A sera alors, il est facile
de le voir, 'angle entre la tangente en P a la ligne géo-
désique et I'une des lignes de courbure au méme point.
Cela posé, la formule (1) exprime précisément le théo-
réme de Joachimsthal, sous la forme que lui a donnée
Liouville (*).

La valeur de pD pour les points de la ligne géodé-
sique s’exprime comme il suit en fonction des axes de
la quadrique et du paramétre o de Ja surface touchée
par les tangentes de la ligne géodésique.

Mettons A3 = 0, comme on peut évidemment le faire,
el soit

x? y1 z‘l

-+ -+ =1
a+—hn b-+1h ¢+ \

I’équation du systéme.
Alors on a (voir SaLmon, loc. cit.)

| cos?A sin? A
+

Il

b

D? — A — Ay
7[ _ )\1)\1
pt abc’

(') Voir SauMoN, Geometry of three dimensions, ch. XII.
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— abc

2 2= < < 0 ’
p*D %9 COSZTA —+ Ay sinZA

ou, en tenant compte de I’équation (1
3 P q )

— abce

%

D=

[L*21¢] _ ‘
SUR LES QUADRIQUES CIRCONSCRITES A DEUX SPHERES;

Par M. R. BRICARD.

1. J’ai démontré antérieurement (') le théoréme
suivant :

Si une droite varie en touchant constamment
deux quadrigues homofocales, les plans tangents
menés par cetle droite aux diverses quadriques
homofocales auxr deux premiéres forment un fais-
ceau de grandeur constante.

Je me propose de démontrer dans cette Note une
propriélé toute semblable relative aux quadriques cir-
conscrites & deux sphéres et dont voici I'énoncé :

St une droite varie en touchant constamment
deux sphéres, les plans tangents menés par cette
droite auzx diverses quadriques (nécessairement de
révolution) circonscrites a ces deux sphéres forment
un faisceau de grandeur constante.

(') Nouvelles Annales, 1908, p. 21.
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La démonstration de ce théoréme est, comme on va
le voir, tout a fait analogue a celle du premier.

2. Soient (5) el (S') deux sphéres, (Q) I'une quel-

conque des quadriques de révolution qui sont civcons-
crites a ces deux sphéres (fig. 1). Remarquons en pre-

\\\\
2

—

Fig. 1.

c’

mier lien que la quadrique (Q) est complétement
déterminée si I'on se donne le plan de son paralléle de
contact C avec la sphére (S). Soit en effet m un point
de ce parallele. Les génératrices de (Q) qui passent
par m sont nécessairement les deux tangentes menées
de m au cercle suivant lequel le plan tangent a (S)
coupe la sphére (§'). (Q) est engendrée par I'une ou
'autre de ces tangentes tournant autour de la ligne des
centres des deux sphéres (il est clair que les deux tan-
gentes, étant symétriques par rapport au plan mené
par m et la ligne des centres, engendrent la méme qua-
drique).

On définira donc sans ambiguité la quadrique (Q)
au moyen d’un paramétre A correspondant d’une fagon
univoque & la position du plan du cercle C. Je choi-
sirai ce paramélre de la fagon suivante : soient p le pole
du plan du cercle C par rapport a la sphére (S), et o,
5" les centres de similitude des deux sphéres. On
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posera
VANESY
ps

On voit que si A = o0 ou o, la quadrique (Q) devient
'un des deux cones de révolution circonscrits a (S) et
a (8.

Soit maintenant D une droite fixe, tangente com-
mune a (8) et (§'). Par D faisons passer un plan. va-
riable (P), auquel on fait correspondre d’une fagon
univoque un paramétre p. On peut s’arranger de ma-
niére que le paramélre p. prenne les valeurs o et o
quand le plan (P) passe respectivement par les points &
et ¢’. Cherchons de quelle forme doit étre la relation

(1) SOk, )

reliant entre eux les paramétres ) et p d’une qua-
drique (Q) et d’un plan (P) assujettis & éire tangents
entre eux.

Tout d’abord 4 une quadrique (Q) correspondent
deux plans (P). La relation (1) est donc du second
degré en p. En second lieu, je dis que cette relation
est. du premier degré en \. Il faut, pour le faire voir,
montrer qu’il existe une seule quadrigue (Q) tangente
a un plan (P) passant par une droite D. Soient en
effet (fig. 2) G et G' les cercles suivant lesquels le
plan (P) coupe les sphéres (S) et (8'). La quadrique (Q)
doit couper le plan (P) suivant deux génératrices qui,
devant toucher (8) et (8'), sont des tangentes communes
a G et G'. D est 'une de ces tangentes communes.
Appelons D' celle des autres Langentes communes qui
coupe D en I'un des centres de similitude des deux
cercles G et G'. D et D' engendrent, en tournant autour
de la ligne des centres des deux sphéres, une méme
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quadrique qui ne dépend pas du plan (P) et qui ne doit
pas étre considérée comme répondant i la question.
La quadrique (Q) cherchée est donc nécessairement

Fig. 2.

engendrée par la rotation de I'une ou I'autre des deux
autres tangentes communes A et A, et cette quadrique
est bien unique.

Tl est donc établi que la relation (1) est du premier
degré en A et du second degré en y. Cette relation est
de la forme

(2) Apr+2Bp + C=o,

A, Bet C étant du premier degré en A. Les deux va-
leurs de u qui correspondent & une méme valeur
de A deviendront égales si A satisfait a la relation du
second degré

(3) Bz— AC = o.

Or, les deux plans (P) qui correspondent & une
méme quadrique (Q) ne peuvent étre confondus que
dans deux cas : d’abord si la quadrique (Q) est tan-
gente 4 la droite D. Mais le raisonnement méme qui
précéde montre que cela ne peut avoir lieu que si
la quadrique (Q) contient la droite tout entiére, cas a
exclure. En second lieu, les deux plans seront con-
fondus si la quadrique (Q) dégénére en un céne,
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c’est-a-dire si le point p de la figure 1 vient en I'un des
centres de similitude & et o'. La relation (3) a donc
pour racines, d'aprés la maniére dont le paramétre ) a
éLé choisi, o et .

Pour chacune des quadriques particuliéres dont il
s'agit, les deux plans (P) viendront se confondre avec
le plan qui passe par le centre de similitude correspon-
dant; les racines doubles de I'équation (2) en p, cor-
respondant aux valeurs o et oo de A sont donc respec-
tivement o et . Il est bien facile de conclure de la
que la relation (1) est nécessairement de la forme

(4) p2= K2,

K étant une constante.

Soit alors D¢ une autre tangente commune aux deax
sphéres (S) et (§'). Par D, menons un plan tan-
gent (P,) a la quadrique variable (Q) et soit ., le pa-
ramétre de ce plan, défimi comme celui du plan (P).
On a entre p, et A la relation

wi= KA,

K, étant une nouvelle constante; d’ott, par comparai-
son avec la relation (4),

p.,:i“/%p.

Ainsi (P) et (P,) engendrent des faisceaux homo-
graphiques.

Parmi les quadriques(Q) circonscrites aux spheres(S)
et (S') (quadriques qui doivent étre considérées au
point de vue tangentiel) figurent celles qui sont dégé-
nérées en coniques : ce sont le cercle I' commun aux
deux sphéres (S) et (8') et Uombilicale. La consi-
dération de cette derniére prouve que, dans les fais-
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ceaux homographiques engendrés par (P) et (P,), les
plans isotropes se correspondent. Autrement dit ces
faisceauz sont égaux. On voit aussi que les plans
tangents issus de D et de D, au cercle T se corres-
pondent.

La forme de la relation (4) met un autre fait en évi-
dence : les paramétres des deux plans tangents
issus de D & une méme quadrigue (Q) sont opposés.
Cela veut dire que ces deux plans engendrent des fais-
ceaux en involution dont les plans doubles sont ceux
qui passent par les points s et . Les plans isotropes
issus de D se correspondant dans cette involution, les
deux plans doubles sont rectangulaires et sont les
plans bissecteurs de 'un quelconque des diédres for-
més par les plans langents issus de D a une méme qua-
drique.

On peut résumer loute cette étude en énoncant les
théorémes suivants :

Soient S et §' deux sphéres, D une tangente quel-
conque commune & ces deux sphéres. Considérons
les diverses quadriques ( Q) circonscrites a la fois
a ees deux sphéres. Les plans tangents issus de D a
toutes les quadriques de ce systéme font deux a deux
des angles indépendants de la position de la
droite D; autrement dit, quand cette droite varie
en restant tangente aux deux sphéres, le faisceau
Jormé par les plans tangents issus de D a toutes les
quadriques (Q) constitue une figure de grandeur
invariable.

Les plans bissecteurs des plans tangents issus
de D a une méme quadrique (Q) passent par les
centres de similitude des deux sphéres.

En particulier les plans tangents issus de D au

Ann. de Matheémat., §* série, t. IX. (Mars 1909g.) 10
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cercle commun aux deuzx sphéres forment un diédre
de grandeur constante et ses deux plans bissec-
teurs passent par les deux centres de similitude.

3. Pour compléter cette étude, je montrerai que
Uangle des deux plans dont il est question dans la
derniére partie de cet énoncé est précisément égal a
Uangle des deux sphéres.

1l ne serait pas difficile d’établir analytiquement ce
résultat. Je préfére en donner une démonstration géo-
métrique, qui m’a été indiquée par M. Fouché, a qui
j’avais communiqué le résultat qui précede.

Soit m le point de contact de la droite D et de la
sphére (§). Transformons la figure par rayons vecteurs
réciproques en prenant comme poéle le point m.

La sphére (S’) devient une sphére (¥'). La sphére (S)
devient un plan (II) parallele a4 la droite D, que la
transformation change en elle-méme.

Les deux plans tangents menés par D au cercle com-
mun aux sphéres (S) et (§') sont également changés
en eux-mémes. lls sont tangents au cercle commun &
la sphére (¥') et au plan (1I).

Or I'angle de ces deux plans est manifestement égal
a 'angle de la spheére (') et du plan (II), comme on
le voit tout de suite en faisant une projection orthogo-
nale de la figure sur un plan perpendiculaire a D.

Comme ’angle de la sphére (¥') et du plan (IT) est
égal a 'angle des deux sphéres (S) et (S'), le théoréme
énoncé se trouve établi.
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[111a]
NOTE AU SUJET D'UN ARTICLE DE M. S. CERVERA;

Par M. C.-A. L.

La proposition trés intéressante de M. S. Cervera (')
semble pouvoir se démontrer comme il suit avec un
peu plus de simplicité : -

Si la fonction f(z, y, ...) est

(=0 (r—n, ..

les m variables étant liées par la relation

I
-+ = 4+...=1,
x

et ses variables étant positives, le minimum de cette

fonction est obtenu pour

x:_y—_—...:m.
Donc

(x—0)(y—1)...>(m—1)yn,
Remplagant z par I, ¥ par L, ..., ona
xy Y1

Gg—z)(—p)...>(m—1)"zyyy. ...

(') Voir Yarticle intitulé Généralisation d’'une gquestion de
Wolstensholme ( Nouvelles Annales, 1908, p. 216).
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GORRESPONDANCE.

M. H. Brocard. — Le trés intéressant article de
M. Deteuf: Sur un point particulier du quadrilatére
inscriptible (1908, p. 442-448), n’est pas absolument
nouveau. Les droites 3°, 5° et les quatre cercles désignés
aprés le paragraphe 7° ont été déja indiqués (Mathests,
1gor, p. 25-26) par M. Mathot, qui a également
observé que ce point est le symétrique du centre O par
rapport au point [ milieu de la droite qui joint les mi-
lieux des diagonales.

M. J. Neuberg (loc. cit.) a rappelé que les pro-
priétés signalées dans cette Note étaient connues,
du moins en partie.

Le lecteur, en effet, ne sera pas étonné d’apprendre
que lc point commun & quatre droites de Simson et aux
quatre cercles d’Euler a étéindiqué par M. E. Lemoine
dans le présent journal (1869, question 908, p. 47),
résolue avec figures, pages 194 et 317 (C.-A. Lasan,

Problémes, t. 1V, p. 16-17).

M. Lebesgue. — A loccasion de Iarticle de
M. G. Lery (Nouvelles Annales, aoit 1go8), je ferai
une remarque, rapidement car elle n’est pas nouvelle
et que je 'al développée dans un petit article que doit
publier la Revue de l’ Enseignement des Sciences (*).

(1) Cet article a é1é écrit a f'occasion de travaux de M. Montel
et de M. Thybaut publiés par la Revue de I’Enseignement des
Sciences. M. G. Mouthon et d’autres auteurs ont adressé a cette
occasion au Directeur de la Revue des remarques analogues a celle
dont il s'agit ici.
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Quand on raisonne comme le fait M. Lery, on prouve
que, si les six conditions classiques d’équilibre sont
remplies pendant un certain temps pour la position ini-
tiale du solide et pour toutes les positions voisines, il y
a équilibre pendant le temps considéré, si les vitesses
initiales sont nulles. On étadie ainsi un équilibre en
un certain sens indifférent, mais on ne démontre pas
que les six conditions d’équilibre, telles qu’on les com-
prend ordinairement, sont suffisantes et les conditions
qu’on démontre étre suffisantes ne sont, bien entendu,
nullement nécessaires.

Si I'on suppose seulement, comme on prétend géné-
ralement le faire, que les vitesses initiales sont nulles
et les conditions d’équilibre remplies pour la position
initiale, les six équations du mouvement du solide, d’ot
tout doit se déduire, montrent seulement que les accé-
lérations initiales sonl nulles; mais il est des cas ou ces
équations fournissent d’autres solutions que le repos.
Par exemple ce serait le cas pour un solide réduit 4 un
point placé, sans vitesse initiale, & l'origine des coor-
données dans le champ de forces

X=Vz, Y=o, Z=o.

Si donc on veut a toute force que les conditions in-
diquées soient suffisantes pour I'équilibre, il faut faire
cet acte de foi : il n'y a pas de mouvement dans lequel
la vitesse et 'accélération s’annulent en méme temps (*).

(') Aux objections précédentes, on m’a répondu aussi : « Nous
n’étudions en Mécanique que les cas ou les équations du mouve-
ment admettent des solutions déterminées d’une fagon unique par
les conditions initiales. Dés lors, pour les conditions indiquées,
puisque le repos répond a la question, c’est la seule solulion. »

Il suffit, pour répondre a cela et faire voir qu'on ne fait que dé-
placer la difficulté, de remarquer qu’on doit alors adopter I’énoncé
quand les six conditions d’équilibre sont remplies et quand les équa-
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C’est ce qu'on admet quand on construit la Statique
avant la Dynamique, et]’on dit souvent alors que I’hypo-
thése n’est pas nouvelle, qu’elle est une conséquence
de la définition newtonienne de la force : la force est
la cause du mouvement ou des modifications du mou-
vement.

Il est généralement admis maintenant qu'on peut,
sans manquer de respect a la mémoire de Newton,
trouver cette définition peu claire ; mais ce qui est moins
clair encore, c’est la conséquence indiquée qu’'on en
prétend tirer, car il me semble qu'on ne peut le faire
sans nier aussi tout mouvement, autre que le mouve-
ment uniforme, dans lequel I'accélération s’annule a
un instant. Or, voyons les conséquences de cela.

Aprés avoir traité comme & 'ordinaire un probléme
de Mécanique, il nous faudra en reviser soigneusement
la solution; nous rechercherons si cette solution ne
nous conduit pas & attribuer & un point matériel un
mouvement dans lequel I'accélération s’annule a un
instant et, si cela est, nous rejeterons la solution. C’est-
a-dire que, si cette solution est 'unique solution ma-
thématique, on affirmera que les données du probléme
(champ de forces et conditions initiales) sont incom-
patibles. Par exemple, on ne peut placer sans vitesse
initiale un point matériel dans un champ de forces cen-
trales attractives proportionnelles a la distance, puisque
aucun mouvement matériel ne pourrait étre un mou-
vement oscillatoire simple.

Par exemple encore, bien qu'un théoréme de Kempe
et Keenigs nous apprenne & construire un systéme arti-
culé dont deux sommets A et B décrivent Oz de fagon

tions du mouvement admettent des solutions bien déterminées, il y
a repos si les vitesses initiales sont nulles.
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que leurs abscisses soient liées par la relation
zp= (z8)?

nous devons admettre que cet ensemble de barres n’est
pas réalisable ou qu’il est impossible de donner a son
sommet B un mouvement rectiligne et uniforme sur Oz
dans lequel B passe en O (*).

Mais il faut bien admettre que ces mouvements que
V'on déclare impossibles, que ces conditions que I'on dit
incompatibles sont réalisables d’une fagon siapprochée
que nous n’apercevons aucune différence entre les
mouvements et conditions exaclement réalisés el ceux,
impossibles, que nous leur avions substitués.

Nous voila donc arrivé A cette chinoiserie : la Méca-
nique rationnelle conduit parfois & des solutions inac-
ceptables; mais ces solutions, quand elles sont uniques,
sont toujours d’accord avec I’expérience et, quand elles
ne sont pas uniques, il se peut que des conditions ini-
tiales trés voisines de celles supposées, et pratiquement
indiscernables de celles-ci, conduisent a des résultats
pratiquement indiscernables de ceux que nous avons
rejetés.

Ne serait-il pas plus franc, puisque le résultat pra-
tique est le méme, de ne rejeter aucune solution et
d’avouer qu’il est des cas ou la Mécanique rationnelle
ne suffit pas pour nous apprendre ce qui se passe.
D’ailleurs, méme dans ces cas, la résolution analytique
du probléme n’est pas inutile, car elle nous enseigne
quels sont, dans la multitude des mouvements imagi-
nables, ceux entre lesquels il nous faut choisir en uti-
lisant les résultats fournis par I'observation ou 'expé-
rience.

(') Ici on utilise seulement P’inexistence d’un mouvement dans
lequel la vitesse et Y'accélération s’annulent a la fois.
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Il me semble que, dés les classes de Mathématiques
spéciales, on pourrait démontrer que les six conditions
classiques sont nécessaires pour l'équilibre (ce qu'on
fait) et que, si un systéme est placé sans vitesses ini-
tiales dans une position telle que tout déplacement
imaginable & partir de la position initiale corresponde
pendant un certain temps a un travail négatif ou nul
des forces, il est en équilibre. Celte conséquence du
théoréme des forces vives fournit une méthode régu-
liére et facile pour ’étude des machines simples. De
plus, grce a elle, on peut se passer de la théorie ordi-
naire des systémes équivalents de vecteurs,

St I'on s’adresse a des éléves connaissant la théorie
des équations différentielles, on pourra leur faire
remarquer que les six conditions d’équilibre-sont suf-
fisantes toutes les fois que, pour les conditions initiales
indiquées, la solution des équations différentielles du
mouvement est unique, et le théoréme signalé plus
haut apparaitra alors comme délimitant un cas particu-
lierement simple dans lequel la solution est déter-
minée.

M. J. Rose. — Dans le numéro de novembre 1908 des Nou-
velles Annales (p. 504), M. Tétu indique une construction
du centre de courbure en un point M d’une ellipse. Jai
donné cette construction ainsi que de nombreuses autres dans
Mathesis (1903, p. go) par la considération des propriétés de
I’hexagone de Pascal.

M. Retali. — La question 2104 est identique a la
question 667 posée par Catalan dans le Tome II des Nouvelles
Annales (1863, p. 372).

La question 2106 est celle que j'ai posée sous le n° 751 dans
le Periodico di Matematico (t. XXIII, 1go8, p. 286).




(140)

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSKES,

2099.

(1908, p. 478.)

St lon considére les trois équations

( a b x

N b—=  z—a T a=8 =%
(2 a N b x _
2 b—zp  (@—ap (a—b6p >
(3) VT—a+Vl)——x:Vb—a,

Uéquation (2) du cinquiéme degré contient les trois racines
de l'équation (1).

Les deuxr autres racines de (2) sont racines doubles de
Véquation (3) qui a six racines. (E.-N. BARISIEN.)

SOLUTION
Par M. J. Rosk.
Les équations (1) et (2) s’écrivent encore

{ 22— (a+b)xr— (a2+ b2—3ab)x

Wy +(a+b)(a—b)y=o,
xS —a(a+ b)zt+ (a?+ b2+ fab)x3
, 5 +(a+b)(at+ b2— fab)x?
(2")

( —[2(a —b)2(a2+ b2) — a2b?]x
+(a*+b3)(a—b)2=o0.
Or le premier membre de (2') est égal au premier membre
de (1') multiplié par I'expression
22— (a+b)xr +a?+ b2— ab

qui s’annule pour
%) w=(a+b)i(a—b);/§.

2
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Donc P’équation (2) contient les racines de (1).

Pour résoudre I'équation (3), on pose

r—a=yl, b—zx =237, b—a=c;

on est ainsi ramené au systéme

y+sz=c¢, y+z'=c",

Or, on a successivement

Y+ =(y+3)—7y3(y+2)
14y (y + 23— 7533 (y + 3)

ou
cT=c"—7yzcd+14y252c3— s y3z3c

ou
yi(yz—c?)=o,

qui se décompose en
Y =09,

Les deux premiéres donnent

et la troisiéme donne I'équation comptée deux fois
(x—a)(b—2z)=(b—a).
Or, cette derniére admet pour racines les valeurs (4). Donc

les racines doubles de (3) sont les racines de (2) qui ne sa-
tisfont pas a (1). De plus, I'équation (3) a six racines.

QUESTIONS.

2121. On demande d’établir les propriétés suivantes de la
suite (U) de Fibonacci, définie par la relation de récurrence
Up+y = Up~+ Up—y,

avec
uy=o, Uy=1:
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i1° Si « désigne un nombre premier, la suite (U) contient
une infinité de termes multiples de . Soit u, le plus petit de
ces termes. Le nombre A divise a — 1 si

a = mult.10 %=1
et a—+1 si
a = mult. 10 == 3.

2° Si p désigne un nombre premier, on a

up,=mult.2p +1 si  p=mult.ro1

et
u,=mult.2p —1 si p = mult. 1o = 3.

Si u, n’est pas premier, ses facteurs premiers sont de la

forme
2kp =£1.
En désignant par «, 8, v, ... ces facteurs, on a
up=aly....

Alors u, est le plus petit nombre de la suite divisible sépa-

rément par les nombres premiersa, 8, v, ....
G. HILLERET.

2122. Etant donné un quadrilatére plan circonscriptible a
un cercle, on divise chaque coté en deux segments propor-
tionnels aux longueurs des cotés adjacents. Démontrer que les

quatre points obtenus sont sur un méme cercle.
CLAPIER.

2123. L’enveloppe des cercles qui ont leur centre sur un
cercle donné et qui sont tangents a un diamétre fixe de ce
cercle est une épicycloide & deux rebroussements.

E.-N. BaRIsIEN.

2124. Si Sy, Ss, S; sont les sommes des termes d’une pro-
gression arithmétique quelconque, de leurs carrés et de leurs
cubes, on a toujours ‘

gS§>SS'S,.

E.-N. BARISIEN.
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2128. Si deux triangles sont tels que leurs cdtés se coupent
deux a deux orthogonalement en trois points situés sur une
méme droite, cette droite passe par le milieu du segment
limité par les orthocentres des deux triangles.

JAN DE MEzEas.

ERRATA.

1908, p. 413, ligne 2, lire z = — y/u.
1908, p. 421, ligne 12, lire : paralléle a BC.
1908, p. 422, ligne 12, lire : divise harmoniquement.

1908, p. 432 (solution de la question 2067). Il manque la
phrase suivante :

Soient H et H' les projections de M et M’ sur AB, CD le
diamétre perpendiculaire a AB, P le point commun a4 AB et CD.

1908, p. 573 (solution de la question 2087), ligne 13 : au
lieu de
1+ 2 A’

TV
1+ t2 ﬁ'_
it JA’

lire

lignes 16 et 18, supprimer le facteur 2.

1908, p. 580 (Table des matiéres). Il manque :
Concours d’agrégation des Sciences mathématiques
en 1908 (Mathématiques spéciales); solution par
M. P. Favre 506
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[Hi1c]
UNE DEFINITION FONCTIONNELLE DES POLYNOMES;

PAr M. Mauvrice FRECHET.

Cauchy a montré par une méthode bien connue (')
que la fonction réelle f(z) la plus générale vérifiant
’identité

flz+y)=[f(z)+f(y),

quelles que soient les variables réelles z, y, est de la
forme f(z)=Ax, A désignant une constante réelle
pourvu qu’on suppose f(x) continue.

On en déduit immédiatement la définition du poly-
nome le plus général du premier degré (a coefficients et
a variables réels) comme la solution la plus générale
parmi les fonctions continues réelles f(x) vérifiant
Pidentité

S(@+y)= flz)—f(y)+flo)=o.

Jeme propose de montrer ici qu'on peuat généraliser
celte définition et I’étendre aux polynomes 4 un nombre
fini (et méme infini) de variables.

Dans tout ce qui suit je supposerai implicitement
que tous les nombres (coefficients ou variables) inter-
venant dans mes raisonnements sont réels.

(') Voir par exemple NIEWENGLOWSKI, Cours d’Algébre de Math.
spéciales, t. 1, p. 385.

Ann. de Mathémat., 4* série, L. IX. (Avril 1gog.) 11
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POLYNOMES A UNE VARIABLE.

Tutorime. — Un polynome de degré n en z est
une fonction continue vérifiant l’identité

[+ Ta+..++ Tpyy) —2f(z,~.+.. .+ Xiy)

(1) +Zf(xi‘+”'+xi"")—”'

n—1

(= Y @)+ (—mifo)=o,

quelles que soient les constantes xy, ..., Tpy, sans
vérifier les identités analogues obtenues en rempla-
gant Uentier n par un entier inférieur.

Dans l'identité (1), le symbole 2 indique qu’on

doit faire la somme de tous les Lermeskoblenus en rem-
plagant, dans le terme qui suit ce symbole, les nombres
{1y ..., Ik par une quelconque des combinaisons & & k
des entiers 1, 2, ..., n + 1.

Le théoréme que nous venons d’énoncer constilue
évidemment une définition fonctionnelle des polynomes.
Ce théoréme, évident quand n = o, vésulte pour n =1
de la proposition de Cauchy rappelée plus haut. Pour
le démontrer dans le cas le plus général, il suffit de
prouver que, s’il est vrai lorsqu’on remplace n par
0,1,2,...,n— 1, il est vrai pour la valeur n.

Remarquons d’abord que, si z,  désigne une con-
stante arbitraire et f(x) une fonction continue vérifiant
I''dentité (1), la fonction continue

() =f(x + Tnr) — f(2) = f(@Zn+1) + f(0)

est un polynome de degré (n — 1) au plus. En effet, on
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voit facilement que U'expression

o(ry+...+ ) —-Z o(xwj,+xj,+. ..+ xj,_,)

n—1

+2cp(xi,+...+ zj,_) —...+ (1)1 2:9(.%;,) + (—1)? ¢(0)
n—2 1

est nulle quels que sotent x,, ..., . (J, J2y --., J& Te-
présentant une quelconque des combinaisons & a & des
n nombres seulement 1, 2, ..., n) comme étant iden-
tique au premier membre de (1). Le théoréme étant
supposé vrai jusqu’a n—1, il en résulte que, quels que
soient x et Z, 4, p(n)est bien de degré n — 1 au plus
en z. Alors I'expression

(2) fe+y)—Sf(@)=f(y)+flo)=Q=z, y),

étant symétrique en x et y, est un polynome en z et
en y qui est de degré (n— 1) au plus par rapport & z
el par rapport a y séparément. Nous allons montrer
qu’en vertu de I'identité (2) ce polynome a une forme
particuliére. En effet, on a d’abord, d’aprés (2),
QU y)+Qz+y,5)
=f(z+y+3)—f(2)=f(¥) —f(2) +2f(0),

quelles que soient les variables z, y, . Le premier
membre est donc une fonction symétrique de z, y, z.
En écrivant Q(z, y) sous la forme

3) Uz y)=Q+ Q(x )+ Q& y) +...+ Q(z, ¥),

chacun des termes désignant un polynome homogéne
par rapport a l'ensemble des variables z, y, on voit
immédiatement que chacun d’eux Q,(z, y) satisfera a
cette méme condition, c’est-d-dire que la fonction

Qp(x, ¥)+ Qp(z+y,3)

devra étre symétrique en z, ¥, 2. Or, Q, est de la
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forme
Qplz,y)= Azl + AyxP 'y + AyzP2y2+ . .+ A, yP,
d’ou
Qp(z, y)+ Qp(z +y,3)
=2A,xP+ (A y +ACly + Ay z)ar—t+. ..
+[Anyt+ A, C;ﬁyh+A,Cg:;yIt—lz+ AgCﬁZ%}’/‘_QZ‘z ..
A Gy y 3771+ Apahap=he

—+ [Apyp'f' f\u_}"’—i— A,z_yi’—i—i— AQ 52}/1’—2—}—, .ot Apzp]'

Les coefticients des différentes puissances de z de-
vront élre symétriques en z, ¥ ; on voit qu’on aura en
particulier

At

Ch-
Ay=o, A”_':A'C"p,l (pour h=12,...,p).
p—h+1

D’ailleurs, Q, élant symétrique en x, y, on aura

Ap= AO;
el comme
h—1 h—1
7 B
UIll——/l+l C}I

on aura
pQu=CiA zr-ty ...+ CL A jgp—h+tyh—t 4 |

+ GO Az yrt=A[(z +y)p— P — yP].

En appliquant ce résullat aux polynomes Q,, ..., Q-
on voit que 'on aura pour Q une expression de la

forme

s p=r
. ) Q) =Y By lo 4y —ar—yr
G y Pé plz+y 7]

=R(z +y)—R(z)—R(y)+ R(o),
en appelant R(x) le polynome de degré r

R(Z‘) = Byz?2+...+ B,zr,
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avec r < n, puisque Q(z, y), qui estde degré r —1 en z,
doit étre en z de degré n — 1 au plus.
La solution est maintenant immédiate. En posant

S(#)=f(x)— R(=),
I’identité (2) devient, moyennant (4),
S(x+y)—S(x)—S(y)+S(o)=o.

S(z) étant une fonction continue qui doit vérifier
cette identité quels que soient x, ¥, on a vu que S(z)
est nécessairement un polynome du premier degré
(Boz + By).

On a donc

Sf(z)=S(z)+ R(z)=By+ Byjz + Byz?+...+ B, 2"

avec

HA

r=n.

Il est bien démontré que f(x) est nécessairement un
polynome de degré z au plus.

Inversement tout polynome de degré n vérifie
Uidentité (1). — ll suffitde démontrer que I'identité (1)
est satisfaite quand on y remplace f(z) par z” avec
r<n. Or, le premier membre devient alors

(4 +...+ ar,,+,)r——2(mi!+...+x,vn)'+...+(——1)"21',-’,.
n 1

Chacune des puissances qui y figurent est de la
forme

1
r!
« a
A — 4 A4 ...ap=r
za,!agl...ar! h tr ( ! ),

ol plusieurs des entiers a, ..., a, peuvent étre nuls en
remplagant alors o! par 1.
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On voit que le coefficient est le méme ; il suffit donc
de montrer que les nombres de fois que ce terme se
trouve précéd* du signe + ou du signe — s’équilibrent.
Or, en prenant par exemple le terme

r!
2 W‘v?‘-@'e’ .. .x‘?t

ou maintenant nous supposons tous les § £ o, le total
dont nous venons de parler est égal a

n—s n—1-—s
T— Ui+ Cn+%~s T

H (=) CLy s+ (— 1) =S = (1 — 1) F1=S = 0.

La réciproque est ainsi démontrée.

PoLYNOMES A PLUSIEURS VARIABLES.

Un polynome de degré n par rapport a l’ensemble

P 8

de r variables f(z,,z,, ..., x,) est une fonction con-
b b b

tinue par ravport a l’ensemble de ces variables, qui

vérifie Uidentité

S 4 2@ 4 2D, 2D 4 @ L gD,
ey @ e D)
“Zf( ) e L 2 e i)
n
(%)

-+ 2 Sl@P e 2l 4 pfie0)

n—1

(i P f@ @, 2 4 (= e fo) =0
1

[01‘1 les signes 2 indiquent que I'on fait la somme de
k

tous les termes obtenus en prenant pour i,, i, ..., i

I'un quelconque des arrangements &k & & des nombres

(1,2, ., n+ 1)] quelles que soient les valeurs des
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r(n+1) quantités z'V, =¥, ... 2", P

(n+1) (n+1)
Z, y ooy ) .

En effet, soit

9 ce ey

f(mh '”»xl‘)

une fonction continue satisfaisant a l'identité (5);
posons

o(x)=f(x,0,0,...,0), Y(z)=f(zx,x2sy ..., 22,).
En faisant dans I'identité (5)
PP =P =... =2 =0
pour k=12, 3, ..., r, on voit qu’elle peut s’écrire

O (&) + 22 ... ) _ng(x(f‘)—l-...—k alipr) .
n
(= (@) + (— 1)t g(0) =o.
1

D’aprés le paragraphe précédent , ¢(z) est donc un
polynome de degré n au plus.
De méme, en faisant dans l'identité (5)

x(kj)=.}/f‘z‘k»

elle pourra s’écrire

Y(y1+- o+ Yner) —2%&»(%.—*—- et Vi)

-r-Z«p(yi,+...+yi,,_,)+...

n—1

(=00 () + () (o) = o
1

quelles que soient les constantes arbitraires y,, ...,
Ynyr- Donc ¢(z) est un polynome de degré n au
plus.

Il suffit maintenant de prouver que f(z, ..., z,) sa-
tisfaisant & (5) est un polynome pour démontrer le
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théoréme. Car alors f est de la forme

Sflry re, o 2p) ;ZA.TT':I:‘}’ R
etl'ona

Y(z) = Ax$rx% . 2% gt oy,
: 1'% :

$(z) étant au plus de degré n et comme en sup-
posant f réduit il n’y aura a fortiori ancune réduc-
tion dans {4 (x) si les x; sont arbitraires, on voit
(lue
o, ...+ o= n,

c'esl-a-dire que f(xy, ..., 22) est bien de degré n an
plus par rapport & ensemble des variables z, ..., z,.

Or, le théoréme est évident pour n = o; dans le cas
de n =1, I'identité (5) devient

SV 4+ 2P 2V 2Ll 4 i)
—flx P, 20V, o 2lD) — (@), ..., 22) + f(o,...,0)=0.
En particulier,
Sf(xy+0,0+ 2y, ...,0+ x;)
_f(xlw 0, .. 70)_./(0)1"25 ‘~'7xl‘)+f(07 "'90)___07
d’on
f(xhz‘iﬂ ..-,Z‘r)
= f(x,0,...,0) + f(0, 7y, ..., 2,.)— f(0, ..., 0).

Comme ici
¢(x)=f(z,0,...,0)

est au plus du premier degré, on voit que f(z,, ..., z,)
est, par rapport a zy, un polynome du premier degré aun
plus. Par analogie, il en sera de méme par rapport a
gy ..., &, pris séparément. C'est donc un polynome
par rapport aux variables zy, ..., z,, et, d’aprés lare-
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marque faite plus haut, ce polynome sera au plus du
premier degré non pas seulement par rapport  chacune
des variables, mais par rapport a leur ensemble.
Ainsi le théoréme est vrai pour n =0, 1. Supposons-
le vrai jusqu'a n — 1 et soit f( =y, ..., ;) une fonc-
tion continue satis(aisant & I'identité (5). Posons

(P(‘Tla Zgy ooy .‘L‘,-)
(6) = flai+ 2", o+ 2P0, L 2+ 2Pt
—f(@g, oy 2y) — f(@PHD, L2+ f(0, 0.0, 0).

On verra de la méme maniére que pour les polynomes
a une variable que o (z, 22, ..., z,) satisfait a une
identité analogue a (5), mais ol n est remplacé
parn— 1.

D’aprés notre hypothése, o serait donc un polynome
de degré n — 1 au plus par rapport a I’ensemble des
variables z, 2, ..., z,. Ceci étant vrai, quelles que

soient les quantités 2 (""", ..., ™", I'expression

P(}’iy}’?a "*1.}'7‘)
=f(y1+0,0+¥s .., 0+y;)—f(¥1,0,0, ...,0)
_‘f(ov.}/%"'v}’r)_"f(o»owov «..,0)

sera un polynome en y,. Cette identilé peul s’écrire

f(}’n)’m "'a.}’l')Ef(yh()v "'70)+f("1}’2’ ey Yr)
’_f(0107 *~'10)+P(,}’h}’27 'Ha}/r)y

et nous avons va que f(y, 0, ..., 0) est aussi un po-
lynome en y. Donc f(yy, ya, ..., yr est également un
polynome en y et, par symélrie, sera un polynome
en ¥, ¥, ..., ¥r- Ge polynome, d’aprés ce que nous
avons déja remarqué, sera d'ailleurs nécessairement de
degré n au plus.

Démontrons maintenant la réciproque.

Je dis que tout polynome en z, ..., z, de degré au
plus égal a n satisfait & Uidentité (5).



(154)
11 suffit évidemment de le prouver pour un monome
de la forme

.. 2% avec ay+...+a,Sn.

Pour cela, désignons le premier membre de (5) par

le symbole
Vsten e

1.(’1)‘ . ”’rgr»{» 1)’ J.(’l), .. "_,.i‘n-e- 1)

qui n’est pas nul en général. On a évidemment

Vc,f,(x,, s Zr)+ Co fo(@ 1y . Tp) A Cq fo( @y oy )

2, .r'f."*”

= c,Vf,(z,, cey Xr)

J,(‘1)’ o 1‘5."+’)

-+ 02Vf2(.t,, R o e R c,,Vf,,(avl, ey &),

20, A9, afeo

quelles que soient les fonctions fy, ..., f, et les con-
stantes ¢y, ..., ¢g. On aura donc

V M@y 4. oo Ay )P

:
1
Z:;,—B——,xz-..w- V a% .. 2%
10 eeeOps

nt1
J"

(7)

ll

J.(‘:), ..

o

\ (avec ay+...+ a,=p),

quelles que soient les constantes X, ..., A.
Or, le premier membre développé

[ (280 4+ 2B o 2P0 e A (2 L D]

-2 (@i @) 4 A (2 e )] o
n
(=0 P Oy Ay
1
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peut s’écrire plus simplement, en posant
t=MZi+...+ A2y, ti=M2P+. ..+ X2

(=1,...,n+1)
sous la forme

(ty+.. .+ t,,+,)p—2(t,-,+...+t,-,,)p

+2(t,~,+...+ L )P+ + (— 1)"2::,‘:,

V tP,

ty, ooylingy

c'est-a-dire

Or, d’aprés le paragraphe précédent concernant le
cas d’une variable, cette quantité est nulle pour p<n,
puisque ¢P sera alors un polynome en ¢ degré<n. En
définitive, le premier membre de (7) estnul pour p<n
quelles que soient les constantes A, ..., A,. Le second
membre étant un polynome en A, ..., A, devra étre
identiquement nul, c’est-a-dire que tous ses coefficients
seront nuls. En d’autres termes, I'expression

V o %

J‘S‘)‘ o xfntn)

est nulle quand la somme des entiers o + oy ...+ a,
est au plus égale & n. Cest précisément ce qu’il fallait
démontrer.

Remarque. — On simplifie I'écriture de l'identité
fonctionnelle (5) au moyen de notations convenables.
Désignons d’une fagon générale par M I'ensemble des r
quantités my, m,, ..., m, (I'ordre n’étant pas indiffé-
rent) ; de sorte que par exemple l'ensemble des r
nombres '\, z{, ..., z\" sera représenté par X,
Représentons de méme par F la valeur de la fonction
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S(my, ma, ..., m;), de sorte que par exemple
o= ¢z, P, ..., 2{).

Enfin, représentons d’une facon générale I'ensemble
des r nombres x, +y, s+ y2, ..., Z,+y, par le
symbole X + Y.

On voit alors que tout polynome de degré n, a un
nombre quelconque r de variables, sera une fonction
continue par rapport & ’ensemble de ces variables,
Sf(xy, ..., z) satisfaisant a Uidentité

Fxompxmy, + x"'“)_EFx<‘a)+x(‘a>+...+x“n’
(8) N\ "
+2‘ F it iy — (—l)”z Fyey+ (=1 Fo=o,
n—1 1

en appelant I, la quantité f(o, o, ...).

On voit que cette identité couserve toujours la
méme forme, pour une valeur déterminée de n, quand
le nombre r des variables varie.

POLYNOMES A UNE INFINITE DENOMBRABLE DE VARIABLES.

L.a remarque précédente montrant que Didentité
fonctionnelle (5) peut s’écrire sans faire intervenir le
nombre de variables dont dépend la fonction, on est
amené a se servir de cette identité pour définir les po-
lynomes dépendant d’une infinité de variables.

Nous pouvons en effet concevoir des fonctions d’une
suite infinie de variables (). Seulement, il peut arriver
que ces fonctions ne soient définies que quand les
variables varient daus un certain champ. Etant donnée

(') Par exemple, la somme d’une série convergente dépend de
la valeur de chacun de ses termes; une fonction continue est déter-
minée par I’ensemble dénombrable de ses valeurs aux points d’ab-
scisses ralionnelles, etc



(157)
une suite infinie de nombres réels z,, z,, ..., 2,,
Zryty --., on pourra la désigner par le symbole X
et 'on représentera par X 4+ Y la suite z, + y,,
Zo Y2y coey Tr+Yry Trpn+ Vrgay oo e
Une fonction

Fx=f(x,22, . v &ryTrsy,...)
sera définie dans (C) si, a tout symbole
X = (21, Zay ooy Tpy Tpity - -)y

pris dans un certain champ (C), correspond un nombre
Fy bien déterminé. Nous pourrons alors généraliser la
définition d’un polynome pour un champ (C) quel-
conque, pourvu que ce champ soit tel que si X et Y lui
appartenait; il en est. de méme de X + Y.

Dans ces conditions, nous pourrons appeler poly-
nome de degré n a une suite infinie de variables,
une fonction continue

Ffo(.Tl,Z'g, ...)

satisfaisant a U'identité (8) et ne satisfaisant pas a
une identité analogue ot n serait remplacé par un
nombre entier inférieur.

Pour compléter cette définition, il faudrait définir
exaclement la continuité d'une fonction d’une infinité
de variables. Pour plus de géunéralité, je supposerai
seulement que, si la fonction

Fx=f(z, 2, ...)

est conlinue, elle est continue au sens ordinaire par
rapport & tout ensemble d’un nombre fini de ses varia-
bles et que I'on a

(21, Tay o eoy Tpy Tpayy - o) = i f(@g, 29, ..., 2,,0,0,...),
r=ow
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c’est-a-dire qu'en désignant par X, l'ensemble z,

Zgy sovy Xpy 0,0, ..., 002

Fx = lim Fx,.
r=—uoo
Dans ces conditions, on voit que, si Fy est continue
et satisfait & 'identité (8), la fonction

¢(xyy ..., %) =Fx, = f(z,23, ..., %r,0,...,0)

est conlinue par rapport a 'ensemble de ses r variables
et sauisfait & Uidentité (5). Elle représente donc un
polynome de degré n par rapport a ces r variables

Pu(xyy oy 2p).
On a donc

Fx: lim Fxr lim P,(.z-',, ey .Z‘r)
r—wo =

= Py+ [Py(2)) — Po] + [Pi(zy, #3) — Py (21)] +...
+[Pr({l'h ceey x,)—P,‘,,(.’lJ,, ...,Z‘/-_1)]+‘---

De plus, on a évidemment

Prsl®r, ...y @ry) =Pp(@y, ..., @r—q, 0).
Donc
P,—(.’t‘i, "wz'r)—Pr-l(xh "'7xr—l)
=P, (24, ..., 2,) — P (24, ...,2,-1,0)

=2, Qr(Zyy e0.yxp),

ou Q, est un polynome de degré n — 1 au plus. Ainsi
I'on peut écrire

§ Fx=Po+ 2 Qu(a1) + 23 Qe(@y, 3) +. ..
+ 2, Qu( @1y ooy Tp) Aoy

(9)

en sorte que Fy est la somme d’une série de polynomes
de degré n dont aucun coefficient ne peut se réduire
avec ceux des autres polynomes. D’out 'on conclut que
Fy ne peut pas se mettre de deux maniéres sous la
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forme (g); autrement dit, que deux polynomes équiva-
lents et de degré n, & une suite infinie de variables, ont
nécessairement mémes coelficients [une fois mis sous
la forme (g)].

Réciproquement, tout polynome a une infinité de
variables qui est de la forme (g) et convergent dans (C)
vérifie 'identité (8) dans le champ (C).

En effet, si f(zy, 2, -+oy Zry Zr 44, ...) est un tel
polynome, on a

S(@yy @ay ooy py Zpqy ) =lim f(@y, 22y ooy @py0, .0y 0,000),
r=o
et f(z, zy, ..., &r, 0,0,...) est un polynome de

degré n a r variables qui, comme nous I'avons vu, vé-
rifie 'identité

S@P P4 42t L 2 D244zt 0, 0,...)

— E S(@ i), L 2 xlin) 0,0, .00) .
n

+(-—l)"2f(x"‘1, w2l 0,0, ...) 4+ (—1)" f0,0,...,0,...)=0.
1

Si donc
. 1) 1) (
Xw =('E(l 7x(2 il "'vzr‘)a xg'!f-)n )1
................................... ’
— £ (
X(n+1) = (w(‘tﬂ)’ ""'2"+”» .. '7$;_n+1), w;_li-fit)‘ .2

appartiennent au champ (C) ot Fx est défini, le premier
membre de celte expression tendra vers le premier
membre de I'identité (8), qui se trouve ainsi vé-
rifiée.

Je n’ai pas précisé la notion de continuité d’une
fonction d’'une suite infinie de variables. On peut la
définir ainsi. Supposons (u’a deux suites quelconques
de variables X X® faisant partie du champ C, on
puisse faire correspondre un nombre (X1, X®)>o
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qui ne s’annule que si XV et X(2) sont formées de
deux suites de variables respectivement égales et tel de
plus que, quels que soient, dans le champ C, X", X2,
X3 on ait

(X, X@) < (X, XB) 4 (X, X@),

On pourra appeler (X X)) P'écarlt des deux
points X, X(2 (1), Nous supposerons aussi que, si
(X, X)) tend vers zéro, les différences (2}’ — z{*')
des « coordonnées » de méme rang de X, X(2) tendent
vers zéro et que I'écart des points

(24, Zay oo oy &py Tpgeqy «o.) €L (X4, Tay ooy Zpy 0,0, ...)

tend vers zéro avec : Enfin, nous admettrons que le
champ (C) contient toutes les suites X dont les termes
sont nuls & partir d’un rang arbitraive.

Alors nous pourrons dire que Fy est une (onction
continue de X si Fy tend toujours vers Fy quand Iécart
(Y, X) tend vers zéro.

Pour donner un exemple précis nous pouvons nous
placer successivement au point de vue suivant.

1° Le champ Cest formé par toutes les suites infinies
possibles (z,, x4, ...), et nous prenons, pour définir
I’écart, la quantité (2)

(X, V)= Bl L _wm Sl
L+ [ xy— yy | 2 1+ [ X— )|
el
nl v+ |zp—ya|

Il est facile de voir qu’elle satisfait a toutes les con-
ditions précédentes et que pour que (X, Y) tende vers

(') Voir maThése : Sur quelques points du calcul fonctionnel,
p- 3o.
(?) Loc.-cit., p. 3g.
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zéro, il faut et il suffit que (2, —yy), (x2—y3), ..ry
(£n— ¥n), ... tendent respectivement et indépen-
damment vers zéro. Alors, une fonction continue
f(zy, x2, ...) est une fonction telle que, siy,, y, ...
tendent ensemble (uniformément ou non) vers z,,
Zay eovy J(Viy Yoy -..) tend vers f(zy, 24, ...).

2° Le champ G est limité aux suites de variables
(z, Z3, ...), telles que la suite des carrés de ces va-
riables (7 4+ x] + ...) soit une série convergente. Il
est facile de voir que, si X et Y appartiennent au
champ, il en est de méme de X 4 Y.

Nous prendrons alors, pour définir I'écart, 'expres-
sion convergente (')

X, Y)y=y(zi—y1 )+ (za—ya2 )t +...,

qui satisfait encore aux conditions précédentes. [ Mais,
ici, il ne suffit plus que (2, — y,), (£2—¥2), ... ten-
dent vers zéro pour que (X, Y) tende vers zéro.]

Les théorémes démontrés précédemment s’appliquent
dans ces deux conventions.

Remarque. — La forme (g) permettrait de définir
directement les polynomes a une infinité de variables.
Mais la définition par l'identité (g) apparail comme
plus générale, car elle seule s’étend sans modification
aux fonctionnelles (*) d’ordres entiers, comme je le
montrerai ailleurs (3).

(') Voir ce méme Recueil, FRECHET, Essai de Géomeétrie analy-
tique a une infinité de coordonnées, 17 série, t. VIII, juillet 1908,
p. 1, 23.

(*) Voir, par exemple, HADAMARD, Legons sur le calcul des
variations, p. 282, sous presse chez Hermann, ou FRECHET, Sur les
opérations lineaires (Transactions of the american mathemati-
cal Society).

(®) Voir FrecHET, Toute fonctionnelle continue est dévelop-

Ann. de Watheémat., §* série, t. IX. (Avril 1gog.) 12
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FoNCTIONS ANALYTIQUES.

Nous avons montré dans ce qui précéde comment on
peut définir les polynomes par une condition fonction-
nelle. Il est assez naturel de chercher a étendre ce
procédé a des fonctions plus générales que les poly-
nomes. Sans développer ici cet ordre d’idées, je me
bornerai 4 énoncer le théoréme suivant :

Soit f(x) une fonction développable en série
entiére dans un intervalle (—R, +R). Si x,,
Ly, ooy Xy, «.. sontdes quantités arbitraires, mais
telles que les sommes d’un nombre quelconque
d’entre elles (.7:/,‘-}—-.131.2 +...+x ) restent toutes

\

en valeurs absolues inférieures & un nombre fixe
R
k < ':l—y ona
lim [f(x,+xz+...+ wn+,)—2f(x,-‘+...+xi,,)+...
n=—awm
n

(=1 Ef(wi.)+<—n)"+'f(o)] =o.

S¢ R= o, il suffit de prendre pour k un nombre
fini arbitraire.

[M*1b]
SUR LES SURFACES POSSEDANT UNE DROITE MULTIPLE;
Par M. Lucien GODEAUX.

Dans cette Nole, nous donnons une démonstration
simplifié¢e d’'un théoréme dd & M. G. Fouret sur le

pable en serie de fonctionnelles d’ordres entiers (Comptes
rendus du 18 janvier 1gog ).
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Iy

nombre des plans tangents a une surface algébrique
menés par une droite multiple de cette surface (*).
Ensuite, nous calculons la classe d’une telle surface.

1. Soit F une surface algébrique d’ordre n pos-
sédant comme seule singularité une droite d multiple
d’ordre r(r <<n). Soitvle nombre de plans passant
par d et touchant la surface F en un point non situé
sur d.

Choisissons un plan quelconque = ne passant pas
par d. Tout plan « passant par drencontre la surface F
suivant une courbe Cy d’ordre n — r et le plan msuivant
une droite d’. Evidemment le nombre v cherché est
égal au nombre des courbes Cy douées d’un point
double, car la polaire d’ordre n — r — 1 d’un tel point
par rapport a la Gy qui le contient peut étre une droite
quelconque du plan de cette courbe, en particulier d';
donc nous devons d’abord chercher I'ordre & de la
courbe K lieu des péles des droites d' par rapport aux
courbes C,.

Le nombre k£ est évidemment égal au nombre de
courbes C, qui touchent le plan =; donc, d’aprés une
formule connue,

k=(n+r)y(n—r—).
Les poles d'une droite par rapport a une courbe
d’ordre n — » sont au nombre de
(n—r—1)%
donc la courbe K rencontre la droite d en

. (2r+1)(n—r—i)
points. )

(') Sur le nombre de plans tangents qu’'on peut mener a une
surface algébrique par une droite multiple de cette surface
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Pour trouver v, il nous suffira de compter le nombre
de points ou K rencontre F ailleurs que sur d ou dans
le plan =; on Lrouve

v=(n—r—n[n(n+r—1)—ar(r+rul.

by

Le nombre des plans tangents menés a une sur-
Sface d’ordre n par une droite multiple d’ordre r, le
point de contact n’étant pas sur cette droite, est
égal a

(n—r—9[n(n+r—i1)—ar(r+i)).

On connait de nombreux cas particuliers de cette
formule, notamment pour r =n — 2 (*).

2. Rappelons un théoréme de MM. Zeuthen et
Segre (2) :

Etant donné sur une surface un faisceau ration-
nel de courbes de genre p, doué de s points de base
et de 3 courbes a point double (simple pour la sur-
JSace), le nombre

[=8—0c—4p
ne dépend pas du faisceau considére.

Formons I'expression I pour notre surface I par la
considération des courbes C,. Evidemment, il n’existe

(Rendiconti del Circolo Matem. di Palermo, 1894, t. VIII,
p- 202-208). : .

(') L. GopEAUx, Notes de Geéometriec (Méeémoires de la Soc.
des Sc. de Liége, 1908, 3¢ série, t. VIII); A propos d’un article de
M. H. Bateman (Archiv der Mathematik und Physik, 1908,
3¢ série, t. XIII, p. 370).

(*) G. CasteLNvovo et F. Exriquks, Sopra alcune gquestioni
fondamentali nella teoria delle superficie algebriche (Annali di
Matematica, 1go1, 3° série, t. VI, p. 162-225).



(165 )

pas de points de base, puisque nous avons supposé¢ F
n’ayant que la droite multiple comme singularité;
donc ¢ = 0. Nous venons de trouver

S=(n—r—n[n(n+r—i1)—ar(r+i)l.

Enfin, le genre p de Gy est donné par une (ormule bien
connue :

p:i(n~r—|)(n~r—-2).
Donec

(1) I=(n—r—1)[n(n+r—3)—2(rx—2)].

Considérons maintenant les sections planes de F
situées dans les plans d’un faisceau et calculons I'inva-
riant de Zeuthen-Segre au moyen de ce systéme de
courbes. En appelant m la classe de I, on trouve

S=m et ¢ =n.
Une section plane de F contient un point multiple

- y 1 .
d’ordre r, donc équivalent & ~r (r — 1) points doubles,

et, par suite,
p= é[(n—l)(n—z)—r(r-l)].

De 13, une nouvelle expression de 1 :

(3) l=m—(n—r—1)(2n+2r—3)—(r+1).
En égalant les deux expressions de I, on trouve

m=(n—r—i1)[n(n+r—x)—r(2r—i1)]+(r+i1)(n—r).

Une surface d’ordre n possédant comme seule
singularité une droite multiple d’ordre r est de la
classe

(n—r—n)[r(n+r—1)—rr—n]+(r+1n(n—r.
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3. Supposons que la surface F posséde, sur la
droite multiple d, p points multiples d’ordre r + 1.
Evidemment, on a

pSn—r.

Alors I'expression (1) de l'invariant de Zeuthen-Segre
doit étre modifiée, car le faisceau considéré a p points
de base. Il en résulte que la classe m de la surface F
est diminuée de p unités.

4. Nous allons donner une application des résultats
précédents aux complexes de coniques.

Soit £ un complexe de coniques d’ordre i et de
classe v [ caractéristiques de M. Montesano (')].

Les coniques du complexe situées dans les plans
d’un faisceau engendrent une surface d’ordre 2 pu + v
possédant une droite multiple d’ordre v. D’aprés le
théoréme de M. Fouret, il y a

(20 —1)2 (2 + 3v)

plans tangents a cette surface menés par la droite mul-
tiple, c’est-a-dire un nombre égal de coniques dégé-
nérées.

Les plans des coniques dégénérées d’un complexe
d’ordre u et de classe v enveloppent une surface de

classe
(2 —1)2(2p +3v).

5. L'extension aux hyperespaces peut se faire aisé-
ment; nous nous bornerons a donner ici le résultat.
. . PN . ’
Si Von désigne par vp nr le nombre d’espaces
linéaires & p — 1 dimensions tangents & une variété

(') Una estensione della proiettivita a gruppi di complessi e
di congruenze lineari di rette (Annali di Matematica, 1898,
3¢ série, t. I, p. 313),



(167 )
d’ordre n 4 p — 1 dimensions et passant par un espace
linéaire 3 p — 2 dimensions multiple d’ordre r pour la
variété, on a

Voorn=(n—r —1)[Vp-1,n,n+r(n—r-—-nr]
De cette formale on tire par un calcul trés simple

Yp,n,my=(R—r—1)P-2 g n[n+7‘(p—2)—1]—r(p—l)(r-&—[):.

AGREGATION DES SCIENCES \IA’I‘HE\IUIQUES (1908).
GOMPOSITION SUR LE GALCUL DIFFERENTIEL ET IN-
TEGRAL (*).

SoruTtioN pAr M. C. CLAPIER.

I. Lorsque le paramétre a varie, la famille T a en
général une enveloppe T, définie par les équations (1)
et (2). Par hypothése, I'équation (3) est aussi satisfaite
pour tous les points m(&, n) de cette courbe; nous
aurons donc, en dérivant les deux premiéres,

of de o dy _

or da oy dx

rf dx af dy
020z da = dadz da  °

pour z=§ y=m.

De ces nouvelles équations il résulte que : ou bien

dt dy . R
Zo! 2 Sont nuls et par suite les courbes G passent par

(') Voir I'énoncé page 426 du Tome précédent.
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un point fixe £ = &,, 1 =1,; oun bien on ala condition

of | o f _ of  of
(4 zﬁ'daoz_:);‘dzdy'

Dans ce dernier cas, la courbe C a, avec son enve-
loppe T, un contact du second ordre : en effet, déter-
minons, par dérivations par rapport & z, les expres-
sions y' et »" correspondant au point m(z, y) de la

9 0?
courbe I'; en tenant compte de ce que of etl sont
0x 022

nuls en ce point, nous avons les deux équations

f dvf L,
—_ 4 5; o,
9rf orf ,  orf " of
ox? 2 0z oy xr oy Jy? y dy‘y

orf af N\ /dx\ _
+ (dadx + dzdy‘y><dx> = o

dey_ds
<dx _dx+‘y2;

Si

n’est pas nul, la condition (4) exprime que les valeurs
de y' et »" sont les mémes soil qu’on suppose a va-
riable, soit qu’on suppose a constant, et, comme dans
ce dernier cas on se déplace sur la courbe C, on voit
que l'enveloppée et I'enveloppe ont au point m un
contact du second ordre.

II. Appliquons ce résultat au cas particulier ot les
courbes C sont homothétiques & une courbe fixe C,
représentée par I'équation

Y = ¢(X).

Le point de contact m(x, y) de I'enveloppe T est
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’homologue du point M(X, Y) de Co, et I'on a

X=xo+x(1‘——z‘0)( SM

(5) Y=_}’0+X(}'~)’0) \ g—;;—-x.

Les coordonnées z, et y, du centre S et le rapport
d’homothétie x sont fonctions du paramétre «; avec
ces notations I'équation générale des courbes G pourra
s’écrire

f=e(X)—Y=o.
Les équalions (2) et (4) deviendront

vy 0X oY ” X
?(X);;--d—a- et cp(X)dz_o.

Si donc on suppose que la courbe G, n’est pas une
droite, nous aurons les équations trés simples

oX oY

%=

(6)

Elles expriment qu’on a

dX  dw dY  dy

—— == A = —_— =R

da da da do
c’est-a-dire que les éléments d’arc, aux points M et m,
des courbes G, el I', sont homologues, résultat géomé-
trique évident.
Quant a I'équation (4), elle prendra la forme

»Y |, .. X
(7) s = V(X)) 5

Pour avoir son interprétation géométrique, calculons
le rayon de courbure de la courbe C,,

(dX* 4 dY2)?

R= R av_avax’
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nous avons, en dérivant deux fois les expressions (5),
X xﬁ dz dx 02X
dr T @ Tl da T oar
&Y dy  dy dn | oY
@t T T A & ow
d’oli, en remarquant que

s dY
‘P(x)—-—ﬁ’

et tenant compte en oulre de I'équation (7),

dY d*X — dX d*Y.= v*(dy d*z — dx d*y),
dX?+ dY? = x*(dz? + dy?).
Donc
R=xr,

r étant le rayon de courbure au point m de T, et les
centres de courbure aux points correspondants de G,
et ' sont deux points homologues, résultat géomé-
trique facile a prévoir.

Si la courbe C, est un cercle de rayon R, son homo-
thétique est un cercle de rayon 7, qui est osculateur a
Penveloppe T'. La famille F est constituée par I'en-
semble des cercles osculateurs a une courbe fixe.

On pouvait donc, sans se servir de la théorie géné-
rale (I), trouver les équations (6) et (7) en exprimant
que le cercle de courbure de la courbe C, a pour ho-
mologue le cercle de courbure de 'enveloppe I'; comme
un cercle est déterminé par trois points, il est bien clair
que I'enveloppée C a méme cercle de courbure que son
enveloppe T.

Les équations (6) nous donnent, en développant,

T—Zy _y—Yo _r—1
(®) dzy — dy, ~ dx

da da s
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Pour avoir les conditions demandées, il suffit de
porter ces valeurs de z ety dans (5) et (7); ona

‘X:z‘oé—x(x——l)%l
(9) ‘ dy Y = ¢(X),
= ) =2
.\Y..__yo+x(x 1) ol
(x 1)<mdﬁ_d_’r_o>_ dyy dr
dx da? da? d« da
(2 A P dzy dx =7 %)
- dv dat T d:z’)— dx da

Supposons qu’on donne la courbe C,, de maniére
que ses coordonnées puissent s’'exprimer, a I'aide du
paramétre o, par les équations (g).

1° Si P'on connait les expressions des coordonnées
de S, on connaitra

x(x—1) 1
dx ~ F(a)’
da
d’ou, en intégrant,
1
e ——

2° Si l'on se donne les coordonnées z, el y, du
point O, défini par I'égalité

SO
SO/ —K)
nous aurons
x—1 dxr. x—1I
= g, dzy= ST Do+ dz,
et
dx d.Z‘i
X =x(x—1)—=2 + 2y= %2 — 3
( )dx 0 dK ’

donc la détermination de x revient a effectuer la qua-

drature

d
-n—: = F(2)da.
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III. Les équations (8) nous donnent les coordon-
nées z el y des points de 'enveloppe, en fonction du
paramétre a:

x=xo+(u—l)%,

d
}’=.70+(x—l)‘('[y£

Si on suppose

dx
E&' ?fov

z ety sont des fonctions réguliéres de a, représentées
par des séries entiéres.

Or, par hypothése, x passe par un maximum ou un
minimum dans lintervalle (a,, ¢); donc pour celte

. dx»
valeur a de 'intervalle 7 &5t nul et deux cas peuvent

se présen ler :

d
Ou blen — et (}y" ne sont pas nuls simultanément

et le point cormspondant del'enveloppe s’éloigne indé-
finiment ;

Ou bien le point S est un point de rebroussement
sur la courbe qu'il décrit, et il en est de méme du
point Oy, de coordonnées

Zy= (1 — %)%y, y1=(L—%) Yo,
sur la courbe qu’il décrit.
Plus généralement, si 'on pose
zy = xy+ %(a —uxz,),
_}}1 =Yoo+ (b — x),

a el b étant les coordonnées d’un point fixe w du plan,
on aura

dx, _ dyl _
& de = °
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et ce point O, (x, y,) est aussi un point de rebrousse-
ment.

Remarquons que, dans le premier cas, la tangente au
point S, a la courbe lieu des centres d’homothétie, est
une direction asymptotique de la courbe C,.

d d}’o

Dans le second cas, les rapports d_ et —= ont pour

limites
dizy  dx . dty,  dix
da? * da? dzz " dat’

IV. Si nous prenons une famille F de surface ¥, sa-
tisfaisant aux équations

f= o, y =0, de
da

022

pour lous les points m de leur enveloppe T', nous ver-

. dx
rons comme dans le cas des courbes que : ou bien 5’

d . L.
Ji—/ sont nuls en lous les points de T', c’est-a-dire que z

et y ne dépendent que d’un paramétre 3 et les surfaces
passent par une ligne fixe; ou bien on a les conditions

@ LS B
ox " dunodx dy dady 9z " 0x 0z

qui expriment que les trois sections de I'enveloppe pa-
ralléles aux plans coordonnés, menées par le point
m(x, y), ont un contact du second ordre avec les trois
sections planes de I'enveloppée correspondante ; donc,
en chaque point de la ligne de contact de T et deT,
nous avons mémes éléments différentiels du second
ordre pour les deux surfaces.

Appliquons au cas ou les surfaces ¥ sont homothé-
tiques a une surface fixe %, ; nous aurons comme dans
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le cas des courbes
Py X o oY _
. oX? 92 " 0X9Y oz
(9) ? s X oty oY _
XoY 3z T oY wm  ”
en supposant que z = ¢(XY) soit ’équation de Z,. On
en déduit que, si cette surface ne se réduit pas a une
courbe, elle doit satisfaire & I’équation
2z s s
X2 Y2 ~ 09X oY

On voit que I, doit étre une surface développable, et
il en est nécessairement de méme de ’enveloppe T, dont
les plans tangents sont les homologues des plans tan-
gents de 3,.

Si celle-ci est une courbe gauche, nous aurons des
équations analogues aux relations (8) etles mémes dé-
terminations de % pour les deux questions analogues
de la deuxiéme partie. On aura les mémes résultats si
Pon remplace la surface développable Z, par son aréte
de rebroussement; il est clair que 'aréte de rebrous-
sement de I'enveloppe est 'enveloppe des arétes de re-
broussement des surfaces X.

V. Si Pon imagine que la courbe matérielle C, se
déplace dans son plan suivant une certaine loi, elle
enveloppe une courbe I'; ce mouvement pourra étre
obtenu par le roulement d’une courbe C' sur une autre
courbe fixe I.

Soil M le point de contact des deux premiéres; la
normale & l'enveloppe en ce point va passer par le
centre instantané I, et I'on obtiendra le centre de cour-
bure I' par la construction d’Euler-Savary.

Il résulte de celte construction que, pour que ce
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centre coincide avec le centre de courbure de G, il faut
en général qu’il soit confondu avec le point I. Done,
pour que G ait un contact du second ordre avec son
enveloppe, il faudra que la roulette C'soit la développée
de la courbe donnée C,; la courbe I" étant quelconque
sera a son Lour la développée de 'enveloppe I

CORRESPONDANCE.

Un abonné. — Un lecteur du Journal a rappelé,
I’an dernier, celte remarque de Sylvester : Etant donné
un tétraédre, si F, G, H, K désignent les expressions
des carrés des aires des faces en fonclion. des arétes,
la norme de I'expression

VF VG -+ VH -+ VR,

soit

N= ( yF+/G+yH+yK)(VF+y/G—yH=yEK)(...)(...)

contient en facteur I'expression V2 du carré du volume
en fonction des aréles, puisque !’hypothése N=o
entratne l(a conclusion V = o.

Sylvester, considérant la formule

o ab ac ad 1
baob—c—2521

28§VI=| —2 —2 3|

—_—2 —2 =2

da db dc o 1
1 1 I 1o
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et observant que les mineurs prineipaux sont, 4 un
méme facteur numérique prés, F, G, H, K el une ex-
pression qu’il n’y a pas lieu de considérer, affirme,
sans le démontrer, que le fait en question correspond
a une propriété générale des déterminants symétriques
dont la diagonale principale est formée d’éléments nuls.
M. Thomas Muir, écartant cette restriction, a confirmé
comme il suit Paffirmation de Sylvester (Transac-
tions of the South African Philosophical Society,
Vol. XVI; The Messenger of Mathematics, new
series, n° 435; 1907).
Soit le déterminant symétrique

ayy Qiz ... Qn
asq Qg ees Qan .
(aij= al'i)a

Any QApy .. Qpp
st I'on a
A =o,
on a entre les premiers mineurs les relations

AHAn:A{:) AHA33=A%3, ey A“AnnzA%n

ou
Ay _ As Ay . A,

VAL VAn VAs VAW

on a, par suile,
an VA + aj VA + a3y Az +...+ain VA =0;

la norme du premier membre de cette égalité con-
tient donc A en facteur, et il en est de méme quand
on remplace a,y, ay, ... par a;, Qiy, ...

Autrement : dans I'hypothése A = o, le détermi-
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nant
o x y .. 9w
r ayy ayy ... Qup
Y Q3 Qs ... Qap
W apy Qs cee Ann

est, au signe preés, le carré de 'expression

VAL +y VA 4. .+ wAp,;

or, ce déterminant s’annule quand on donne & z, y,...
les valeurs a;y, @iy, ..., car on peutremplacer o par a;;,
le multiplicateur A de cet élément étant nul, et'ona
alors un déterminant dont deux lignes paralléles sont
identiques; ainsi, 'hypothése A = o entraine la consé-
quence

ain VAl 4+ ain A +.. .+ ainVAp, =05

donc, etc.
Si P'on applique ce résultat au déterminant qui
donne I'expression de la quantité 288 V2, avec

Aipn=0a;3=...=1, a;s = 0,

on obtient le fait signalé par Sylvester.

Mais I’étude du quotient de N par V2, quotient
donné par Sylvester sous forme développée, reste en-
core a faire.

CERTIFICATS DE MATHEMATIQUES GENERALES.

Caen.

EPREUVE ECRITE. — 1° Trouver une courbe plane C telle
que, st la tangente et la normale en un quelconque M de

Ann. de Matheémat., 4° série, t. IX. (Avril 1909.) 13
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ses points rencontrent OX en T et N, le segment TN soit
dirigé dans le sens de OX et ait une longueur donnée 2a.
(On pourrait exprimer Uordonnée y de M en fonction de a
et de l'angle ¢ formé par la tangente en M avec OX, puis
en déduire z.) )

2° Trajectoires orthogonales des courbes C.

3° Déterminer et construire celle des courbes G qui passe
au point O et qu'on désignera par G,.

4° Calculer U’aire totale de la surface engendrée par
la révolution de Gy autour de OX.

5° On peut trouver sur Gy une infinité de couples de
points M, My, tels que les tangentes en ces deux points
sotent également inclinées sur la bissectrice de XOY : lieu
du milieu du vecteur MM,.

SoLuTION.
1° ¥ = asinay, x = a(Logsin?g + cos2¢ + A).
2° MT est normale, MN tangente a la trajectoire cherchée.
3° h = 1: rehroussement pour ¢ = 7-:

4° Q:sna?<2\/;~1).

@

T sin2%s .
5° e+ ei= E:a(Log > '+1>,~ 7 = asinag.

EpPREUCVE PRATIQUE. — 1° Calculer, avec quatre décimales,
la racine positive de l’équation

23+ 3xr—1=0 (0,3222...).

2° Intégrer l’équation

dy dy e
gx—;—j—d—x—(‘)y-z ~+ cos2x.
(Juin 1908.)
Grenoble.
EPREUVE ECRITE. — 1° On a un cube dont le cété a 2™,

dont le centre est a l'origine des axes de coordonnées, les
arétes étant respectivement paralléles a ces axes.
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En désignant par r la distance d’un point M dont les
coordonnées sont a, b, ¢ a un élément dv du volume du
cube, on suppose que cet élément exerce sur M une attrac-
tion d’intensité rdv dirigée suivant la drotte qui va de M
a léléement dv. Déterminer la résultante de toutes ces
attractions de masse égale a 1.

2° Un point M non pesant est soumis & une altraction
dirigée suivant MO et d’intensité égale a 20M (lunité de
longueur étant le centimétre). Le point est abandonné
sans vitesse initiale dans la positive My dont les coordon-
nées sont x,=10, y,=15, %= 20. Au bout de combien de
temps le mobile viendra-t-il heurter le cube? Quelles sont
les coordonnées du point o aura lieu le choc?

3° On suppose qu’en heurtant le cube, le mobile est ren-
voyé conformément aux lois de la réflexion et sans perdre
de sa vitesse. Déterminer les projections de la vitesse du
mobile immédiatement aprés le choc.

4° Intégrer U'équation différentielle

y 6
L oy =0t — 2 —1— —.
(zr—1) = Ty =222 — 2 —1 5

Déterminer, en particulier, les courbes intégrales qui
. . 1
passent respectivement par les points : 1° z = = y=1;
2°x =2,y =1I.
Indiguer la forme générale des diverses courbes inté-
grales lorsque la constante d’intégration varte.

EPREUVE PRATIQUE. — 1° On donne la courbe représentée
en coordonnées polaires par

p =sin28.

Construire cette courbe. Degré de cette courbe. Aire
d’une de ses boucles.

2° L’axe polaire étant Oz, calculer Uintégrale curvi-

ligne
(22 —y +1)dz + (4y — 3z + 2?) dy,

prise le long de Uarc de la courbe précédente obtenu en

o . LT
Saisant varier § de o a 3
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3° Discuter l’équation

Lcosr =a — 3.

Calculer la racine positive a I’Eprés.
(Juillet 19o8.)
Lille.

GEOMETRIE ANALYTIQUE ET ANALYSE. — 1. Etant donnée
une ellipse dont les axes ont pour longueurs 2a et 2b (n2b),
trouver une courbe (I') telle que le miliew du segment
intercepté sur une tangente quelconque a (I') par (T) et
par le petit axe de Uellipse décrive l’ellipse.

L’une des courbes cherchées peut étre représentée par les
équations

z =2asing,

y= b(cosg: -+ sin’@Llangg),

ot x et y sont les coordonnées d’un point courant et ¢ un
angle variable; la construire.

Il. Indigquer la forme de la courbe plane représentée
dans un systéme de coordonnées polaires par l’équation

p?= a’cosw,

w étant l'angle polaire et p le rayon vecteur d’un point
de la courbe, a désignant une longueur donnée.

Calculer Uaire de la portion du plan limitée par cette
courbe.

Calculer le volume de la portion de l’espace limitée par
la sphére de rayon a dont le centre est au pdle et par<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>