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SPECTRE CONFORME ET METRIQUES EXTREMALES

Bruno COLBOIS

Résumé

Dans cette note, on résume deux articles écrits en collaboration avec A. El Soufj,
et qui donnent des résultats qualitatifs sur le spectre du laplacien dans une classe
conforme de métriques riemanniennes de volume fixé. La nouveauté par rapport
aux deux articles est que I'on a tenté ici de dégager un certain nombre de questions
se posant naturellement a la suite de ces travaux.

Soit M une variété compacte, connexe de dimension n > 2. A chaque métrique
riemannienne g, on peut associer le laplacien A = — divgrad et son spectre que I'on
note

Spec(g) = {0=20(g) <A1(g) <A <+ - <A@ <---}.

Une question classique est de considérer la k-iéme valeur propre comme une fonc-
tionnelle

g — Ax(g)

sur 'espace des métriques riemanniennes. On cherche alors les métriques critiques ou
extrémales pour cette fonctionnelle.

On sait par ailleurs que Ax(c?g) = Cl—zi\k( g) pour toute constante ¢ > 0 : ainsi pour
que la question ci-dessus ait un sens, il convient d'imposer unie normalisation. On le fait
en imposant des conditions sur la géométrie, par exemple en terme de courbure, dia-
meétre ou volume. Dans le cadre de cette note, on imposera comme premiére restriction
de fixer le volume. Cela-peut se dire de deux maniéres. Soit on ne considére que des mé-
triques riemanniennes g de volume 1, soit on remplace la fonctionnelle g — Ax(g) par
la fonctionnelle g — Ax(g) Vol(g)?/™ qui est invariante par homothétie de la métrique. A
la section 1, on examinera quelques propriétés de la fonctionnelle A (g) Vol(g)%/™ sous
cette condition. Dans un deuxiéme temps (section 2), une restriction supplémentaire
sera exigée : on ne considérera que des métriques riemanniennes g’ conformes a une
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métrique riemannienne donnée g, c’est-a-dire de la forme g’ = f2g, avec f > 0, fonc-
tion de classe C® sur M, et on introduira le concept de spectre conforme. Enfin, on ter-
minera par une remarque dans le cas du laplacien agissant sur les formes différentielles.

1. Métriques extrémales.

Une premiére question est de savoir si, a volume 1, il existe une métrique sur M avec
des valeurs propres aussi grandes ou aussi petites que désiré.

En fait, seul le premier point est intéressant. En effet, un entier k et unréele > 0
étant donnés, il est facile de construire une métrique g de volume 1 sur M avec Ax(g) <
€. Pour cela, on part de n'importe quelle métrique riemannienne g sur M, et on la dé-
forme au voisinage d'un point en une haltére de Cheeger multiple (avec k + 1 parties
épaisses reliées par des parties minces).

La question de construire des grandes valeurs propres a volume 1 s’est par contre
beaucoup développée. 1l convient ici de distinguer le cas de la dimension 2 et de la di-
mension supérieure a 2.

Métriques extrémales en dimension 2. Historiquement, J. Hersch est le premier a avoir
montré que pour la sphére §2, on avait la relation

A1(g) Vol(g) < 8m
avec 8™ = A3(&can) VOl(gcan), OU Zean désigne la métrique a courbure constante sur la
spheére. De plus, le cas d’égalité caractérise la métrique a courbure constante, voir [H].

Ala suite de cela, Yang et Yau ont démontré (voir [YY]) que pour une surface orien-
table de genre y, alors

y+3
ol [ ] désigne la partie entiére. Ce résultat a été généralisé au cas non orientable par Li et
Yau, [LY].

Cependant, la borne n'est en général pas optimale, et rechercher de telles bornes
optimales est une question trés difficile.

Dans le cas du tore, Nadirashvili a démontré que la borne optimale était 8—\'/';- et que
le cas d’égalité caractérisait le tore plat équilatéral, voir [N1].

On a une borne optimale pour I'espace projectif, alors que dans le cas de la bouteille
de Klein, la question reste ouverte (voir la conjecture 1.5.1 dans le récent article [JNP] sur
la question).

Dans tous les autres cas, la question d’une inégalité optimale (ainsi que le savoir si
le suprémum est ou non atteint) est ouverte.

Une question intéressante dans ce contexte porte sur les surfaces orientables de
genre > 2 : on peut alors se restreindre aux métriques a courbure constante —1 : 1a non
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plus, on ne sait pas en général s’il y a une inégalité optimale, ni si on peut caractériser le
cas d’égalité.

Pour conclure avec la dimension 2, signalons enfin que N. Korevaar a généralisé les
inégalités ci-dessus dans [K] : il existe une constante universelle C > 0 telle que pour
tout k > 0 et pour une surface M de genre y, on ait

A(g) S Cly+ 1)k

pour toute métrique riemannienne g sur M.

Le cas de la dimension n > 3. La situation différe de maniére drastique dans ce cas par
rapport a celui des surfaces. En effet, on a démontré dans [CD] que pour toute variété
compacte M de dimension n 2> 3, alors

sup{A;(g) Vol(g)*/"} = oo

ol le suprémum est pris sur toutes les métriques riemanniennes de M.

On peut décrire en quelques mots la maniére de construire sur toute variété com-
pacte M de dimension » 2> 3 une famille de métriques riemannienne de volume 1 et a
premiére valeur propre A; (g) arbitrairement grande, car I'idée de cette construction est
sous-jacente a toutes les constructions.

Le point fondamental est que le résuitat est connu dans le cas oi1 M est la sphére
§". 1l est démontré par une estimation directe dans le cas de la dimension impaire en
utilisant la structure de S*-fibré et la variation canonique de la métrique (voir [B]), puis
en adaptant cette méthode en dimension paire ([M]).

On considére une métrique riemannienne g sur S” avec Vol(gp) = 1 et A1 (g) = C
o1 C est une constante que I’on peut choisir arbitrairement grande. On excise de S™ une
petite boule B de rayon n et on forme la somme connexe de S” et de M. On obtient une
variété difféomorphe & M. Une autre fagon intuitive de présenter la chose est de dire que
I'on déforme une petite boule de M en la sphére (S, gy) privée d’une petite boule B.

On se retrouve donc avec une métrique sur M telle qu’il existe une sous-variété a
bord Q) de M naturellement identifiée avec S” — B. On considére alors la métrique g, sur
M dont la restriction a Q est g et qui est petite ailleurs. Avec cette nouvelle métrique,
M ressemble a (S, go). On montre alors que le spectre de M se rapproche de celui de
(S™, go) lors de cette opération : pour le faire rigoureusement, on utilise des résultats de
[A] et de [CV]. - - -

Comme conséquence de ce résultat, il est naturel d’imposer des contraintes supplé-
mentaires : certains I’on fait en imposant une structure symplectique ou complexe (voir
(BLY], [P]).

Dans un travail avec A. El Soufi [CE1], nous avons imposé a la métrique de ne varier
que dans une classe conforme de métriques.
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2. Le spectre conforme.

Le résultat suivant est dQi a N. Korevaar [K].

THEOREME 1. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n.
Alors, il existe une constante C = C(g) > 0 telle que pour tout entier k on ait

sup {Ax(g) Vol(g)*'"} < C(g) k'™

oL g’ décrit l'ensemble des métriques riemanniennes conformes a la métrique g.

Notons que pour k = 1, le résultat était déja connu, avec des constantes liées au
volume conforme ([LY],[EI1], [EI2]).

Le théoréme ci-dessus nous permet de définir le “spectre conforme” , c’est-a-dire
qu’a une variété riemannienne compacte donnée (M, g), on va associer le suprémum
des k-iéme valeurs propres pour toutes les métriques de volume 1 sur M conformes a g.

DEFINITION 2. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte. Alors la k-ieme
valeur propre conforme de (M, [g]) est

¢(M,[g)) = sup Ax(g) =sup {Ak(g')Vol(g')zl” lg estconformedg}.
gelgl

La suite {Ai(M , 8] )} constitue le spectre conforme de (M, [g]).

De maniére générale, on a trés peu d’informations quantitatives sur le spectre
conforme des variétés. Il n’est en général pas possible de le calculer. Les seules excep-
tions sont, a ma connaissance, contenues dans le travail de El Soufi et Ilias [EI2] dont on
peut déduire la premiére valeur propre conforme des espace symétriques compacts de
rangl:

- A§{(S™,[g]) = nw?™, ou w, est le volume de la sphére euclidienne de R” de
rayon 1,

- Af(RP%, [g]) = ZHT—Z(n-p. l)wi/n,

- Af(de, [g]) = 4m(d +1)d~V/4,

- AS(HP% [g])) = 8m(d +1)(2d +1)1"1/%4,

- Af(CaP? [g]) = 48m(&)Y8 = 8m/B(5%) V8.

Dans la suite, on présente quelques résultats qualitatifs sur le spectre conforme,
ainsi que quelques questions se posant naturellement. Les preuves se trouvent dans
[CE1] et [CE2].

Comme premier résultat, on montre que I'on peut comparer le spectre conforme
de n’'importe quelle classe de métrique [g] sur n'importe quelle variété compacte M au
spectre conforme de la sphére standard, et qu’en fait, le spectre conforme de la sphére
est toujours le plus petit :
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THEOREME 3. — Soit M une variété compacte de dimension n, [ g] une classe confor-
me de métriques sur M, et k > 0 un entier. Alors

LM, [g]) > AL(S™ [&]),

ol g; désigne la métrique canonique de la sphere.

Cerésultat était déja connu lorsque k = 1 ([FN}).

Le deuxiéme résultat dit que deux valeurs propres consécutives du spectre confor-
me ne sont non seulement jamais égales, mais qu’elles différent toujours par une fonc-
tion de la premiére valeur propre conforme de la sphére ronde.

THEOREME 4. — Soit M une variété compacte de dimension n, [ g] une classe confor-
me de métriques sur M, et k > 0 un entier. Alors

1 (M, [gD)™2 — AL(M, [g])™? > A{(S™, [g]) = n™?w,,

oL w,, désigne le volume de la sphére canonique de rayon 1 dans R”.

Ce théoréme posséde plusieurs corollaires intéressants. Tout d’abord, il donne une
minoration de A%(M, [g]) en fonction de k et de la dimension n de la variété considérée,
et avec le résultat de N. Korevaar, on obtient finalement

COROLLAIRE 5. — Soit M une variété compacte de dimension n, [ g] une classe confor-
mede métriques sur M, et k > 0 un entier. Alors

nw? "2 < AS(M, [g]) < CIgD /™.

Une question importante est de savoir quelles métriques sont susceptibles d’étre
des maxima dans leur classe conforme. Le corollaire précédent permet d’assurer que si
g est une métrique de volume 1 sur M qui est telle que Ax(g) < nw?"k?'", alors gn'est
pas maximale dans [g]. Cela permet par exemple de répondre a une question de Yau sur
le spectre de la sphere usuelle $? (voir [Y] p. 686) :

COROLLAIRE 6. — Pour tout entier k > 2, la métrique standard g; de volume 1 sur la
sphere S? n'est pas un maximum parmi les métriques de volume 1. (On utile ici que pour
la spheére de dimension 2, toute métrique est conforme a la métrique standard).

On a un résultat semblable pour la métrique canonique de dimension 3, mais nous
ne sommes pas parvenus a faire des calculs suffisamment précis pour pouvoir affirmer
la méme chose pour la métrique canonique de la sphére en toute dimension et pour tout
entier k > 2.

Question 1 : Peut-on montrer que pour tout k > 1, la valeur propre Ax(S”, g;) ne maxi-
mise pas dans sa classe conforme [ g;] de volume constant ?
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Enfin, un résultat de El Soufi et Ilias [EI3] montre que si une métrique est critique
pour la fonctionnelle A dans sa classe conforme, alors la multiplicité de A(g) est au
moins 2. On en déduit

CoROLLAIRE 7. — Une métrique riemannienne g ne peut pas maximiser simultané-
ment deux valeurs propres consécutives dans sa classe conforme|[g].

Les preuves détaillées des théorémes et corollaires qui précédent figurent dans
[CE1]. Lidée générale de la preuve repose sur deux faits :

Fait 1 : Il est bien connu qu'une variété riemannienne ressemble, localement, a
Tespace euclidien. La différence apparait a I'ordre 2, et est contrdlée par la courbure.
Lorsquel’onregarde les choses d'un point de vue conforme, une petite boule euclidienne
est conforme a une boule euclidienne quelconque, elle-méme conforme a la sphére ca-
nonique privée d'un voisinage d’un point. Ainsi, localement, on peut dire que tout va-
riété riemannienne est presque conforme a n'importe quelle métrique conforme a la
métrique canonique de la sphére privée d’un voisinage d’un point.

Ce fait explique pourquoi la classe conforme [g;] de la métrique canonique de la
sphére est présente dans tous les énoncés.

Fait 2 : En général, lorsqu’'une famille de variétés riemanniennes compactes conver-
ge au sens de Gromov-Hausdorff vers une variété limite, compacte elle aussi, on perd
le contrdle du spectre, c’est-a-dire que le spectre ne converge pas vers le spectre de la
limite. Cependant, pour certaines déformations extrémement particuliéres, des résultats
existent permettant d’assurer que la limite du spectre est le spectre de la limite : c’est
par exemple le cas lorsque I'on multiplie une métrique g par € sur une partie fixée de
la variété M et qu’on laisse tendre € vers 0. On trouve ces résultats dans [A], [CV] et [T].
Notons qu’une telle déformation est conforme.

A T'aide de ces deux faits, I'idée consiste alors 2 déformer localement les variétés
desquelles on part pour les faire ressembler a des sphéres.

Dans le cas du théoréme 1, on déforme la variété de sorte a ce qu’elle ressemble

de plus en plus a la sphére munie d'une métrique g de [g;] telle que Ax(g) approche

76(5”, [g5]). Dans le cas du théoréme 2, 1a métrique converge vers la somme connexe

de la variété M munie d'une métrique g telle que Ax(g) approche A% (M, [g]) et d'une
sphére. |

Cette approche, ainsi que les résultats obtenus, aménent quelques questions natu-
relles : -

Question 2 : Soit (M, g) telle que AL(M, [g]) = AL(S", [g]). Est-ce que M estune sphére
et est-ce que g est dans la classe conforme de g; ?

Question 3 : On a le sentiment que dés que I'on cherche a maximiser A dans sa classe
conforme pour k > 2, des métrique singuliéres apparaissent naturellement. Aussi peut-
on demander s'il existe un exemple de métrique réguliére avec Ay extrémale, pour un



Spectre conforme et métriques extrémales 99

k > 2. Par ailleurs, Nadirashvili a montré [N2] que pour la sphére de dimension 2,
le maximum de A, était atteint par une métrique critique correspondant a la somme
connexe en un point de deux sphéres rondes de volume moitié. Peut-on démontrer la
méme chose dans d’autres cas ?

Question 4 : A. El Soufi et S. Ilias ont montré que le fait d’étre critique impliquait la pré-
sence de multiplicité. Pourrait-on généraliser ce résultat dans un certain sens lorsque les
points critiques sont liés 4 des métriques singuliéres ?

3. Le cas des formes différentielles.

Les questions qui se posent dans le cadre des fonctions se posent naturellement
pour les formes différentielles, a partir de la dimension 3, puisqu’en dimension 2, le
spectre des formes différentielles est déterminé par celui des fonctions.

Concernant la construction de grandes valeurs propres, le résultat de [CD] a été
généralisé comme suit par Gentile-Pagliara dans le cas des formes différentielles, voir
[GP] : Soit M une variété compacte de dimension n > 4 et p compris entre 2 et n — 2. Si
A1, p désigne la premiére valeur propre non nulle du laplacien de Hodge-De Rham sur les
p-formes différentelles, on a

sup{Ay,(g)} = o

ol le suprémum est pris sur toutes les métriques riemanniennes de volume 1 sur M.
Le résultat principal contenu dans [CE2] dit que le méme résultat est vrai si on se
restreint aux métriques de volume 1 conformes a une métrique donnée sur M. Ainsi,

le spectre conforme tel que défini pour les fonctions ne présente pas d’intérét pour les
p-formes différentielles, 2 < p < n - 2.

Le cas des 1-formes différentielles est particulier. On a

Question 5 : On peut définir comme pour les fonctions un spectre conforme pour les 1-
formes différentielles que I’'on notera { A‘,’C'l (&)}, Existe-t-il comme pour les fonctions
une constante C = C(n, k) indépendante de g telle que

%1(8) = C(n, k)
aveclimy.o C(n, k) = 0 ?

La difficulté vient du fait qu’au voisinage de métriques extrémales pour les fonc-
tions, on ne maitrise pas le comportement des 1-formes différéntielles.

Question 6 : Avec les notations de la question 5 : peut-on estimer I'écart A7, ,(g) —

1(8?

Par contre, autant il est facile de construire des petites valeurs propres dans toute
classe conforme et a volume constant dans le cas des fonctions, autant cela n'est pas
évident, du moins a ma connaissance, dans le cas des formes différentielles :
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Question 7 : Soit (M, g) un variété riemannienne compacte de dimension » > 4. Soit
2 £ p < n - 2.Désignons par Ay, ,(g’) 1a premiére valeur propre non nulle du laplacien
de Hodge-De Rham agissant sur les p-formes différentielles.

Est-ce que

inf {Al,p(g') Vol(g')?'™ | & est conforme ég} =07

On peut aussi poser la question pour les valeurs propres suivantes en cas de réponse
positive.

11 faut noter que les exemples connus de petites valeurs propres pour les formes
différentielles sont obtenus grace a des métriques qui s'effondrent, ce qui est dans un
sens al’'opposé d'une déformation conforme.
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