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UN PROBLEME SPECTRAL INVERSE SUR LES
SURFACES

Philippe CASTILLON

Introduction

Les sous-variétés minimales sont solutions d'un probléme variationnel : elles sont
points critiques de la fonctionnelle volume pour toute déformation a support compact.
La dérivée seconde de la fonctionnelle est donnée par une forme quadratique associée
a un opérateur auto-adjoint (I'opérateur de stabilité). Une immersion minimale est dite
stable lorsque son opérateur de stabilité est positif ; celarevient a dire que la sous-variété,
en plus d’étre un point critique de la fonctionnelle volume, est un minimum local. Pour
une surface minimale M de R3, I'opérateur de stabilité est S = A + 2% ou1 o est la cour-
bure (intrinséque) de M. Lorsque la surface M est stable cet opérateur est positif. Pour
une surface minimale stable dans une variété a courbure scalaire positive ou nulle, on
déduit de I'équation de Gauss et de la positivité de I'opérateur de stabilité quel'opérateur
L = A+ o est positif.

Dans le cadre de I'étude des surfaces minimales stables, cela a amené les auteurs
de [FC-Sc} a s'intéresser & la théorie spectrale des opérateurs de la forme Ly = A + A%,
A € R, sur les surfaces, et plus particuliérement a relier la positivité de tels opérateurs a
la géométrie de la surface.

Soit (M, h) une surface riemannienne compléte, non compacte, et soit 2 sa cour-
bure. Pour tout A € R, notons Ly = A + A et g, la forme quadratique associée a cet
opérateur. 1l est facile de voir (cf. [FC-Sc]) queTensemble I, = {A € R | g, positive) est
un intervalle fermé: I, = [ay, by] avec —= < a, < 0 < by < +. Le probléme général
est d'étudier les relations entre les invariants ay et by, et la géométrie de M.

Dans [FC-Sc] les auteurs posaient la question suivante : Quelles valeurs peut prendre
by, si h est une métriqgue complete et conforme a la métrique euclidienne sur le disque unité
D = {z € C | iz] < 1} ? Comme premiers éléments de réponse, ils remarquent que
by = % si h est la métrique de Poincaré sur D, et ils montrent que b, < 1 pour toute
métrique compléte conforme sur D (cf. [FC-Sc] remarque 1 et théoréme 2).

Classification math. : 58]50, 53A30, 53A10.
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Dans cet exposé, on répond a leur question en montrant le résultat suivant :

TH=OREMA. — SoitD={ze C| |z| < 1}.

— Pour tout A € [0, %] il existe une métrique compléte et conforme a la métrique eu-
clidienne sur D telleque by, = A ;

~ Si h est une métrique compleéte et conforme a la métrique euclidienne sur D alors
by < 3.

Calcul de bj, pour certaines métriques

Considérons une métrique compléte et conforme a la métrique euclidienne sur D :
h = u(z)?|dz|?. l est facile d’exprimer la courbure de h en fonction du facteur conforme
y, et en utilisant I'invariance conforme de l'intégrale de Dirichlet en dimension 2, on
peut écrire la forme quadratique g, en fonction de la métrique euclidienne et de u:

Qh.A(u)=/(Idul§+A(Alogﬂ)u2)dve m
D

ou la norme de du est prise pour la métrique euclidienne, et ol dv, est la forme volume
euclidienne. Considérons a présent la métrique h, = p(z)?*|dz|?, 'équation 1 donne
Ghar (1) = Gn.ar(u). De cette égalité, on déduit que by, = Lby.

Si on prend maintenant pour h la métrique de Poincaré (ie. u(z) = ]le?'f), la

métrique hy est compléte pour tout o 2> 1, etona by, = #.
Par ailleurs, pour la métrique h., = e”‘?|dz|?, il est facile de voir que by,_ = 0.

Les exemples ci-dessus permettent de démontrer la premiére partie du
théoréme A.

Les surfaces satisfaisant by, > 1

La seconde partie du théoréme A est une conséquence du résultat plus général suiv-
ant:

THEOREME 1. — Soit (M, h) une surface riemannienne compleéte et non-compacte.
Siby > % alors M est conformément équivalenteaC ouaC* = C\ {0}.

Comme corollaire immédiat, on obtient que b, < % pour toute métrique k com-
pléte et conforme a la métrique euclidienne sur D.
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Schéma de la preuve

Soit xp un point de M fixé. Dans la suite, on notera r(x) = dj;(xg, x) la fonction
distancea xo sur M, B; = {x € M | r(x) < s} laboulederayons,etC! = {x e M | s <
r(x) < t}.

D'autre part, on notera V (s) le volume de la boule By, #(s) la longueur du cercle
géodésique de rayon s (ie. €(s) = vol(dB;)) et G(s) la courbure totale de la boule de
rayon s (i.e. G(s) = st Hduy).

La preuve du théoréme 1 consiste a utiliser la positivité de g, pour un certainA > %
en estimant g, ( f) pour des certaines fonctions f a support compact et de la forme
f = &(r). Pour cela, il faut estimer des termes de la forme [, #E(r)?d vy, ce qui est fait
gréce au lemme suivant :

LEMME 2. — SoientR < Q, etsoit€ : [R, Q] — R telleque&(Q) =0, > 0, <0
et > 0. S'il existe une constante A telle que X (B;) < A pour touts € [R, Q], alors

/ Qm'E(r)Zdv;. < —E(R)?G(R) - 2E(R)E (R)(R) + 2 AE(R)? - / Q(Ez)"(f)dvh-
C CR

R

La preuve de ce lemme est basée sur la méthode utilisée par T. Colding et W. Mini-
cozzi dans [Co-Mil; elle utilise en particulier les propriétés de la fonction 4(s) démon-
trées par K. Shiohama et M. Tanaka (cf. [Sh-Tal] et [Sh-Ta2]) : La fonction £ est dérivable
presque partout, pour presque tout s € R, €'(s) < 21tx(B;) — G(s), et pour tout a < b,
£(b) - £(a) < [P (s)ds.

ATaide de celemme, et en utilisant des fonctions & adequates, la premiére étape de
la preuve du théoréme 1 consiste a controler la topologie de la surface : on montre que M
est de topoiogie finie et que x(M) > 0. La seconde étape consiste, a I'aide de fonctions
E différentes, a controler la croissance du volume : on montre que V(s) < cys? pour
une certaine constante ¢y. C’est ensuite un résultat standard en theorie du potentiel
qu'une surface a croissance du volume quadratique est parabolique (ie. chaque bout est
conforme au disque pointé).

Remarque sur les métriques vérifiant b, = %

Une question naturelle est de savoir si la valeur by, = ;}- caractérise la métrique de
Poincaré parmis les métriques conformes a la métrique euclidienne sur D. La réponse
est donnée par la proposition suivante :

ProposITION 3. — Il existe une constante universelle & telle que pour toute
métrique h complete et conforme a la métrique euclidienne sur D vérifiantx < -1 et

3
Jpl# +112dvy < £onaithy, = .
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Démcnstration. — La surface étant simplement connexe, la majoration de la cour-
bure permet de majorer, via un théoréme de comparaison, le noyau de la chaleur py de
(D, h) par le noyau de la chaleur du plan hyperbolique, en particulier il existe une con-

stante universelle Ay telle que pp(t,x, x) < Aot‘g q

On peut alors utiliser le théoréme de Lieb (cf. par exemple [Ca] théoréme 1.3) : il
existe une constante universelle A telle que pour tout opérateur delaforme R = A—%+¢,
le nombre de valeurs propres négatives de R vérifie 4 (R) < A f D l¢>|%d Up.

; K| . P
Soit € = -}‘-, et supposons que fD % + 1lzdv, < €. Lopérateur L% s'écrit L

1
3
A+ix=A-1+3x+1)don

A 3 1
ML) <= [ lx¥+1]7dy, < =
] 8 D 8

On en déduit que .Ab(L%) = 0, et que q: est positive. On adonc b, > %, et par le

théoréme A on en déduit que by, = 3. O
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