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SPECTRE ASYMPTOTIQUE DU REVETEMENT
UNIVERSEL DES TORES

Constantin VERNICOS

1. Introduction

On s'intéresse aux tores riemanniens, plus exactement on va se placer sur leur revé-
tement universel, muni de la métrique relevée :
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ce qui induit une distance d sur le revétement universel. La métrique relevée ainsi que la
distance induite sont toutes les deux invariantes par une certaine action de Z” par trans-
lation. Nous dirons qu’elles sont périodiques. On peut ainsi oublier le tore et se placer
dans le cadre des métriques périodiques sur R”.

Le but avoué de cet exposé est de convaincre le lecteur de I'adéquation de ’homo-
généisation comme outils d’étude de la géométrie a I'infini du revétement universel des
tores.

Ce que nous appelons géométrie a I'infini correspond a une étude macroscopique
d’une variété. Pour se donner une idée de cela il faut retourner aux origines de la pro-
blématique, I'étude macroscopique de certains matériaux microscopiquement hétéro-
génes, car constitués de plusieurs matériaux, ou bien tout simplement poreux. Dans cer-
tains cas ceux-ci se comportent macroscopiquement comme des matériaux homogenes,
le probléme étant de déterminer les caractéristiques de la matiére homogéne.
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Lexemple le plus simple étant utilisé pour la fabrication d’affiches. L'idée simple est
d’imaginer un damier infini constitué de carrés jaunes et bleus. En s’éloignant suffisam-
ment de ce damier (I’affiche), on ne distingue plus les carrés bleus et jaunes, mais une
surface uniformément verte.

Nous allons donc voir comment cette idée se traduit sur le revétement universel des
tores, d’abord sur les distances, ensuite sur le volume des boules et enfin sur le spectre
de celles-ci.

2. Distance et Volume a l'infini

2.1.La norme stable

Commengons par revenir sur la distance dg induite sur le revétement universel d'un
tore. La premiére chose que 'on peut remarquer, c’est qu’en raison de sa périodicité cette
distance est équivalente a toute distance riemannienne sur R”, fixons-en une que I'on
notera || - ||.. Il existe donc deux constantes o et 8 telles que pour tout xety € R”,

allx — ylle < dg(x,y) < Blix-ylle

de sorte que la suite (dg(px,py)/p), est bornée. Mais I'on a beaucoup mieux, ceci est
exprimé dans les résultats suivants:

THEOREME 1. — Soient (T",g) un tore, dg la distance induite sur son revétement uni-
versel et . )
X,
d,(x,y) = g\PX,py
p
alors il existe une norme || - || », appelée norme stable; sur R” telle que

[Pan82] ;1_{{’10 dy(x,y) = l1x — ylleo

[Bur92] 3 C > 0 telle que pour toutx,y € R”
Idg(xry) - {lx - y"ool <C

En d’autres termes le résultat de P. Pansu [Pan82] est une convergence simple, tan-
dis que celui de D. Burago [Bur92] est une convergence uniforme. Pour commencer a
justifier notre affirmation concernant 'adéquation de ’homogénéisation, il nous faut
dire que celle-ci donne une nouvelle démonstration de la convergence simple de la suite
de fonction d, (cf. [BD98] et [Ver01]).

2.2, Le volume asymptotique

Considérons a présent Bg(p) = {x | dg(x,0) < p},la boule géodésique de rayon p,
centrée en une origine fixée. Nous rappelons briévement que I’espace des classes d’iso-
métries des espaces métriques compactes peut étre muni de la distance dite de Gromov-
Hausdorff (G-H). Pour ce faire, a deux espaces métriques (X,d) et (Y,d’) on associe leur
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union disjointe Z = X | | Y que I’'on muni d’une distance admissible, i.e. une distance 6,
telle que 8 xxx = d et §|yxy = d’, on considére alors la distance de Haussdorff entre
X etY dans (Z,6) (i.e. le plus petit € tel que X soit dans le e-voisinage de Y et récipro-
quement). La distance de Gromov-Hausdorff étant obtenue en prenant I'infimum de ces
distances, quand on fait varier la distance admissible. Ceci diton a:

THEOREME 2 (Pansu [Pan82]). — Soit (T",g) un tore et dg la distance induite sur son
revétement universel, sid,(x,y) = dg(px,py)/p alors

1 3
(;Bg(p),d,,) (B (]l - lle)
avec B, (1) = {x € R" | |Ix]lo < 1}

Tout comme pour la distance, on peut comparer le volume riemannien de la boule
Bg(p), au volume euclidien de la boule euclidienne associée a || - ||, et de méme rayon.
Il n'est pas trés difficile de trouver deux constantes A et B telles que:

Ab,,p" < Volg(Bg(p)) < Bbpp"

b, étant le volume euclidien de la boule euclidienne de rayon 1. De nouveau on peut
préciser cela

COROLLAIRE 2.1. — Soit Volg(Bg(p)) le volume riemannien de la boule géodésique
de rayon p , centré en une origine fixée, dans le revétement universel de (T",g) alors le
volume asymptotique de g est

m Vol (Bg(p))

n

H(Bw (1))
u(Dy)

li

p—o

= Volg(T)

oit D ; est un domaine fondamental et u une mesure de Haar du revétement universel.

11 faut noter que le théoréme 2 et son corollaire 2.1 sont en fait des cas particuliers.
En effet on peut remplacer le tore par n'importe quelle nilvariété, la puissance du rayon
dela boule intervenant dans 2.1 dépend bien sur de la dite nilvariété.

Avant de donner des précisions sur le volume asymptotique, notons le résultat sui-
vant, dont I'importance n’est pas négligeable, et qui donne une premiére réponse a la
question suivante : Que peux-t-on dire de deux tores ayant la méme norme stable?

ProposITION 3 (Burago-Ivanov [BI95]). — Soit (T",g) un toreet|| - || sa norme sta-
ble, si|| - |l esteuclidienne alors g est plate.

Auvu de cerésultat on peut poser la question suivante : soit un tore T” muni de deux mé-
triques riemanniennes get g’ telles que leurs normes stables coincident, les métriques g
et g’ sont elles isométriques?
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Quelle que soit la réponse, la proposition 3 est un élément de la démonstration du
théoréme suivant qui permet de caractériser les tores plats en fonctions de leur volume
asymptotique:

THEOREME 4 (Burago-lvanov). — Soient (T",g) un tore et Bg(p) la boule géodésique
de rayon p induite sur son revétement universel alors

Vol,(B
Y B) b
pn

— Volas(g) = lim
p—
— siVolas(g) = b, alors g est plate.

ou b, est le volume euclidien de la boule unité euclidienne.

En effet le cas d’'égalité dans ce théoréme caractérise les tores dont la norme stable est
euclidienne. Nous allons constater un résultat similaire en étudiant le spectre des boules.

3. Spectre asymptotique

Commengons par donner le résultat qui motive notre affirmation :

THEOREME 5. — Soient (T",g) un tore, Bg(p) la boule riemannienne derayon p, cen-
tré en une origine fixée, induite sur son revétement universel et Ay (Bg(p)) la premiére va-
leur propre du laplacien sur Bg(p) pour le probléme de Dirichlet alors

- ;igg,xopzAl(Bg<p)) = AT < Aens
— encas d'égalité g est plate.

oit A, est la premiére valeur propre du laplacien euclidien sur la boule euclidienne uni-
laire ét AT est la premiere valeur propre d'un opérateur elliptique sur la boule unitaire de
la norme stable.

Ce théoréme, bien que trés ressemblant au théoréme 4, est obtenu de maniére com-
plétement différente, comme nous allons le montrer. Lopérateur elliptique cité dans ce
théoréme, est I'opérateur homogénéisé d’une famille d’opérateur elliptique, et méme
plus c’est en fait le laplacien d'une certaine norme euclidienne, de sorte que sa premiére
valeur propre satisfait a 'inégalité de Faber-Krahn. Cette derniére nous donne alors le
corollaire suivant (ou1 ’on a noté Vol(AlT,g) le volume du tore d’Albanese) :

COROLLAIRE 5.1. — Pour toutn € N*

Vol (T)
— -_x-— 3
Volas(g) > Vol(ATT, g) by ;

— encas d’égalité g est plate.

pour n = 2 l'inégalité devientVolas(g) > b,.
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Ainsi, au moins pour la dimension 2 on obtient une nouvelle démonstration du théo-
reme 4. En ce qui concerne les dimensions supérieures, il faut noter que la fonction

Vol (T)
Vol (AIT, g)

a été étudiée dans le cadre des inégalités isosystolique (cf. [Laf74]), et que 'on sait qu’elle
peut devenir trés grande, donc améliorer 1'inégalité de D. Burago et S. lvanov, mais elle
peut étre aussi trés petite. En particulier pour une vaste famille de métrique conformé-
ment plates elle est plus petite que 1. I est intéressant de noter que les points singuliers
de cette fonction sont justement les tores plats.

Pour en revenir au théoréme 5, c’est en partie un corollaire du théoréme suivant qui
donne des informations sur le spectre dans sa globalité :

THEOREME 6. — Soient(T",g) un tore, Bg(p) la boule riemannienne de rayon p, cen-
trée en une origine fixée, induite sur son revétement universel et A;(Bg(p)) la ™ yaleur
propre du Laplacien sur Bg(p) pour le probleme de Dirichlet.

Il existe un opérateur elliptique A, dont la i¥™ valeur propre sur la boule unitaire de
la norme stable pour le probléme de Dirichlet AT vérifie

lim p?A;(Bg(p)) =AY
p— o

Nous allons a présent donner les idées directrices des démonstrations des théo-
rémes 5 et 6.

4. Structure de la démonstration

4.1. Transformation du probléme

La premiére chose que |'on peut remarquer, c¢’est qu’étant donné le théoréme 1, il
existe une constante C telle que

Bo(p — C) C Bg(p) C Bu(p+C),

en appliquant le principe du min-max on obtient pour la i®™¢ valeur propre du probléme
de Dirichlet

Ai(Bo(p+C)) < Ai(Bg(p)) < Ai(Bu(p — C)) 1)

en sorte que la convergence du filet pzA,-(Bg( p)) est équivalente a la convergence du filet
2
P*Ai(Bx(p))

Notons 6, 'homothétie de centre 0 et de rapport p et A, le laplacien de la métrique
ré-échelonnée g, = 1/p%(8,)* g. Enfin a une fonction f sur B (p) on peut associer une
fonction f, sur B, (1) en posant f,(x) = f o §,(x). Alors on a I'égalité suivante pour
tout x € B(1):

PAAf)p(x) = (Ap f,)(x) 2
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Ainsi étudier la convergence de p?A; (B (p)) pour tout i, revient a étudier la convergence
du spectre de (A,), sur B, (1).

En d’autres termes au lieu d’étudier le spectre du laplacien sur Bg(p), on se raméne
alétude du spectre d’une famille d’opérateurs sur L? (B, (1)). Il nous faudrait donc une
convergence raisonnable qui nous donne la convergence du spectre. C'est ce que’on va
faire dans le paragraphe suivant. Mais tout d’abord introduisons I'opérateur A.

Pour cela commengons par prendre une base (x3, .. .,x,) de R”. On cherche ensuite
les fonctions X' telles que

AX' = Ax; sur Dy
x* est périodique 3)
/, D, X'dug=0

Ensuite on définit les fonctions n; = x* — x;, puis la matrice

= (dn;,dn j)gdv
q VOlg(T) b, ni,anjlgavg
ou I’'on a prit le produit scalaire induit sur les 1-forme par g. Alors A, estle Laplacien de

la métrique euclidienne donné par I'inverse de la matrice (g'/) i.e.

Aoof=iqu 32f

0x;0x
i, j=1 Xiox;

Remarque. — (g'7) induit, par dualité, une norme || - || sur H,(T,R). Elle passe au
quotient surle tore AIT = H;(T,R)/H,(T,Z). (AIT,|| - ||,) estle tore d’Albanese ou variété
de Jacobide (T,g).

4.2. Convergences

Les définitions suivantes proviennent de la théorie de I'’homogénéisation, la pre-
miéere convergence est centrale dans notre démonstration :

DEFINITION 1 (Convergence compacte). — Soit (A,) un filet d'opérateurs dans l'es-
pace L? (B (1)), on dit qu’il converge compactement vers A, si et seulement si pour tout
filet de fonctions ( f,) dans L? (B« (1)) convergeant faiblement vers f., quandp — , le
filet A, f, converge fortement vers Aw fe.

On démontre que la suite des résolvantes des Laplacien (A,) étendue a L?(B, (1)),
converge compactement vers les résolvantes de (A ). Avant d’expliquer cela introdui-
sons une derniére définition, non pas sur les opérateurs, mais sur les fonctionnelles. On
pensera aux énergies de Dirichlet
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DEFINITION 2 (T-convergence). — Soit®, : L? (B, (1)) — R pourtout p € R, ondit
que®, I-converge vers &, si, et seulement si, les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. pour tout filet ( f,) dans L?(Bw (1)) convergeant fortement vers f., ona

Do (fo) < ﬁﬂinf¢p(fp);

2. pourtout fo € L?(By(1)) il existe un filet ( f,) convergeant fortement vers f, tel
que

Pu(fo) = ,}ileo@,,(f,,).

Ainsisionnote &,( f) = me“) IV, flpdv, I'énergie induite sur les fonctions par la
métrique g, etsil'onnote R, = (A, — uI)~? pour u < 0 alors on a le théoréme suivant

THEOREME 7. — Si pour tout u < 0 le filet (R}) converge compactement vers RY, alors

1. lefilet (&,) I'-converge;
2. sion noteA? les valeurs propres de A, pour p € R alors pour tout i

lim A? =AY

p—o

Suivant ce théoréme il suffit donc de montrer la convergence compacte des résol-
vantes. C’est ce en quoi consiste notre démonstration.

4.3. Retour aux A,

Nous allons montrer comment, en utilisant les théorémes 7 et 6 on peut en déduire
le théoréme 5.

On notera u, la mesure induite par g, et 1, 1a mesure de Lebesgue pour laquelle un
domaine fondamental a pour volume le volume du tore. Soit f une fonction continue de
R — R on définit

Jo:61pBglp) — R

- o(ea)

et fo(x) = f(llxllw) sur B, (1) la premiére étape consiste a montrer que (on rappel que
0,(x) = px)

/ fo - XBg(p) © 0pdH, — S Ao 4)
=% JBu(1)

On renvoi a {Ver01], sachant qu’il s’agit d'une convergence dominée.
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On injecte ensuite f, dans les quotients de Raleigh ce qui nous donne:

/(f,;)2 * XBg(p) © 6p AUy

/(fp)z * XBg(p) ° Sp dup

P*Ag(Bg(p)) < (5)

a présent on applique (4) pour obtenir

/ (fo)? dite
limsuppZAg(Bg(p))s Ba (1) (6)

e / f2 dpe
B (1)

en prenant pour f une fonction adaptée (i.e. la solution de I'équation " + 21 f'(x) +
A f = 0 elle fait intervenir les fonctions de Bessel) on conclut.

Reste le cas d’égalité, pour celui-ci il faut revenir a 'homogénéisation et travailler a
nouveau sur B, (1), pour cela considérons la suite de fonction

dg(0,6,x)
#(55E):

sur B, (1) ou C est la constante telle que
| dg(0.x) - lixlls| < C

et on refait les estimations précédentes qui restent valable puisqu’on a encore la conver-
gence simple de f, vers f». En prenant de nouveau pour f la fonction qui donne la
fonction propre du Laplacien dans le cas de la sphére dans I'espace euclidien usuel (i.e.
lasolutionde "' + "T‘l f'(x)+A. f = 0).LaT-convergence nous permet de dire que, en
notant &, et &, les énergies respectives de A, et A,, sur B, (1) pour les mesures adaptés :

&o(f) < liminf &,( f,) < limsup &(f,) < Ae )

p—o

(ici on suppose de plus les fonctions normalisées) ceci en vertu du théoréme 7 et de la
définition 2. De sorte que puisque, par hypothése de I'égalité,

Aen € 6 ( foo) (8)

(7) et (8) impliquent I'égalité de sorte que f. est dans l'espace propre associé a la pre-
miére valeur propre. Donc f, est C* (au moins au voisinage de zéro). Maintenant en
étudiant les fonctions de Bessel (cf. Bowman [Bow58]) on s’apercoit que f est analytique
etdelaforme 1 + a;x? + apx? + ... (2 une constante multiplicative prés) en particulier
lafonction 1 + ot;x + azx% +. .. estinversible au voisinage de zéro, d'inverse g € C* ce
qui implique que g o f.,(x) = cst - || x||4 est une fonction C? au voisinage de zéro, donc
la norme stable est associé a un produit scalaire, i.e. la norme stable est euclidienne.
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