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UNE CARACTERISATION SPECTRALE DES NILVARIETES

Bruno COLBOIS

Ce texte fait suite a un exposé donné en janvier 2000 au séminaire de théorie spec-
trale et géométrie et qui visait a présenter les résultats de [CGR1]. A la suite de 'exposé, des
discussions avec E. Aubry et S. Gallot ont permis d’améliorer sensiblement [CGR1}. On en
présente ici les grandes lignes, en se référant a [CGR2)] pour les détails (voir aussi [A]). Ces
deux derniéres prépublications seront réunies en vue d’'une publication ([ACGR]). Dans la
suite, on se référe a [GHL) pour les questions de géométrie riemannienne.

Si (M, g) désigne une variété riemannienne compléte, on sait qu'il existe de nom-
breuses interactions entre la géométrie de (M, g), en particulier sa courbure, et la topolo-
gie de M. On pense par exemple au théoreme de Myers :

THEOREME. — Soit (M, g) une variété riemannienne compléte de dimension n
dont la courbure de Ricci vérifieRic(M, g) > (n—1)C?g, C > 0. Alorsdiam(M, g) < mr/C.
En particulier M est compacte et son groupe fondamental est fini.

De méme, on sait que le spectre des opérateurs différentiels que I'on peut définir
sur (M, g) (laplacien, opérateur de Dirac) interagit avec la topologie de M. Par exemple,
si M est compacte, la dimension de I'espace des p-formes harmoniques, c’est-a-dire du
noyau du laplacien agissant sur les p-formes différentielles est un invariant topologique, le
p-ieme nombre de Betti de M, aussi dimension de la cohomologie de De Rham réelle en
degré p.

En combinant ces deux approches, on est arrivé au trés classique théoréeme de
Bochner qui a donné lieu a8 de nombreux développements. Ce théoréme dit que le premier
nombre de Betti d'une variété riemannienne compacte de dimension n a courbure de Ricci
positive est inférieur ou égal a n, avec égalité si, et seulement si, la variété est isométrique
a un tore plat. La preuve est une conséquence de la formule de Weitzenbéck (cf. [GHL],
p. 133).

On a cherché a généraliser ce théoréme en relaxant un peu I'’hypothése sur la cour-
bure de Ricci, en fait en acceptant que la courbure de Ricci soit «un peu » négative en
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comparaison du diameétre. Ainsi, Gallot et Gromov ont obtenus une inégalité de Bochner
pour le premier nombre de Betti de M sous 'hypothése diam?(M, g) Ric(M, g) > —é&(n),
ol1 £(n) est une constante positive ne dépendant que de 7 (on dit que la courbure de Ricci
est «presque positive»). En cas d’égalité, la variété (M, g) n’a plus aucune raison d’étre iso-
meétrique a un tore plat. En revanche, on peut espérer que M soit difféomorphe a un tore,
et cette question tres difficile n'a été résolue positivement que trés récemment par Chee-
ger et Colding ([CC], p. 459). Encore faut-il noter que I’on ne maitrise pas, dans ce cas, la
géomeétrie de (M, g) : on ne sait pas si elle est «proche» de celle d’un tore plat.

Une autre généralisation, due a Gallot et Meyer [GM], consiste a contrdler non plus
la dimension des formes harmoniques, mais le nombre de valeurs propres pour le lapla-
cien agissant sur les 1-formes différentielles sous I'hypothése «Ricci presque positive».

Nous nous sommes penchés sur une question un peu différente. Sous 'hypothése
«courbure de Ricci presque positive », que dire de la topologie de M sil'on a non pas n
1-formes harmoniques, mais »n valeurs propres «trés petites » pour le laplacien agissant
sur les 1-formes différentielles? De maniére plus générale, cette question s'inscrit dans la
ligne de comprendre si I'on peut tirer une information topologique du fait qu'il y a des
valeurs propres petites (mais non nécessairement nulles) pour le laplacien agissant sur les
formes différentielles. Notons que dans notre cas, passer des 1-formes harmoniques aux
1-formes propres avec petite valeur propre n’est pas trivial : les exemples bien connus de
nilvariétés admettent en effet des métriques a diametre 1, courbure de Ricci arbitrairement
proche de 0, et qui possédent n valeurs propres Ay,..., A, arbitrairement petites pour les
1-formes, sans que les nilvariétés en question soient difféomorphes a un tore. Rappelons
qu'une nilvariété est le quotient I'/G d’un groupe de Lie nilpotent G par un sous-groupe
discret I' de G. Les métriques invariantes a gauche du groupe de Lie G passent au quotient.

Notre résultat principal dit que, sous une hypothése supplémentaire pour la norme

du tenseur de courbure, ce sont les seules possibilités. En outre, un exemple montre que
cette hypothése supplémentaire est nécessaire.

THEOREME ([CGR2], thm. 2.1). — On considére une variété M de dimension n.
Pour tous nombres positifs kg, p tels que n < p < 00, il existe une constante positive
£o(ko, n, p) telle que les assertions suivantes soient vérifiées : on suppose que (M, g) est
telle que

diam(M,g) < d
|Rl|p/2d® < ko ot R désigne le tenseur de courbure de (M, g)
Ric(M, g)d* > —cavece > 0.
SiApnd?® + ¢ < g(ko, n, p) alors M est difféomorphe a une nilvariété. Si I'hypothése ne

porte que surla (n — 1)-iéme valeur propre,  savoir A,_,d* + & < &o(ko, n, p), alors M
est difféomorphe soit a une nilvariété, soit une infranilvariété non orientable.

Dans les deux cas, la métrique g de M est proche au sens C° de la métrique inva-
riante a gauche provenant du groupe nilpotent.

Un exemple, tiré d’'un travail d’Anderson [An], montre que 'hypothése sur le ten-
seur de courbure est nécessaire [CGR2], § 5.
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La méthode permettant de démontrer ce théoréme utilise deux ingrédients princi-
paux:

- Généralisation d'un résultat de Lecouturier et Robert {LCR] sur une inégalité de
Harnack généralisée portant sur les solutions d’'une équation de Schrédinger.

- Utilisation d’'un théoréme dii 2 Ghanaat permettant de caractériser les nilvarié-
tés [Gh].
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