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VOLUME ET PROFIL ISOPERIMETRIQUE
ASYMPTOTIQUES DES TORES

Constantin VERNICOS

1. Introduction

On s'intéresse aux tores riemanniens, plus exactement on va se placer sur leur revé-
tement universel, munis de la métrique relevée :

(R™,8)
(T%.8)

On est donc ramené a considérer R” munis d’'une métrique périodique, par 'action de
Z". La distance d ainsi obtenue est invariante par I'action diagonale de Z" i.e. :

dlk+x,k+y)=d(xy), V(xyk) e¢R*"xR"xZ"

ot il faut comprendre le «+» comme Paction de Z".
De la compacité du Tore on en déduit I’équivalence de toutes ces distances sur R”,

Parmi toutes ces métriques, il en est une famille plus agréable que les autres : les mé-
triques plates sur le tore, i.e. celles qui se relévent en métriques euclidiennes sur R”*. Mais
ce n'est pas leur seule particularité, et dans notre exposé nous allons montrer qu’elles
sont les cas limites d'un certain nombre de constantes associées aux tores.

2. Survol des métriques périodiques

2.1. Volume asymptotique des métriques périodiques

THEOREME ET DEFINITION 2.1. — Soit T un tore riemannien de dimension n, fixons
un point x € T de son revétement universel et considérons la boule de rayon r, B(x,r)
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alors la limite
- Vol B(x,
VA(T) = lim ~2 B0

r—+oo r

existe. Elle ne dépend pas du point x et s'appelle levolume asymptotique de T.

Lexistence de cette limite fait I'objet de la thése de troisiéme cycle de Pansu (5], ou
il démontre en fait I'existence de telles limites dans le cas plus général des nilvariétés. I
faudra attendre 1994 pour avoir des précisions dans le cas des tores :

THEOREME 2.2 (Burago,Ivanov [1]). — Soit(T,g) un tore riemannien, alors si on note
b, le volume euclidien de la boule unité euclidienne, on a

1. VA(T) > b
2. En cas d’égalité le tore est plat.

Ceci n'est pas sans rapport avec les travaux de Cheeger et Coldings. En effet I'exis-
tence du volume asymptotique se fonde sur le fait que la famille (R”,£28) converge en
distance de Gromov-Hausdorff pointé vers la variété finslerienne (R”,| - | ) ol1la norme
est la norme stable, tel que définie par Federer [3], puis Gromov {4]. Ainsi si I’on pouvait
appliquer les résultats de Cheeger et Coldings, cela reviendrait a comparer les volumes
de boules unités euclidiennes, et d'une norme. De plus, si la limite est euclidienne, leur
résultat permettrait aussi de conclure a la platitude du tore.

2.2. Profil isopérimétrique des métriques périodiques

DEFINITION 2.3. — Soit V une variété riemannienne. Pour T > 0, on note I(T) la
_borne inférieure des volumes des bords dés sous-variétés compactes de codimension 0 de V
de volume 1. La fonction I s'appelle le profil isopérimétrique de V.

Comme pour le volume on s'intéresse au comportement asymptotique du profil
isopérimétrique du revétement des tores. Par comparaison avec une métrique eucli-
dienne on sait qu’il existe deux constantes c et C telles que

AR (€ 5 I o LU SN

il est naturel de se demander si I'on ne peut pas trouver un équivalent, i.e. une limite a
I(T)/T" V" en +o que I'on nomme alors constante de profil isopérimétrique asymp-
totique et que I'on note ¢, (g), et si par analogie avec le volume elle est majorée par la
constante du cas plat. La réponse est donnée par le théoréme suivant:

THEOREME 2.4 (Burago, Ivanov [2], Pansu [6]). — Sin > 3, alors il existe des mé-
triques Z" -périodiques sur R™ avec une constante de profil isopérimétrique asymptotique
arbitrairement grande.
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Donc le résultat tel qu’on I'aurait voulu n’existe pas, mais il y a tout de méme des
résultats positifs :

THEOREME 2.5 (Burago, Ivanov [2]). — Si (T,8) est le revétement universel d'un tore
conformément plat, alors c(g) < €« (eucl) l'égalité ayant lieu si et seulement si la mé-
trique est plate.

Donc en particulier pour la dimension 2 la réponse est positive, puisque toutes les
métriques sont conformément plates. En précisant ce résultat on obtient tout de méme
une réponse positive

THEOREME 2.6 (Pansu [6]). — Si ('INT,g') est le revétement universel d'un tore, alors il
existe un invariant conforme, que l'on note V (g) tel que:

Cx(8) < Culeucl)V(g)

légalité ayant lieu uniquement si g est plate.

La conclusion dans ce second cas est obtenue grace au théoréme (2.2). Cette ma-
joration n'est donc optimale que dans la classe des métriques conformément plates,
on peut néanmoins se demander si cette constante est la borne-sup de chaque classe
conforme, la rendant ainsi optimale.

3. Profil isopérimétrique des variétés finslerienne

Dans son article, Pansu compare le profil isopérimétrique asymptotique du revéte-
ment des tores au profil isopérimétrique d’une variété finslerienne, en fait la métrique
de Finsler de cette derniére est méme invariante par translation.

Pour cela il faut donner un sens au volume des bords. Il faut une généralisation qui
coincide avec la notion usuelle, quand on a une variété riemannienne.

3.1. Volume des bords

On considére donc une variété munie d'une métrique finslerienne F, i.e. la donnée
d’'une norme en chaque espace tangent (non nécessairement euclidienne comme dans
le cas riemannien), mais aussi d’'une forme volume w. La forme volume nous donnera
le volume des domaines. Reste a définir le volume de leur bord. Pour cela on commence
par définir une norme sur les 1-formes différentielles a support compact comme suit :

lpxlir = sup{ipx(e)| | Ve e M, |F(xe)l <1}

puis on prend le sup sur toute la variété. On définit alors l'intégrand de Poincaré comme
la norme dite poincaré-dual de cette norme sur les (n — 1)-formes a support compact
comme suit :

lwllg =sup{y A dp/w | lIPlir < 1}



46 C. VERNICOS

pour enfin définir le volume du bord par

A(aD)=SUp{/ dy | gl < 1} .
D

Lintérét de cette définition réside dans le théoréme suivant qui est I'analogue finslerien
del'inégalité isopérimétrique sur R”

TaEoREME 3.1 (H. Brunn). — Soit R un espace vectoriel normé de dimension n muni
d’un élément de volume tel que la boule unité soit de volume 1. On munit A" 'R* de
Pintégrand de Poincaré. Le profil isopérimétrique de R est alors I(T) = nt"" 1",

3.2.La variété limite

On va donc comparer le profil isopérimétrique de R” muni de la métrique relevée
d’'un tore, au profil isopérimétrique de R” muni de la norme limite (la norme stable par
identification), et d’'un élément de volume invariant par translation et normalisé afin
qu’un domaine fondamental soit de volume 1. Notons I, ce profil et I le profil de R". On
a alors le théoréme suivant:

TrEOREME 3.2 (Pansu [6]). — Soit T un tore de dimension n muni d’'une métrique
finslerienne, d’'un élément de volume w et de l'intégrand de Poincaré correspondant, avec

les notations ci-dessus :
1-n/n
im I(1)/I.(T) = (/ w)
T+ T

Ceci permet de conclure, puisqu’on obtient un équivalent de I(1) en combinant ce théo-
réme au théoréme 3.1. En plus cette limite est agréable si on la compare au résultat de
Pansu sur le volume asymptotique. En effet ce-dernier est de la forme

H(Bx(1))

VA(T) = Vi
A(T) = Vol T )

ou B (1) estla boule unité pour la norme stable et y une mesure invariante par transla-
tion ; ce qui nous permet d’obtenir I'inégalité suivante

Vol (2B4(n)) . (M(Bw(l))

n-1/n
limi ey ) = A(3Bx (1)) .

r—-o rn—]

Ainsi, si le profil asymptotique des boules riemanniennes existe, il ne serait pas sur-
prenant qu'’il soit égal au profil isopérimétrique des boules de la norme stable. Montrant
encore une fois que la géométrie a I'infini sur le revétement d’un tore se lit sur (R”,| | ).
En tout cas ce résultat est bien agréable, au sens o il rameéne I’étude du profil asympto-
tique au profil de la variété limite.
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