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PROBLEMES DE VALEURS PROPRES ET
APPLICATION A LINDICE DES SURFACES DE
COURBURE MOYENNE CONSTANTE

Pierre BERARD

1. Introduction

1.1. Motivations

Soit ¢ : M™ — S™*! une immersion isométrique compléte, ot S**! = R"*! quand
¢ = 0 (resp. S’*! = H™! quand ¢ = -1), avec la métrique usuelle. Nous supposerons
toujours qu’il existe un champ unitaire normal N, globalement défini le long de ¢/ (M).

Nous introduisons la fonctionnelle volume

VD((I/)=/ vy (dx), 1)
D

ou D € M est un domaine régulier, relativement compact, et ou1 v, est la mesure asso-
ciée a la métrique riemannienne induite par I'immersion  sur la variété M.

Si y, est une variation d’'une immersion donnée , nous posons Vp(y,) = Vp(t).
La formule de la variation premieére s’écrit

V5(0) = =n / (HLE vy (dx), @
D

ot H = H N est le vecteur courbure moyenne (normalisé) de I'immersion y (H est alors
la courbure moyenne normalisée dans la direction N) et ou & est le vecteur variation de
la famille d'immersions, £ = 'aéi't=0 W;.

Les sous-variétés minimales (H = 0) de $**! apparaissent naturellement comme
les points critiques de la fonctionnelle volume. Les sous-variétés a courbure moyenne
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constante (H = C) apparaissent naturellement comme les points critiques de la fonc-
tionnelle volume, sous la contrainte d'une certaine fonctionnelle W. Dans le cas ou
sr*l = R™*! on peut prendre pour fonctionnelle contrainte

1 -
Wh(y) = Py /I;((I/,N) vy (dx) . (3)

La variation premiére de la fonctionnelle W est donnée par

W5 (0) = / (N,E) v, (dx) . @
D

Que ce soit dans le cas d’une sous-variété minimale ou dans celui d'une sous-variété
a courbure moyenne constante, la formule de la variation seconde s'écrit,quand ¥ = f N
avec f une fonction,

V5 (0) = /D (1d f1? = (nc + |AI%) f2) v, (dx), (5)

ou | A} estla norme de la seconde forme fondamentale de I'immersion .

Dans le cas d’'une sous-variété minimale, les fonctions admissibles sont les fonc-
tions f € G (D). Dans le cas d’'une sous-variété a courbure moyenne constante, les
fonctions admissibles sont les fonctions f € G° (D) telles que f p f vm(dx) =0, condi-
tion qui prend en compte la contrainte W. Nous renvoyons a [2] pour plus de détails.

1.2. Deux notions d’indice et de stabilité

Etant donnée une variété riemannienne M et une fonction continue b - M, nous
introduisons la forme quadratique

q(f) =/ (1d f1? +b f?) vy(dx), ®)
M
ol vy désigne la mesure riemannienne sur M.

Cas M compacte a bord.

Lorsque M est une variété riemannienne compacte a bord (éventuellement vide),
nous considérons les problémes spectraux correspondant aux deux formes quadratiques

¢ g( f), avec pour domaine @(M) = G° (M),
e g( f), avec pour domaine @7(M) = G (M) n {f | fM f =0}

Nous disons alors que

o M est fortement stable (relativement a q) si g( f) > 0 pour tout f € Z(M), et que
e M est faiblement stable (relativement a q) si g( f) 2> 0 pour tout f € @r(M).
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Nous définissons

¢ lindice fort de M, noté Ind (M), comme la dimension maximale d'un sous-espace
de @(M) surlequel g( f) < 0, et

o lindice faible de M, noté Ind7(M), comme la dimension maximale d'un sous-
espace de @1 (M) surlequel g( f) < 0.

Cas M compléte non-compacte.

Dans le cas ol 1a variété M est compléte, non compacte, les deux notions de stabilité
sont définies comme ci-dessus. Quant aux indices, nous définissons

o lindice fort de M, comme Ind(M) = sup{Ind(D) | D € M} < =, et
¢ lindice faible de M, comme Indr (M) = sup{Indr(D) | D € M} < .
Ces notions d’indice et de stabilité ont été introduites pour étudier les sous-variétés
minimales (indice et stabilité forts comme nous les avons définis ci-dessus) et pour étu-

dier les sous-variétés de courbure moyenne constante (les deux notions d’'indice et de
stabilité sont utilisées dans ce cadre).

1.3. Pertinence de la notion d’indice faible

Les deux exemples qui suivent montrent que la notion d'indice faible est plus perti-
nente que celle d’'indice fort pour I'étude des sous-variétés de courbure moyenne
constante.

Exemple 1. — Pour I'immersion canonique M = (S”,can) - R"*!, la forme qua-
dratique (5) est donnée par la formule

a(f) = /M (1df12 = n 2) vpg(dx).

Il en résulte immédiatement que la sphére canonique S” est faiblement stable, mais
qu’elle a un indice fort égal a 1.

Plus généralement, on ala caractérisation suivante des sphéres géodésiques des es-
paces de courbure contante (voir Barbosa-do Carmo-Eschenburg [2]).

TuEOREME 1.1. — Soit M™ —~ S™ une immersion isométrique d’une variété fermée
M, a courbure moyenne constante. Cette immersion est faiblement stable si et seulement
si M est une sphére géodésique (totalement ombilicale) de S™*!.

Exemple 2. — Soit €, le domaine [0,amr] X S! du cylindre R x S! plongé naturel-
lement dans R3. La forme quadratique (5) correspondante est donnée par

4(f) = /M (df12 = F)up(dx) .
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F1G. 1: Stabilité pour le domaine €,

On peut montrer facilement que €, est fortement stable si et seulementsi 0 < a <
1 et faiblement stable si et seulement si 0 < a < 2. Pour1 < a < 2, I'indice fort de €,
vaut 1, voir Remarque 3. La propriété de stabilité faible de &, pour a < 2 a été mise en
évidence expérimentalement par d’Arcy-Thomson [1].

Ainsi, la bonne notion de stabilité pour les sous-variétés de courbure moyenne

constante est celle de stabilité faible.

2. Sur la stabilité des surfaces minimales et des surfaces
de courbure moyenne constante

Les résultats ci-dessous illustrent la force d'une hypothése de stabilité. A noter que
les surfaces a courbure moyenne 1 jouent, dans I’espace hyperbolique H3(-1) de cour-
bure -1, un role analogue a celui des surfaces minimales de R3.

TaEOREME 2.1. — Soit M? — R? une im-
mersion minimale complete, fortement
stable. Alors M est un plan affine.

THEOREME 2.3. — Soit M2 — R3 une im-
mersion d’'une surface a bord, compléte,
de courbure moyenne H > 0, et fortement
stable. Alors,

dist(x,0M) < , Vxe M.

|3

THEOREME 2.2. — Soit M?> — H3(~1) une
immersion compléte, de courbure moyenne
constantel, faiblement stable. Alors, M est
une horospheére.

THEOREME 2.4. — Soit M?> — H3(~1) une
immersion d’une surface a bord, complete,
de courbure moyenne constante H > 1, et
Jortement stable. Alors,

v

dist(x,0M)  ——,
ST

Vxe M.
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Le Théoréme 2.1 a été démontré, de maniére indépendante, par do Carmo - Peng,
Fischer-Colbrie - Schoen et Pogorelov (voir [8] par exemple). Le Théoréme 2.2 est dG a
da Silveira [11]. Le Théoréme 2.3 est dQ a Ros-Rosenberg, le Théoréme 2.4 a Freire.

Remarque. — Seul le Théoréme 2.2 utilise I'hypothése de stabilité faible, les trois
autres supposent la stabilité forte (alors que c’est la stabilité faible que 1’on attendrait
dans le Théoréme 2.4). Nous illustrons ci-dessous comment intervient ’hypothése de
stabilité forte en donnant les grandes lignes de la démonstration du Théoréme 2.1.

Idée de l1a démonstration du Théoréme 2.1.

Commengons par un lemme assez général, dt 2 Glazman dans le cas euclidien et a
Fischer-Colbrie - Schoen sur une variété.

LEMME 2.5. — Soit M une variété riemannienne compléte non-compacte et soit q :
M - R une fonction continue. Etant donné D € M, notons A, (D) la plus petite valeur
propre de l'opérateur A + q avec condition de Dirichlet dans D. Il est équivalent de dire

1) VDe M, A (D) 20,
@ VDeM, Ai(D) >0,
(3) 3 u: M — R strictement positive telle que (A + q)u = 0.

Démonstration du lemme. — Limplication (1) = (2) suit de la monotonicité des
valeurs propres du probléme de Dirichlet.

Pour montrer que (2) = (3), on prend D = B(R), une boule géodésique centrée en
un point x, € M donné et on résout I'équation Avg + qug + g = 0 dans B(R), avec
vrl9B(R) = 0 (ce qui est possible parce que A (D) > 0). Onpose alors ugp = vp + 1.Sila
fonction ug s’annulait dans B(R), on trouverait un domaine D, C B(R) dans lequel up
serait positive et telle que Aug + qup = 0, avec ug|oD; = 0. On aurait donc Ay(D;) = 0,
ce qui contredirait '’hypothése. On peut donc poser wg(x) = (uR(;\'o))"1 up(x) et cette
fonction vérifie Awg + qwp = 0 dans B(R), wr(xp) = 1 et wg|dB(R) > 0. Faisant tendre
R vers l'infini et utilisant I'inégalité de Harnack, on obtient la fonction # = limg_ . wr
qui vérifie Au + qu = 0 et u 2> 0. Le principe du maximum permet ensuite de conclure
queu > 0.

Pour montrer que (3) = (1), on utilise le fait que Au + qu = 0 pour écrire,

/(|df|2+qf2) vM(dx)=/ ldf - fdlnu|? vy (dx) >0,
M M

pour toute f € G (M). O

Démonstration du Théoréme 2.1. — La stabilité de 'immersion s’écrit A — |Al2 =
A+ 2K 2 0sur G (M), ou K est la courbure de Gauss de M. Il résulte du lemme qu'il
existe une fonction u strictement positive sur M telle que (A + 2K)u = 0. Cette fonc-
tion se remonte au revétement universel M en une fonction positive qui vérifie la méme
équation sur M. Il en résulte que 'immersion M - R3 est elle aussi stable. Par ailleurs, la
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surface simplement connexe M est conformément équivalente au plan complexe C ou
bien au disque unité D.

Dans le premier cas, on a une fonction v > 0 sur C qui vérifie Av = —2aKv 2 0
d’ol1 ’'on déduit que v doit étre constante et donc que K = 0. Dans le second cas, il faut
utiliser le résultat suivant (voir [8])

LEMME 2.6. — Soit g = ag, une métrique riemannienne conforme a la métrique eu-
clidienne sur le disque D. La courbure de Gauss de la métrique g est donnée par K; =
%Ag In a. Si la métrique g est compleéte, et pour tout x 2> 1, il n'existe pas de solution posi-
tive de l'équation (A% + aK8)u = 0.

(]

Remarque 1. — Comme on I'a vu ci-dessus, I'hypothése de stabilité forte inter-
vient pour construire une solution positive d’'une certaine équation elliptique. Lhyp-
tothése de stabilité faible ne permet pas une telle construction. En effet, la premiére
fonction propre du probléme de Dirichlet “tordu” change nécessairement de signe parce
qu’elle est d’intégrale nulle. La démonstration du Théoréme 2.2 nécessite donc un argu-
ment supplémentaire.

Remarque 2. — Lhypothése de stabilité forte d'un domaine D d'une immersion
minimale ou d’une immersion de courbure moyenne constante dans R® ou dans H3 per-
met d’'obtenir, dans certaines conditions, des estimées de la courbure dans le domaine
D. Ces estimées permettent de donner une autre démonstration des Théorémes 2.1 et
2.2. Voir [10] pour le cas d’'une immersion minimale, et [4] pour le cas d'une immersion
de courbure moyenne constante.

3. Probléme de Dirichlet et probléme de Dirichlet “tordu”

Il est utile, pour la théorie des variétés de courbure moyenne constante, de com-
prendre les relations entre les notions d’'indice faible et d’'indice fort d'une part, celles de
stabilité faible et de stabilité forte d’autre part. Pour cela, il est naturel de se placer dans
un cadre général, avec la forme quadratique (6) de la Section 1.2, voir {3].

Cas compact a bord.

Dans le cas ot la variété M est compacte a bord (éventuellement vide) nous sommes
conduits a comparer les propriétés spectrales de la forme quadratique g sur 'espace
H]} (M) avec celles de la forme quadratique g sur Yespace Hj (M) = {u € H} (M) |
f M U = 0}, C’est-a-dire & comparer les propriétés spectrales du probléme de Dirichlet
(classique)

(A+b)u=Au,
(7

uloM =0,
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avec celles du probléme de Dirichlet tordu

{(A +b)u=Au+Vol (M)™! [,,(A+ b)u(x) vm(dx), @

uldM = 0et f,, u(x) uy(dx) =0.

ProrosITION 3.1. — Les valeurs propres A? (M) du probléme de Dirichlet classique

sur M et les valeurs propres A 3' (M) du probléeme de Dirichlet tordu sur M sont entrelacées,
plus précisément,

AP(M) < AT (M) S AZ(M) SAT (M) < ...
On a en particulier,

Indr(M) < Ind(M) < Indr (M) +1. 9

De plus, génériguement par rapport au potentiel b, les valeurs propres des deux pro-
blémes sont simples et strictement entrelacées.

Démonstration. — Les deux premiéres assertions résultent du min-max. L'asser-
tion de généricité reprend des arguments classiques de perturbations (voir {12]). Nous
renvoyons a [3] pour les détails de la démonstration. a

Remarque. — La premiére inégalité est toujours stricte (cela résulte du fait qu'une
premiére fonction propre pour le probléme de Dirichlet classique ne change pas de signe
dansle domaine). Des exemples montrent que les autres inégalités sont larges en général
et donc que la premiére valeur propre A{ (M) n’est pas nécessairement simple, contrai-
rement a la valeur propre AP (M).

Exemple. — On peut calculer explicitement les valeurs propres des problémes de
Dirichlet classique et tordu pour —d%zi sur l'intervalle [0,a]. On trouve

Pour le probléme de Dirichlet classique Pour le probléme de Dirichlet tordu

2k)%m?
K2 Qo s
7' k> l. zaz ’ =z lp
4T
_2’2; ? 1'

ol les 1, sont les zéros de tan x = x.

Posons o = “4,@ La figure 2 montre les positions relatives des spectres o du
probléme de Dirichlet classique et du probléme de Dirichlet tordu.

Remarque. — Cet exemple permet de déterminer explicitement Ind(%,) et
Ind7(€,) pour le domaine cylindrique €, de 'Exemple 2, Section 1.3. Les intervalles
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Valeurs propres du probléme de Dirichlet classique

1 2 3 4 5

._
.
L
L
ol N

Valeurs propres du probléme de Dirichlet tordu

Les zones — correspondent aux domaines
cylindriques pour lesquels les indices fort et faible sont égaux.

F1G. 2: Valeurs propres du probléme de Dirichlet tordu dans un intervalle

en trait gras dans la Figure 2 correspondent aux domaines cylindriques pour lesquels les
deux indices sont égaux. On constate que, pour la plupart des domaines cylindriques, les
indices fort et faible sont différents.

Cas complet, non-compact.

Il se peut, dans un tel cas, que les indices faible ou fort soient infinis. On a le résultat
suivant

PROPOSITION 3.2. — Supposons que la variété M soit complete non-compacte. Dans
ce cas,

@ Ind(M) <0 ¢ Indr(M) < oo.
) SiInd(M) < o, alors l'opérateur A + b est borné inférieurement sur 2(M).

Démonstration. — La premiére assertion est une conséquence immédiate de la
Proposition 3.1. La deuxiéme assertion est due a Fischer-Colbrie [7] : si Ind(M) < o,
la variété M doit étre stable en dehors d’'un compact K. On peut alors utiliser le Lemme
2.5 et trouver une fonction positive u telle que (A + g)u = 0 en dehors de K. Un calcul
permet alors de conclure. O

La proposition précédente montre que les deux indices Ind(M) et Ind7(M) sont
simultanément finis ou infinis.
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11 existe de nombreuses surfaces complétes de courbure moyenne constante pour
lesquelles ces indices sont infinis (par exemple les cylindres de R? et les onduloides de
Delaunay dans R? ou dans H?%). Dans ce cas, les indices fort et faible différant d’au plus
une unité, on peut se poser la question de leur comportement asymptotique sur une
famille exhaustive de domaines relativement compacts, voir [5] pour un résultat dans
cette direction.

1l existe aussi de nombreuses surfaces complétes, de courbure moyenne constante
H = 1 dans H3, pour lesquelles ces indices sont finis (voir [9] pour des exemples et des
estimées de I'indice). Il est naturel dans ce cas de se demander s'il est possible de préciser
I'inégalité Indr (M) < Ind(M) < Indr(M) + 1. On peut démontrer le résultat suivant
[3] (2 comparer avec la Remarque 3).

TuEOREME 3.3. — Soit M? — H3 une immersion isométrique complete, non-
compacte, de courbure moyenne H et telle queInd(M) < o. On a alors

Ind(M) =Indr(M).

En particulier, les deux notions de stabilité forte et de stabilité faible coincident.

Remarque 1. — llrésulte d’'un résultat de da Silveira [11] que la finitude de Y'indice
dans le cadre du théoréme ci-dessus impose que H < 1.

Remarque 2. — LeThéoréme 3.3 estun cas particulier d'un théoréme plus général
qui s’applique aux opérateurs de la forme A — b, ou b est une fonction continue positive
ou nulle sur une variété M compléte de volume infini, et telle qu'il existe une constante
C pour laquelle V(R + 1) < CV (R) ou V (R) estle volume de la boule B(xp,R) (xp € M
fixé).

Remarque 3. — Le Théoréme 3.3 permet de donner une preuve géométrique du
Théoréme 2.2, en utilisant les estimées de courbures des surfaces stables, a courbure
moyenne constante 1 dans I'espace hyperbolique (voir [4]).

Démonstration. — Plagons-nous dans la situation générale d'un opérateur de la
forme A - b sur une variété compléte M, de volume infini, ol1 b : M — R estune fonction
continue, positive ou nulle. Supposons que les indices Ind (M) etInd r (M) sont finis. Dé-
signons par L (resp. L7) I'opérateur A — b avec le domaine &(M) (resp. avec le domaine
D1 (M)). llrésulte de I'hypothése de volume infini que les deux opérateurs L et Lt sont a
domaine dense dans L? (M), et il résulte d’'un lemme de [7] qu'ils sont bornés inférieure-
ment (voir Proposition 3.2). En particulier, ils admettent des extensions de Friedrichs no-
tées LF et LY. On peut alors montrer que Ind(M) = Ind(L¥) etque Indr (M) = Ind(LE).
Si on suppose de plus que M vérifie la propriété V(R + 1) < C V (R) pour une certaine
constante C, on peut également montrer que L et LT ont méme extension de Friedrichs,
ce qui démontre I'égalité des indices fort et faible. Nous renvoyons a [3] pour les détails
techniques. O
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Remarque. — Sous une hypothése additionnelle sur M, on peut aussi montrer [3]
que les opérateurs L et L sont essentiellement auto-adjoints dans L2(M) et qu’ils ont
la méme extension auto-adjointe (voir également [6] ol cette propriété est établie pour
certaines hypersurfaces de courbure moyenne 1 dans H"*1(—-1)).

1
(21

(31

{4

(51

{6}

7

18}

9]

(10}

{11]

(12]
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