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LE PROBLEME DE POMPEIU
Robert DALMASSO

RESUME. — Aprés avoir présenté le probleme nous décrivons quelques résultats
importants. Tout d'abord nous énong¢ons une condition nécessaire et suffisante obtenue par
Brown, Schreiber et Taylor. Ensuite nous faisons le lien avec le probleme de Schiffer. Enfin,
nous donnons quatre résultats dans le plan et quelques résultats en dimensions supérieures.

Introduction

Soit Q C R" (n > 2) un ouvert borné non vide. On note
M(n)={oc:R" 5> R";ox=px+a,p € SO(n), a € R"}

le groupe des déplacements.

DEFINITION. — Q) a la propriété de Pompeiu si et seulement si la seule fonction
f € C(R",C) vérifiant

f(x)dx =0
o(Q)

pourtouto € M(n) est f = 0.

Signalons tout de suite une trés bonne introduction au probléme dans Zalcman
[25], ainsi qu’une vaste bibliographie du méme auteur [26].
Nous donnons ci-dessous quelques exemples :

1) Une boule ouverte Q = B(xp, R), R > 0, xo € R" n'a pasla propriété de Pompeiu.
11 suffit de prendre

f(x)=sinax;, x=(x,-++,%)

Classification math. : 35]05, 35R30.
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avec a > 0 tel que J,/2(aR) = 0 (J désignant la fonction de Bessel d’ordre A).

2) Soit N un fermé de Q de mesure nulle. Si Q a (resp. n'a pas) la propriété de Pom-
peiu, alors Q' = Q\N a (resp. n'a pas) la propriété de Pompeiu.

3) Les carrés et les parallélogrammes ont la propriété de Pompeiu (Christov [6]-[8])
ainsi que les triangles (Ilieff [18], [19]).

1% résultat important

On note x,, la fonction indicatrice de Q et
Xo(2) = / e **dx, ze C", x.z=x121+ -+ + XpZn,
ol

la transformée de Fourier-Laplace de x,.

Le premier résultat fondamental a été obtenu par Brown, Schreiber et Taylor en
1973 [5]. Ces auteurs se placent dans R?, mais leur travail est encore valable dans R” pour
n > 2. Nous donnons le cas particulier suivant:

THEOREME 1. — ( n’a pas la propriété de Pompeiu si et seulement s'il existe & €
C\0 telqueX, =O0surMy, ={z€C"; 22 +---+ 22 = a }.

La démonstration repose sur le théoréme fondamental de L. Schwartz sur les fonc-
tions moyennes périodiques.

Une conséquence immédiate est que toute ellipse a la propriété de Pompeiu. En

xZ
effetsoienta> b>0etQ = {(x,x,) € R?; 212' + -2 <1}.0na

b2 .
Xq(21,22) = 2mab), (\/azzf + bzzg)/\/;zzf + b2z}

pour (23, 2z;) € C?. Comme les zéros de J; sont réels, X, ne peut étre identiquement nulle
sur M,. Donc Q) ala propriété de Pompeiu.

Lintérieur d’'un polygone ainsi qu'un convexe de R? (ouvert et borné) avec un
«coin » (voir [5] pour un énoncé plus précis) ont la propriété de Pompeiu. La démonstra-
tion repose sur le théoréme 1 et sur une étude du comportement asymptotique de X,,.

2° résultat important

Dans la suite on suppose de plus que la frontiere 9Q est lipschitzienne et que R*\Q
est connexe. Si  est invariant par rotation, alors Q est une boule fermée.
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Nous avons rassemblé dans un théoréme plusieurs résultats trés difficiles obtenus
par Williams en 1976 (22] et 1981 {23].

THEOREME 2. — () n’a pas la propriété de Pompeiu si et seulement s'il existe & €
C\o et T € £'(R") tels que
AT + aT = —X,-

1) T est en fait une fonction a support compact.

2) T est analytique dans X2 et vérifie
AT + aT = —1 dans Q.

3) T est analytique dans R"\Q et donc T = 0 dans R"\Q.
4T e C\(R").

5) Enfaito > 0.

6) 0Q est analytique (réelle).

Nous donnons seulement une partie de la démonstration, renvoyant le lecteur a
[22] et [23]) pour les autres points. Supposons qu'il existe « € C\0 et T € £'(R") tels que
AT + aT = —x,. 1l s'ensuit que X, (z) = (2% + - - + 22 — &) T(z) et donc X, s'annule
sur M. D'apreés le théoréme 1 Q n’a pas la propriété de Pompeiu.

Réciproquement, si 2 n'a pas la propriété de Pompeiu, X, s'annule sur M, pour un
o € C\0. Le polynéme z2 + - - - + z2 — « étant irréductible, il s'ensuit que

w(2) =R (2)/(2] + - + 25 — )
est entiére. D'aprés le théoréme de Paley-Wiener, il existe T € £'(R") telle que T = g,
d’'ol
(2 +-- + 25— ) T(2) =Ry (2),
ce qui équivaut a
AT + aT = —x,

au sens des distributions.

Comme x, € C™(R"\2Q), I'ellipticité de A + « entraine que T est C> dans
R™"\0Q. Les points 1), 2) et 3) sont classiques. 5) résulte facilement de la formule de Green.
4) est assez difficile a vérifier. Enfin 6) est trés difficile. On montre d’abord qu’on peut ap-
pliquer un résultat de Caffarelli pour montrer que 99 est C! et que T € C?(Q). Ensuite on
applique le résultat de Kinderlehrer et Nirenberg qui dit que Q est analytique.

En conclusion, si 0Q) est lipschitzienne et si 9Q n'est pas analytique (réelle), alors Q
ala propriété de Pompeiu.
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Avec les notations ci-dessus, si Q n'a pas la propriété de Pompeiu, u = T’E est

solution du probléme surdéterminé
Au+ou+1=0 dansQ, «>0,
ou (N)

u=$=0 surdoQ

ol v désigne la normale extérieure. De plus la frontiére est analytique.
Si on pose v = axcu + ¢ avec ¢ # 0, (N) est équivalent a
Av+av=20 dansQ, «a>0,
{v=c;é0, g—s:o suraQ.
Donc v est une fonction propre pour le probléeme de Neumann et v est constante sur la
frontiére 00Q).

La conjecture de Schiffer (Yau [24, probléme 80)) : si (M) admet une solution, alors
Q est une boule.

SiQ C R? estundisque, (A) a une infinité de solutions. En effet, soit r > 0 vérifiant
J1 (/1) = 0. La fonction

_ l(]o(\/;|x|)
r' Jo(Vr)

est solution du probléme (V) avec @ = r quand Q C R? est le disque unité.

Ur(X) —1),X€Qp

Quelques résultats en dimension 2

Berenstein [1] a obtenu le résultat suivant:

THEOREME 3. — Soit Q C R? un ouvert borné, simplement connexe et tel que
2Q € C*, € €]0,1]. Si (N') admet une infinité de solutions (u;, & ;), alors Q est un disque.

Remarque. — Ce résultat a été étendu a R" (n > 3) pour Q borné et connexe avec
0Q lipschitzienne et connexe [3].

La preuve de ce théoréme est trop longue pour étre présentée ici. Nous indiquons
seulement la technique utilisée.

OnaX, = 0sur My , pour tout j (&x; > 0). On montre alors par des méthodes
asymptotiques qu'un morceau de 3Q est un arc de cercle. Comme 9 est analytique, Q est
un disque.



Le probléeme de Pompeiu 73

La difficulté réside dans le fait qu'il faut étudier le comportement asymptotique
d'une intégrale de Fourier avec une phase complexe dont la partie imaginaire change de
signe. En effet définissons x,, € £'(R?) par

<Xm'q7>=/ ®(x,y)(dx + idy), @ € C®(R?).
FYo!
La formule de Green entraine
0 1
/—q—_’dxdy=——,/ pdz, z==x+iy, V@eC®R),
fo) 0z 2i 20

c’est-a-dire 3 1
—x, = ——X., dans & (R?).
az%a = T3%en (R°)
Par transformation de Fourier on a
(21 =+ l'Zz);(\n(Zl,Zz) = 5(\?0(21,22) A4 (21,22) € CZ .
D’ou, pour & # 0,
XoE0sur My <= X,, =0 sur M,.

Finalement on est donc amené a étudier le comportement asymptotique de

Reola1r2) = [ expl=i(aix + 229)) (dx + idy).
eQ

Voici une trés belle application du théoréme 1 due a Brown et Kahane {4]. Soit Q C
R? un convexe borné. Posons

H =Ssupx.¢ — inf x. B € Sl ’
(Sl désignant le cercle unité) et

m(Q) = inf H, (%), M(Q)= sup H,(E).
EES tes!

THEOREME 4. — Soit @ C R un ouvert borné et convexe. Si m(Q) < 1M(Q),
alors Q a la propriété de Pompeiu.

La preuve est trés simple. D’apres le théoréme 2 on peut supposer que 0 est analy-
tique (réelle). On doit montrer que pour & € C\0 X,, # 0 sur M,. On peut aussi supposer
o >0.Posons & = r?,r > 0.

Sid<r< , comme H,, est continue, apreés translation et rotation on a, en

m
m(Q)
notant f (x) la longueur de la coupe suivant x €]0, m(Q)],

m(Q)
Smx,(r,0) = —/ f(x)sinrxdx <0
0
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car sin rx > 0 pour x €]0, m(Q)|.

2
Sinon r > szQ) > v (Z)) .Donc il existe k € N\0 tel que
2nk Sr> 2rtk S 2k
m(Q) — T 2m(Q) T M(Q)
c’est-a-dire

2k
m(Q) £ — < M(Q).
Apres translation et rotation, en notant encore f(x) la longueur de la coupe suivant x €
2kTr
lo, —r——[ on peut écrire

2kn 2k

ReX,(r0) = /0T f(x)cosrxdx = _/o '

sinrx
r

dx <0

014
!
fix)
.z N ’ L. 2kt
car la convexité de Q entraine que f’ est décroissante sur 0, —| .
r

Enfin nous terminons ce paragraphe par les travaux de Garofalo-Segala [15]-[17] et
Ebenfelt [11])-{13]. Une conséquence trés intéressante de leur travaux est le résultat sui-
vant:

THEOREME 5. — Soit Q C C unouvertet D(0, 1) le disque ouvert de centre 0 et de
rayon 1. On suppose que 92 est une courbe fermée simple et analytique réelle. On suppose
que dQ) n'est pas un cercle. Soient

®:D(0,1)>Q et yw:Q— D0,1])

les applications conformes dont I’existence est assurée par le théoréme de Riemann. Si ¢
ou  est une fraction rationnelle, Q a la propriété de Pompeiu.

La technique utilisée pour la démonstration consiste a pousser plus loin 'approche
asymptotique de Berenstein en utilisant de fagon trés astucieuse le théoréme de Cauchy.

Quelques résultats en dimensions supérieures

On connait trés peu de choses sur le probléeme de Pompeiu dans R” pour n > 3 et
dans le cas de domaines ayant une frontiére analytique. Les ellipsoides ont la propriété de
Pompeiu [22] (voir aussi [5] pour n = 2 et Johnsson [20] pour n 2> 2). Les autres domaines
simples ayant une frontiére analytique sont les tores pleins (les exemples d’Ebenfelt [11]
dans R® ne contiennent pas le tore). Berenstein et Khavinson [2] ont démontré que le tore
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plein dans R* a la propriété de Pompeiu. Malheureusement leur démonstration (élémen-
taire) n'est valable que dans ce cas. Nous allons donner un théoréme trés simple [9) qui va

en particulier nous permettre d’étendre le résultat de Berenstein et Khavinson a R” pour
n 2 3.

THEOREME 6. — So0itQ C R”, n > 2, unouvert borné avecdQ € C2.Si (N) aune
solution u € C*(Q), alors, pour touty € R*,ona

/ vj’-(x)(x—y).v(x) ds = / VE(x)(x —y).v(x)ds, jke{1,---,n}, (1.1)
o0 aQ

et
/ vi(x)vi(x)(x = y).v(x)ds = 0, j#k, (1.2)
20
ouv = (v,,---,Vv,) désigne la normale extérieure.

La preuve est assez simple. Soit u € C?(Q) une solution du probleéme (N).

Le lemme suivant est un cas particulier d'un résultat obtenu par Pucci et Serrin
(121}, (4) p. 683).

LEMME 1. — Soith = (hy, -+, hy,) : Q — R” une application de classe C'.On a
1 u? "\ 0h; du du
SIVUP - o — w)divh — S =222V 4y = 0.
/Q{(zl u| x= u)div ;axiax,-ax,- X
LEMME2. — Ona
ou,2 ou.»
— ) dx = —) dx, i, j 1,:---, 1.
Q(aXi) x _/Q(bxj) x, pouri,jé€{ n} (1.3)
. du d
u
——dx =0, ] . 1.4
/aniaxj x =0, pour i#] (1.4)

On obtient (1.3) en utilisant le lemme 1 avec h = (h,,..., h,) telle que
hi(x) =xj, hi(x)=-x; et h(x)=0 pour k#ij.
Pour (1.4) on prend

hi(x) =x; et h(x)=0 pour k#j.

Maintenant soit£ = (£,,...,£€,) € R" unvecteur de norme 1. Définissons
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w est solution du probléme aux limites suivant

Aw+oaw=0 dans Q, w=0 sur 9Q.

LEMME 3. — Ona:aa—u—) = —4£€-v sur ).
%

Comme u = du/dv = 0 sur 9Q, on peut écrire
0%u 0%u o
0xi0x; T v Vi S 2Q pour ij€{l,...,n}.

DoncsurdQona
dw ow - 2%u
_— j—— = L
v Z"Jax,- “_Zﬂ VI o,

2
(szekvk)a > =(£‘V)ZTZ=(€-V)Au=—£~v.

Jk=1

Maintenant I'identité de Pohozaev s'écrit

0
a/nwzdxz %/an(a—'j)z(x—y).v(x) ds, (1.5)

pour y fixé dans R". En utilisant le lemme 2 on obtient

ou au ou,2
= § L5 — —dx = 2: 2 2dx = —)°d
/w dx = P k bxjaxk o / ax, = Q(ax,-) x

pourl < i < n.(1.5) etle lemme 3 nous permettent d'écrire :

o [(G2)ax =3 [ (e-v(x)(x-2)- vix)

ax,
=-ze2/ V3(x)(x — y). v(x) ds
+ Z e,ek/ vi(x)vi(x)(x — y). v(x) ds,

1< j<k<n

pourl < i < n.D’oli le résultat.
Nous considérons maintenant certains tores pleins dans R”, n > 3. Poura> R> 0

on note D(a, R) le disque de centre (a,0,---,0) et de rayon Rdansleplanx, = --- =
Xxn—1 = 0de R". En faisant tourner ce disque autour de I’axe des x, dans R” on obtient un

(\ﬁcf+---+x$,_l—a)z+xf,<32. (1.6)

tore Q d’équation
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En utilisant le théoréme 6 on démontre le résultat suivant (voir (9] pour les détails de la
preuve).

THEOREME 7. — Soita > R > 0 et soit Q le tore dans R" défini par (1.6). Q a la
propriété de Pompeiu.

Il est clair que le théoréme 6 permet de construire beaucoup d’exemples d’ouverts
bornés de R" (n > 2) ayant la propriété de Pompeiu.

Remarque. — Une autre condition nécessaire de nature géométrique a été obte-
nue dans [10] : dans le plan elle est équivalente aux conditions (1.1), (1.2).

Le cas des convexes du plan

Dans cette derniére partie nous examinons les conditions nécessaires (1.1), (1.2)
dans le cas des domaines convexes du plan.

Dans le plan les conditions nécessaires (1.1), (1.2) sont équivalentes a

/ (vi(x) + iva(x))?(x — y).v(x)ds =0 Vy e R", (1.7)
20

Soit Q C R? un ouvert borné et convexe contenant l'origine. On suppose que 9Q
est une courbe de classe C? et que la courbure est strictement positive. Soit x = x(s) =
(x1(s), x2(s)) une paramétrisation de 9 par la longueur de I'arc. Pour chaque angle 6,
0 < 6 < 2m, notons h(0) la distance de l'origine a la droite d’appui de Q passant par le
point de Q2 de normale extérieure v = (cos ,sin8).On a

h(6)=x-v,

et h est périodique de période 2mr. Des formules de Serret-Frenet on déduit I’équation dif-
férentielle du second ordre suivante

h(6) + K" (6) = p(6).,

ou p désigne le rayon de courbure. Si 0 € Q, la fonction support h de Q se définit de la
facon suivante. Par translation il existe a = (a;,a;) € R®telque0 € Q = a+ Q.Si h
désigne la fonction support de { on a

h(8) = —a; cos 6 — a, sin 6 + h(6).

Nous renvoyons le lecteur a I'article de Flanders [14] pour une discussion détaillée.
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THEOREME 8. — Soit Q C R? un ouvert borné et convexe. On suppose que 3% est
une courbe de classe C? et que la courbure est strictement positive. Notons h la fonction
support de Q. Si

2m
/ h(h+ h")e*™® d6 # o,
0
alors Q a la propriété de Pompeiu.

Soita = (a;,a,) € R? tel que 0 € ) = a + Q. Notons # la fonction support de Q.
Comme
2m

/Q(VJ(X) -+ in(x))Z(x - a) . V(X) ds = (]:i_ a, cos 8 — a, sm9)(ﬁ+ ﬁli)eZiG do
9 0

2m )
= / h(h+ h")e?'® do # o,
0

(1.7) n'est pas vérifié par €, ce qui implique que Q a la propriété de Pompeiu. Donc Q ala
propriété de Pompeiu.
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