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MEILLEURES CONSTANTES ET INEGALITES DE SOBOLEV
OPTIMALES SUR LES VARIETES RIEMANNIENNES
COMPACTES

Emmanuel HEBEY

Résumé

Ce texte a pour origine une série de conférences données a I'Institut Fourier dans
le cadre du séminaire de théorie spectrale et géométrie. Un état des lieux sur les pro-
blemes de meilleures constantes et les inégalités de Sobolev optimales pour les va-
riétés riemanniennes compactes est proposé€.

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte. Pour alléger, nous supposerons
toujours M sans bord. Nous noterons n sa dimension, et supposerons de plus que n > 2.
Etant donné p > 1 un réel, Hlp (M) désignera I'espace de Sobolev standard, obtenu par
complétion de C* (M) pour la norme

Nullgr = 1Vullp+ llullp .

Suivant les notations usuelles, ||.|| , désigne la norme de I'espace de Lebesgue LP(M).
Pour p € [1, n[ réel, on pose
«__np
P =7 P
Par inclusion de Sobolev standard, pour tout p € [1, n[ réel, H’ (M) c LP" (M). On
écrira encore que pour tout p € [1, n[, il existe des constantes réelles A et B telles que
pour tout u € HP (M),

lull p» < AllVull,+ Bllullp. (Ip.gen) -

“ 0 ” o

Dans la notation (I,l,,ge,,) ici utilisée, “ p” se référe a I'ordre de l'inégalité, “gen” a géné-
rique, et “1” a la puissance de l'inégalité, de sorte que nous parlerons d’inégalité de So-
bolev générique d’ordre p et de puissance 1 pour désigner ([, ,1,, gen)- On se souviendra que

I'inclusion Hl” (M) c LP" (M) est critique au sens ot pour g > p*, Hl‘p (M) ¢ LI(M).

Classification math. : 46E35, 53C21, 58G30.
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Clairement, de I'inclusion H (M) c LP" (M) on tire aussi que pour tout p € [1, nl,
il existe des constantes réelles A et B, distinctes des précédentes, pour lesquelles pour
tout u € HP (M),

lullf. < AlVull+ Bllul) Upgen) -
On parlera ici d’inégalité de Sobolev générique d’ordre p et de puissance p.

Toujours pour p € [1, n[, on note £ ,(M) I'ensemble des réels A pour lesquels il
existe unréel Btel que (I },' gen) @itlieupourtout u € H (M) avec pour constantes réelles
Aet B. En abrégé,

JP(M) = {A € Rt.q. 3B € Ravec (I,l,,gen)} .

De méme, on note #8,(M) I'ensemble des réels B pour lesquels il existe un réel A tel que
(1,,gen) ait lieu pour tout u € H (M) avec pour constantes réelles A et B. En abrégé,

By(M) = {B € Rt.g.3A € R avec (I,l,,ge,,)} .

SiA € (M), etsiA” > A, alors A € 4,(M). De méme, si B € B,(M),etsiB > B,
alors B’ € #B,(M). Par suite, ,(M) et 9,(M) sont des intervalles d’extrémités droites
+00. Les meilleures constantes relatives a I'inégalité (I;,ge,,), la premiére «,(M), et la
seconde B ,(M), sont définies par

ap(M) = inf.2,(M)
B (M) = inf B,(M)

Avec le méme type de construction, on pourrait définir des meilleures constantes rela-
tives a I'inégalité (I ,’,’, gen)- Mais comme on s’en convaincra facilement, il s’agit ici ni plus
ni moins de «,(M)P et B,(M)P. Pour désigner o,(M) et B,(M), on parlera ainsi de
meilleures constantes relatives a 'inclusion de H (M) dans L7’ (M).

Introduisons maintenant la notion d'inégalité de Sobolev optimale. Nous dirons
que l'inégalité de Sobolev optimale (I ,1,,0 pi) d’ordre p et de puissance 1 a lieu sur (M, g)
s'il existe un réel B tel que pour tout u € H’ (M),

lullpr < ap(M)IVullp+ Bllull, Upopt) -

Nous dirons par ailleurs que I'inégalité de Sobolev optimale (I ,’,’, opt) d’ordre p et de puis-
sance p a lieu sur (M, g) s'il existe un réel B, a priori distinct du précédent, tel que pour
tout u € HY (M),

Hullb. < ap(M)PIVullh + Blullh Ipyope) -

De la méme fagon, nous dirons que I'inégalité de Sobolev optimale ( ];,o pr) d'ordre p et
de puissance 1 a lieu sur (M, g) s'il existe un réel A tel que pour tout u € Hlp (M),

Null pr < AlVullp+ Bp(M)llull, Up.ope) -
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Nous dirons ensuite que I'inégalité de Sobolev optimale (J : opt) d’'ordre p et de puis-
sance p a lieu sur (M, g) s'il existe un réel A, a priori distinct du précédent, tel que pour
tout u € H (M),

Null). < AlVull+Bp(M)Plull} Uhopt) -

La lettre “1” se réfere ici aux inégalités de Sobolev optimales avec priorité donnée a la
premieére constante, tandis que la lettre “J” se référe aux inégalités de Sobolev optimales
avec priorité donnée a la seconde constante. Comme on s’en convaincra facilement,

Lyop) = Upop) € Upop) = Upopr)

au sens ou l'existence d’un réel B pour lequel (I ,f, opt) @ lieu, respectivement I'existence
d’un réel A pour lequel (J},,,) alieu, entraine la validité de (1}, ,,,,) avec pour seconde
constante B'/?, respectivement la validité de (J}, ,,,) avec pour premiére constante A'/ 7.
Par ailleurs, on remarquera que dire que ([, ,‘w pt) @ lieu, équivaut a dire que Zp(M) est
fermé, ou encore que & (M) € £,(M). De méme, dire que (],I,,op,) a lieu, équivaut a
dire que #,(M) est fermé, ou encore que B (M) € ZBp(M).

Deux programmes paralléles de recherche sont associés a ces notions de meilleure
constante et d’inégalité de Sobolev optimale. Dans I'un, on s’y référe sous le nom de pro-
gramme .<Z, priorité est donnée a la meilleure premiére constante. Dans1'autre, on s’y ré-
fére sous le nom de programme &, priorité est donnée a la meilleure seconde constante.
Nous poserons pour commencer trois questions dans chacun de ces deux programmes.
Deux autres questions suivront.

Programme.Z — Partiel Programme &% — Partiel
Question 1.« : Quevautla Question 14 : Quevautla
meilleure constante o ,(M)? meilleure constante g ,(M)?
Question 2«7 : Linégalité Question 2% : Linégalité
optimale (I ,,,) a-t-elle optimale (J,,,) a-t-elle
toujours lieu? toujours lieu?

Question 3.« : Linégalité Question 32 : Linégalité
optimale (I}, ;) a-t-elle optimale (J5,,,) a-t-elle
toujours lieu? toujours lieu?

On le constatera au paragraphe deux, les trois questions du programme Zrecoivent
toutes des réponses complétes. Les réponses apportées aux questions du programme .,
plus précisément aux deux derniéres, laissent par contre encore quelques points ouverts.
Pour une analyse plus détaillée du sujet que celle qui nous est ici, pour des raisons de
longueur, permis de faire, nous renvoyons a Hebey [28].
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1. Le programme .« dans sa premieére partie

On traite pour commencer du programme .«# dans sa premiére partie. Lorigine de
ce programme, en particulier I'étude de sa premiére question, remonte aux travaux d’Au-
bin (3], Federer-Fleming [19], Fleming-Rishel [20], Rosen [40], et Talenti [43]. Le premier
pas décisif, le théoréme 1.1 qui suit, fut obtenu de fagon indépendante par Aubin (3] et
Talenti [43].

THEOREME 1.1. — 1) Pour tout p € [1, n[, et tout u € @(R"), l'espace des fonctions
réguliéres a support compact dans l'espace euclidien de dimension n,

lullp: < K(n, pliVullp (1.1)

K(n,l)=%(wn_])%.
(p—-1)\1-1 I[(n+1)
n(p )1 p(r( n

1
n-—p %)r(n"'l_ﬂ)wn—l)

K(n,p)=-r1-l-(
p

lorsque p > 1, et wy_y désigne le volume de la sphére unité standard de R".

2) K(n, p) est la meilleure constante dans (1.1), et si p > 1, l'égalité dans (1.1) est
réalisée par les fonctions
= (— )
ur(x) = ————
A+ x| 7T

ol A est un réel quelconque strictement positif.

Pour ce qui est de la preuve de ce théoréme, elle est basée sur les travaux de Bliss [10]
et des techniques de symétrisation classiques. Grossiérement, on se raméne par symétri-
sation a I'étude de (1.1) sur des fonctions radiales. Le calcul de K(n, p) suit des travaux
de Bliss [10]. Pour p = 1, (1.1) n'est autre que I'inégalité isopérimétrique standard. Les
fonctions extrémales sont alors les fonctions caractéristiques des boules.

De ce résultat, comme démontré par Aubin (3], on tire la réponse 2 la question 1.<2.
C’est I'objet du théoréme qui suit.

THEOREME 1.2. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n.
D’une part, pour tout p € (1, n[, la constante A dans (1 ;, gen) doit étre supérieure ou égale
aK(n, p). D'autre part, pour toute€ > 0, et tout p € [1, n|, il existe une constante réelle B
avec la propriété que pour tout u € Hlp (M),

Nullp» < (K(n, p) +€)liVullp+ Bllullp.

En particulier, « ,(M) = K(n, p) pour tout p et toute variété riemannienne compacte.
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La preuve de la premiére assertion ne nécessite nullement la compacité de la va-
riété. Largument ici est purement local. Par I'absurde, de la validité d’'une inégalité
(I;,,ge,,) avec A < K(n, p), on se raméne par comparaison (locale) des métriques a la
validité sur I'espace euclidien d'une inégalité du type (1.1) mais avec une constante A’ <
K(n, p) en lieu et place de K(n, p). D’'ou la contradiction et la premiére assertion du
théoréme. Pour ce qui est de la seconde assertion, étant donné € > Oréel, et x € M, il
existe une carte (2, @) de M en x avec la propriété que les composantes g;; de g dans
cette carte vérifient (1 + €)7'6; j € 8ij < (1+€)d;; en tant que formes bilinéaires. Du
théoréme 1.1 il suit que pour tout € > 0, et tout x € M, il existe (Q, @) une carte de M
en x telle que pour tout u € 2(Q),

lul®. < (K(n, p)P+e€)IVul?. (1.2)

Le résultat s'obtient alors en recouvrant M par un nombre fini de telles cartes, et par
recollement des inégalités locales (1.2) via une partition de I'unité.

En ce qui concerne le théoréme 1.2, comme démontré par Hebey [24], la constante
B peut étre choisie de sorte qu’elle ne dépende que de n, p, €, un minorant de la courbure
de Ricci, et un minorant (strictement positif) du rayon d’injectivité.

Laréponse a la question 1.2 maintenant donnée, abordons les questions 2.« et 3.«.
On se souviendra que la validité de (I ; opt) entraine la validité de (1 ;' opt)» desorte qu'une
réponse positive a la question 3., entraine a son tour une réponse positive a la question
2.#. Limplication inverse est par contre fausse, on s’en rendra compte assez vite.

Nous commencerons ici par le résultat suivant de Hebey-Vaugon [32]. Il régle entie-
rement la question pour p = 2. Les réponses aux questions 2.« et 3.#Z sont positives dans
ce cas.

THEOREME 1.3. — L'inégalité optimale (122, opt) @ toujours lieu, a savoir sur toute va-
riété riemannienne compacte de dimension n > 3. Il en va de méme pour l'inégalité opti-
male (I} ,,,), qui a donc elle aussi toujours lieu.

La preuve de ce résultat est assez complexe. Elle passe par des arguments non tri-
viaux de théorie des équations aux dérivées partielles. Inutile de vouloir en donner les
grandes lignes, essayons juste d’en donner I'idée générale. Pour & un réel strictement
positif, et u € H?(M), posons

IVull3 + liull3

L) = — 0.

Le résultat a démontrer est clairement équivalent a I'existence d'un oy > 0 tel que

inf w2 ——.
ueH2MN(O) 0 K(n,2)?
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Cetce remarque faite, la preuve procéde par contradiction : on suppose que pour tout
o >0,

1
inf In(u) < —.
ueH (MM (0} K(n,2)?

D’une telle inégalité, par techniques variationnelles maintenant classiques, on obtient ce
qui suit : pour tout & > 0, il existe uy, € C*(M), ux > 0, et il existe A, €10, K(n,2)72[,
tels que

{ Agly + Ol = Aqul 7!
2* g _
Jyus dvg=1

ou dvg désigne I'élément de volume riemannien, et A, le laplacien relatif a g. Lidée
consiste maintenant a montrer que pour « grand, de tels u, n'existent pas. Cela res-
semble beaucoup a ce qui est donné gratuitement dans le contexte euclidien par I'iden-
tité de Pohozaev [39]. Pour montrer que les u, n'existent pas si « est grand, on fait tendre
o vers +. Les u, développent alors un point de concentration. Une étude détaillée du
phénomeéne de concentration, et un argument de renormalisation, nous permettent de
revenir au contexte euclidien via des métriques qui approchent la métrique euclidienne.
Le controdle de la différence entre ces métriques et la métrique euclidienne nous permet
d’utiliser I'identité de Pohozaev [39). Cette identité fournit la contradiction recherchée.
D’oli le résultat.

La question maintenant réglée pour p = 2, abordons les cas p * 2. Dans [3], Aubin
obtenait pour tout p la validité de (J ,1,'0 pr) dans les deux situations suivantes : ou bien la
variété considérée est de dimension 2, ou bien elle est a courbure sectionnelle constante.
Le premier de ces résultats sera ensuite généralisé par Druet a I'inégalité (Ir,:. opt)- Tou-
jours dans [3], Aubin obtenait en plus la validité de (I: opt) pour tout p € [1,2], avec
p # 2sin = 2, dans le cas de la sphére standard (S”, h) de R"*!. La véritable avancée
dans I'étude des questions 2.<Z et 3.2 pour p # 2, une petite révolution en fait, arrivera
quelque vingt années plus tard avec les travaux de Druet {16], [17]. Le tout commence
avec le résultat suivant.

THEOREME 1.4. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n,
et soit p € [1, n[ un réel. Supposons p > 2, p? < n, et la courbure scalaire de g strictement
positive en au moins un point de M. L'inégalité (1 : opt) estalors fausse sur (M, g).

Aussi étrange que cela puisse paraitre, la démonstration de ce résultat inattendu est
assez simple. En suivant ce qui est fait dans Druet [17], on reprend les fonctions extré-
males du théoréme 1.1, fonctions extrémales que I’on localise sur M autour d'un point x
ol la courbure scalaire Sg de g est strictement positive. Plus précisément, pour xp € M
tel que Sg(xp) > 0, et pour € un réel strictement positif, on considére les fonctions

ue = (e+r71) P o(r)
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ol r désigne la distance a xp, et @ est une fonction cut-off centrée en xo. Etant donné «
un réel strictement positif, et si I est1a fonctionnelle

IVuliy+ allulh

Ia(u)= p ’
lull?.
un développement limité en € donne
n_ P=n Pl n
K(n p)Pl(ue) < 1+€P ‘x(A1+Aze P — A3Sg(x0)e’ 7 T Tp

+o(€zz7_—") + o(ez%lﬂ'%))

ou A, A;, et A3 sont des constantes strictement positives indépendantes de €. Comme

p>2etp?<n,
n -1 -n
1——+2 P < 24
p p p
Pour tout « > 0, on pourra ainsi trouver € > 0 petit de sorte que

<0.

K(n, p)PIy(u) <1.

Il s’ensuit qu'il n’existe pas de constante réelle B pour laquelle (I g opt) @it lieu pour tout
ue Hlp(M). D’ou le résultat.

Nous I'avons déja dit, dans la mesure ol la sphére unité standard (S”, k) de R"*! est
a courbure sectionnelle constante, 'inégalité (I ,‘,,0 pt) estvraie pour tout psur (8", k). Du
théoréme 1.4, il suit par contre que 'inégalité (I ,f. opt) est fausse sur (S”, h) pour p > 2 et
P? < n.Enparticulier, une réponse positive a la question 2.+Z n’entraine pas une réponse

positive a la question 3.2.

Examinons maintenant I'optimalité des hypothéses du théoréme 1.4. Dans la me-
sure ol I'inégalité (I ; opt) €St VIaie pour tout p < 2 sur la sphére unité standard (S”, h),
ou encore en raison du théoréme 1.3, 'hypothése p > 2 est nécessaire. Chypothése
P? < nest sans doute purement technique. Reste alors I'’hypothése la plus intéressante,
de nature géométrique, sur la courbure scalaire. Aussi surprenant que cela puisse pa-
raitre, on le voit sur le résultat qui suit de Druet [17], cette hypothése est elle aussi opti-
male.

PROPOSITION 1.1. — Soit (T", g) un tore plat de dimension n. Pour tout p € [1, n[,
Vinégalité (1}, ,,) a lieu sur (T", g).

La preuve de cette proposition est bien plus subtile que celle du théoréme 1.4. Es-
sayons d’en donner les grandes lignes. On traitera ici du cas p > 1. Etant donné p €
11, n[, on suppose que (I ,ﬁf opt) est fausse. Par théorie variationnelle, on obtient alors que
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pour tout & > 0, il existe une fonction strictement positive u, € C!(M), et il existe un
réel A, €10, K(n, p)~P[, tels que

-1 *-1
Apgun + cxug = Aaug

- ug.dug =1

Apgu=—divg(|Vu|P?Vu)

est le p-laplacien de u. Lorsque o — +, les u, développent un point de concentration,
a savoir un point x tel que pour tout é > 0,

lim sup/ uf dvg > 0
Bx(9)

oA—+x0

ol B, (8) estlaboule dans (T", g) de centre x et rayon 4. Ce point est de plus unique. La
limite ci-dessus vaut alors 1 pour tout §, tandis que

Uy — 0 dans C).(T"\{x})

lorsque & — +o0. Dans la mesure o1 (T", g) est plate, il existe une boule B centrée en x
avec la propriété que (B, g) est isométrique a la boule euclidienne de méme rayon. Du
théoréme 1.1 il suit que pour tout u € 2(B),

lul®. < K(n, pPIVulb.

Le reste de 'argument de Druet [17] consiste 2 montrer que cette inégalité, couplée avec
les équations satisfaites par les u,, conduit a une contradiction. Soit une boule plus pe-
tite B’ C B, toujours centrée en x, et soit n réguliére et positive telle que n = 1 sur B,
et n = 0 sur T"\B. De développements non triviaux, on tire des équations satisfaites par
les u, et de I'inégalité de Sobolev locale ci-dessus, qu'’il existe une constante C, indépen-
dante de «, telle que pour tout «,

fT,,\B, uy dvg fT,,\B, |Vux|Pdug
J7n u&dvg J7n ubdvg

Jrng |VualPdug, 221
+C( f uPdy ) g
Tn UaGlg

oK(n, p)? - C <
(1.3)

Clairement,

o

Jrn g Uk dv .

ATNE X 8 < sup uP P

P4 «
an Uxdvg TP\B'

et puisque les u, convergent C° vers 0 en dehors de x, le terme de gauche dans cette
inégalité tend vers 0 lorsque « tend vers +o0. Avec des arguments un peu plus subtils,
on obtient par ailleurs I'existence d’'une constante C’, indépendante de «, telle que pour

tout &,
fT,,\B, IVuulPdyg ,

Jrn ugdvg
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Par passage a lalimite en o — +o0 dans (1.3) on obtient alors la contradiction recherchée.
D’ot1 le résultat.

La proposition 1.1 est en elle-méme importante. Sa preuve I’est cependant encore
plus. Elle contient ce que nous appellerons la “localisation de Druet” : la validité locale
d’une inégalité (I : opt), €ntraine sa validité globale. Pour ce qui est de la terminologie,
nous dirons que (I,f opt) alocalement lieu sur une variété compacte (M, g) si pour tout
x de M, il existe un voisinage ouvert Q, de x, et il existe une constante réelle B,, tels que
pour tout u € D(Q,),

lullb. < K(n, pPVulf+ Byllullf.

Pour le contraste, ce changement de terminologie ne sera utilisé que dans le théoréme
1.5, nous dirons que (/ : opt) @ globalement lieu sur (M, g) s'il existe une constante réelle

Btelle que pour tout u € HP (M),
lull}. < K(n, p)PIVull+Bllull}.

De la preuve de la proposition 1.1 si p > 1, et par recollement via une partition de I'unité
si p = 1, on tire le théoréme qui suit.

THEOREME 1.5 (Localisation de Druet). — Soit (M, g) une variété riemannienne
compacte de dimension n, et soit p € [1, n[ donné. Si (I ,’Z opt) @ localement lieu sur (M, g),
elle a aussi globalement lieu sur (M, g).

Nombre de résultats importants suivent de ce théoréme. Il en va déja ainsi de la
proposition suivante de Druet {17).

ProrosITION 1.2. — Soit (H", h) un espace hyperbolique compact de dimension n.
Pour tout p € [1, n[, (Igop,) a lieu sur (H", h).

La preuve de cette proposition suit trés simplement du théoréme 1.5. Si (H", k)
désigne I'espace hyperbolique simplement connexe, alors, d’aprés Aubin [3], pour tout
réel p € [1,n[,ettout u € Y(H"),

IIuIIﬁ. < K(n, p)Plvully.

Par isométrie locale entre une variété riemannienne et son revétement riemannien uni-
versel, il suit de cette inégalité que (I ; opt) @ localement lieu sur (H", h). Le résultat est
alors une conséquence simple du théoréme 1.5.

Un autre exemple, peut-étre encore plus frappant, des conséquences de la locali-
sation de Druet est la réponse positive apportée a la question 3.« en dimension 2. Ce
résultat est 1a encore da a Druet (communication orale). On en trouvera la preuve dé-
taillée dans Hebey [28].

THEOREME 1.6. — Pour toute variété riemannienne compacte (M, g) de dimension
2,ettout p € [1,2[, (I},,) alieu sur (M, g).
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Pour ce qui est de la preuve de ce théoréme, sans perdre en généralité, on pourra
supposer que la courbure sectionnelle de g est inférieure ou égale a 1. Il suit alors des
travaux d’Aubin [3] que pour tout x € M, il existe 6, > 0, tel que pour tout domaine
régulier Q C B,(d,), I'aire de 6Q majore I'aire, dans la sphére unité standard (82, h), du
bord d’'une boule ayant le méme volume que Q. Etant donné p € [1, 2[, a partir de cette
inégalité isopérimétrique et par symétrisation, via la formule de la co-aire, on obtient
que (I ,‘: opt) @localement lieu sur (M, g). Le résultat suit maintenant du théoréme 1.5.

A titre de derniére illustration des conséquences de la localisation de Druet, abor-
dons un résultat qui fut obtenu par Aubin, Druet et Hebey [4]. Les propositions 1.1 et
1.2 de Druet suggérent I'énoncé suivant : I'inégalité (I; opt) @ lieu pour tout p en cour-
bure sectionnelle négative ou nulle. A conjecture de Cartan-Hadamard pres, c'est 1a ce
qui est démontré dans [4], cet énoncé est effectivement exact. La conjecture de Cartan-
Hadamard est la suivante : étant donnés (M, g) une variété riemannienne compléte sim-
plement connexe de dimension 7 a courbure sectionnelle négative ou nulle, et Q un do-
maine borné régulier de M,

Ag(0Q) S 1
n-1l =
V(@)% = K(n1)

ol1 Ag(0Q) et Vg (Q2) désignent respectivement I'aire de 0Q et le volume de Q. Cette conjec-
ture fut démontrée en dimension 2 par Weil [45], en dimension 3 par Kleiner [36], et
en dimension 4 par Croke [13], via la formule de Santalo. Par conjecture de Cartan-
Hadamard en dimension n, nous entendrons la validité de l'inégalité isopérimétrique
ci-dessus pour les variétés complétes simplement connexes de dimension » a courbure
sectionnelle négative ou nulle. Le résultat d’Aubin, Druet et Hebey [4] est alors le suivant.

THEOREME 1.7. — Si la conjecture de Cartan-Hadamard est vraie en dimension n,
alors (I”,f opt) @ lieu pour:tout p € [1, n[ sur toute variété riemannienne compacte de
dimension n a courbure sectionnelle négative ou nulle. En particulier, dans la mesure oil
la conjecture de Cartan-Hadamard.est vraie en dimension 3 et 4, pour n = 3 ou 4, pour '
tout p € 11, nl, et toute variété riemannienne compacte (M, g) de dimension n & courbure
sectionnelle négative ou nulle, (];,opt ) a lieu sur (M, g).

Nous l'avons déja dit, le résultat est 1a encore une conséquence simple du théoréme
1.5. Soit (M, ) le revétement riemannien universel de (M, g). De la validité de la conjec-
ture de Cartan-Hadamard, et par symétrisation, on tire que pour tout u € @(M), et tout
p € [1,n[,
Hullz- < K(n, p)Plivul}.

Par isométrie locale entre une variété riemannienne et son revétement riemannien uni-
versel, on obtient que (I,',’, opt) @ localement lieu sur (M, g). Le résultat suit du théo-
reme 1.5.

Revenons pour finir a la proposition 1.1. Le tore peut y étre interprété comme un
cas limite des variétés en question dans le théoréme 1.4. En regardant de plus prés les
développements effectués dans la preuve du théoréme 1.4, comme remarqué par Druet
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[17], le tore apparait aussi comme un cas limite de la classe des variétés compactes Ricci
plates non plates. Cette classe est non vide. Les variétés de dimension 4n dont le groupe
d’holonomie est contenu dans S p(n), il s’agit 1a d’un résultat de Berger (8], sont Ricci
plates. De telles variétés sont aussi dites hyperkihlériennes. Des exemples spécifiques
de variétés hyperkihlériennes compactes non plates ont été construits par Beauville [7].
Ces variétés sont dans la classe ci-dessus introduite. Pour plus de détails, on renvoie a
Besse [9]. Le résultat qui suit est 12 encore di a Druet [17].

THEOREME 1.8. — Soient (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
n, et p € [1, n[. On suppose que (M, g) est Ricci plate mais non plate. Sip > 4 et p* < n,
(I,f'op,) est fausse sur (M, g).

La preuve de ce théoréme procéde comme celle du théoréme 1.4, a ceci prés queles
développements sont ici poussés plus loin. En particulier, il s’agit d'un argument pure-
ment local. De ce théoréme, et du théoréme 1.4, on tire un résultat de rigidité particulie-
rement intéressant, le corollaire 1.1 ci-dessous de Druet [17]. On pourra le voir comme
la version locale de la rigidité globale obtenue peu de temps auparavant par Ledoux [37]
pour les inégalités optimales de type euclidiennes sur les variétés complétes non com-
pactes: étant donnée (M, g) une variété riemannienne compléte non compacte de di-
mension n a courbure de Ricci positive ou nulle, si pourun p € [1, n[ I'inégalité (1.1) du
théoréme 1.1 a lieu sur (M, g), la variété est isométrique a I'espace euclidien de méme
dimension. Toujours en ce qui concerne ce corollaire, mais aussi le théoréme 1.8, les hy-
pothéses p > 4 et p? < n devraient pouvoir étre remplacées par p €]2, n[. A Vinverse
du cas des inégalités optimales de type euclidiennes sur les variétés complétes non com-
pactes, supposer p > 2 est nécessaire dans notre contexte. On le voit, soit a partir du
théoréme 1.3, soit puisque (I 5_ opt) @ lieu pour tout p € [1,2] sur la sphére unité stan-
dard (S", h). A titre de derniére remarque, sachant que toute variété compacte plate est
recouverte par I'espace euclidien, on tire facilement du théoréme 1.1 et du théoréme 1.5
que (I 5. opt) @lieu pour tout p sur toute variété compacte plate. D'ot1 la seconde assertion
du corollaire.

CoroLLAIRE 1.1 (Rigidité locale). — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte
de dimension n a courbure de Ricci positive ou nulle. On suppose que pour un p réel tel
quep > 4detp? < n, (IZ opt) @ lieu sur (M, g). Alors g est plate, et M est recouverte par
un tore. A linverse, (I,f opt) @ lieu pour tout p € [1, n[ sur toute variété riemannienne

compacte plate de dimension n.

2. Le programme &% dans sa premiére partie

On traite ici du programme 2 dans sa premiére partie. Contrairement au program-
me <, qui semble impliquer de plus grosses difficultés, des réponses compleétes aux trois
questions posées sont disponibles. En particulier, voir les deux théorémes de ce para-
graphe, la géométrie n’influence plus la validité ou la non-validité des inégalités opti-
males.
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Commengons par les réponses apportées aux questions 19 et 2.2. Celles-ci s’ob-
tiennent trés facilement a partir de I'inégalité de Sobolev-Poincaré. Elles sont données
par le résultat suivant.

THEOREME 2.1. — Etant donnés (M, g) une variété riemannienne compacte de di-
mension n, et p € [1,n[, Bp(M) = V" V" oi V, désigne le volume de (M, g). De plus,
pour tout p € (1, nl, (J,,,,) alieu sur (M, g).

Comme déja dit, la preuve de ce résultat est particulierement simple. En posant
u = 1dans (I, ,,), on voit déja que nécessairement B > V,!/". En particulier, 8 ,(M) >
Vg‘” ", Indépendamment, et par inégalité de Sobolev-Poincaré, il existe une constante
réelle A telle que pour tout u € Hf (M),

lu—"ull,r < AlVull,
ol T désigne la moyenne de u. De la il suit que pour tout u € H (M),

L
Nullp: < AllVullp+Ve”  lull.
P g

Or, par Holder,
1-1
Null, < Vg "lull,.

En combinant ces deux derniéres inégalités, et puisque 1/p* = 1/p — 1/n, on obtient
que pour tout u € Hlp(M),

Nl < AIVully+ V7l .

D’ou le résultat.

Abordons maintenant la question 3.28. La situation dans I’étude de cette question se
complique légérement. Le cas p = 2 recut une réponse affirmative par Bakry [5]. Son ar-
gumentation, particuliérement élégante, s’étend aucas 2* < p < 2,0u2* estI'exposant
conjugué de 2*. Pour 1 < p < 2*, laréponse 2 la question fut obtenue par Druet (com-
munication orale). On en trouvera la preuve compléte dans Hebey [28). Pour p > 2, la
réponse semble apparaitre la encore pour la premiére fois dans Hebey [28]. L'argument
pour p > 2 est cependant beaucoup plus simple que ceux développés pour traiter du cas
p < 2. Le tout donne lieu au résultat suivant.

THEOREME 2.2. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n.
Pour p € [1,2),avecp + 2sin = 2, (]:op,) a lieu sur (M, g). Par contre, pour p > 2,
J ,’Z opt) est toujours fausse, a savoir quelle que soit la variété considérée.

En ce qui concerne la preuve du théoréme 2.2, supposons pour commencer que p

vérifie 2* < p < 2,avec p # 2sin = 2. Puisque p > 2*, p* > 2, tandis que, comme
démontré par Bakry, pour tout g > 2, et tout u € C%(M),

, _2g-1) 2 .
lulg < Vg ? (/Mudug) +(g-Dllu-T1ll
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ou dvg désigne I'élément de volume riemannien, et % la moyenne de u. Puisque p/2 < 1,
pour a et bdeux réels positifs, (a+ b) P/?> < aP/?+ bP/2, En appliquant I'inégalité de Bakry
avec g = p*, par inégalité de Sobolev-Poincaré, a savoir

lu -5 < AlIVulb,

et par inégalité de Holder, on obtient que pour tout u € Hlp (M),

_pp*-1)
; A
lul? < v 7 |/Mudug|"+<p'—1)"’ - Tl

p-1- BE -1
< V o lullb+ (pt - DP2ANV .
Puisque
PP - _ P
p* n

il suit que (J},,,) a lieu pour tout p € [2*,2], avec p # 2si n = 2. Supposons mainte-
nant que p € [1,2"*]. Largumentation de Druet procéde comme ci-dessus, a ceci prés
que I'inégalité de départ de Bakry est remplacée par I'inégalité de Druet suivante : pour
tout u € C°(M),

p G4 p M pt -1\ & —nP
IIullp. 7 | udvg|?+ (1+ p*(p* - 1) )P IIu—uIIp..
M

A partir de cette inégalité, dont la preuve est un peu plus délicate que celle de Bakry, on
obtient de nouveau le résultat par inégalité de Sobolev-Poincaré et inégalité de Holder.
Pour terminer, supposons que p > 2. Soit u € C*(M), u # 0, telle que w = 0. Pour
€>0etax>2,

a(ox—1)

11+ eully=Vg+ 5

2,2 2
Hullse“ + o(e°) .

Comme on s’en convaincra facilement, en écrivant que (J : opt) 2 lieu lorsque testée sur
les fonctions 1 + €u, et par développement limité a I'ordre deux en €, on aboutit a une
contradiction. Le point ici est que le terme en gradient dans ( ],f, opt) disparait dans le
o(€?) puisque p > 2. D’ot1 le résultat.

3. Quelques conjectures

Commencons par le tableau suivant. Il résume les principaux résultats obtenus aux
deux paragraphes précédents.
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Principaux résultats
Questions Programme .« Programme #
Valeur de la K(n, p) voun
meilleure
constante
1) Pour tout p sur toute Pour tout p sur toute
Validité de variété a courbure variété.
I'inégalité sectionnelle constante.
optimale en 2) A chaque fois que

puissance 1

I'inégalité optimale en
puissance p alieu.

1) Sur toute variété si

1) Sur toute variété

Validité de p=2. des lors que p < 2.
I'inégalité 2) Pour tout p sur toute 2) Jamais, a savoir
optimale en variété de dimension 2. sur aucune variété,

puissance p

3) Jamaissi p > 2 et

P? < n,désquela
courbure scalaire est
strictement positive en
un point.

4) Pour tout p sur toute
variété a courbure
sectionnelle constante
négative ou nulle.

5) En dimensions 3 et 4,
et pour tout p, sur toute
variété dont la courbure
sectionnelle est négative
ou nulle.

déeslors que p > 2.

A partir de ces résultats quelques conjectures raisonnables peuvent étre faites. Nous
en citerons quatre. Les deux premiéres figurent dans Aubin (3].

Conjecture 1: Linégalité optimale ([ ,’,_o pt) @ lieu pour tout p sur toute variété rie-
mannienne compacte.

Conjecture 2: Linégalité optimale (I ,ﬁ opt) @ lieu pour tout p < 2 sur toute variété
riemannienne compacte.

Conjecture 3: Linégalité optimale (I ,’,’, opt) T'a jamais lieu si p > 2 et la courbure
scalaire de la variété est strictement positive en un point.
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Conjecture 4: L'inégalité optimale (7, ,5', opt) @ lieu pour tout p sur toute variété rie-
mannienne compacte a courbure sectionnelle négative ou nulle.

A cette liste de quatre conjectures, nous en rajouterons une autre. Déja discutée, sa
résolution partielle est donnée par le corollaire 1.1.

Conjecture 5: Etant donnée (M, g) une variété riemannienne compacte 2 courbure
de Ricci positive ou nulle, si pour un p > 2 I'inégalité optimale (I 5 opt) alieusur (M, g),
alors g est plate et M est recouverte par un tore.

4. Sur une échelle d’inégalités optimales

Nous avons jusqu'a présent considéré comme inégalité générique de départ soit
(I,l,,ge,,), soit (I} gen). Etant donnés (M, g) une variété riemannienne compacte de di-
mension n, p € [1, n), et @ € [1, p], nous considérons ici I'inégalité générique (/ ;’, gen)
pour tout u € H/ (M),

Hull®. < AlVul®+ Bllulf (I gen) -

Clairement, la meilleure constante A dans cette inégalité est & ,(M)°?, a savoir K (n, p)°,
tandis que la meilleure constante B est 8 ,(M) 9, a savoir Vg‘e/ " Nous dirons maintenant

que I'inégalité optimale (Ig,o pr) @ lieu sur (M, g) s'il existe une constante réelle B telle
que pour tout u € H (M),

lull%. < K(n, p°Ivuli®+ Bllul®, Upop) -

Nous dirons de méme que I'inégalité optimale ( lﬁ.o pe) @ lieu sur (M, g) s'il existe une
constante réelle A telle que pour tout u € Hlp (M),

el < ANVullf+ Vo ull}, pope) -
On s’en rendra compte facilement, étant donnés 6; < 0, dans [1, pl,
Ugopt) = Uplp) €t Up%p) = Uplopr)

au sens o1 I'existence d'une constante B pour laquelle (Ig_zo pt) @ lieu, respectivement
I'existence d’'une constante A pour laquelle ( ]g?o pt) aliey, entraine la validité de (7, gfo pt)
avec pour seconde constante B% /%, respectivement la validité de (J g, P pt) avec pour pre-
miére constante A% /62,

A la suite de ce qui a été fait jusqu’ici, nous nous intéressons dans ce court para-
graphe 2 la validité des inégalités optimales (I, ) et (J5 o py)-

Nous commencerons avec I’échelle des inégalités (I g opt)- Une conjecture d’Aubin
[3] sur le sujet est que ces inégalités ont lieu sur toute variété riemannienne compacte de
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dimension n avec 8 = psi p < 2, et, de fagon plus intéressante, 8 = p/(p - 1) si p > 2.
Cette conjecture, voir Aubin [3}], est vérifi€e sur la sphére unité standard (S”, k). Indé-
pendamment, chacun des résultats du paragraphe 1 ou la validité de (I K opt) €st établie,
entraine la validité de (Ig opt) PoUr tout @ dans le cas correspondant. Il en va par exemple
ainsi pour n = 2 et tout p, pour p = 2 et tout 7, pour tout n et tout p sur les variétés a
courbure sectionnelle constante négative ou nulle, et pour tout » et tout p sur les varié-
tés a courbure sectionnelle négative ou nulle dés que la conjecture de Cartan-Hadamard
en dimension n est vraie, donc en particulier si 7 = 3 ou n = 4. Al'inverse, et c’est le seul
résultat que nous écrirons entierement sur les inégalités (I g,o pt)» le théoréme suivant de
Druet (17} a lieu. Pour sa preuve, on procéde comme dans celle du théoréme 1.4.

THEOREME 4.1. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n,
etsoit p € [1, n[ un réel. Supposons p > 2, p? < n, et la courbure scalaire de g strictement

positive en un point de M. L'inégalité (I ,‘; opt) est alors fausse sur (M, g) dés que € > 2.

Abordons maintenant I'étude de I'échelle des inégalités ( ]g opt)- On s’en rendra
compte assez facilement, les mémes arguments que ceux utilisés au paragraphe 2
conduisent au résultat suivant. La remarque est de Druet (communication orale, voir
[28]). Elle apporte une réponse compléte a la question posée.

THEOREME 4.2. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n,
etsoit p € {1, n[ unréel. Si p < 2, alors pour tout @ € [1, pl, (]gop,) alieusur(M,g). A

l'inverse, si p > 2, (]gop,) a lieu sur (M, g) si et seulement si 0 < 2.

5. La suite des programmes .«£ et %

On aborde ici la suite des programmes .« et &. Pour simplifier, mais aussi en raison
de ce qui a été dit dans les deux premiers paragraphes, nous nous limiterons a I'étude du
cas p = 2. Atitre de remarque, on tire des propriétés de la fonction I'que

4
K(n?2)= | ————————r
n(n - 2)w3"

ol w,, désigne le volume de la sphére unité standard de R"*?,

Considérons dans ce qui suit une variété riemannienne compacte (M, g) de dimen-
sion n, n 2 3. En vertu du théoréme 1.3, il existe une constante réelle B telle que pour
tout u € H3(M),

Null3. < K(n,2)?1Vull3+ Bllul3 (B opt) -

On définit alors By(g) comme étant le plus petit des B pour lesquels I'inégalité ci-dessus
a lieu. En abrégé,

Bo(g) = inf{B € Rt.q. (%, alieu} .
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On s’en rendra compte facilement, (122_ opt) €St encore vraie avec By (g) en lieu et place de
B:pourtout u € HZ(M),

lull3. < K(n,2)%|Vull3 + By(g)llull (Bopr)

On parlera ici d’inégalité totalement optimale: ni K (n,2)?, ni By(g) par construction
méme, ne peuvent étre remplacées par des constantes plus petites. De fagon similaire,
d’apres le théoréme 2.2, il existe une constante réelle A telle que pour tout u € HZ (M),

Hull3- < AlVull + V2 ull3 Zop) -

On définit alors Ap(g) comme étant le plus petit des A pour lesquels I'inégalité ci-dessus
alieu. En abrégé,

Ao(g) =inf{A € Rtq. (JZ,,) alieu}.

Clairement, ( ]22.opt) a lieu avec Ay(g) en lieu et place de A. A savoir: pour tout u €
HZ(M),
lul3- < Ao(@) IV ull; + V2 llulll (Fopr) -

On parlera la encore d’inégalité totalement optimale : ni Vg‘z’ ", ni Ay (g) par construction
méme, ne peuvent étre remplacées par des constantes plus petites.

Dans ce qui suit, nous dirons que u € HZ(M), u # 0, est une fonction extrémale
pour (£ opr) si
luli3. = K(n,2)Vull3 + Bo(g)llull3

donc i elle réalise I'égalité dans (2,1 ). Nous dirons de méme que u € HZ (M), unon
constante, est une fonction extrémale pour ( ]22, opr) Si

Hull3. = Ao(@ IV ulls + V2 " llull3
donc si elle réalise I'égalité dans (JZ opr).

Deux questions supplémentaires dans chacun des programmes . et & peuvent
étre posées. On les énonce comme suit.

Programme .22 — Partie Il Programme % — PartieIl
Question 4.« : Peut-on Question 4% : Peut-on
calculer, ou estimer By(g)? calculer, ou estimer Ap(g)?
Question 5.« : Sous quelles Question 5% : Sous quelles
conditions I'inégalité totalement conditions I'inégalité totalement
optimale (F ,pr) posséde-t-elle optimale (JZ opr) posséde-t-elle
des fonctions extrémales? des fonctions extrémales?

En vertu de ce qui a été dit dans les paragraphes précédents, Ay(g) > K(n,2)?,
tandis que Bo(g) > V; #/".
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6. Le cas de la spheére

Dans I'étude des programmes .« et & dans leur seconde partie, le cas de la spheére
unité standard (S”, k) de R"*! est particulier. Ici

Ag(h) = K(n,2)? et By(h) =V, 2"

de sorte que les deux inégalités totalement optimales introduites au paragraphe précé-
dent coincident. Ces inégalités possédent de plus des fonctions extrémales, qui sont ex-
pliciternent connues. Mis a part dans sa toute derniére assertion, plus récente, le théo-
réme qui suit fut pour la premiére fois présenté par Aubin [2].

THEOREME 6.1. — Soit (S”, h) la sphére unité standard de R™*', n > 3. Pour toute
fonction u € HZ(S™),

Null?. < K(n,2)?1Vul2+ w,?"|ull? (n

oit w,, désigne le volume de (S", h). En particulier, (12 ,p+) = (J?,pr) = (I). De plus,
P 2,0PT 2,0PT
pourxy € S", et B > 1 réel, les fonctions

Uy, p(x) = (B - cos r) 2

ou r désigne la distance de xy a x, sont des fonctions extrémales pour (I), avec la propriété
supplémentaire suivante: si u est une fonction extrémale non constante pour (I), alors, a
un facteur multiplicatif réel prés, u est une des uy, g.

En ce qui concerne la preuve de ce théoréme, la validité de (I) s’obtient par un
argument assez détourné. On s’en rendra compte facilement, dire que (I) n'a pas lieu
revient a dire que

fsn(lvulz + n(n 2) )dvh . 1
in .
2 2/2* 2
ueHZ(S")\{0} ( L lul? h) K(n,2)

De 13, il suit que pour f € C*(S") prochede 1,

(v 22 an, 1

ue HE (S")\ {0} 2* /2 < (max f)¥¥ K(n,2)?
x (fon F1ul® duy) '

Par techniques variationnelles maintenant classiques, on tire d’une telle inégalité 1'exis-
tence de u € C*(S8"), u > 0, solution de

n(n-2 .
A;,u+—(-z—-—)u= fu2 -1

ol Ay est le laplacien relatif a k. En particulier, f est courbure scalaire d’'une métrique
conforme a h. Or, comme démontré par Kazdan-Warner (35}, pour tout € > 0, et toute
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harmonique sphérique &, la fonction 1 + € n'est pas courbure scalaire d'une métrique
conforme a h. La premiére partie du théoréme suit par contradiction. En ce qui concerne
la seconde partie du théoréme, a savoir que les uy, g sont des fonctions extrémales pour
(I), elle se démontre simplement par calcul direct. Pour ce qui est de la derniére partie
du théoréme, soit u une fonction extrémale pour (I). Quitte a remplacer u par |u|, on
pourra supposer que u est positive ou nulle. Dans la mesure ot u réalise par définition
méme le minimum de la fonctionnelle

Ty = fS" (Wulz + n(n4—2) uz)dUh
(fon 1ul?" dup)

et a normalisation pres, u est solution de I'équation

’

4 n_l *
(Tz_)Ahu+ nn-Nu=nn-1u? 1.

Par principe du maximum et régularité, u est ainsi strictement positive et de classe C*.
Del'équation, on tire de plus que g = u*{"~2 h est a courbure scalaire constante. D’aprés
Obata [38], g et h sont alors isométriques. La derniére partie du théoréme se raméne ainsi
ala preuve de ce qui suit: si up > 0 est donnée par @* h = ul/'""2? h,ou @ € Con f(S")
est un difféomorphisme conforme de (S”, h), il existe A > 0, xp € S", et B > 1 tels que
Up = Auy,g. Comme O(n + 1) agit transitivement sur S”, on peut en fait restreindre
notre attention aux @ € Con f(S") qui laissent fixe un point donné de S”. Par projec-
tion stéréographique, le probléme passe sur I'espace euclidien. Ses difféomorphismes
conformes sont simples et explicitement connus. Le résultat suit par calcul direct.

7. Le programme .« dans sa seconde partie

Avec I'étude du programme .« dans sa seconde partie, on rentre la dans une sorte
de “no man’s land”. Autant la situation est assez bien comprise pour ce qui est du pro-
gramme dans sa premiére partie; autant, en étant un peu critique, elle est ici largement
incomprise.

En ce qui concerne la question 4, tout commence relativement bien avec des
bornes inférieures explicites pour By(g). Lune est donnée par I'inégalité By(g) > Vg'Z/ n,
Lautre, pour n 2> 4, est donnée par le résultat suivant.

PROPOSITION 7.1. — Etantdonnée (M, g) une variété riemannienne compacte de di-
mensionn 2 4,

n
By(g) 2 -0

2
K(n,2) ggbx Sg(x)

oix Sg désigne la courbure scalairede g.
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La preuve de cette proposition est simple. Pour x, € M donné, § > 0 petit donné,
ete > 0, on consideére les fonctions

U(x)=(e+r)"2 —(e+6%)" 2 sirgé
U(x)=0sir>6

ol r désigne la distance de x a x. Pour B € R, on trouve
Ju(1Vuel? + Bu?) dv,
. 2/2°
(fM u? dvg)

. (1+ £ (4("_ Up Sg(xo))+o(e)) sin>4

<
K(n,2)? nin-4)\ n

1 1
<—[14-= B _—
S X@,272 (“s(sg("") 53)€L086+o(eLoge)) sin=a4

D’ou le résultat.

En résumé, et du moins si n 2 4,

_n-2
4(n-1)

avec la propriété supplémentaire qu'il s’agit 1a d'une borne fine : I'égalité

Bo(g) > min(Vy*/", - K (n,2)* max Sg(x))

n-2
Bo(h) =V, 4" = TR ,2)? max S (x)
est réalisée par la sphére unité standard (S”, h). Al'inverse, dans le cas général, seule une
borne supérieure implicite est disponible. Elle est donnée par le théoréme suivant di a
Hebey-Vaugon (31}, un raffinement du théoréme 1.2. Dans son énoncé, Rmy référe au
tenseur de courbure de Riemann de g, et iz au rayon d’injectivité.

THEOREME 7.1. — Etant donnés n > 3 un entier, et Ay > 0, Az 2 0,1 > 0 trois réels,
il existe B = B(n, A1, Az, i) une constante réelle strictement positive ne dépendant que de
n, A1, A, et i, telle que pour toute variété riemannienne compacte (M, g) de dimension
n, si
IRmg| < Ay, IVRmg| < Az, ig2 i

alors By(g) < B

A titre de remarque, la courbure de Riemann dans cet énoncé devrait pouvoir étre
remplacée par la courbure de Ricci. Le meilleur résultat ici serait de pouvoir controler
By(g) par une borne |Rcg| < A sur la courbure de Ricci, une borne inférieure iy > i sur
le rayon d’injectivité, et la dimension n de la variété.

Abordons maintenant, toujours en ce qui concerne la question 4., I'étude de cas
particuliers. Nous commencerons par regarder des quotients de la sphére unité standard
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(8", h). A savoir des variétés du type $"/G, munies de la métrique quotient de & par G,
o G € O(n+1) estun sous groupe du groupe des isométries de h, opérant librement sur
S". Si n est pair, et G est non trivial, G est en fait le groupe “antipodal” a deux éléments
+Id. Si n est impair, il existe par contre des G C O(n + 1) opérant librement d’ordre
quelconque. Nous supposerons pour notre part que G est cyclique. Il en va ainsi dés lors
que G est d’ordre un produit de deux entiers premiers (Zassenhaus [48]). Le résultat qui

suit est da a Hebey-Vaugon [30].

PROPOSITION 7.2. — Soient G C O(n + 1) un groupe cyclique opérant librement sur
S", M = §"/G, et g la métrique quotient de h par G. Alors

K2 +1 (n-=2)
Bo(g)éK(n,Z)z[(1+T)(”2 )_I_an4 ]

oiL k est l'ordrede G.
Dans le cas particulier de I'espace projectif réel (P"(R), g), dont le volume est w /2,
n+2

on trouve
2
(w_) SBg) s —=¢ .
n (n-2)w;

Un tel encadrement est asymptotiquement optimal en n, dans la mesure ou le quotient
de la borne supérieure par la borne inférieure tend vers 1 lorsque n — +oo. Cela étant
dit, une question en apparence aussi simple que de savoir quelle est la valeur précise de
By(g) pour (P"(R), g), reste ouverte.

30N

Un autre cas particulier ol il est relativement aisé d’obtenir une borne supérieure
explicite pour By(g) est donné par le produit S'(T) x $"~! du cercle de rayon T et de
$"~1, avec pour métrique gr, la métrique standard produit. Une borne supérieure expli-
cite pour By(gr) est donnée par le résultat suivant. Ce résultat est la encore di a Hebey-
Vaugon [30].

PROPOSITION 7.3. — Soit S'(T) x $"! le produit du cercle de rayon T centré en 0
dans R? et de la sphére unité S"' deR", n > 3. Alors

1+ (n-2)2T2

e K(n,2)?

By(gr) <
oit gr est la métrique produit standard de S'(T) x S"~!.

Pour d’autres études de cas particuliers, et la preuve des propositions 7.2 et 7.3, on
renvoie a Hebey [28], ou a Hebey-Vaugon [30].

Abordons maintenant la question 5. Du théoréme 6.1, on tire que la seconde
constante By(h) vaut w,2/" sur la sphére unité standard (S”, h), avec la propriété sup-
plémentaire que I'inégalité totalement optimale (IZ 1) sur (S”, h) posséde des fonc-
tions extrémales qui sont de plus explicitement connues. Dans la mesure ou la courbure
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scalaire de h vaut Sy, = n(n - 1), on a aussi

_ n-2 2
By(h) = =D 1)K(n.z) irel%)"(sh(X).

Nous traiterons ici d'une question trés simple : qu’en est-il de ce résultat si & est rempla-

cée par une métrique qui lui est conforme? Aussi étrange que cela puisse paraitre, une
telle question réserve des surprises.

Soit [#] la classe conforme de h, a savoir 'ensemble des métriques g de S” qui
s’écrivent sous la forme g = uh, u une fonction C* strictement positive sur S”. Nous
noterons [[ k]] la classe conforme normalisée de h, a savoir

[(r)] = {g € [h]tq. V; = w,}.

Dans I'étude de la question précédemment posée, nous nous restreindrons aux métri-
ques de [[h]]. Cela ne nuit nullement a la généralité de la question, dans la mesure
ou pour A un réel strictement positif, et g une métrique sur une variété M, By(Ag) =
A~!By(g), avec la propriété que si u est une fonction extrémale pour (122' opT) Par rap-
port a g, alors A~{"~2/4y est une fonction extrémale pour (12 ,py) par rapport a Ag. Ré-
pondre 2 la question posée dans [[h]], revient ainsi a y répondre dans [ k). Le premier
résultat que I'on énonce, di a Hebey [27], est le suivant. Une réponse compléte dés lors
quen 2 4.

THEOREME 7.2. — Soit (8", h) la spheére unité standard de R"*', n > 4. Pourg €
[[R]].
n-2

By(g) = YO

K (n,2)? max Sg(x)

xes§"
avec la propriété supplémentaire que (122, opT) posséde des fonctions extrémales si et seule-
ment si la courbure scalaire Sg de g est constante. Dans ce cas, g et h sont isométriques, et
si @ est une isométrie de (S", h) sur(S", g), u est une fonction extrémale pour (I§ opT) Par
rapport a g si et seulement si u o @ est une fonction extrémale pour (122, opT) Pbar rapport a
h. En particulier, les fonctions extrémales de (I} o p1) par rapport & g sont toutes connues.

La preuve de ce théoréme est basée sur des arguments simples de géométrie confor-
me. Etant donnée g € [[k]], on note I; la fonctionnelle définie sur HZ(S")\{0} par

Jsn (IVMI2 + =2 Sguz)dvg

4(n-1)
(fs" lulzadyg)Z/Z

Linfimum de I sur HZ(5")\{0} est un invariant conforme. Du théoréme 6.1 il suit que

Ig(u) =

1
inf L(u) = inf In(u) = ———.
ueH(SM\{0} © ueH2(S")\ {0} K(n,2)?
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En particulier,

By(g) < K(n,2)? max Sg(x) .

n-
47———1)
La premiére partie du théoréme suit de la proposition 7.1. Pour ce qui est de la seconde
partie, portant sur les fonctions extrémales, on remarque que si 4y est une fonction ex-
trémale, alors y, réalise le minimum de la fonctionnelle

fs"(w"'2 Tt (max Sg) u )d"g
(Jfon 1wl dug)™

Sans perdre en généralité, quitte a remplacer uy par |uyl, on peut supposer que u, est
positive ou nulle. Par homogénéité, on peut aussi supposer que

/ ug'dvg =1.
Sn

Dans la mesure o1 le minimum de J vaut K (n,2)~?, il suit que g est solution de I'équa-
tion

J(u) =

n-2 2'—1
Agug+ ——(max S —_—
g0 = M et = oyt
ol A; est le laplacien relatif a g. Par principe du maximum, et régularité, u, est stricte-

ment positive et de classe C*. En particulier,

/ Sguidvg < (mang)/ usdvg

deés lors que Sg n'est pas constante. Dans un tel cas, on obtient que

1
— = inf I(u) < IL(w) < J(w) = ——=
K(n2)?  uemrsve &0 8 K(n,2)?
ce qui est absurde. Par conséquent, I'inégalité totalement optimale ne posséde pas de
fonction extrémale si Sg n'est pas constante. A I'inverse, si Sg est constante, g et h sont
isométriques d’aprés Obata [38]. Le théoréme suit facilement.

Le cas n 2 4 maintenant réglé, il est naturel de se demander ce qu’il advient du
résultat lorsque n = 3.1l semble 1a peu probable de pouvoir récupérer une réponse com-
pléte du type de celle obtenue dans le théoréme 7.2. Il est par exemple maintenant faux
que pour tout g € [[A]],

By(g) = —K(3 2)? max S,

xe$s?

(pour n = 3, (n — 2)/4(n — 1) = 1/8). C’est entre autre I'objet du résultat suivant. Ce
résultat est da a Hebey [27].

THEOREME 7.3. — Soit (83, h) la sphere unité standard de R*. Pour tout g € [[h]],
on a encore

1
By(g) € =K (3,2)* max Sg(x)
8 xe$§3
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mais il existe maintenant des g € [[ h]] pour lesquelles

By(g) < %K(B,Z)zmaxsg(x).

xe83
Indépendamment, dans le cas d'égalité, l'inégalité totalement optimale (Izz' opT) possede
des fonctions extrémales si et seulement si la courbure scalaire Sg de g est constante. Les
métriques g et h sont alors isométriques, et si @ est une isométrie de (S", h) sur (S",g), u
est une fonction extrémale pour (122, opT) Par rapport a g si et seulement si u o @ est une

fonction extrémale pour ( 122, opT) par rapport a h. En particulier, dans le cas d'égalité, les
fonctions extrémales de (122, opT) Par rapport a g sont toutes connues.

La premiére et la troisieéme assertion de ce résultat se démontrent avec les mémes
arguments que ceux employés dans la preuve du théoréme 7.2. La preuve de la seconde
assertion, a savoir I'existence de g € [[ h]] telle que

1
By(g) < =K (3,2)* max Sg(x) ,
8 xe$3

est par contre plus subtile. Elle a pour point de départ le résultat suivant de Brézis et
Nirenberg [11] : pour tout domaine borné Q de R3, et tout u € %(Q),

lull2 < K(3,2)21Vull2 — AQ)llull?

31Q2|\-2/3
)

et |Q| désigne le volume euclidien de Q. Largument consiste alors a passer un tel résultat
sur la sphere. Etant donné xy € S3, on obtient dans un premier temps I'existence d’une
fonction 6 € C* (S3), strictement négative en xo, telle que pour tout u € HZ(S83),

2
V18
A(Q) = —4—1((3,2)2(

3
(/ lulbdvy)'” < K(3,2)2 |Vux2du,,+30(h)/ uzdu;,+/ 0uldvy, .
s3 s8 s s

Pour B une boule centrée en x; de rayon petit, on considére ensuite u € C* (§3) stricte-
ment positive, solution sur $3\ B de I'équation

Au+(3+ 6 )u— us
=74 T K@3,2)2 '

A multiplication par un réel strictement positif pres, la métrique recherchée est g = u*h.

Pour finir, on pourra remarquer que pour tout g € [[ ], kla métrique standard de
3,
1
By(g) > =K(3,2)? min Sg(x)
8 xes3
avec égalité si et seulement si S; est constante, donc, d'aprés Obata [38], si et seulement
si g et h sont isométriques.
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8. Du role joué par les meilleures constantes

Lobjet ici, dans I'étude d’équations aux dérivées partielles du type courbure sca-
laire, est d’illustrer la dualité

o (M) +—  existence
By(g) — multiplicité.

Pour simplifier, nous nous limiterons au probleme de Yamabe et commenterons les réles
joués par o2 (M) et By(g) dans ce probleme. Les phénomeénes décrits dans ce paragraphe
sont néanmoins beaucoup plus généraux. En ce qui concerne les questions d’existence,
on pourra par exemple se référer aux travaux de Djadli [14) pour ce qui est du réle joué
par o2 (M) dans I'étude d’équations de courbure scalaire perturbées, a ceux de Jourdain
[34] pour ce qui est du role joué par &, (M) dans la recherche de solutions nodales, ou
encore aux travaux de Druet {15],[18] pour ce qui est du rdle joué par «,(M) dans I'étude
d’équations de courbure scalaire généralisées. En ce qui concerne la multiplicité, et donc
le role joué par By(g), on renvoie aux travaux de Hebey-Vaugon [30] (voir aussi [23]).
On y trouvera une étude plus générale que celle présentée ici, incluant entre autre une
discussion sur la multiplicité attachée au probleme de Nirenberg.

Etant donnée (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 3, soit
[g] la classe conforme de g. On écrit

[g] = {g’ =uyt'"Dg ye C®(M), u> 0} .
Une métrique g’ € [g] est dite conforme 2 g. Etant donnée g’ = u#/{("~? gune métrique

conforme & g, on obtient sans trop de difficulté que les courbures scalaires Sg et Sy de g
et g’ sont liées par la relation

4(n-1)

——5—Ogu+ Sgu =S¢ u? ! (8.1)

ol Agu = —divg(Vu) est le laplacien de u. Par probléeme de Yamabe, on en trouvera
une discussion détaillée dans Hebey [26], nous entendons ce qui suit : montrer que pour
toute variété riemannienne compacte (M, g) de dimension n > 3, il existe g € [g]
qui est a courbure scalaire constante. Un tel résultat fut annoncé par Yamabe dans [46].
Quelque huit années plus tard, Trudinger (44} découvrait une erreur dans sa preuve, don-
nant ainsi naissance a un des grands problémes de I'analyse non linéaire sur les variétés.
Clairement, en vertu de (8.1), résoudre le probléme de Yamabe revient a montrer que
pour toute variété riemannienne compacte de dimension n 2 3, il existe un réel A, et il
existe une fonction strictement positive u € C™ (M), tels que

2 :
T Sgu = (8.2)

Dans I'étude d’une telle équation, toute la difficulté vient de la non compacité de I'inclu-
sion H2(M) ¢ L? (M). Pour contourner cette difficulté, 'idée était déja présente dans
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le travail de Yamabe, on approche (8.2) par des équations sous critiques pour lesquelles
on récupere de la compacité, et donc aussi des solutions. Le probléme se rameéne alors
a faire converger ces solutions vers une solution de I'équation critique (8.2). Avec une
telle approche, on s’apercoit trés vite qu'il va falloir éviter la solution triviale nulle, une
sérieuse difficulté. C’est précisément la qu’'intervient (M), et l'illustration de la pre-
miere des correspondances du début du paragraphe. Le rdle joué par o, (M) pour les
questions d’existence est explicite dans le théoréme qui suit, di a Aubin (2].

THEOREME 8.1. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
n>=3.8
2 n-2 2
S (IVul? + 35255 Spu? ) dvg 1 ©3)
2 - 2/2* 2 :
ueH2(M),u#0 (fM luf? dvg) o2 (M)

linfimumdans (8.3) est atteint, et g] posséde une métrique a courbure scalaire constante.

Comme déja dit, on commence dans la preuve d'un tel théoréme par considérer des
équations sous critiques. De fagon plus précise, étant donné g < 2, on considére des
équations du type

Ces équations, dans la mesure ot1 I'inclusion de HZ(M) dans L9(M) est compacte, pos-
sedent des solutions u,. Celles-ci sont obtenues par minimisation. Lorsque g — 2%, a
sous suite pres, les u, convergent vers une solution u de I'équation critique (8.2). Toute

la difficulté consiste a montrer que u # 0. C’est la qu'intervient (8.3).

Dans I'énoncé du théoréme 8.1, la valeur exacte de o, (M), a savoir K(n, 2), n'a au-
cune importance. Elle en a par contre dans ses applications. Puisque &;(M) = K(n,2),
on tire du théoréme 1.2 que I'inégalité large dans (8.3) est toujours vérifiée : pour toute
variété riemannienne compacte (M, g) de dimension n > 3,

-2
inf S (1Vul? + 3055 Sgu? ) dug 1
ueH2 (M), u#0 (fM lul?” dvg)zlz. = K(n,2)?

Par ailleurs, et dans la mesure out le membre de gauche de (8.3) est un invariant conforme,
on tire du théoréme 6.1 que (8.3) est en fait une égalité dans la classe conforme de la
sphere unité standard :

fs"(lv“|2 + 4'(”7_—21)3"”2)‘1”” 1

1n 2/2* - 2
ue H2(5"),u#0 (fS" [u)?” dvh) K(n,2)

A la suite du théoréme 8.1, et de ces quelques remarques, le probléme de Yamabe s’est
historiquement ramené a la preuve de (8.3) pour toute variété non conformément dif-
féomorphe a la sphére unité standard de méme dimension. Donc en fait a I'existence, sur
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toute variété compacte (M, g) non conformément difféomorphe a la spheére standard de
méme dimension, de fonctions test u pour lesquelles

fM(IVu|2+z(’;1;_21—)Sgu2)dug . 1
(ot dug) R(n, 27

De telles fonctions furent d’abord trouvées par Aubin [2]. Leur caracteére local ne per-
mettait néanmoins pas de résoudre le probléeme dans son intégralité : on obtenait (8.3)
pour les variétés non conformément plates de dimension n > 6. Pour ce qui est des cas
restants, il apparaissait de plus en plus clair que la résolution du probléme devrait pas-
ser par l'utilisation de fonctions véhiculant une information sur la géométrie globale (et
non plus uniquement locale) de la variété. Ces fonctions furent trouvées par Schoen [41]
dans un travail remarquable. Elles mirent en évidence le role inattendu et fondamental
que devait jouer le théoréme de la masse positive. Le probléeme de Yamabe était du coup
résolu.

THEOREME 8.2. — Etant donnée (M, g) une variété riemannienne compacte de di-
mension n 2 3, il existe toujours une métrique dans [ gl qui est a courbure scalaire cons-
tante. L'inégalité stricte (8.3) a de plus toujours lieu, a savoir dés lors que (M, g) n'est pas
conformément difféomorphe a la sphére unité standard de méme dimension.

Abordons maintenant l'illustration de la seconde des correspondances du début du
paragraphe, et donc, dans le contexte choisi ici, les questions de multiplicité pour le pro-
bléeme de Yamabe. Le probléme est de déterminer des conditions sur (M, g) pour que [g]
posséde plusieurs métriques distinctes ayant la méme courbure scalaire constante. Cela
revient encore a trouver des conditions sur (M, g) pour que I'équation (8.2), a savoir

S
4(n-1)

posséde plusieurs solutions distinctes. Dans un tel probléme, encore largement ouvert,
la plupart des résultats disponibles sont des résultats d’unicité. Ainsi, [ g] posséde, a mul-
tiplication par un réel strictement positif prés, une unique métrique a courbure scalaire
constante dans chacun des cas suivants :

— x,,2" 1
Agu Sgu=Au ,

(1) (Aubin [2]) s'il existe g’ € [g] telle que [, Sg dvg < 0;
(2) (Obata [38]) si (M, [g]) # (S",[h]), ets'il existe g’ € [g] qui est d’Einstein;

ou par (M, [g]) = (S",[h]), on entend que (M, g) n’est pas conformément difféomor-
phe a la sphére unité standard de méme dimension.

Etant donnée (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 3, on
définit Gy(g) comme étant la plus petite des constantes réelles C telles que pour tout
u € HX(M),

1 2 2/2" 2 n-2 2 »
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On s’en rendra compte facilement,

2
K(n,2)%Gy(g) < Bo(g) - ;—("——

avec égalité si Sg est constante. Le role joué par By(g) pour les questions de multiplicité
est explicite dans le théoréme suivant, d 2 Hebey-Vaugon [30].

K(n,2) mln Sg(x)

THEOREME 8.3. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
2 3, non conformément difféomorphe a (S", h), la sphére unité standard de méme di-
mension. On suppose qu’il existe m revétements riemanniens non triviauxIl; : (M, g) —

(M,,g1),i=1,...,m, on note b; le nombre de feuillets de ces revétements,1 < b} < - - - <
b,,, eton poseby = 1. Sipourtouti=1,..., m,
1
2/n 2/n 2/n
G V" < oy (B - BLY)

alors [g] possede m + 1 métriques, distinctes par leur volume, ayant une méme courbure
scalaire constante.

Pour simplifier, on commentera la preuve de ce théoréme en supposant que m = 1.
Notons J la fonctionnelle définie sur H?(M)\{0} par

fM(lvuIZ T Sgt )d”g
(fMlulz-dUg)Z/Z

et par J; son analogue sur HZ(M;)\{0}. Des théorémes 8.1 et 8.2, on tire 'existence d’une
fonction strictement positive u € C* (M), et d'une fonction strictement positive u; €
C” (M,) telles que

J(u) =

J(u) =infJ
() =inf )

Sans perdre en généralité, on pourra supposer que u et u; sont de norme 1 dans 12" (M)
et L2 (M,). Il s’ensuit que u et u; sont solutions, respectivement sur M et M;, des équa-

tions
= g2 -1
{ Agu+4(,l 1)Sgu Au

2% -1
Agl u; +

T 1)381 u = A1y

ouA = J(u)etA; = ;(u).Siid= u oI, alors

n-2
Agll Sgii= A 7!
LV TETET R
D’une part, d’apres le théoréme 8.2
J(u) <
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D'autre part, il suit de la définition de Gy(g;) que
J@ = b"h(w)

1
2/ 2
> b "(—(’1,2)2 - C})(gl)/l uldvgl) .

Par Hoélder, et puisque u; est de norme 1 dans L2* (M;),

2 2/n
/ uidvg < Vgl
M
— —~2/nys2/n
On va ainsi récupérer J(u) < J(i) si

2/n

—2/n 1
1 (mz_ _q)(gl)bIZ/ VgZIn) >

~ K(n,2)?

a savoir si I'inégalité du théoréme est vérifiée. A multiplication par un réel strictement
positif pres, u*/{("~2) g et 1%/ ("~2) g ont une méme courbure scalaire constante. Elles sont
distinctes, en particulier distinguées par leur volume, dés lors que J(u) < J(i). D'oui le
résultat.

Le théoréme 8.3 constitue en fait 1a seule approche générale disponible dans I'étude
de la multiplicité relative au probléme de Yamabe. Auparavant, essentiellement deux cas
de multiplicité étaient connus: le cas de la spheére unité standard (S”, h), et le cas du
produit (§}(T) x $"71, gr) du cercle de rayon T et de S"~! avec pour métrique gr, la
métrique produit standard. Pour ce qui est de (S”, k), 'ensemble des métriques de [ ]
ayant une méme courbure scalaire constante est explicitement connu. En particulier,
deux métriques de [ h} ayant une méme courbure scalaire constante, ont un méme vo-
lume. Pour ce qui est de (S'(T) x $"°}, gr), I'étude est de Schoen [42]. Le point clef de
son analyse est que I'équation de courbure scalaire sur S'(T) x $”~! se raméne a une
équation sur R qu'il est possible d’étudier. Une description relativement explicite, dé-
pendant du parametre T, de 'ensemble des métriques conformes a gr ayant une méme
courbure scalaire constante est du coup disponible. A titre d’illustration, nous montrons
pour finir comment retrouver simplement cette multiplicité a partir du théoréme 8.3.
C’est I'objet de ce qui suit.

COROLLAIRE 8.1. — Soit S'(T)xS""!, n > 3, munie de sa métrique produit standard
gr. Pour tout entier k, il existe un réel T (k) > O tel que pour tout T 2> T (k), [gr] posséde
k métriques, distinctes par leur volume, ayant une méme courbure scalaire constante.

Soient G;, i = 1,..., k, des sous groupes finis de rotations sur S!, d’ordres b; = i.On
obtient k revétements riemanniens

I : (ST x $", gr) — (S"T/D) x 8" gryi).
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De la proposition 7.3, on tire que

i2

1
G(gr/i) < 172

Le corollaire suit facilement du théoréme 8.3, en remarquant que pour tout i = 2,..., k,

——(ZnTw,,_l)zm < Fnl'z_)z(iz/n —(i- 1)2’")

dés lors que T est suffisamment grand.

9. Le programme 3 dans sa seconde partie

Bien que la encore loin d’étre satisfaisante, la situation dans I'étude du program-
me % l'est cependant plus que dans celle du programme .#2. En particulier, en ce qui
concerne la question 442, on posséde une borne supérieure explicite de Ay(g) pour une
classe assez large de variétés. Un type d’énoncé qui manque dans I'étude du program-
me.<.

Trois principaux résultats sont en fait disponibles sur le sujet. Nous commencerons
par le suivant, une borne supérieure implicite pour Ap(g). Dans son énoncé, Rcg réfere
ala courbure de Ricci, V; comme dans tout le texte au volume, et d; au diameétre.

THEOREME 9.1. — FEtantdonnésn > 3 unentier,etk, v > 0,d > 0 trois réels, il existe
A = A(n, k, v, d) une constante réelle strictemen: positive ne dépendant que de n, k, v, et
d, telle que pour toute variété riemannienne compacte (M, g) de dimension n, si

Rcg 2 kg, Vo 2v,d;<d,
alors Ap(g) < A.

Sans rentrer dans les détails, on peut voir ce résultat comme une conséquence sim-
ple d’'une estimée obtenue par Yau [47] sur la premiére valeur propre non nulle A;(g)
du laplacien relatif a g. A savoir: il existe une constante réelle strictement positive A =
A(n, k, v, d), ne dépendant que de n, k, v, et d, telle que pour toute variété (M, g) vé-
rifiant les bornes du théoréme, A,(g) > A. A partir de 13, et avec un peu de travail, on
obtient une constante ne dépendant que de n, k, v, et d, pour I'inégalité de Sobolev-
Poincaré associée a I'inclusion de HZ(M) dans L?* (M). Le résultat suit alors de I'inéga-
lité de Bakry [5] utilisée dans la preuve du théoréme 2.2.

Dans le cas spécial des variétés a courbure de Ricci strictement positive, une borne
supérieure explicite est disponible pour Ag(g). Ce résultat, dont I'énoncé suit, est di a
Ilias [33]. On en trouvera une preuve plus générale dans Bakry-Ledoux [6] et Fontenas
[21].

THEOREME 9.2, — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
n 2= 3. On suppose que sa courbure de Ricci vérifie Rcg 2 (n — 1)kg pour unréel k > 0.
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Alors
4

< N,
Ao(g) n(n - 2)ngzl"

et l'égalité est réalisée dans le cas de la sphére unité standard (S", h).

En suivant Ilias [33], la preuve de ce résultat est basée sur une isopérimétrie de Gro-
mov [22] : pour Q un domaine régulier dans M, et B une boule dans la sphére unité stan-
dard (S", h), si Vg(Q) = BV(B),0ou B = Vg/wp, alors Ag(0Q) > BAR(9B). A partirde 13,
et par symétrisation sur la sphere, on récupére le théoréme 9.2 (via I'inégalité du théo-
réme 6.1).

Nous énoncerons pour finir le résultat suivant, di a Bakry-Ledoux [6]. Il concerne
la question 533.

THEOREME 9.3. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
n 2 3. On suppose que

22— 9.1)
Ao (8) py— Z)ng,,,
et qu'il existe une fonction lipschitzienne f sur M telle que
max |V f(x)| <1 et x{?gdlf(y)—f(x)l=n. (9.2)

Alors
4

Ao(g) = ———————
n(n - 2)V@"
et l'inégalité totalement optimale ( ]22, op1) Posséde des fonctions extrémales non constan- -
tes. Plus précisément, si on translate f de sorte que sin f soit d'intégrale nulle sur M,
alors pour toutréel A €] - 1,+1[, fo = (1+Asin f)'=" 2 est une fonction extrémale pour
(JZopr)-

Ce résultat a en fait été démontré par Bakry et Ledoux [6] dans un contexte beau-
coup plus général, celui des générateurs de Markov abstraits. Tel qu’énoncé ici, on pren-
dra garde que .combiné avec le théoréme 9.2, il redonne en fait le théoréme 6.1. Sous
I'hypothése Rcg 2> (n — 1)g, a partir de laquelle on récupére (9.1) via le théoréme 9.2,
I'existence de f satisfaisant les conditions (9.2) entraine en effet que (M, g) et (S", h)
sont isométriques. Pour le voir, on remarquera que I’existence de f entraine que le dia-
metre dg de (M, g) doit étre supérieur ou égal a , tandis que du théoréme de Myers, et
de I'hypothése Rcg > (n — 1)g, on tire que dg < 7. Ainsi dg = m, et I'assertion suit du
théoréme du diameétre maximal de Topogonov-Cheng.
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10. Une derniére question

Pour finir, abordons une derniére question: pour quelles variétés riemanniennes
compactes (M, g) de dimension n > 3, a-t-on que pour tout u € HZ (M),

lully < K(n,2)21Vull}+ Ve ul} (D
en d’autres termes, que tout a la fois Ay(g) = K (n,2)? et By(g) = V; 2/"?

Une réponse plausible a cette question, dont la premiére apparition semble remon-
ter a Hebey [23], est qu'a multiplication par un réel strictement positif prés, seule la
spheére standard (S”, h) réalise (I). Le résultat serait que si (I) a lieu sur une variété rie-
mannienne compacte (M, g) de dimension n > 3, alors il existe un réel A > 0 pour
lequel (M, Ag) et (S", h) sont isométriques. Nous citerons ici trois réponses partielles, et
renvoyons a Hebey [28) pour plus de détails sur le sujet. Le premier des résultats que nous
citerons en regroupe en fait plusieurs obtenus a la fois par Hebey [25] et Hebey-Vaugon
[30]. Etant donnée (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 3, on
note A (g) la premiére valeur propre non nulle du laplacien relatif a g, dg le diamétre de
M pour g, et Y amg(M) I'énergie de Yamabe de g, a savoir

Y amg(M) =Vg“"—2”"/ Sgdvg .
M

Comme dans tout le texte, Sg désigne la courbure scalaire de g et V; le volume de M
pour g.

PROPOSITION 10.1. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
n 2 3. On suppose que (I) a lieu sur (M, g). Alors :

(1) Sans aucune autre condition, dng‘” n gVl

(2) Sous la condition que Sg est constante, A;(g) ng/ "> A (h) thl ",

(3) Sous la condition que n > 4,Y amg(M) < Y amy(S")

n+l1

ol (S", h) désigne la sphere unité standard de R

Le point (1) dans cette proposition est une conséquence des travaux de Bakry et
Ledoux [6]. Le point (2) posséde par ailleurs une réciproque partielle (voir a ce sujet
Hebey-Vaugon [30]). Indépendamment, dans la mesure o1 pour g une métrique sur S"
conforme a h, Y amg(S") 2> Y am,(S") avec égalité si et seulement si g est a courbure
sectionnelle constante (voir par exemple [26]), on tire facilement du point (3) la validité
de la conjecture dans la classe conforme de la sphére standard.

PROPOSITION 10.2. — Soit g une métrique sur S", n > 4, conforme a h. Si (I) a lieu
sur (8", g), alors, a multiplication par un réel strictement positif pres, g et h sont isomé-
triques.
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Pour finir, on énonce un résultat de finitude “a la Cheeger” pour (I). Ce résultat
découle trés simplement d’'une minoration du volume des boules obtenue par Carron
{12), et du théoréme de convergence C'* d’Anderson [1] (voir Hebey-Herzlich [29} pour
un survey sur ces questions de convergence de variétés). Etant donnée (M, g) une variété
riemannienne compacte, on note K, sa courbure sectionnelle.

PROPOSITION 10.3. — Pour tout entier n > 3, et tout réel A > 0, il existe, a difféomor-
phismes pres, un nombre fini de variétés riemanniennes compactes (M, g) de dimension
n pour lesquelles & la fois | K| V" < A et (I) a lieu.

Note complémentaire : Peu de temps apreés que ce texte ait été rédigé, Olivier Druet
obtenait la résolution compléte de la conjecture d’Aubin dont il est question au para-
graphe 4. De fagon plus précise, Druet montre que pour toute variété riemannienne
compacte (M, g) de dimension n, n > 2, pour tout p €11, n[, et pour tout 8 € [1, p],
les inégalités optimales (Ig_op,) ontlieusur (M, g) avec 0 = psip < 2,et 0 =2si p > 2.
Cela entraine en particulier que pour tout p €11, n[, les inégalités optimales (] ,1,,0 pr) ont
lieu sur toute variété riemannienne compacte de dimension n. Les conjectures 1 et 2 du
paragraphe 3 sont vraies dés lors que p > 1. En couplant ce résultat avec son théoréme
4.1, on voit par ailleurs que la puissance critique lors du passagede p < 2ap > 2
dans I'échelle des inégalités optimales (lg,op,) estbien ® = 2,etnonpas 6 = p/(p—-1)
comme suggéré par la conjecture d’Aubin. Tout ceci est bien sir a mettre en paralléle
avec le théoréme 4.2. Pour p < 2, et 6 quelconque, les inégalités optimales ( Ig,o pt) €t
( ]g,o pt) se comportent de la méme fagon, a savoir sont toutes deux vraies. Il en va de
méme lorsque p > 2si 8 = 2. Par contre, pour p > 2 et 0 > 2, la géométrie influence
I'inégalité (I g,o pt ), Mais pas I'inégalité optimale (J g,o pt)- Nous renvoyons a la référence
Druet [The best constants problem in Sobolev inequalities, Prépublications de I'univer-
sité de Cergy-Pontoise, Octobre 98] pour la preuve du théoréme ci-dessus énoncé.
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