EDOUARD LEBEAU

Applications harmoniques entre graphes finis et un
théoreme de superrigidité

Séminaire de Théorie spectrale et géométrie, tome 14 (1995-1996), p. 65-67
<http://www.numdam.org/item?id=TSG_1995-1996__14__ 65 0>

© Séminaire de Théorie spectrale et géométrie (Grenoble), 1995-1996, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Séminaire de Théorie spectrale et géométrie » implique 1’ac-
cord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utili-
sation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=TSG_1995-1996__14__65_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire de théorie spectrale et géométrie
GRENOBLE
1995-1996 (65—67)

APPLICATIONS HARMONIQUES ENTRE GRAPHES FINIS
ET
UN THEOREME DE SUPERRIGIDITE

Edouard LEBEAU

Nous définissons une notion d’'énergie pour des applications entre deux graphes
métriques finis et cherchons 2 minimiser I'énergie au sein d’'une classe d’homotopie. Nous
démontrons des théorémes d’existence et d'unicité analogues a ceux de Eells-Sampson
et de Hartman pour les applications harmoniques a valeurs dans les variétés a courbure
négative ou nulle. Nous montrons également une propriété de stabilité des applications
minimisantes par rapport aux revétements de degré fini a la source. Une application de
ces résultats est une nouvelle démonstration (€lémentaire) d’'un théoréme de superrigidité
pour les commensurateurs des réseaux uniformes d’automorphismes d’arbres.

Théoréme 1. Toute application continueu : G — G’ entre deux graphes métriques
finis est homotope a une application harmonique minimisante.

Théoréme 2. On a de plus unicité de l'application harmonique minimisante, a trans-
port paraliéle pres.

Théoréme de superrigidité (Lubotzky-Mozes-Zimmer, 94; Burger-Mozes, 96).

Soient T etT' des arbres uniformes. Soient Aut(T') et Aut(T") leurs groupes d'au-
tomorphismes. Soit T" un réseau uniforme dans Aut(T') (i.e. un sous-groupe discret tel que
le graphe quotient T /T soit fini). Son commensurateur dans Aut(T') sera noté C(T"). Soit
p : C(T') = Aut(T’) une action du commensurateur sur l'arbre T'. Supposons l'action
minimale (i.e. il n’y a pas de sous-arbre de T’ invariant par cette action) et supposons l'ac-
tion de T non élémentaire (i.e. p(T') ne fixe pas de point de T' ni de point a l'infini). Alors,
l'action se prolonge contintiment a tout le groupe d'automorphismes Aut(T').
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Interprétation physique des théorémes 1 et 2. Le graphe G est un élastique et le
graphe G’ est un circuit rigide. On enroule I'élastique G autour du circuit G’ en décrivant
Papplication u. L'élastique va alors atteindre une position d'équilibre, qui décrit une ap-
plication minimisante. Si on peut déplacer I'élastique en restant dans une position d'équi-
libre, on effectue alors un transport paralléle, ce qu'illustrent les exemples qui suivent.

Exemple 1. Si G = G’ = R/¢Z sont deux cercles de longueur £, alors on connait
bien les applications harmoniques de G dans G’: ce sont les applications affines a dérivée
entitre [z] — [nz + a], ol n représente la classe d’homotopie. Une telle application peut
étre transportée parallélement par une rotation le long du cercle image.

Exemple 2. Supposons que G soit un bouquet de deux cercles, avec un unique som-
met zg, et deux arétes a et b, que nous prendrons comme générateurs du groupe fonda-
mental de (G, z¢). Supposons que G’ soit un graphe a deux sommets y et z, reliés par trois
arétes A, B et C, orientées de y vers z. Le groupe fondamental de (G’, y) est engendré par
AC~! et BC™. Considérons la classe d’homotopie d’applications de G dans G’ “qui res-
semblent a I'identité”, i.e. celle qui envoie a sur AC~? et bsur BC~?! (cf Figure 1). Alors,
les applications harmoniques minimisantes s'obtiennent en choisissant I'image u(zo) de
T arbitrairement sur le segment C, puis en envoyant affinement les lacets a et b en z sur
les lacets correspondants en u(z). Ici, le transport parallele est la translation le long du
segment C.

u $ ux,)

Figure 1 : Transport parallele=translation le long d’'un segment.

On montre que, dans la plupart des cas, le transport paralléle se réduit précisément
a une translation le long d'un sous-intervalle de G'.

Exemple 3. Les plongements isométriques et les revétements isométriques mini-
misent I'énergie dans leurs classes d’homotopie.

Idée de 1a démonstration du théoréme de superrigidité. On commence par repré-
senter p comme une classe d’homotopie d'applications entre les graphes T'/T et T’ /p(T').
On montre alors qu’il existe une application harmonique minimisante u dans cette classe
d’homotopie {grace a I'hypothése de non-élémentarité de I'action, on parvient 2 se rame-
ner au cas ou T /p(T") est fini, auquel cas le théoréme 1 s’applique). Cette application mi-
nimisante nous fournit une application ¢ : T — T, qui est p|r-équivariante. Grace 2 un
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lemme de stabilité des applications harmoniques par rapport aux revétements, on montre
alors que u est p-équivariante, c’est-a-dire que
i(c.Z) = p(c).u(2),

pour tout ¢ € C(I') et tout £ € T. Par minimalité de I'action, on voit que i est une
application surjective, et on prolonge p a tout le groupe Aut(T') en envoyant un élément
a € Aut(T) sur'automorphisme de T' qui envoie 4.(Z) sur #(a.Z). Il est facile de vérifier
que cette définition est cohérente et que le prolongement de p est continu.
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