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INEGALITES ISOPERIMETRIQUES ET
INEGALITES DE FABER-KRAHN

Gilles CARRON

Au XIX® sicle, Lord Raleigh affirme que “parmi tous les domaines plans, d’aire
fixée, celui qui a la plus petite valeur propre du Laplacien pour le probléme de Dirichlet
est le disque” ; autrement dit si Q2 C R? est un ouvert borné et si Q* est un disque eucli-
dien tel que Aire 2 = Aire Q* alors

AP (@) 2 AP ()
avec égalité si et seulement si 2 est isométrique a Q*.
AP (9) est la premiére valeur propre du probléme
{Au = —%;u— g—z;u =Au surQetu#0
u=20 sur 0€2.
AP (Q) est aussi donné par le min-max

AP (Q) =inf{f9—:iizlf ju€ cg°(9)}.

C’est Faber et Krahn qui ont démontré I'affirmation de Lord Raleigh (dans les années
22-23); Krahn généralisa ce résultat a R™, n» > 3. La preuve repose sur l'inégalité isopé-
rimétrique :

Longueur (0S2) > Longueur (992*) avec égalité si et seulement si €2 est isomé-
trique a 2*.

Le résultat de Faber-Krahn a été généralisé par de nombreux auteurs (P. Bérard-
D. Meyer, S. Gallot, J. Cheeger) : désormais (M ™", g) est une variété riemannienne com-
plete (de volume infini). Une généralisation de ce résultat est la suivante : si (M™, g) vé-
rifie I'inégalité isopérimétrique:

(*) voldQ > Cvol QP ¥Q cc M(ouC > 0)

Classification math. : 58C40, 58C07, 47A30, 46E30, 46E35.



64 G. CARRON

alors I'inégalité de Faber-Krahn suivante est vérifiée
AP(@Q) > Cte(p)C?vol Q4P ¥Q cC M.

Une preuve simple, mais non optimale, est donnée par I'inégalité de Cheeger :

vol U
volU

> -}Cz(vom)—z/P.

AP(Q) > %inf{( )Z;U cc e}

Le but de cet exposé est d'étudier les réciproques possibles a ce résultat i.e. : si nous
notons

. vol 902
Isp(M,g) = mf{m
la meilleure constante de I'inégalité () ; alors I's, > 0dit que I'inégalité isopérimétrique
(*) (non triviale) est vérifiée et de méme on note

Ay (M, g) = inf{ AP (Q) volQ¥?;Q cc M}
la meilleure constante dans I'inégalité de Faber-Krahn.
Quels sont les liens entre A, et Is,?

On saitque I's, > 0 => A, > 0 grace a la généralisation du résultat de Faber-
Krahn.

Pourquoi pose-t-on cette question? Auparavant, on savait grace a I's, controler le
noyau de la chaleur, des constantes de Sobolev, le volume des boules géodésiques... Mais
désormais grace aux travaux de A. Grigor'yan, N. Varopoulos, G. Carron ([G], [V1], [C})
on sait qu’en fait A, suffit pour la plupart de ces estimations. La question est de savoir si
A, est strictement plus faible que I's,.

C’est le cas, j'ai construit un exemple de variétés riemanniennes vérifiant A, > 0
pour tout p > n mais tel que

;2 CC M}

Is, = 0pourtoutp’ > n.

Cependant en “bornant la géométrie locale”, on peut aboutir a des résultats inverses.

RESULTAT PRELIMINAIRE. — A, permet de minorer le volume des boules géo-
désiques i.e. : il existe une constante qui ne dépend que de p : C(p) telle que

vol B(z,r) > C(p)(Ap)P*r?P .¥r >0 Vz e M.
Cerésultat est a relier avec la minoration

vol B(z,r) > (Is;’"

Avec ce résultat j'ai réussi a redonner des preuves des résultats suivants :
i) SiricciM™ > 0 alors il existe deux constantes C; (n) et Cy(n) telles que

Ci(n)Is? < A, < Cy(n)s2.

)” Vr>0, Vee M.
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i) Siricci™” > —(n — 1)k? alors si p > 27 nous avons
Ap > 0=>Is,,/2 > 0.

Le résultat i) est d@ a N. Varopoulos ([V2]) et T. Couthon-M. Ledoux ([C-L]) démontraient

ii) avec I'hypothése supplémentaire que le volume des boules géodésiques étaient uni-
formément minoré.

Si p < n, les constantes s, et A, sont nulles a cause de la géométrie locale (il
suffit, par exemple, de considérer la minoration du volume des boules géodésiques pour
des petits rayons). Et selon I'inégalité de Bishop-Gromov, lorsque ricci¥ > 0Oona

vol B(z,r) < (vol B™)r",
ce qui implique A, = 0sip > n.
Pour contourner ces difficultés on introduit des constantes localisées a I'infini,i.e.

on ne considére que des domaines contenant une boule de rayon fixé: a p > 0 fixé, on
pose

o vol 9Q
Is® = mf{————(vol T
etdeméme A = inf{AP (2)(volQ)*/?;Q CC M tel que 3z € Q avec B;(p) C 2}

Ceux sont I. Chavel et E.A. Feldman qui ont introduit ces constantes pour étudier -
la diffusion de la chaleur a “Y'infini”.

Le résultat est alors le suivant :
i’) Siricci™ > 0 alors

;Q CC Mtelque 3z € Qavec B;(p) C Q}

(3C > otelque vol B(z,r) > Cr? Yz, Vr2>1)
<>(A > 0et vol B(z,1) > C' Vz)
<=>(Isy? > 0et vol B(z,1) > C" Vz).

ii’) Siricci™ > —(n — 1)k? ets'il existe C > 0 tel que vol B(z, 1) > CVz alors
AP = Isy5, > 0.

Et ces résultats sont optimaux au sens ol j'ai construit des exemples (améliorant ceux de
T. Coulhon et M. Ledoux ([C-L])) de variétés riemanniennes a courbure bornée, a rayon

d’injectivité strictement positif tel que A;°°) > 0 mais / sg.”) =0 Vp' >p/2

En suivant les travaux de M. Kanai ([K]), la preuve des résultats ii) et ii’) consiste a
discrétiser (M™, g) par un graphe I'" de telle sorte que
AL (M, g) > 0 <= “A,(T) > 0"
et que (00)
Is, 1, (M,g) > 0 <= Is,/;(T) > 0.

Puis a montrer que "A,(I') > 0" = Is,/,(T') > 0.
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