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FORMULE INTEGRALE & DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DU
NOMBRE DE POINTS D’'UN RESEAU DANS L’ESPACE HYPERBOLIQUE

Ahmed INTISSAR & Mohamed Vall OULD MOUSTAPHA

RESUME . — Dans cet article on donne une formule intégrale pour le
nombre de points d'un réseau dans un espace symétrique de type non compact de
rang 1 ainsi que le comportement asymptotique de ce nombre avec une estimée
fine du reste.

ABSTRACT . — In this paper an integral formula for the number of
lattice points in non compact type symmetric space of rank one and its asymptotic
behaviour with a sharp estimate for the remainder term are given.

Soit (¥, ds) un espace symétrique de type non compact de rang 1. Rappelons
que X est un espace hyperbolique KH" ou K est 1'un des corps R,C,H ou Ca (on
notera d = dimg K).

Soit I" un sous-groupe discret du groupe des déplacements G de X. Pour deux
points z,y de X, on considére la fonction de comptage

N(T,z,y) = #{y € I d(z,7y) < T},
ol d(z,y) est la distance géodésique sur X' et T un grand paramétre.
Soit A I'opérateur de Laplace-Beltrami de la variété (X, ds). Si on pose :
=—A-0?

avec 0 = ﬂ'ﬁz-’)'—z, on montre que 1’opérateur L est G-invariant elliptique autoadjoint
non négatif et qu’il admet un spectre continu représenté par le demi-axe des réels
positifs.

Classification A.M.S. : 58G25 - 58G30.
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Soit I' un sous-groupe discret sans torsion du groupe G des déplacements de
X tel que le Laplacien Lr de la variété X' /I" admette exactement N valeurs propres
négatives dans I'intervalle [—o2,0] et que son spectre continu éventuel soit positif. Un
tel groupe sera dit *“‘spectralement fini” d’ordre N.

Soit Or(A, z, y) 1a fonction spectrale du Laplacien Ly associée a ses fonctions
propres (A, z) pour A dans sp(Lr) voir [1].

Ici le spectre de Lr est considéré dans le sens LZ(E/ TI') ol le spectre est partagé
en sa partic continue et sa partie discréte “finie”. Nous dornons les deux résultats
suivants :

THEOREME 1. — Si I' est un sous-groupe discret sans torsion du groupe
des déplacements G de X, alors on a :
NT,z,y) =
+00 . .
cosh?=42T [ F1+Z d—ﬂ, 1+;'-—i+1£, o=242, —sh?T)dr Or(Xi 2, 1)
—o? 2 2 2 2 2
avec ¢, = r’('::gllz) ;o=4 ’"21 =2 et F(a,b,c, z) est la fonction hypergéométrique
ZFl(aa b; ¢, Z).
THEOREME 2. — Les hypothéses sont celles du théoréme 1, on suppose de

plus que I' est “spectralement fini” d’ordre N > 0. Alors on a :
O(e(z"'”‘!-’)’r) sic>0

20-2

N(T,z,y) = A(T, z,y) + o(e(z"-‘-m = )T) sic>1
0(6(20—2—;’:;'_‘;)’1‘) sic>2
avec

2-H;i p(”j)e<a+uj)‘1'

N
— n=0 o—d+1
AT, z,y)=2""n""4 Zr(lq-%‘-r‘-‘{-)r(“%ﬁ)%

j=1

(@)p; ()

ol p; = \/|,\J-| et \y < A2 < --+ < AN sont les valeurs propres de Lr dans
Pintervalle [—02,0] et (pih<j<n sont les fonctions propres correspondantes.

Pour la preuve des théorémes 1 et 2 voir [3).

La formule du théortme 1 généralise la formule (0.1) de [6] et celle du
théoreme 1 de [9] au cas de 1’espace hyperbolique. Le théoreme 2 généralise et améliore
considérablement les résultats de Lax et Phillips [5], Levitan [6] et Ould Moustapha
[9]. Notons enfin que le théoréme 2 donne une réponse positive a 1a conjecture (0.5) de
Miatello et Wallach [8] pour les groupes de covolumes finis. En effet si vol(F) < +o00
avec F = X/T alors —o? est une valeur propre de Lr associée 2 la fonction propre
constante normalisée [vol(F)]‘} . En d’autres termes, I' est “spectralement fini” d’ordre



Réseaux dans I'espace hyperbolique 39

N > 1 et, en appliquant le théoréme 2, on obtient un résultat beaucoup plus précis que
la dite conjecture.

Remarque. — Dans le cas de I'espace hyperbolique sur les nombres de Cayley

(ie.d=8)onan=1ou2avec CaH! ~HH2
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