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Distributions

Soit (Afn, (jr) une variété riemannienne (sans bord, orientée), dont dvg notera la
n-forme volume. L'espace des distributions V'(M) sur M est le dual topologique de
l'espace V(M) des fonctions C°° à support compact. Les espaces de fonctions standard
(C°°(M)tLf^Af,dv$)...) s'injectent continûment dans V'{M) en associant à toute
fonction ƒ la mesure induite par la n-forme fdv$. D'aucuns préféreront l'approche
faisceautique : une distribution est un ensemble de données locales (distributions
dans des ouverts de cartes) compatibles (vis à vis de l'action du pseudo-groupe des
difféomorphismes des ouverts de Rn).

Toute distribution à support compact étant d'ordre borné, l'espace des distribu-
tions sur une variété compacte coïncide avec l'union des espaces de Sobolev : V'(M) =
U3 €Ri/ s(M), l'intersection se réduisant aux fonctions lisses : V{M) = n5 €R#a(M).

Le théorème des noyaux annonce l'ubiquité des distributions :

THÉORÈME ([7, p. 128]). — Soient M,N deux variétés riemanniennes. Il
y a correspondance biunivoque entre les opérateurs continus de V(M) dans V'(N)
et les distributions sur le produit M xN. A la distribution T est associé Vopérateur
T défini par < T<p, rj) > = < T, <p ® tfr >, <p G 2>(M), ij> G V(N).

Exemple. — En coordonnées locales, le laplacien correspond à la distribution

La régularité de la distribution-noyau est lié aux effets régularisants de
l'opérateur associé, comme l'illustre le théorème :

THÉORÈME ([7, p. 132 ]). — Soient M,N compactes. Tout opérateur
continu de V'(M) dans V(N) a un noyau dans V{M x N) et réciproquement

Exemple 1. — L'opérateur e~*A est à noyau C°°.

Le lapladen (elliptique) satisfait à l'estimée a priori ([9, p. 240],[5, p. 134]), dite de
Schauder, ||u||j+2 ^ C(||Au||3 + ||u||j), qui permet d'affirmer que la structure normée de H3(M)
est donnée par la norme ||(1 + ^)J'2w||/,2(My Un opérateur A de L2(M) se prolonge donc comme
opérateur de Ha(M) dans H'*(M) si (A + \)'SI2A(A + l )" a / 2 est borné dans L2(M). D en est
bien ainsi pour c"** .̂

Exemple 2. — La résolvante (A+l)"1 a un noyau C°° en dehors de la diagonale.
Il s'agit de montrer que Xl(^ + 1)""1X2 (pour xi » X2 fonctions lisses de support disjoint)

se prolonge en un opérateur continu de Hs à H* pour s et t quelconques. L'annulation Xl X2 = 0
permet d'écrire x i ( ^ + 1)-1X2 = (A + l )" 1 ^,x i ] (A + 1)-1X2. L'itération de cette réécriture
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après introduction de fonctions lisses (Xt,n)i=i,2,n>l vérifiant x»,i = Xi.Xi,n|3Uppx;,n-i = J e t

Xl,nX2,m = 0 amène

Le commutateur [x»^l est d'ordre 1, si bien que (A + 1 ) M 1 [ ^ , X ] gagne de la régularité en
appliquant HS(M) dans HJ + 1(M), ce qui autorise le prolongement désiré de Xl(A + l)~1X2-

Exemple 3. — L'opérateur des ondes cos(t>/Â) n'est pas régularisant, mais sa

moyenne suivant une fonction régulière fRp(t)cos(t\/A)dt Test-

Décomposition spectrale

Soit (Ai)i^o le spectre du laplacien AM sur la variété compacte M, (y>i)i>o une
base hilbertienne de fonctions propres. L'opérateur identité, dont le noyau est une masse
de Dirac porté par la diagonale, a une représentation en série de Fourier

oo

S(jn — tn ) =

alors que l'opérateur /(A), défini par la théorie L2 des opérateurs auto-adjoints, se
représente suivant

oo

série convergente dans V'(M x M), parfois pour des topologies plus fines.

Exemple 1. — Le noyau de l'opérateur de la chaleur est donné par la série
]T£ 0 e-tX*ipi(m)<pi(m') convergent normalement dans C°°(M x M) (et ce uni-
formément sur (<OÎ+OO)Ï<O > 0).

D'après les théorèmes d'injection de Sobolev et l'estimée de Schauder,

( )

ainsi le noyau précédent est-il dominé par ^ ^ O C ~ * A J ^ J "** l )* + n ' 2 + 1 î convergente uni-
formément sur (to,+oo),to > 0, d'après l'asymptôtique de Weyl (#{Aj ^ A} ^x-^oo

Exemple 2 : Fonctions 6 de Jacobi ([4, p. 222];. —

Si r* = {7* € E*,< *v*tr >C 2TTZ} désigne le réseau dual du réseau T de l'espace
euclidien E (de dimension n), (|h'*||2tel<"ir %> I \Jyo^(E/r))mfm^pm sont les éléments spectraux
normalisés du tore T = E/F. Le noyau de l'opérateur de la chaleur sur T s'obtient en moyennant
celui du laplacien sur E suivant T : e-*AT(m ) m ' ) - 52^€r(47rt)-n/2e-llm"m'-^H2/4'. La
formule de Jacobi surgit de l'égalité de cette expression du noyau avec sa représentation de
Fourier.
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Exemple 3 : Formule de Poisson ([7, p. 178],). —

vol(R/D J2 *(T - 0 =

L'opérateur des ondes cos(t\/Â) sur E a pour noyau (5(m' — m + t) + ^(m1 — m —

Considérés avec des variétés compactes quelconques, les exemples précédents
ne donnent plus lieu en général Qes espaces localement symétriques sont de notables
exceptions : pour les surfaces à courbure négative constante, la formule de traces
de SELBERG fournit une relation explicite entre spectre du laplacien et spectre des
longueurs) à des formules exactes, qui sont remplacées par des formules asymptotiques
(i.e. terme principal explicite, dit paramétrice, déterminé par (ou déterminant) des
invariants riemanniens de la variété, plus reste négligeable en un sens convenable).

Ainsi le noyau de l'opérateur de la chaleur admet le développement ([2, E.IH])
au voisinage de t = 0 (uniforme sur M x M)

e-^im, m') = *-ne-*<m'm'>/4l(iio(m, m')t + . . . + uk(m, m')th + o(tk))

où les fonctions t*;-(m,m') sont des expressions polynomiales en la courbure et ses
dérivées covariantes. Laplace transforme l'opérateur de la chaleur en la résolvante
(/0°° e~'Ae~*cfó = GA+1)"1), aussi émerge à nouveau la régularité du noyau de celle-ci
en dehors de la diagonale.

Une paramétrée de la résolvante se construit à l'intérieur de la classe des
opérateurs pseudo-différentiels (décrits par les propriétés de leur noyau distribution)
contenant les opérateurs différentiels et où les elliptiques sont inversibles. La construc-
tion d'un tel inverse se fait par une série de Neumann, modulo un terme régularisant,
liant les singularités du noyau résolvant à la géométrie de M.

C'est la classe des opérateurs dits intégraux de Fourier qui est adaptée à la
construction d'une paramétrée pour l'opérateur des ondes. Le spectre des singularités
de ces opérateurs est imbriqué avec la dynamique du flot géodésique, ce qui permet
d'établir, comme un substitut incomplet à la formule de Poisson du tore, que le support
singulier de la distribution J2%^o cos(i\/Âi) est inclus dans le spectre des longueurs de
M ([3, p. 208]).

Solutions d'opérateurs elliptiques : régularité et comparaison

Le laplacien peut être considéré comme l'archétype des opérateurs elliptiques,
qui jouissent de la propriété de régularité elliptique :

THÉORÈME. — Soit P opérateur différentiel elliptique sur une variété M.
Soit Q un ouvert de M et u € V(M) telle que Pu soit C°°, alors u est C°°.

Cette régularité elliptique résulte des estimées de Schauder : si ft, Ö sont des ouverts

relativement compacts avec 7? C Ö, IMIn.,+ordP ^ ^ft .^H^Hft.* + IMIft,.)'

Les fonctions harmoniques vérifient (comme les fonctions holomorphes) un
principe du maximum. Celui-ci est en fait le lot des fonctions u sous-harmoniques
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(cf. [7, p. 92]) (Pu ^ 0) relativement à un opérateur différentiel elliptique P
du second ordre annulant les constantes, à symbole principal positif : localement
Pu = - E w f l ' - ' A Ô i t i + ^ ô ' f l j t t avec E J ^ a ' ^ f c > a||t|g,a > 0. Il ne
coûte pas de supposer la matrice A = (aIJ) symétrique, ainsi si y note la métrique
cty2 = X^jrzi aijdx^dx*, l'opérateur P est de la forme P = Aj + -V pour un certain
champ de vecteurs X sur M.

PRINCIPE DU MAXIMUM ELLIPTIQUE ([8, p. 61]. — Soit (M, g) variété
riemannienne et X champ de vecteurs sur M. Soit Q un ouvert relativement
compact de M et u G C°°(M) telle que (Ag + X)u < 0.

(*) supm€n u(m) = supm€ôn u(m).

(b) Si u atteint un maximum en un point de &, alors u est constante.

L'énoncé précédent suppose implicitement métrique et champs de vecteurs
réguliers. Hopf, Calabi, De Giorgi, Moser (. . .) ont contribué à établir des énoncés type
principe du maximum, dits faible (malgré la force de leur portée) avec des hypothèses
de régularité plus faibles tant sur l'opérateur que sur la fonction u ou l'inégalité de
sous-harmonicité, énoncés réclamés par l'étude de problèmes non linéaires (rencontrés,
par exemple, pour prescrire la courbure moyenne, cf. [5, p, 328]).

Le principe du maximum implique l'unicité pour les problèmes aux limites (tel
(A + X)u = v sur n, u =r ƒ sur d£2), des propriétés de comparaison à l'intérieur de
solutions à partir d'estimées sur le bord,. •

Soit g%x(M) (9H(M) si X = 0) l'espace des fonctions (Ag + X)-harmoniques
(Le. (Ag + X)u = 0) sur fi, g7i%(M) le cône des fonctions (Ag + -V)-harmoniques
positives. L'inégalité de Harnack donne des estimations sur l'oscillation de ces fonctions
harmoniques, réalisant une version qualitative du principe du maximum.

INÉGALITÉ DE HARNACK ([5, p- 189]). — Soit (M, g) variété riemannien-
ne, K un compact de M et X un champ de vecteurs. Alors il existe une constante
CK telle que

sup u < CK inf U, U e g7i%(M).
K K

En dimension 2, g*H(ft) ne dépend que de la classe conforme de la métrique g : fl

e~2<fiAg. Pour le disque plan D = {\z\ < 1} métré eucUdiennement, l'inégalité de Harnack se
déduit aisément des représentations intégrales des fonctions harmoniques : si u est une fonction
continue sur D, harmonique en son intérieur, u(z) = jei(* "" M2)/(le'* ~~ ̂ |2)w(el0)dfl/27r. En
effet, le laplacien Aeuci commute au groupe des is orné tri es et donc f~om g*udg est harmonique,
constante (égale à Jgl u(ei$)d0f2ir) sur le bord dD = S1 ~ SO(1), donc aussi sur D d'après
le principe du maximum, ce qui prouve la validité de la représentation intégrale pour z = 0;
le groupe conforme de D agit transitivement sur D, et opère sur gTï(D), une transformation
conforme qui ramène z en 0 permet de conclure*. Un observateur hyperbolique (qui partage

t Le/a lecteur/rice résistera à la tentation d'utiliser cette formule intégrale pour établir le principe
du maximum!
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les mêmes fonctions harmoniques que l'euclidien, bien que le bord dD soit à l'infini pour lui)
parviendra à cette même formule intégrale, mais il récrira u(z) = ƒ e2HtWu(£)d£ ([6, p. 33])
où //g est la fonction de Busemann valant 1 en z = 0 et centrée en (.

L'inégalité de Harnack est à la base de propriétés de convergence pour les suites
de fonctions harmoniques, telles :

PROPOSITION. — (a.) Soit (un)n>j une suite croissante de fonctions de
97i(Q)i de limite (simple) UQQ. Alors, soit UQQ = +oo, soit la suite (un) converge
uniformément sur tout compact vers UQO, qui est harmonique.

(b) Soit B un borné de R. L'ensemble S7i^ des fonctions harmoniques u
telles que u{m) 6 B est compact pour la topologie de la convergence à tout ordre
uniforme sur tout compact de Q.

Si Uoo est finie en mo, pour tout compact Jf, Harnack affirme l'existence de
telle que 0 ^ suprn^K(uOo(m) - un(m)) ^ C^u{mo}(uoo(m0) - un(rn0)), ce qui prouve (a). La
suite résulte des injections compactes de Sobolev mises en condition par Schauder-Harnack :

avec K, K compacts tels que K

La métrique de Gleason ([1]) est un exemple plaisant d'utilisation de l'inégalité
de Harnack sur les espaces dont les fonctions harmoniques positives séparent les points :

DÉFINITION. — Soit (M, g) variété riemannienne dont les fonctions har-
moniques positives séparent les points, m, m0 € M. La fonction de définie par

|log[u(m)/u(rn')]| est une distance.

Cette métrique coïncide avec la métrique hyperbolique lorsque M = D avec
métrique euclidienne.

Le compact gTi^(D)fn^ est convexe, aussi Af(m,m') =r sup rM1}^171') est-il
2Watteint en un point extrémal de ce convexe. Les points extrémaux sont les fonctions e2<W<

(en correspondance biunivoque avec les masses de Dirac £((), points extrémaux du convexe des
mesures de probabilité sur le cercle dD). Af(m,m') est clairement invariant sous l'action' du
groupe (transitif sur les paires de point) des isométries de D muni de la métrique hyperbolique.
Il suffît donc de considérer m = 0 et m' =r r (avec r = thd\lyp(7nim

f))i pour lesquels un calcul
explicite indique que Af(O, r) est atteint au point { — 1, i.e. M (m,m') est atteint par la fonction
e £ où ( est le point à l'infini de la demi-droite géodésique issue de m et passant par m'.

Solutions d'opérateurs paraboliques : comparaison

Le prototype d'opérateur parabolique est l'opérateur P^ (L = Ag + X) de type
annulateur de la chaleur (lorsque X = 0) : Pi = ^ + L. Ces opérateurs satisfont à
un principe du maximum, qui temporise celui pour les opérateurs elliptiques : une
fonction u(m,t) indépendante du temps et vérifiant PLU < 0 satisfait aussi Lu < 0.

PRINCIPE DU MAXIMUM PARABOLIQUE ([8, p. 161]). — Soit {M,g) variété
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riemannienne, X champ de vecteurs, P% — $t*^9*^ e* ^ un ouveri relativement
compact de M. Soit u 6 C2(H x [0,71) y vérifiant Pxu < 0.

(a) supÏTx[OT]tz(m,<) = supHx{0)udf tx |û iT]ti(m,<).

(b) Si u atteint son maximum à l'intérieur de Qx [0,21, alors u est constante.

Là aussi, il y a une grande variation quant aux hypothèses, menant à une myriade
d'extensions du principe (éventuellement faible) du maximum.

Certaines positivités des noyaux de la chaleur proviennnent de ce principe. Soit
D un domaine borné à bord lisse d e M e t e ^ ^ m , m') le noyau de l'opérateur de la
chaleur typé Dirichlet (si dD est non vide). La solution du problème de Cauchy mixte

est représentée par u(mrt) = fD en(t, rn, m')uo(m')dvg(m').
D'après ce principe du maximum parabolique, u est non négative (resp. stric-

tement positive) dès que ito l'est, et par suite le noyau e/)(t, m,m') est strictement
positif.

Soient D\,D% deux domaines de M tels que D\ C D% et e^. les noyaux
calorifiques associés. La construction de paramétrées assure que la singularité en t = 0
d'un noyau est annihilée par différence de l'autre, si bien que (e^x — e£>2)(t,m,m') =
O(tN),VN > 0 pour m, m' dans D\. Ainsi le noyau (e/>2 — eDx)\Dix<p,oo) s e prolonge
en une fonction lisse k D\ x [0, oo) : il est annulé par A + ^ sur D\ x (0, oo), nul sur
D\ x {0} et positif sur dD\ x (0, oo). Le principe du maximum parabolique garantit
ez>2 ^

 eD\ sur D\.
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