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Une structure affine sur une variété de dimension n est la donnée d’un atlas
(Us, fi, 9i5) o les f;(U;) sont des ouverts de I’espace affine R" et ol les changements
de cartes g;; appartiennent au groupe affine A(n) = G£,(R)xR". Dans le cas particulier
ol les g;; sont des éléments du groupe euclidien E(n) = O(n)xR™, la structure affine est
une structure riemannienne plate. Soient M une variété et M son revétement universel.
On montre, ¢f. [CEG], qu'une structure affine sur M est déterminée par la donnée
d’un difféomorphisme local M 2R, appelé développement, et d’un homomorphisme

m (M) 2= A(n) vérifiant la condition d’équivariance :
Vy €m(M), Doy =h(y)o D .

Si le développement est un difféomorphisme, on dit que la structure affine est compléte.
Une structure riemannienne plate sur une variété compacte est compléte, cf. [Ch], c’est
également le cas si ]a structure est lorentzienne plate (i.e. h (7r1 (M )) CSO(n—-1,1)xR"),

cf. [Cl

Artention. — Une variété affine compacte n’est pas nécessairement compléte,
par exemple, R? \ {0} / (A 1d), ol A > 1, est une structure affine incompléte sur le tore

T2. Ceci dit, lorsque la structure est unimodulaire (i.e. h(m(M)) C S,(R) x R™),
Markus propose la

Conjecture de Markus (1962)
Une structure affine unimodulaire sur une variété compacte est compléte.

Cette conjecture a €ét€ démontrée, entre autres, lorsque h(7r1 (M )) est abélien, cf. [S] et
nilpotent, ¢f. [FGH]. Le tore est I'unique surface affine compacte orientable, cf. [B]. En
dimension trois, les variétés affines compactes complétes ont €té classifiées par [FG] qui
démontrent qu’elles sont toutes homéomorphes aux T3 = R x T2/(t,z) ~ (t + 1, A2),
ou A € S£,(Z). Le m; de ces variétés est résoluble, ce qui résout en dimension trois la

Conjecture d’Auslander (1977)

Une variété affine compacte compléte M est @ revétement fini prés une solvariété. En
particulier, w1 (M) contient un sous-groupe d'indice fini résoluble.

Dans cette conjecture qui vise a généraliser le premier théoréme de Bieberbach,
¢f. [Bu] et [CD], I'hypothése de compacité est essentielle, ¢f. [D]. Bien qu’une
surface hyperbolique compacte ¥ n’admette pas de structure affine, = x §! en admet
une. En effet, on rappelle que ¥ est difféomorphe au quotient de 1’hyperboloide
H = {(z1,22,z3) € R* x R*/z? + 23 — 22 = —1} par un sous-groupe discret T
de SO(2,1) et que S! est difféomorphe 2 R%/()), od A > 1. Soient H x R LRI
difféomorphisme local défini par D((z1, z2,z3),t) = (iz1,1z2,tz3) et I x (A) L»A(3)
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I’homomorphisme h(y, A™) = vA" Id, on montre aisément que Do(y, A™)= h(y, A")oD.
La structure affine ainsi définie n’est pas compléte puisque D(H x R}) est 'intérieur
du c6ne de lumitre. Considérons maintenant un fibré en cercles quelconque E sur une
surface hyperbolique compacte 3.

Question
Existe-t-il sur E une structure affine unimodulaire ?
On sait que m(E) et m;1(X) sont liés par la suite exacte :

1l —Z —mE)—mE)—1.

En particulier, 7 (E) contient un sous-groupe libre 2 deux générateurs. Si I’on en croit
la conjecture de Markus, une structure affine unimodulaire est compléte, donc si E
admet une telle structure, E est difféomorphe & T3, ce qui est faux car 7;(E) n’est
pas résoluble. La réponse a la question semble donc €tre négative. On trouvera dans
[D2], un résultat intermédiaire concernant I’inexistence de structure affine unimodulaire
sur certains fibrés de Seifert (i.e. variétés compactes de dimension trois admettant une
action localement libre de S'), dont la base est une surface singuli¢re hyperbolique.
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