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l. Un exemple de variété homogéne : le groupe d’Heisenberg

1) Introduction.

En géométrie riemannienne, les variétés homogenes fournissent une large classe
d’exemples qui peuvent illustrer aussi bien les propriétés de base de la théorie que des
théorémes plus récents.

Dans ce premier chapitre, j’ai choisi de décrire certaines propriétés de base de la
géométrie du groupe d’Heisenberg. Cette géométrie est suffisamment simple pour étre
décrite explicitement et suffisamment compliquée pour €tre intéressante.

DEFINITION. — Une variété riemannienne (M, g) est homogene si son groupe
d’isométries est transitif.

Exemple 1) R™ muni de sa métrique euclidienne a comme groupe d’isométries 0(n)aR".

Exemple 2) La sphére S™ avec la métrique provenant de R™*! a comme groupe
d’isométries O(n).

Pour obtenir des exemples de vari€tés homogenes, il suffit de considérer un
groupe de Lie G et de construire sur G une métrique riemannienne pour laquelle les
translations a gauche (ou a droite) sont des isométries. De telles métriques sont appelées
métriques invariantes & gauche (ou a droite).

Soit G un groupe de Lie. On note L, la translation a gauche par z, c’est-a-dire le
difféomorphisme de G défini par L.(y) = zy.

Une métrique riemannienne invariante 3 gauche sur G s’obtient de la fagon
suivante : on choisit un produit scalaire g. sur I’espace tangent 7.G de G en e
(e= élément neutre de G) et on étend ce produit scalaire a tout espace tangent TG
par la relation :

(1.1) 9:(X,Y) = ge(dLo-1(X),dL-1(Y)), X,Y €T.G.

La métrique euclidienne de R" est bien siir de ce type. De plus, comme R" est
abélien, les translations a droite sont aussi des isométries pour les métriques invariantes
a gauche et toutes les métriques invariantes 2 gauche (ou a droite) sont isométriques.

Nous allons construire A présent une autre structure de groupe sur R® accom-
pagnée d’une métrique invariante a gauche. On considére le sous-groupe H de SL(3,R)
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défini par

1 =z =
(1.2) H= { (0 1 y) z,y,z € R} .
0 01

Le groupe H s’appelle le groupe de Heisenberg de dimension 3. Il est
difféomorphe & R3 et sa multiplication est donnée par :

(1.3) (z,9,2)", Y,z )=+ ,y+y,z+2 +zy) .

L’espace tangent a I'identité T.H s’identifie & I'algébre de Lie

0 v w -
h:{(o 0 v) u,v,weR}.
0 0O

On voit que b est engendrée par U,V et W ol

010 000 0 01
U=(0 0 0), V=(0 0 l), W=(0 0 0).
0 00O 0 00 0 0O

La structure d’algeébre de Lie de b est donnée par les relations :

(1.4) ,vi=w, [U,Wl=[V,W]=0.
1 =z 2

On note m = (z, y, 2) la matrice (O 1 y) de H. Les vecteurs U, V,W de T.G se
0 0 1

prolongent en des champs de vecteurs invariants a gauche U(m) = dL,,(U),V(m) =
dL,,(V),W(m) = dL,,(W). Ces champs de vecteurs se calculent aisément, par

exemple :
1 z 2 010 010
Um)=dL,(U) = (0 1 y) (0 0 0) = (0 0 0) .
0 01 0 0O 0 0O

0 0 =z 0 0O
Deméme,onvoitqueV(m):(O 0 l)etW(m):(O 0 1).

0 0O 0 00
Par rapport 2 la base (2, a%’ £) de T, H, on obtient les relations :
7] 0 i) 7]
(1.5) U(m) = 5;, V(m) = -é—y- +z-a—z, W(im) = E .

La métrique invariante @ gauche g que nous allons étudier est définie sur
T.H en choisissant (U,V,W) comme repére orthonormé. Ainsi, 2 cause de (1.1)
(U(m), V(m), W(m)) est un repere orthonormé de T,, H pour tout m = (z,y,z) € H.
Dans le systéme de coordonnées (z, y, 2), la métrique g s’écrit :

(1.6) gm = dz? + dy? + (dz — zdy)? .
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Preuve. — Enla développam, on voit que I’égalité (1.6) signifie que la matrice
de g dans la base (£, 2 By £)de T,n H s'écrit :

1 0 0
a.7n (0 1+z2 —z).
0 -z 1

En effet, grice 2 (1.5) on voit que gm (U(m),U(m)) = gm(E&, &)

1
et gm(W(m),W(m)) = gm(az, az) = 1L De p]us gm(V(m),VV(m)) =0 =
gm(E +z aaz, £) donc gm(Z < £) = —z. Enfin, gm(V(m), V(m)) =1 = gm(E& +

2,5 +28) = gm(E, &) — 2% de sonte que g(£, &) = 1 +z? ce qui achdve de

prouver (1.6).

2) Le groupe d’Heisenberg au-dessus de R2,
1 0 =
Le centre Z de H est donné par Z = { (0 1 0) z € R}, cf. (1.4). De
0 01
plus, Z est aussi le sous-groupe dérivé de H, ie. Z = [H,Hl ¢f. (1.4), et H/Z = R?
a cause de (1.3). Ainsi, la projection 7 : H — H/Z réalise une fibration de H au-
dessus de R? dont les fibres sont isomorphes 2 Z, c¢’est-a-dire 2 R. En chaque point
m € H la fibre m - Z admet comme espace tangent R - W(m) = R - &> que nous
baptiserons espace vertical et que nous noterons V (m). Nous appellerons le sous-espace
orthogonal (pour g,,) espace horizontal, not€ H(m); celui-ci est clairement engendré
par U(m) et V(m) et ’espace tangent T,, H se décompose en T,, H = V(m) @ H(m),
cette décomposition étant orthogonale. La distribution horizontale cf. fig. a n’est pas
intégrable car [U(m), V(m)] = W(m), cf. (1.4).

Au poim m = (z,y,z), comme H(m) est engendré par U(m) = £ et
V(im)= 2 +z £, on voit que I’équation de H(m) est :
@.1) dz — zdy=0.
A’r
!
I x(_.lo,o )’
)
7@(0:040) ) A\ -
¥
FH(4,0,0) !
N ;ﬁ}. o

l
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Munissons R? & H/Z de la métrique euclidienne go = dz? + dy?. Comme la
métrique de H s’écrit g, = dz? + dy? + (dz — zdy)? et que I’horizontale H(m) en m
a pour équation dz — zdy = 0, ¢f. (2.1), on voit que dx(m) : H(m) — Trm)(H/2Z)
est une isométrie.

Cette propriété de d= d’étre une isométrie en restriction a chaque horizontale fait
de 7 : (H,g9) — (H/Z, go) une submersion riemannienne, cf. [C-E] p. 65.

3) La dérivée covariante et la courbure.

Comme la métrique g de H est invariante 2 gauche , il suffit de connaitre DxY
lorsque X et Y sont des champs de vecteurs invariants 2 gauche pour savoir calculer
DxY lorsque X et Y sont des champs de vecteurs quelconques.

En utilisant le fait que D est compatible avec la métrique et est sans torsion,
¢f. [C-E] p. 2, on vérifie facilement pour X et Y invariants & gauche la relation suivante
(¢f. [C-E] proposition 3.18 p. 64) :

l L L
(3.1) DxY = 5{[X,Y] — (adx)"Y — (ady)* X}

ol adx : h — b est définie par adx(Y) = [X,Y] et ol (adx)" est I’adjoint de adx
par rapport au produit scalaire g.. On vérifie facilement que :

(3.2) DyU =0, DyV= %W, DyW = -%
DyU = —%W, DyV =0, DyW= %
DwU = —%V, DwV = %U, DwW =0
Preuve. — Exercice :

Ces relations permettent de calculer les courbures sectionnelles. Rappelons que
le tenseur de courbure est défini par R(X,Y,Z) = DyDxZ — Dx Dy Z — Dix,yZ et
que la courbure sectionnelle d’un plan Px y engendré par deux vecteurs orthonormés
XetYesto(Pxy)= g(R(X Y, V) X ), cf. [BE1]. Par exemple, on a :

3.3) {O'(PU,W) =3/4 = o(Py,w)
) U(Puv) = —1/4 .
Remarque 1. — Nous avons vu au §2 que la projection = : (H,g9) —

(H/Z,g90) ~ (R?,go) est une submersion riemannienne. Le plan Py v est un plan
horizontal qui se projette isométriquement sur le plan Fg v tangent 2 H /Z = R2,
Comme la métrique go sur H/Z est euclidienne, on voit que o(Pyy) = —1/4 <
O'(Pﬁ,v) = 0. Ce phénomeéne est général. Soit # - M — N une submersion
riemannienne, Pyy C TM un plan horizontal et Py C TN la projection de Py y.
Alors les courbures sectionnelles de Py,v et F sont reliées par la formule &’ O’ Neill :
o(Pg ) = o(Puy)+ 3| (U, VIV|? ob [U, V]V est la composante verticale de [U, V],
¢f. [C-E].
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Remarque 2. — En choisissant comme métrique invariante 2 gauche sur H
la métrique y. pour laquelle (U(m), V(m),e~'W(m)) est un repére orthonormé, on
observe que les courbures sectionnelles de g, tendent vers 0 avec . Ce sont des
métriques presque plates, cf. [GR], [B-K]. Le cas ou ¢ tend vers +oo est également
int€ressant, on obtient dans ce cas une métrique limite g, =€!_i.rg|0 ge qui est infinie sur

les vecteurs verticaux et qui s’appelle métrique de Carnot, ¢f. [Ha].

4) Les géodésiques.
Les géodésiques sont les courbes #(?) telles que D 2 7(t) =0.
Exercice : Calculer les géodésiques en utilisant (3.2).
Soit (m,p) = ((z,y,2), adz + bdy + cdz) € T*H un point du cotangent de

H. Rappelons que le Hamiltonien h : T*H — R du flot géodésique est donné

par h((m,p)) = 1Zg¢" (m)p;p; = 3 |ladz + bdy + cd:z|]?, ¢f. [CdV]. Dans notre cas,
1 0 0

(¢ (m)) = (0 i z ), of. (1.7), de sorte que :
0 z 1+z2
“4.1) h((m,p)) = % (a® + b + (1 + z%)c? + 2bez) .

Les équations des géodésiques sont £ ((m, p)) = (%%, ~2H) ¢f. [CdV], ce qui donne :

t=a a=—cz-bc
4.2) y=b+ecz etdb=0

s=+z¥)c+bdz é=0
Remarquons que ce flot géodésique posseéde trois intégrales premiéres H,b,c et qu’il
est ainsi complétement intégrable.

Fixons les conditions initiales en ¢t = 0 par z(0) = y(0) = 2(0) = 0 et
(a0),b(0),¢(0)) = (a,f,7). Remarquons que ((0),5(0),%(0) = (o, B,7) car la
métrique en (z,y, z) = (0,0,0) s’écrit dz? + dy? + dz2. les équations (4.2) s’intégrent
facilement et donnent en supposant o2 + 2 +92 = 1:

z(l) = at
4.3) { y(t) = pt siy=0
z@)=af+2/2

4.4) y(@) = (B/7)sinyt — (a/v)cos vt + /vy siy#0

z@) = (1 +7)/27)t + 21
ol 2(t) = (,25-) cosyt — (g;) sinyt — 22,74(:08 2yt + (%‘y,‘-’:) sin 2yt — i"-_f}

En particulier, on voit que les géodésiques sont des hélices si ¥ # 0.

{ z(t) = (B/7)cos vt + (a/7) sinyt — B/

Remarque 4.5. — On peut montrer que les équations (4.4) convergent vers les
équations (4.3) lorsque v tend vers 0.
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Remarque 4.6. — Les équations (4.3) montrent que si une géodésique 7(t) est
horizontale en un point n(to) [i.e. #(to) € H (n(to))] alors elle reste horizontale en tout
point. De plus, la projection #(n(t)) = (at,Bt) € (R?, go) est une géodésique. Ces
propriétés restent vraies pour une submersion riemannienne quelconque.

Remarque 4.7. — Les géodésiques horizontales sont globalement minimisantes,
c’est-a-dire d(v(s),v(¥)) = |s — t| pour s, quelconques. En effet, elles se projettent
par 7 sur des géodésiques de (R?,go) qui sont clairement globalement minimisantes
et 7 contracte les distances. En revanche, la géodésique verticale n(t) = (0,0,%)
(cf. (4.4)) n’est pas globalement minimisante : en effet, 1a courbe horizontale v(t) =

(R(l ~ cost), Rsint, R*(sint + Lsin2t + g)) comprise entre v(0) = (0,0,0) et

v(27) = (0,0,7R?) a pour longueur £(y) = foz"(:i:2 + y)1/2dt = 27 R tandis que
la géodésique 7(t) comprise entre 7(0) = v(0) et np(wR?) = v(27) a pour longueur
Ln) = 7 R2.

5) Exemple de quotient compact.

1 n p
Le sous-groupe I' = { (0 1 m) , n,m,p € Z} de H est un sous-groupe
0 0 1

discret d’isométries agissant librement et proprement sur H. Rappelons qu’une action
d’un groupe I sur un espace H est libre si y(z) # zpoury € '\ {e} etz € H
quelconques et propre si & chaque paire (z,y) d’éléments de H tel que y ¢ T - z, est
associé une paire d’ouverts U,V de H telsque z € U,y € Vy et YU NV, = ¢,
quelconque dans I'. Comme I' agit par isométries sur H, le quotient H/I' hérite
naturellement d’une métrique quotient § qui fait de la projection p : H — H/T un
revétement riemannien, c’est-a-dire un revétement tel que dp est une isométrie en tout

1 =z 2
point, (¢f. [G-H-L] p.?). Dans notre exemple, comme tout point m = (0 1 y) de

0 01
1 2/ 2
H est équivalent moduloT" 2 (0 1 y’) ou0 < z',y,2' <1,lequotient X = H/T
0 0 1

est clairement compact. De plus, comme Z est central, X admet une structure de fibré
en cercle sur T2 ainsi qu’on peut le voir sur le diagramme suivant :

H —_— X=H/T
.1 l g l Z/ZAT =§!

(H/2)/(T/ZAT) = T?
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1l peut étre €galement agréable de voir X = H/T comme fibré en tore T2 sur
le cercle S?, ¢f. figure 5.2.

7%
¥ A
\'
7 AN
b -

/

Le point (z, y, z) est identifié & (0, m, p)(z, y, z) = (z,y + m, z + p), ce qui veut
dire qu’au-dessus de chaque z € R il y a un tore T? = R?/Z2.

De plus, (0, y, z) est identifié a (1,0,0)(0, y, z) = (1, y, z + y) ce qui signifie que
le tore T2 = R?/Z? au-dessus de z = 0 est identifi€ au tore T2 = R?/Z? au-dessus de.

_ TS y 1 0\ /[y
z = 1 par P’application nilpotente (z) —_— (l 1) (z) .

Il. Le spectre des tores plats et de la sphére S”

1) Les tores plats.

On considére le sous-groupe discret d’isométries de I’espace euclidien R"
engendré par les translations de vecteurs (a;)]; ol les a; forment une base de R".
Onlenote I = Za; @ - -®Za,. Comme dans I-5, la variété quotient Tr = R" /T hérite

de la métrique euclidienne de R™ et la variété riemannienne ainsi obtenue s’appelle un
tore plat.

Soit f une isométrie de R™ et I' = f(I''). L’application f induit clairement une
isométrie f entre les tores plats R™ /T et R™/I". En fait, deux tores plats isométriques

T et T’ proviennent toujours de réseaux I' et IV ob IV = f(I'), avec f isométrie de R™,
¢f. [G-H-L] p. 58.
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L'ensemble des réseaux orientés I' de volume fixé égal 2 un de R” modulo
isométries est en bijection avec SO(n,R)\ SL(n,R)/SL(n,Z). En dimension deux, un
domaine fondamental de I’ensemble des tores plats de volume fixé égal a un et modulo
isométries est donné par D = {2z € C/|z| 2 1, Re(z) € [0,1/2[} ¢f. [G-H-L] p. 59.

AN @ W

-1

o
P~

2) Le spectre des tores plats [cf. [G-H-L] p.174, [B-G-M] p.146].

Le spectre des variétés compactes est presque toujours non calculable. Le cas de
S!, exceptionnel, se calcule en résolvant 1’équation différentielle f = Af sur S?, ce
qui donne comme spectre S = {472n2}%_,. L’espace propre associ€ 2 47n?,n # 0, est
de dimension deux, engendré par les fonctions e*%7"=,

Dans le cas des tores plats T'= R" /T, une liste de fonctions propres se détecte
facilement, il reste ensuite & montrer que cette liste est exhaustive.

SoitT' = Za; ®---®Za, un réseau et Trr = R" /T le tore plat associé. Le réseau
dual I'* = Za] @ --- © Za;, engendré par la base duale (a;)]-,, (i.e. (ai,a}) = &;)
vérifie

.1) I"={y"€eR*/(y,7")€ZVy€eT}.

la fonction fy+ : R® — C définie par f,-(z) = e%"{=7") v¢rifie :

22) Afye = an®|ly"|? .

De plus, en vertu de (2.1), pour chaque v* dans I'", f.,. est bien définie sur Tr = R™ /T :
2.3) fye(z+7)=f(z) VyeT.

Le spectre de Tr contient donc I’ensemble S = {472%||y*||*},-er-. En fait, le
spectre de Tt est exactement I'ensemble S. Pour voir cela, il suffit de vérifier que la
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famille {f,«}-er- est dense dans L?(Tr) puisque la somme des espaces propres est
dense dans L2(Tt) en vertu du :

THEOREME 2.4 [G-H-L}, [BE]. — Soit (M,g) une variété riemannienne
compacte. Le spectre de A est une suite infinie \g = 0 < A\ < A2 </ +o00. Chaque

valeur propre X; est de multiplicité finie et la somme des espaces propres E();) est
dense dans L*(M).

Soit (z;)-, les coordonnées de R™ associées a la base (a;)"-,. Une fonction

f : Tr = R*/T — C peut étre vue comme une fonction f : R* — C, f(z) =

f(z1,...,z5), telle que f(zy + k1,..., 25 + ky) pour (k)2, € Z", C’est-a-dire comme

une fonction de S! x ... x S! 2 valeurs dans C. D’aprés le cas de S, on voit par

récurrence que si f € L2(Tt), f(z1,...,Zp) = P ag BTz +EaZa) O
K=(k1,.ka)ET™

eXmbizit4knzn) — Q2im(y°,7) - fye(z) ol v* = f: k;a} € I'*, donc {f-,- }'Y‘GF‘ est

i=1
dense dans L%(Tt).

3) Spectre de S™ [c¢f. [G-H-L] p.174].

Soit (r,u) € R** x S™ les coordonnées polaires de R™*!. Le laplacien de R™*!
s’écrit dans ces coordonnées
2 nd 1
3.1 At = ———= — —— + —
G-b Rnet or: rdr r?
Les polynémes homogénes harmoniques de R™ restreints @ S™ sont des fonctions
propres de S™. En effet, soit P un polynéme homogéne harmonique de degré k de

R+, c’est-a-dire P=r*. P | S” et Ag~a P = 0. A cause de (3.1),0n a :
Agnn P =0= —k(k — 1)r*"2P | S" — nkr*"2P | 8" +r*~2Ag~(P | S™)
donc

Asn .

Agn(P | S")=k(n+k-1)P | S".
En fait, nous avons 12 toutes les fonctions propres de S™. Pour voir cela, il suffit de
vérifier que go H; est dense dans L?(S™) ot H; est ’espace des polyndmes homogénes

harmoniques de degré k de R™*! restreints & S™. Ceci vient du fait que ke;o P, estdense

dans L?(S"™) ot P; est I’espace des polyndmes homogenes de degré k de R™*! restreints
A S™ et du fait que :

3.2) Py = Hy @ Hy260---® Hp
Py = Hopd @ Hop—1 0 -+ - @ Hy

Les relations (3.2) se montrent par récurrence sur k. Elles sont immédiates pour k£ = 0
et il faut vérifier, par exemple, que Py = Hy + Po—3. En fait la somme précédente est
orthogonale pour le produit scalaire de L?(S™). Notons Qi le supplémentaire orthogonal

L
de P;_2 dans Py, c’est-d-dire Py = Q2 & Poi—2.
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Le groupe SO(n + 1) agit par isométries sur Pax, @21, H2; €t pour montrer que
Q2 = Ha, il suffit de voir que I’action de SO(n + 1) sur Q2 est irréductible (c’est-
a-dire qu’il n’existe pas de sous-espace strict non trivial de @,; stable par SO(n + 1)).
Cela découle des deux lemmes suivants :

LEMME 3.3. — Soit V un sous-espace de dimension finie de C*°(S™) sur
lequel SO(n + 1) agit par isométries. Soit Z(V') le sous-espace des fonctions de V qui
ne dépendent que de la distance au péle nord. Alors dim Z(V) 2 1 et sidim Z(V) = 1,
l'action de SO(n + 1) sur V est irréductible.

LEMME 3.4. — dimZ(Qx)=1.
Preuve. — cf. [G-H-L] p.176.

4) Remarque.

D’autres exemples de spectre se calculent complétement : c’est le cas par exemple
du disque, du rectangle, de I’ellipse, du secteur circulaire, des triangles équilatéral,
isoctle rectangle, demi-équilatéral, ¢f. [M-F], [P-S], [BE2], ainsi que des variétés
d’Heisenberg, cf. [G-W]. Cette liste n’est bien siir pas compléte.
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