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PERTURBATION DU LAPLACIEN DE HODGE PAR
EXCISION DE PETITES BOULES

par Colette ANNE

Soit (M, g) une variété riemannienne connexe compacte (orientée) de dimension
n 2 3, et soient aj,...,an des points distincts de Af. Pour ¢ < Inj(M) le rayon
N
d’injectivité de M, on définit M, = M — |J B(aj,¢).
ji=1
La métrique g définit un produit scalaire ( , ) sur le fibré AP M de p-covecteurs
antisymétriques, on note alors é 1’adjoint formel, pour le produit scalaire { , ) induit
sur les formes différentielles, de la différentielle d. Si * est I’opérateur de Hodge,
6 = (=1)"C+*D*1 4 de sur les p-formes. La métrique définit aussi sur C°(AP M) une
connexion de Levi-Civita : V.

On s’intéresse ici a la convergence du spectre du Laplacien A = (d+6)* sur
M., et aussi a la convergence des formes propres. Ce texte est une présentation de
I’article [AC].

1. Ellipticité - Conditions au bord

A est elliptique sur M, de domaine H2(A®M) et autoadjoint. Mais A n’est
elliptique sur M, que pour certaines conditions au bord. Nous regardons trois conditions
différentes :

4] #(I)wM‘ =0 et *d(D'aM' =0.
an (I)laM‘ =0 et 6¢|6M, =0.

Il est & remarquer qu’une condition ne portant que sur les dérivées (*d®jsp, = 0
et 6®5, = 0) n’est pas elliptique bien que auto-adjointe. En effet I’ellipticité
entraine I'inégalité de Friedrichs : ||®|j2 < C(||A®|| + ||®|/1), qui compare la norme
de ’opérateur et celle de Sobolev. Pourtant @ = z*dz sur D = {z € R?,||z]| < 1}
vérifie d® = 6@ = 0. Mais ||®||3 = OK?) et ||®||? = O(k).
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Le probléme III se traite comme les fonctions avec conditions de Dirichlet : il y a
inclusion des domaines de la forme quadratique et monotonie des valeurs propres (voir

[AD).

Les problemes I et II sont en dualité avec *. Nous ne parlerons donc plus que
du probleme (I) qui est la généralisation du probléme de Neumann sur les fonctions.
Notons A, = (A, ).

Remarquons que (A,7) est le carré de D = (D = d+6,+®j5p, = 0) qui est
lui-méme elliptique.

Posons ¢(®) = ||d®||>+||6®||* et [|®]12 = ||D][* + ¢().
HY\ (AP M,) = {® € H'(A?M,)/ » Bjop, = 0} .

2. Inégalité de Friedrichs

ProposITION. — 3C > 0; Ve < Inj(M) & € HL (APM,)

]
w@ - valf < c( [ op+: [ 1oF)
M., € JoMm,

1
/ 182 < C(Ivale] + ~1e|?)
oM, €

et

dou
I2lh < C(Va@) + —||<I>Il
Démonstration. — La premiére formule vient de la formule de Weizenbock :
1
(AD, D) = §A|<I>|2 +|VOP + Rp(®, )
ol R, est un terme de courbure de M. Cela donne en intégrant sur M., avec :

/ (AD, D) = ||dd|* +||6®|° +/ 6P A+® — & A +dd
M, oM,

1 2 2 _
[ zaer=-[ Sger=-[ 409

écrivons ® = a +dr A B (donc Bjsn, -_—O)etV% = E+I‘

et

Enfin d, est la différentielle sur la sphére de rayon r *, son opérateur de Hodge
et &, 1’adjoint de d,. On a les formules :

dd = d, a+dr/\(—a— d, B)

6P = b, — *,‘ —(*,ﬁ) —drAb. S .
or
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On vérifie alors (avec Bjopm, = 0) que :
Vol - g@ = [ Taa,c+ [ Ry(®,)
oM, M.
T

mesure les courbures principales du bord.

Pour la deuxi¢éme formule (® est 2 support dans une boule) :

/ |®[* vols, = / d(|®|? vols,)
oM, ¢

M
0 8
= [ —(|®|*)dvol+ | |®|*d A —(vols,)
or or
N’
1
- vol_q,
r
|
Ainsi || - ||]; et ]| - || sont toujours équivalentes mais la comparaison est de plus
en plus mauvaise. I nous faudra donc toujours raisonner avec || - ||,

3. Multiplicité de 0

D’apres la théorie de Hodge :
dimker D, = dimker A, = dim H?(M,,R) .

(En effet, soit & € C*°(M,), avec d® = 0. A, étant elliptique et autoadjoint il existe

®, et ¥ dans le domaine de A, avec ® = ¥+ AV¥ et Ady = 0. A, admettant une

paramétrix (voir [H] Chap. 20.1) il est Fredholm, &, est de classe C* et ¥ aussi. Enfin
dd =0= d(6d¥)=0= 0= (d6d¥,d¥) = (6d¥,6d¥)

car *d\p|8M. = 0. Donc
6dV =0=>d = Pg+déV.)

Mais dim H? (M., R) se déduit de dim HF (M, R) grace a la suite longue de Mayer-
e

Vietoris du recouvrement M = M, UU, ou U, = |3} B(a;,2¢) :
ij=1

.- HP(U. N M,,R) — HF*Y(M,R) — HP*'(M,,R) ® HP*'(U,,R)

— HPYY (U, N M,,R) — ...
U. N M, est homotope a I’union disjointe de N sphéres S™~!, H°(U.,R) = RN et
H*U. Ry =RNsik>1donc(p=-1):

0—-R — ReR¥ —- RN
Inj = Surj
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et la fleche : HO(U, N M,,R) — H'(M,R) est nulle, donc pour 1< k<n-—1:

0— H*M,R) = H*(M,,R) —0
enfin :

0— H"Y(M,R) — H"-Y(M,,R) — H"-! (U.N\M.,R) — H"(M,R) —0
1 I I
de noyau
RN-1 P RN R

doncpourk<n-1:

dim H*(M,,R) = dim H*(M,R)
et
dim A"~ Y(M,,R) = dim H"~Y(M,R) + (N - 1).

4. Le théoréme

THEOREME. — Soient po(s) € --- < pip(e)--- le spectre de A, sur les p-
formes de M., Ao < --- < A --- le spectre de A, sur les p-formes de M.

eSip#n—1 lim._ouir(e) = A et les espaces propres correspondant sont a
ﬂ-z
distance 0(s™7 ).

eSip=n-—1etb,_; =dim H"~}(M).
k<bp1+N-1=1;(e)=0
k=bn—l+1\'—l=>ﬂk(€)s—’ 0

k>b,_1+N~1=limpi(e) = Ai_n.
et méme chose pour les espaces propres.

Remarque. — Soit f. la fonction propre normée de M., nulle au bord dont la
valeur propre ). tend vers 0. Alors f. tend vers la fonction constante 1 alors =df, est
la (n — 1) forme propre de A, relative a p;__,+~n-1(€) = A, cette forme propre tend
vers 0; plus précisément on peut remarquer que *df, /|| * df.|| tend faiblement vers 0.

5. Démonstration

5.1 He_.opk(e) < ;.
Soit x la fonction de graphe :

A

14

o4

3/2
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et xe(m) = x(%%™) le point a étant un des a;. ||dx|* = O(e"~2) et [|(1 — x.)|I* =
0(e™).

Soit alors ¥ € C*°(APM)
¥ = x|, € CE™ T (|¥]oo + | V¥]ao)-

Soient enfin Wo,... , ¥; les (k + 1) premiéres formes propres normées de A sur
M, et E I’espace vectoriel engendré par x.Vo,... ,x:V&. On voit que

sup a(p) _ M +0(e"F)
oeE-10} Pl S 1-0(n/?)
on conclut alors avec le mini-max.

52.8ip#(m—1) X <lim,_op(e).

Il faut ici transporter les formes de M, sur M. Soit R < Inj(Af). Regardons les
formes définies sur la boule B(0, R) et nulles au bord.

PROPOSITION. — 3P. : H}..(AP(B(a,R) — B(a,c)) — H{}(A?B(a,R))
uniformément borné en ¢ pour la q-norme (toujours si p # (n — 1)).

5.2.0. Pour p = O ce résultat est montré dans [A].
Pour p = n le prolongement par O convient.

5.2.1. Cette proposition est vraie pour la métrique euclidienne avec pour P, le
prolongement harmonique.

Démonstration. — Regardons le diagramme commutatif :

H'(APR"™)

Hl (47 (R" - B, 9))

;| L

H'(A?(R" - BO, 1)) H'(APR™)

ou h.(x) = €z. On a les formules :
l|h; @17 = €277 ||®|)?
lldh; @|1* = e?*2~"||d|]*
l|6hz ®lI* = e27*2-"||6@||".

En effet ||h;®]? = [|eP®(ex)fPdz = e~ " [|®(ex)[*d(ez). La deuxieme
découle de la premicre car d et A7 commutent. Enfin * est une isométrie donc :

1687 |? = [|d + A7 B2 = [[ds®"h7 * |2 = 62X =P"2n||d 4 @
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d’apres la deuxiéme égalité.
P, est continu. Posons alors : ® = a +dr A 8. P.(®) = P.(a).
1P @|1* = e*~%||Py 0 h7®|* < Ce™ % (||n; | + g(h; ®))
< CEn-ZP (EZp—n“q,HZ + €2p+2—nq(¢))
< C(+eY)||@|2.
On voit tout de suite qu’on ne peut pas faire la méme chose avec ¢g(P. ®). Mais :
g(Pc®) = g(P.a) = 1/e***""g(P h} a)
= 1/e¥*- " (q(Px (h;a)|B,) + q(h:“))-
P H} . (AP(B; — B;)) — H'(APB,) est aussi continu. Donc :
2(Pik;o)ls,) < C(lIhie)ls,- 5,1 + g (hiels-5,) ).
Mais hja € Hl;(AP(B; — B;)) et p# n— 1 donc 0 n’est pas valeur propre de A, sur
B; — By = ||hiels,-5,|1* € sp—pye(hials,-5,)- Donc :

q(P.®) < C'/e*P*?~"g(hla)
< Cq(a).

LEMME. — 3C > 0 rel que ¢(a) < Cq(P).

La démonstration de ce lemme est assez délicate et technique. On la trouve
détaillée dans [AC].

5.2.2. Sur la boule de M on considére le méme F,, c’est-a-dire le prolongement
harmonique pour la métrique go égale partout 2 g(0) dans les coordonnées polaires. On
note systématiquement avec un indice 0 ce qui est définit a partir de go.

On a alors la proposition suivante :
ProrposiTiON. — Il existe C > 0 indépendant de € tel que
V® € Hgpo (Bla, R) — B(a,¢))
(c’est-a-dire ® totalement nulle au rayon R et nor® nulle au rayon ¢).
|9(®) - go(®)| < C(19]* + (&)
< C(19[§ + 0(®)).
Démonstration. — 11 existe un opérateur A de la fibre de AP M tel que (P, ¥) =

(®, A¥)p et comme on est en coordonnées polaires A = I +0(r2). Les formes volumes
s’écrivent w = fwp. Alors

+*® =+ fAD=B*x® ou B=1I+0(?.
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Les métriques g et go sont comparables. Le seul probléme de cette proposition est
donc la comparaison de ||d +o ®||* et ||d + ®||.

[ld+ || = [1d o ®[|| < [ld7 = B) %0 @||
< C(lell + I~ vel)
I ve|l - (IVe2a)| < Cli@ll.
D’apres les inégalités de Friedrichs

1
lg(r?®) — ||V (2 9)|1?] <C(||r2<1>||2+- / e‘|<1>|2).
¢ JaB

Donc
0%®) - 9G0P < (Il + & (v allie] + ol

1
< (1ol + & (leli/a® + 1l)

et donc ||V (r?®)|| < C||®|l,-

Avec P on conclut facilement que A; < limui(e). Soit en effet p = limpi(e) =
My oe ptx(Em) (avec limpy—oc €m = 0) et ¥i(s,n) des formes propres normées
correspondantes. P, (¥i(em)) est bornée dans H'(AT(M)), on peut donc supposer
(quitte & extraire une sous-suite) qu’elle converge faiblement H'! et en norme L,. Soit
& la limite. [|®|| = 1 et A® = p® faiblement et donc fortement d’aprés le lemme de
Weyl. En menant ce raisonnement de front pour po(e)- - - pi(€) on trouve ®o,... ,P;
orthonormée et formes propres de valeur propre inférieure a y, et donc d’aprés le mini-
max )\k < H.

6. Endegré p=n-1

Tout d’abord si k 2> bn—1 + N — 1 alors px(e) # 0. Soit Wi (e) une forme propre,
on peut supposer d¥;(e) = 0 ou §¥,(¢) =0, car A, d et A, § commutent. Si pour une
infinité de €, dWi(e) = O, alors p; (<) est valeur propre de ﬁs 6W(e) (remarquer
que les conditions au bord sont vérifi€es). D’apres 1'étude déja faite p;(¢) converge vers
une valeur propre de A sur le (n — 2)-formes, non nulle pour une forme propre ¢. On
vérifie d® # 0 et donc lim,_.o zx (¢) est aussi valeur propre de A sur les (n — 1)-formes.

Si pour une infinité de £, 6¥;(e) = 0. On fait la méme chose avec dW¥;(¢) qui
vérifie aussi les conditions aux bords parce qu’on est en degré n. Ici il se peut que
lim, o px(e) = 0, comme on I’a déja mentionné.

7. Formes harmoniques en degré (n — 1)

On sait qu’elles sont au nombre de b,y + N — 1. Les b,,_;-formes harmoniques de
M donnent des approximations de b, -1 d’entre elles grace au procédé de 5.1. Notons
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G(z,y) le noyau de Green sur les fonctions. Des candidats pour les (N — 1) restantes
sont 2< j< N):

wJ = *d(G(al ’ ') - G(aj, ')) .
G vérifie en dehors de z : A G(z, ) = —vol‘M donc G(ay, ) — G(a;j, ) est harmonique
sur M, et donc w; est fermée et cofermée, mais elle ne vérifie pas les conditions aux

bords. Il faut donc la couper avec le procédé 5.1 en tous les autres ai. Enfin G(a,-)
admet le développement (voir [Au}) :

G(a;,-) = E(GTC:,‘)‘,.—.:E,' ol F; est de classe C* dans les coordonnées polaires.

f{ est constante si n = 3.

On coupe donc :

(n - 2) ;T — 3 Cn pet
UJ‘(E)= Cn(— —7'? —fi’m) *dr+xc(*d(m72f})).
et de méme vers a;. |
s @I = )

et
g(e T w;(€)) = 0(¢) ob O(¢log,) si n = 6.

Donc w;(g) donne des approximations des (N — 1)-formes harmoniques restantes.
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