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STABILITE ISOPERIMETRIQUE

par Gilles CARRON

1. Introduction

a) L’inégalité de Bonnesen.

Rappelons 1'inégalité isopérimétrique dans le plan, si C est une courbe fermé
simple de longueur L bordant un domaine D d’aire A alors L? —47A > 0, avec égalité
si et seulement si C est un cercle.

On aimerait savoir en quoi cette quantité L? — 474 contrdle la géométrie de
C, c’est I'objet de l'inégalité de Bonnesen [B] il existe Cp cercle euclidien avec
L* — 47 A > d%(C.Co), ob dy est la distance de Hausdorff.

On voudrait généraliser un tel résultat. En dimension plus grande, nous avons
aussi une inégalité isopériméwrique : si D est un domaine régulier de R"*! on a
D)= cq—2m9D 150
(vOln41 D)>e1
ol ¢y, est la constante tel qu'il y ait égalité pour une boule euclidienne. Cependant on ne
peut espérer un résultat exactement similaire a celui de Bonnesen, en effet 6 ignore les
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parties de volume (n — 1)-dimensionnelle nulle mais pas dg, la distance de Hausdorff
n’est donc pas la distance adaptée.

b) La bonne distance.

Hiirwitz, grace aux séries de Fourier montre l’existence de Cp cercle euclidien
avec

d3:(C.Co) € C(L? — 4n A)
ob dgi(C.Co) = inf||fy — fa||gi(s'y I'inf étant pris sur les paramétrages f) : ' — C et
fz . Sl —
La norme de I’espace de Sobolev H'(S) étant donnée par ||u|l}; 61y = fo (v2(6)+
u2(6))d6.

Remarques :

1) Sur S', la norme H! majore la norme L, on retrouve donc ainsi le résultat
de Bonnesen, avec une constante non optimale.

2) La longueur et I’aire sont invariantes par translation de la courbe C, on peut
donc supposer que le barycentre de C est 0, puis par une homothétie on peut fixer 1’aire
de D. Nous pouvons alors reformuler le résuliat de Bonnesen ; notons £, 1’ensemble
des domaines C' de R? dont le barycentre est O (et dont 1’aire est v), alors

L:&& —R atteint son minimum en Dy disque euclidien,

D — Longueur (6D)
et il existe un voisinage V de Dy dans &, et une constante C > 0 tel que tout domaine
D de V vérifie L(D) — L(8 Do) 2 Cd%; (D. Dy).

C’est sous cette forme que Fuglede a éiendu ce résultat en dimension supérieure.

¢) Le résultat de Fuglede.

Notons &, 1’ensemble des domaines C! de R™*! dont le barycentre est 0 et dont
le volume est fixe €gal a v. Notons Dy la boule euclidienne de £,.. Un voisinage de Do
dans &, est donné par l'intersection de &, avec l’ensemble des domaines D, dont le
bord 8D, est (en coordonnées polaires) le graphe de u au-dessus de 8D :

Sur ce voisinage, on définit également une distance H' pour de tel domaine :
dHl(Du,D‘,) = ||u - 'L'“H),
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nous avons alors le

THEOREME [F]. — Il existe un C! voisinage V de Dy dans £, et une
constante C > 0 tel que tout D de V vérifie

d%,(D, Do) < C(vol, 8D — vol,, 8Dy).

2. Présentation du théoréme

On se propose de généraliser ce résultat aux vari€étés riemanniennes. Soit
—n+l __ c s e . . . . .
(M ,9) une variété riemannienne de dimension n+1, compléte orientée, cette derniére
hypothese est en fait superflue. Notons £, I’ensemble des domaines compacts de bord
C! et de volume v fixé. On considére la fonctionnelle D — vol,,(8D) définie sur &,.

Un élément Dy de &, sera dit critique pour cette fonctionnelle si, pour toute variation
D, de Dy, de classe C?, on a

d
Z(VOIn aD!) |t=0= 0

i.e. 0D, est a courbure moyenne constante. Un tel point sera dit “infinitésimalement

stable” si toute variation vérifie
2

d

Et—z(mln 0D) |1=02 0.

Cependant certaines variations donnent trivialement des dérivées secondes nulles, celles
laissant 0 Dy globalement invariant et celles s’obtenant par 1’action sur § Do d’un groupe

N N 9 P Py . e _—'1+1 - . . .
a un parametre d’isométries d’un voisinage de dDp dans (M ,g). Un point critique
sera dit “infinitésimalement strictement stable” si

d2
F(VOIn aDt) |t=0> 0

pour un ensemble de variations transverse aux variations triviales citées ci-dessus. Le
bord d’un domaine D, C! proche de Dy, peut s’écrire en coordonnées normales comme
un graphe au-dessus de 8 Dp. On définit alors une distance H! pour de tel domaine et

d31(Dy, D2) = inf{dg (IDy,J Dy), I, J isométries de M }

qui est une distance sur un voisinage de la classe de Dp dans &,/Isom(M,g). Nous
avons alors le

THEOREME. — Si Dy est un point critique infinitésimalement strictement
stable, il existe un voisinage V de Dy dans &, (pour la topologie C‘) et une
constante C > 0 tels que tout domaine D de V vérifie

"11(D, Do)* < C(vol, 8D — vol, 8 Dy).

Notation. — Si u est une fonction C! sur 8Dy, on note D, le domaine dont le
bord est le graphe de u — en coordonnées normales — au-dessus de 9Dp.
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Soit X I’ensemble des fonctions C! tel que le domaine D, est dans &, ;
c’est localement en zéro une sous-variété de C*(8 Dy, R), £ permet de paramétrer un
voisinage de 8 Dy dans £,. L’espace tangent en 0 de X est

ToX = {u € C'(0Dy,R) ; u = 0}.
8Dy
Si 0Dy est un point critique de vol,, alors on peut calculer la deuxiéme dérivée de vol,,
en restriction a X, on obtient :

volll(u,u) = / |dul? = (Ac(z, D) + || 11]|?) u?,
0Dy

ou ric est le tenseur de Ricci de (M,g), 7 une nomale 2 6D, et II la seconde
forme fondamentale de Do C (M,g). La stabilité infinitésimale de dDo se déduit
du fait que 1’opérateur elliptique autoadjoint L = A — (ric(#, #) +||II||*) est positif, la
stabilité infinitésimale stricte est équivalente au fait que le noyau de cet opérateur est
engendré par les isométries infinitésimales d’un voisinage de 8Dy dans M, ou encore
que dimker L = dimIsom(M,3) — dim Go ot Go est I’ensemble des isométries de
(M,3) fixant globalement 8D.

3. Exemples d’applications

a) Retrouvons le résultat de Fuglede.

On a (M,3) = (R™!, can) et Dy est une boule euclidienne de rayon r. On a
L = A — % qui, en restriction aux fonctions d’intégrale nulle, est positif, son noyau
est de dimension n+1,eton a

IsomR™) = 0(n+1)xR™ et Go = O(n+1).

Les hypothéses du théoréme sont vérifiées.

b) L’espace hyperbolique.

On prend (M,g) = (H™! hyp) et Dy boule géodésique de rayon r. On a
L = A - &g ; comme 0D est isométrique & une sphére euclidienne de rayon
shr, en restriction aux fonctions d’intégrale nulle, L est positif et son noyau est de
dimension n + 1. De plus Isom H™*! = O(n +1,1) et Gy =~ O(n + 1). Les hypothéses
du théorémes sont donc satisfaites.

¢). — De méme, le théoréme est valable pour les sphéres géodésiques des sphéres
euclidiennes.
d). — Si le bord de 0Dy a plusieurs composantes connexes alors des fonctions

constantes localement sont d’intégrale nulle, la stabilité de 6Dy implique donc que si
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8Dy = U; M, union des composantes connexes de dDg alors si Y _c;vol M; =0, on a
'

B / 111||? +ric(7, &) > 0.
M,

Dans le cas ob la courbure de Ricci de M est positive, 8 Dy est totalement géodésique
et L est I'opérateur de Laplace sur §Dp, son noyau est de dimension le nombre de
composantes connexes de 8Dy moins un.

Par exemple (M,3) = S' x S! tore carré plat et
Do = {(6,,6,) € R* /1% rq. fel +b, <6< saz+b2}

ol p, ¢ € Z, les translations orthogonales & Dy sont des isométries d’un voisinage de
0D,. Elles forment un espace de dimension un. Le théoréme s’applique donc ici.

4. Esquisse de la preuve

Nous allons dire deux mots de la preuve dans le cas ol I’'opérateur de la variation
seconde de 1’aire L est strictement positif.

Notons A la fonctionnelle définie sur C'(6Dp,R) par A(u) = vol(8D,) nous
désirons donc. minorer A(u) — .A(0), naivement écrivons la formule de Taylor avec reste
intégrale :

1
A(u) — A() = A'(0) - (u) + / (1 = 1)AY (u, u)dt.
0

Cependant u n’est pas d'intégrale nulle donc A’'(0)(u) # 0 et

" d2
Af(u,u) = de'l::oA(tu) # oD, Lu - u.

Pour résoudre ces difficultés, on introduit la fonctionnelle V définie par V(u) =
VOlns1 Dy — VOlay Do. On a £ = V~1{0} et V'(Q)u = D, U- Nous définissons alors

A(u) = A(u) - kV(u), ol k est la courbure moyenne de 8Dy. Cette fonctionnelle a les
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propriétés suivantes :
A, =0et A(u) = A(w)siu€ X
— dz —_—
et Ag(u,u) = 7y |‘=OA(tu) = /aDo Luu.
On approche u par ¥ = u — ;535: fop, ¢ € ToZ. On a

A(u) — A(0) = A(u) — A(0) = A(@) — A(0) — (A@) — A()).
Nous montrons que
o [A@) — A@)| < Ojullcn)lull},
e u et 7 ont des normes H' équivalentes,
o A(@) - A(0) > C|[T|).

nous aurons montré le théoréme, pour le 3*™point, on écrit

A@) - A©) = /o - 1) A (T, T)dt
par hypothése nous avons I’existence d’une constante C > 0 avec
A (v,v) > Cllvlf3: powr v € ToX
pour écrire que
Ao(v,v) > C’'|lv|l%: pour v € ToX 7 voisin de 0

sur TpX. 1 suffit de voir que I’application définie par 7 — -.Z;"- définie sur 7pX munie

de la topologie C! a valeurs dans I’espace des formes quadratiques sur TpX avec la
topologie H! est continue.
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