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m. Métrique sur l'espace de Teichmiiller

L Applications quasi-conformes

1. Interprétation géométrique.
On sait qu'une application holomoxphe est caractérisée par le fait que sa

différentielle en tout point est une similitude, en particulier sa dérivée en la "direc-
flz + reiQ) — f(z)

tion a" : dQf(z) = lim — j^—ü_£ ne dépend pas de a :

dafiz) = ƒ'(*).

On va donc imposer à une application quasi-conforme des conditions moins
restrictives. Soit w : U —> C (U : ouvert de C) un difféomorphisme C1 préservant
l'orientation. Avec les notations de l'analyse complexe :

Jz = 2\dx "*ôy/ #i = 2\dx +îôî
on a :

• Jac(tu)(*) = \wz\
2 - |tuj|2 ^ 0 donc : \wj(z)\ ^ |ti;a(2)|

• Öoty(z) = wz(z)etQ + iyy(z)e"ta.

On en déduit :

max |do«>(2)| = \u>z(z)\ + \wz{z)\
a

min|da«/(*)| = K ( * ) | -
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On définit K(z) = m ?* t L
o ; ? , : c'est le coefficient de dilatation en z.

dxw

K(z) est le rapport du grand axe par le petit axe de l'ellipse image par dzw d'un cercle.
On a toujours K(z) ^ 1.

DÉFINITION. — Soit w un difféomorphisme de classe C1 sur U préservant
Vorientation est dit K quasi-conforme si : Vz € U, K(z) < K.

Remarque. — w est K quasi-conforme si et seulement si : V* € U9 \v>z(z)\ ^
k\wz(z% k = ^=f. Il existe donc une fonction fiw : U —• C telle que : V* € U,

= iiw{z)wz{z) et \vw(z)\ ^ k < 1. fiw s'appelle la dilatation complexe de w.

On arrive maintenant à la notion générale de quasi-conformité. Pour cela on a
besoin de la définition suivante :

DÉFINITION. — Soit w une fonction définie sur un domaine U (U C C). w
est dite absolument continue sur les lignes (A.CL) si pour tout rectangle {x + iy\a ^
x ^ 6 ;c ^ y ^ d] inclus dans U, la fonction x •-• w(x + iy) (resp. y »-• w(x + iy))
est absolument continue sur [a, b] (resp.[c, d]) pour presque tout y dans [c, d] (resp. x
dans [a,6]J.

Une fonction A.C.L admet des dérivées partielles finies sur U presque partout.

DÉFINITION. — Soit U un ouvert de C. w : U —• U un homéomorphisme
préservant V orientation est dit K quasi-conforme si :

1) w est A.CL sur U

2) max |ôatu(2)| < K min |ôou>(2)| p./>-
a tir

2. Propriétés.

Par la suite, tous les homéomorphismes seront supposés préserver l'orientation.
On admettra le résultat suivant [1] :

P R O P O S I T I O N . — Soir w : U —• U un homéomorphisme. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

1) w est K quasi-conforme,

2)we H\U) et vérifie V équation u * = /iwz où fi € L°°(U) \\fi\\oo ^k<l
a v e c k = ^=i.

Cette équation s'appelle équation de Beltrami.

Dans tout ce qui suit, on s'intéressera au cas où U = H2 ou U = A (H2 =
{x + iy | y > 0} et A = {z € C | \z\ < 1}).



Espace de Teichmüller 11

On a les règles de calcul suivantes [2] :

* gM

2) ƒ : U —* U est conforme «> py = 0

3) f :U —*U conforme =*• (*/ og = ftg

4) g :U —*U conforme =*

5)/V = —rt*j-*<>f

6) ƒ A'i quasi-conforme, 9 A'2 quasi-conforme =• g o ƒ 7̂ i ̂ 2 quasi-conforme.

D'autre part, on admettra le résultat suivant [1,2].

PROPOSITION. — Soit fx e L°°(JJ), ||//||oo < 1. / ' existe un homéomorphisme
w:U —>U tel que w? = fiwz (*). Si v vérifie (*), alors wov~l est conforme. Si // est
de classe Ck, w test aussi.

On a le résultat important :

THÉORÈME (Mauri, [2]). — Soit w : A —• A un homéomorphisme K quasi-
conforme tel que w(0) = 0.

€ A \w{zi) - ui(22)| ^ 16|xi - z2\
l/K

\zl-z2\<16\w{zl)-w(z2)\
l/K.

COROLLAIRE. — Sous les mêmes hypothèses :

1) w s'étend de manière unique en un homéomorphisme de Â .

2) Une famille d'applications K quasi-conformes fixant 0 est normale.

Notation.— Si U = H2, fi € £°°(H2), ||j/j|oo < 1. On notera w^ Tunique
solution de xv? = pwz vérifiant : w(0) = 0, w(l) = 1, u;(oo) = 00.

Gtons les deux théorèmes suivants ([1,2]) :

THÉORÈME 1. — Supposons /i„ - • /* p.p ||//n||oo O Vn g N, alors
wv» "* w§* uniformément sur tout compact de H2.

THÉORÈME 2. — Supposons w^ —• w uniformément sur tout compact de H2,

alors w est quasi-covforme et K[w] < lim Klw^J (avec tf[«VJ = •;—,, ,, et
n—+00 1 — Il^nlloo
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3. Applications quasi-conformes de surfaces de Riemann.
On va transporter la notion de quasi-conformité par les atlas :

DÉFINITION. — Soient S et S' deux surfaces de Riemann, (£/,-, ft),-€/ et
(Vjjbj)j£j deux atlas définissant leur structure conforme et f un homéomorphisme
de S sur S'. ƒ est dit K quasi-conforme si : Vi € J, Vp € Uu soit j e J tel que
f(p) € Vj, alors w = hj o ƒ o gTl est K quasi-conforme.

PROPOSITION. — Cette définition a un sens.

Preuve. —

j ' , gi = gogv* hj = hohj*, w =
C i

Supposons p € UiHUi', f(p) € j j g gg j j jfg^
w — hj' o f o 0 t"\ On a donc w o g = h o w. Ce qui montre que w est quasi-conforme
si et seulement si w l'est (puisque g et h sont conformes). D'autre part :

77

donc

H en résulte que w est K quasi-conforme si et seulement si w Test •

Définissons //,- : U% —» C par //»(p) = dilatation complexe de hj ofogT1 au point
& (p). Ceci a un sens puisque la dilatation complexe est invariante par composition à
gauche par une application conforme. D'après la preuve précédente :

DÉFINITION. — On appelle différentielle de Beltrami sur S la donnée d'une
famille d'applications (jn)i£i, fit :Ui—*C telle que :
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Donc la dilatation complexe d'une application quasi-conforme sur S est une différen-
tielle de Beltrami sur S. Notons LfZXi)(S) les différentielles de Beltrami sur S.

On va maintenant voir la situation au niveau du revêtement universel H2. On peut
supposer S = H2/G où G est un groupe Fuchsien. La structure conforme est fournie

où Vi est un ouvert de H2 tel que v : H2 -> H2/G soit un homéomorphisme
1

Soit /z e £~i,i)(S). Posons fi(z) = ff*(ir(*)) si * € Vi

On en déduit fi(g. z) = /i(2)£^=, V</ € G, Vz € H2.

DÉFINITION . — I/wc différentielle de Beltrami sur H2 ert dite compatible avec
G si :

Vz e H2, Vg € G, A*(fl • 2) = M * ) = = -

A ö̂ro/ts L°°(H2; G) l'ensemble des différentielles de Beltrami compatibles avec G, c'est
un espace de Banach complexe^et L°°(H2; G)\ sa boule unité ouverte.

On a le lemme important :

LEMME. — \i e L°°(H2, G)i si et seulement si G^ = w^Gw"1 est Fuchsien.

Preuve. — =*> : soit g € G, posons g^ = w^gw'1, w^g = g^Wp. En prenant la
dilatation complexe des deux membres, on obtient fz9tl = 0, donc g^ € PSLz(R).

<= : si g^ = Wpgw~l € PSLz(R)> en prenant la dilatation complexe
g1

des deux membres, on obtient facilement que fiog = fi=. •
9'

Remarquons que w^ induit une application quasi-conforme ff, : S -* 5M avec
5 H 2 ^

COROLLAIRE. — Pour toute différentielle de Beltrami sur S, il existe une
surface de Riemann S' et une application quasi-conforme ƒ : S —• S' qui admet //
comme dilatation complexe. 5 ' et ƒ sont déterminées à application conforme près.

Preuve. — Soit p, la relevée de fi. fi € L°°(H2; G)\. D suffit de prendre S = Sp,
ƒ = /p. Si (ƒ, 5') et (<jr, S") répondent aux hypothèses, alors la dilatation complexe de
ƒ o gr ' est nulle, d'où le résultat. •
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EL Espace de Teichmüller

1. Espace de Teichmüller d'une surface de Riemann.
On se limitera aux surfaces de Riemann compacte d'un genre g donné. Soit So

une telle surface fixée une fois pour toute.

DÉFINITION. — On appelle surface de Riemann modelée sur So te donnée
d'un couple (ƒ, S) où ƒ est un homêomorphisme quasi-conforme ƒ : So —• S. Soit
M(So) l'ensemble des surfaces de Riemann modelées sur SQ.

On va définir différentes relations d'équivalence sur Af (So) :

i) Cfi, Si) « (/2, S2) &ho /f1 est conforme M(So) = M(S0)/ «
Ü) C/i, S\) ~ (ƒ2,52) *> 3a difféomorphisme holomorphe Si —* St tel que <r soit
h à / / 1 TS) M(5)/homothope à / 2 o / f 1 T(So) =

i, 5i) ^ (ƒ2,52> *> 3a difféomorphisme holomorphe Si —> 52.

= M(So)/ ~ •

On a évidemment les projections suivantes : M(Sb) —• M(Sb) —• r(5o) -* R(So)-

DÉFINITION. — T(SQ) est l'espace de Teichmüller de Sb.
R(So) est l'espace de Riemann de 5o.

Le théorème suivant montre que la condition de quasi-conformité n'est pas
restrictive, c'est-à-dire que T(So) contient "toutes" les surfaces de Riemann.

THÉORÈME. — Soient S et S' deux surfaces de Riemann compactes et f un
homêomorphisme de S dans S', il existe une application g : S —> S' quasi-conforme
homothope à ƒ.

Preuve. — Comme S est compacte» il existe un recouvrement fini de S par des
ouverts Ui,..., Un tels que Uh soit conformément équivalent à A et dUh soit une courbe
analytique. Il en est de même pour ƒ(£/*). Soient (pk : Uk —• A et V* • ƒ(#*) —> A
conformes. Posons /o = ƒ. On définit ƒ* par récurrence.

• fh s /*-i sur S - Uh

Soit w l'extension de Beurling-Ahlfors (cf. [1]) avec conditions w\sx = w\s^ w est
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quasi-conforme. wt = tw + (1 — f)w est une homothopie de tu à tu.

On pose fk^ = V**1 owo<pk.

h
f h est quasi-conforme sur \JUi et homothope à ƒ*-!• H suffit de prendre

9 = A- i = 1 •

2. Espace de Teichmüller d'un groupe Fuchsîen.

On va essayer d'obtenir une notion équivalente en raisonnant sur les groupes
Fuchsiens. Si S = H2/G est une surface compacte de genre g, alors G a 2g générateurs

9
ai , . . . ,a» , 6 i , . . . , 6 , tels que JJla.,6,] = 1.

i=i

Soit S = H2/G, soient p,v € L°°(H2;G)i, G^ = w^Gw^% G„ = «
Posons 5^ = ^ / G ^ , 5V = H2/Gv-

PROPOSITION. — On suppose S? = S*. i4tor5 to conditions suivantes sont
équivalentes :

1) fp est homothope à fu

2)

Preuve. —

1) => 2) : soit F : / x 5 — 5„, F(0,•) = ƒ„, F( l , •) = ƒ,,• Posons G:IxS-+S,
G = Z^1 © F, (?(0, ) = 15 , G(l, •) = JT̂ 1 o ƒ„. On peut donc supposer S = 5^ et

//i = I5. Posons G* = G(<, •)• G se relève en une application G : / x H2 -+ H2,
G(0, •) = lH»t posons Gt = G(<} •)

Affirmation^: V^ € G, V<_€ [0,1], G« o y = g o G*. En effet, comme G< induit
G«, Vi € [0,1], Gt o g = gt o Gt. L'application < •-• gt est continue de [0,1] dans G,
donc constante. Comme go = g, Vi € [0,1], #< — go*

Donc : Va: G H2, V n 6 Z , G i o j n z = j n o G12. Soient ag et w5 les points fixes
répulsifs et attractifs de g, en faisant tendre n vers +00 : G\(ag) = a^, G\(/3g) = /? .̂
Comme 5 est compacte, l'action de G à l'infini est dense, donc G ] | - = lg-. Mais Gi
est un relevé de ƒ"* o ƒ„ qui fixe 0,1, oo, donc G\ = u;^1 o t̂ ,̂ donc tt/^i- = wy^-

2) =» 1) : soit wt(z) le point de [u^OO, t̂ */(2)] tel que

wt est une homothopie de wM à t&ar.

Affirmation : V< € [0, l ] f wt induit une application ft de 5 dans 5^ = S».
Remarquons que si g^ = w^gw'1, gv = wvgw~x

% alors 0V = ^ car g^gv €
PSL%(Ji) et 0^1- = fjr̂ i Comme g^ est une isométrie : wt o <̂  = ^ o tu,
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II en résulte que wt induit une homothopie de ƒ^ à ƒ„. •

On peut maintenant définir l'espace de Teichmiiller d'un groupe Fuchsien. Pour
cela, on définit les relations d'équivalence suivantes sur L°°(H2; G)i :

1) /z ~ 1/ <=> «;„,_ = «;„,_ T(G) = L°°(H2;

2) // ~ i/ <=*> G,, et G, sont conjugués dans PSL2(R), RiG) = L°°(H2;

DÉFINITION. — T(G) s'appelle l'espace de Teichmûller de G.
R(G) s'appelle l'espace de Riemann de G.

On a évidemment les projections suivantes : L°°(H2;G)i -+ T(G) -> R(G) (car
si Wp\- = Î^I/|¥ , GM = Gj,).

On a la proposition suivante.

PROPOSITION. — Si S = H2/G. On a le diagramme commutatif suivant où
les flèches horizontales sont les projections et les flèches verticales sont des bijections :

M(S) —• M(S) —* T(S) —> R(S)
î î T

L°°(H2;G)i —- T(G) —* R{G)

Preuve. — Montrons, par exemple,que T(G) ^ T(S).

Soit tp : L°°(H2; G)i -> T(S\ fi ~ K / ^ ) ] .

• V5 ̂ st surjective : soit (ƒ, 50 € M (S), f : S -+ S' quasi-conforme. Soit v la
dilatation complexe de ƒ, // sa relevée dans H2. D est clair que (ƒ, 50 ~ (ƒ,,, 5,,), donc
*>(/*) = [(ƒ,501.

• Supposons <p(u) = y?(2/), il existe <x i Sp —> Sy conforme et homothope à
fv° fpX* do°c f y et G o /^ sont homothopes. Donc, les relevés de ƒ„ et a o /^ fixant
0,1, oo coïncident sur R, comme ce sont w^ et u;yt t^|_ = u;^. =^ / /^ i / .

y? induit donc bien une bijection ^ : T(G) —• T(5)-

HL Métrique sur l'espace de Teichmûller

On va munir T(S) d'une structure d'espace métrique complet. Pour cela» on va
d'abord se placer sur T(G).
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Remarque. — On a une structure de groupe sur L°°(H2; G)i en posant ://•!/==
dilatation complexe de w^ o wy.

On commence par définir une métrique sur L°°(H2; G)\ en posant :

•.^sjlogüTEtii^ouiJ1]

PROPOSITION. — r <fé/i/u* /a même topologie que || • H,».

Preuve. - 1) |1 - W\ ^ 2 * J f f ^ L > ̂ ^ * \\n -
2thr(/i,i/). Donc si

?(^»,AO —? 0 , alors | K - p | | o o n — r 0.

2) Supposons IjAin - H|oo —" 0, 3fc < 1 tel que ||A*n||oo < k et

IA^ •- fin] ^ H/X

donc

1 - A r 2 *
II en résulte que :

—> 0.

PROPOSITION. — {Loo(}Yf\G)\,T) est un espace métrique complet.

Preuve. — Soit {^n}n€N une suite de Cauchy pour r. Posons wn = w^n. On
construit facilement une sous-suite {^n}neN telle que :

EN*, Vfc^n, log (l<[wPn o u f j j ) < i ,

donc

Comme L°° est complet, il existe // tel que ||̂ / - fiPn\\oQ —• 0. Comme

les {wj,n} sont /C quasi-conforme pour un certain K indépendant de n.

Il existe donc k < 1, tel que Vn € N*, ||//pJ|oo < * < 1, donc \\fi\\ < 1. n
en résulte que ̂  6 L°°(H2;G)i, comme ||//Pn — //||oo — • 0, r(fiPnifï) — • 0,

n • I oo n^+oo
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{fin} est donc de Cauchy et admet une sous-suite convergente, donc {fin} est une suite
convergente : r(/in,/z) — • 0.

n—»+oo

On va maintenant définir une métrique sur T(G) à partir de r en posant

, M ) = inf {rOi',1/'), i/t € [fï] u' € M } .

LEMME. — Pour tout [fi], [u\ dans T(G), il existe fm € [fi], *b € M tels que

Preuve. — 1) On va définir une sorte d'"invariance" : posons d =
Soit (i\ € U*o]. Posons v\ = m • /xJJ"1 • *t>, on a ftj"1 • v\ = jtjj"1 • vo donc :

) , Mû) =

2) d = r ( M , M ) = lim dn, rfn = r(jin, i/n), ^ n € [fi], vn € M .

D'après 1), on peut supposer //„ = t*®. Or, il existe K tel que les u/„n soient 7C
quasi-conformes : 7<"[î/>i,n] ^ K[wyn

 own]K[wi*] < ^"^[«Vo] e t l a s u i t e {d«}
est bornée. Donc, quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que u/„n —• wVo

n—*+oo

uniformément sur tout compact, où u;„0 est quasi-conforme. D en est de même pour :
w"n ° ^ o 1

 f i^7* w»o ° w^J. Donc K[WU0 o u;^1] < Uni K[wuo O W^1] = d. Pour
conclure, il suffit de prouver que MD € [*/]• Or, V$ € G, w„ngw~* = #,/ est indépendant
de n, donc wyogw~* = p„, on a donc bien 14 € [2/]- •

II est maintenant évident que (T(G), r) est un espace métrique complet On peut
maintenant transporter ces métriques sur M (S) et T(S), on obtient :

# sur M(S) : ?((/i , Si), (/2 ,52)) = i log K[f2 o / f 1 ]

• sur T(S) : r([/!, Si] , [/2) 52]) = inf { \ log ƒ<[ƒ]} où Tinf est pris sur toutes les
applications quasi-conformes ƒ : S\ —> S2 homothopes à / 2 o / j " 1 . ,

D'après ce qui précède (Af (5), r) et (T(S), r) sont des espaces métriques complets
et il existe dans chaque classe d'homothopie une application quasi-conforme qui
minimise le coefficient de dilatation.

Bibliographie

[1] LEHTO. — Univalent fonctions and Teichmülier spaces, New-York, Berlin, Heildelberg, Springer-
Verlag, 1987.

[2] NAG. — The complex anaiytic theory of Teichmülier spaces, New-York, Chichester, Brisbane, John
Wïley's Sons, 1988.

Hubert PESŒ
INSTITUT FOURIER
Laboratoire de Mathématiques
BP74
38402 St MARTIN D'HÈRES Cedex (France)


