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L Applications quasi-conformes

1. Interprétation géométrique.

On sait qu’une application holomorphe est caractérisée par le fait que sa
différentielle en tout point est une similitude, en particulier sa dérivée en la “direc-
sy __
tion a” : 8, f(z) = lim fztre .) 1)
r—0 re'¢

ne dépend pas de o :
0af(2) = f'(2).

On va donc imposer 2 une application quasi-conforme des conditions moins
restrictives. Soit w : U — C (U : ouvert de C) un difféomorphisme C! préservant
Porientation. Avec les notations de 1’analyse complexe :

9 _ l(i_,-.a_) _9;_1(1,,-.2)
9z 2\0z 'Oy 5z 2\0z = oy/’
ona:
o Jac(w)(2) = |, P = Jwsf? 3 0 donc : |ws(a)] < |w, ()]
o Jow(2) = w,(2)e' + wr(z)e"°.
On en déduit :
max |0 w(2)| = |w.(2)] + |wz(2)]
mjn [Oaw(2)| = |w.(2)] = |w(2)]
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max |G, w(2)|
min laaw(z)l

d.w ’
K (2) est le rapport du grand axe par le petit axe de 1’ellipse image par d,w d’un cercle.
On a toujours K(z) 2 1.

On définit K(2) = : c’est le coefficient de dilatation en z.

DEFINITION. —  Soit w un difféomorphisme de classe C' sur U préservant
I’ orientation est dit K quasi-conforme si : Vz € U, K(2) £ K.

Remarque. — w est K quasi-conforme si et seulement si : Vz € U, |wz(2)] <
klw,(2)|, k = %:—l' Il existe donc une fonction g, : U — C telle que : Vz € U,
wz(2) = puw(2)w.(2) et |po(2)] € k < 1. p,, s’appelle la dilatation complexe de w.

On arrive maintenant a la notion générale de quasi-conformité. Pour cela on a
besoin de la définition suivante :

DEFINITION. —  Soit w une fonction définie sur un domaine U (U C C). w
est dite absolument continue sur les lignes (A.C.L) si pour tout rectangle {z + iyla <
z < b;c < y< d}inclus dans U, la fonction z — w(z + iy) (resp. y — w(z + iy))
est absolument continue sur [a,b] (resp.[c, d]) pour presque tout y dans [c,d] (resp. =
dans [a,b)).

Une fonction A.C.L admet des dérivées partielles finies sur U presque partout.
DEFINITION. —  Soit U un ouvert de C. w : U — U un homéomorphisme
préservant I'orientation est dit K quasi-conforme si :

1) west ACL surU
2) max [Oaw(2)| € K nLin [Baw(2)| p.p.

2. Propriétés.

Par la suite, tous les homéomorphismes seront supposés préserver 1’orientation.
On admettra le résultat suivant [1] :

PROPOSITION. — Soit w : U — U un homéomorphisme. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

1) w est K quasi-conforme,

2) w € HY(U) et vérifie I'équation ws = pw, ok p € L) ||plle < k < 1

— K-1
avec k = %5

Cette équation s’appelle équation de Beltrami.

Dans tout ce qui suit, on s’intéressera au casod U = HR ou U = A (H? =
{z+iyly>0}etA={z€C||z| <1}
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On a les regles de calcul suivantes [2] :

Bg +(ps 0 9)ry gz

1 = —— avec ry = —
) Hyog 14 (py 0 9)ryR, "7 9

2) f:U — U estconforme <& py =0
3) f:U — U conforme = prog=p,

’
4) g : U — U conforme = p;og=pfog§

S)py = -%p,-x of

6) f K, quasi-conforme, g K> quasi-conforme => g o f K K2 quasi-conforme.

D’autre part, on admettra le résultat suivant [1,2].

PROPOSITION. —  Soit p € L®(U), ||pt]loo < 1. Il existe un homéomorphisme
w:U — U tel que wr = pw, (*). Si v vérifie (*), alors wo v~ est conforme. Si p est
de classe C*, w Iest aussi.

On a le résultat important :

THEOREME (Mauri, [2]). — Soit w : A — A un homéomorphisme K quasi-
conforme tel que w(0) = 0.
V(z1,22) € A |w(z1) — w(z2)| € 1621 — 2|/ ¥
|21 = 22| € 16]w(z1) — w(z2)|/ K.

COROLLAIRE. — Sous les mémes hypothéses :
1) w s’ étend de maniére unique en un homéomorphisme de A.
2) Une famille d applications K quasi-conformes fixant 0 est normale.

Notation. — Si U = H?, p € L®H?), ||¢|l < 1. On notera w, 1’unique
solution de wz = pw, vérifiant : w(0) = 0, w(l) = 1, w(oco) = oo.

Citons les deux théorémes suivants ([1,2]) :

THEOREME 1. —  Supposons pn — p pp ||pnllc € k Vn € N, alors
wy, — wy uniformément sur tout compact de H2,
THEOREME 2. —  Supposons w,,, — w uniformément sur tout compact de H?,
1+ "I‘n"w

alors w est quasi-conforme et K[w] € lim K[w,,] (avec K{w,,] =

et
N=—4+00 l = "I‘l"llo°

1 - |lelleo

Si wy = pw,).
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3. Applications quasi-conformes de surfaces de Riemann.
On va transporter la notion de quasi-conformité par les atlas :

DEFINITION. — Soient S et S' deux surfaces de Riemann, (U;,g9:)icr et
(Vj,b;)jes deux atlas définissant leur structure conforme et f un homéomorphisme
de S sur S'. f est dit K quasi-conforme si : Vi € I, Vp € U;, soit j € J tel que
f(®) € V;, alors w= hjo fog;" est K quasi-conforme.

PROPOSITION. —  Cette définition a un sens.

Preuve, —

Supposons p € U;NUy, f(p) € U;NUj/, g; = gogir, hj = hohj, w = hjofog,-'l,
w=hjiof 0g:'.On adonc wog = how. Ce qui montre que w est quasi-conforme
si et seulement si w I’est (puisque g et k2 sont conformes). D’autre part :

]

g9
Puog = puwOg X =, My == p

[
donc
legl = lpw o gl
Il en résulte que w est K quasi-conforme si et seulement si w ’est. [ |

Définissons y; : U; — C par p;(p) = dilatation complexe de hj o fog; ! au point
gi(p). Ceci a un sens puisque la dilatation complexe est invariante par composition a
gauche par une application conforme. D’aprés la preuve précédente :

, . . M: . — q. -1
Vp € U; NU; u.(p)g,(gj(p)) k@) g=giog; .

DEFINITION. —  On appelle différentielle de Beltrami sur S la donnée d une
famille d’ applications (p;)ier, pi : U; — C telle que :

VG, ) tel que UinU; # 9, Vp € U NU; m(p)-ZTE’%((;—;; = 1;(p) avec g = giog;.
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Donc la dilatation complexe d’une application quasi-conforme sur S est une différen-
tielle de Beltrami sur S. Notons L2, 1,(S) les différentielles de Beltrami sur S.

On va maintenant voir la situation au niveau du revétement universel H2. On peut
supposer S = H?/G ol G est un groupe Fuchsien. La structure conforme est fournie
(Us, 9i)ier ol V; est un ouvert de H? tel que 7 : H? — H2/G soit un homéomorphisme
Vi = Ui et g; = (x|V)~ 1.

Soit p € Lgf_l'l)( S). Posons ji(2) = pi(#(2)) siz € V;.

g'(2)

On en déduit fi(g - z) = ji(z)2==2 o ,Vg € G, ¥z € H,
g-Vi=Vi Ui=U;
g 95
DEFINITION. —  Une différentielle de Beltrami sur H? est dite compatible avec
Gsi: /@)
VzeH, VgeG, pulg- z)—#(),(z)

Notons L™ (H?; G) I'ensemble des différentielles de Beltrami compatibles avec G, ¢’ est
un espace de Banach complexe,et L (H?; G), sa boule unité ouverte.

On a le lemme important :

LEMME. — p € L®(H?,G); si et seulement si G, = w,Gw" est Fuchsien.

Preuve. — = : soit g € G, posons g, = w,.gw“ » Wug = guwy. En prenant la
dilatation complexe des deux membres, on obtient p,, = 0, donc g, € PSL,(R).
< :sig, = wugw;! € PSLy(R), en prenant la dilatation complexe
!’
des deux membres, on obtient facilement que gzo g = p.’-;. ]

Remarquons que w, induit une application quasi-conforme f, : § — S, avec
S, = H?*/G,.

COROLLAIRE. —  Pour toute différentielle de Beltrami sur S, il existe une
surface de Riemann S' et une application quasi-conforme f : S — S’ qui admet p
comme dilatation complexe. S’ et f sont déterminées @ application conforme preés.

Preuve. — Soit ji 1a relevée de p. i € L™ (H?; G);. 1l suffit de prendre S = S,
f = fz Si(f,S’) et (g,S"”) répondent aux hypothéses, alors la dilatation complexe de
fog~! est nulle, d’oi le résultat. |
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IL Espace de Teichmiiller

1. Espace de Teichmiiller d’une surface de Riemann.

On se limitera aux surfaces de Riemann compacte d’un genre g donné. Soit So
une telle surface fixée une fois pour toute.

DEFINITION. —  On appelle surface de Riemann modelée sur Sp la donnée
d’'un couple (f,S) ok f est un homéomorphisme quasi-conforme f : So — S. Soit
M (Sp) I'ensemble des surfaces de Riemann modelées sur Sp.

On va définir différentes relations d’équivalence sur M (So) :

i) (f1,51) ® (f2,52) © f20 f;! est conforme M(So) = M(So)/ =
ii) (£, S1) ~ (f2, S2) & 3o difféomorphisme holomorphe S; — 53 tel que & soit
homothope 2 f 0 fi! T(So) = M(So)/ ~

iii) (f1,51) v (f2,S2) & 3o difféomorphisme holomorphe Sy — S,.
R(So) = M(S0)/ ~ -

On a évidemment les projections suivantes : M (So) — M(Sp) — T(Sp) — R(Sp).

DEFINITION. — T(Sp) est I'espace de Teichmiiller de So.
R(So) est I'espace de Riemann de Sp.

Le théoréme suivant montre que la condition de quasi-conformité n’est pas
restrictive, c’est-a-dire que 7'(Sp) contient “toutes”™ les surfaces de Riemann.

THEOREME. — Soient S et S' deux surfaces de Riemann compactes et f un
homéomorphisme de S dans S’, il existe une application g : S — S’ quasi-conforme
homothope a f.

Preuve. — Comme S est compacte, il existe un recouvrement fini de S par des
ouverts U, ..., U, tels que U; soit conformément équivalent 2 A et U} soit une courbe
analytique. Il en est de méme pour f(U;). Soient ¢ : Uy — A et ¢ : f(Ur) — A
conformes. Posons fo = f. On définit f; par récurrence.

e fi=ficiswrS—Usi
ow::/;kofo%:l

Pk

Soit w I'extension de Beurling-Ahlfors (¢f. [1]) avec conditions %|s, = w|s:. W est
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quasi-conforme. w; = tw + (1 — £)w est une homothopic de w a w.
On pose 'fklua = 1/;;'1 oW o ;.

k
fr est quasi-conforme sur |JU; et homothope 2 fi-i. 11 suffit de prendre
i=1

9 = fa. |

2. Espace de Teichmiiller d’un groupe Fuchsien.

On va essayer d’obtenir une notion équivalente en raisonnant sur les groupes
Fuchsiens. Si S = H?/G est une surface compacte de genre g, alors G a 2g générateurs
g

Glye..,qp, b],...,bg tels que H[a.-,b.-] =1.
s=1
Soit S = H2/G, soient p,» € L°H% G\, G, = w,Gw,', G, = w,Gu;l.
Posons S, = H?/G,, S, = H*/G,.

PROPOSITION. —  On suppose S, = S,. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :
1) £, est homothope & f,

2) Wulg = Wiz

Preuve. —

1)=>2):s0it F: IxS — S, FQO,")= fu, F(1,)= fy,.Posons G: I xS — S,
G = f;'oF,GO,) =1s, G(1,)) = f;! o f,. On peut donc supposer S = S, et
J. = 1s. Posons G; = G(t,-). G se reléve en une application G:IxH — H,
G, ") = 1;p2, posons G, =G,

Affirmation : Vg € G, Vit € [0, 1}, G; o g=go G:. En effet, comme G induit

G;, Vt € [0,1], Gt og=gt0 G, L’application ¢ — g, est continue de [0, 1] dans G,
donc constante. Comme go = g, Vi € [0,1], g: = go.

Donc : Vz € H3, Vn € Z, Gy o g™z = g™ o G, 2. Soient ay et wy les points fixes
répulsifs et attractifs de g, en faisant tendre n vers +oo : Gl(a,) = ay, Gl(ﬂg) = ﬂ,
Comme S est compacte, I’action de G 2 I'infini est dense, donc G1 s = g Mais G

est un relevé de f;’ o f, qui fixe 0,1, 0o, donc 51 = w;‘ o w,, donc Wyl = Wyl
2) => 1) : soit w¢(z) le point de [w,(2), wy(2)] tel que

d(w,(2), wi(2)) = td(w,(2), w,(2)).

w; est une homothopie de w, 3 w,.

Affirmation : V¢ € [0,1], w; mdmt une apphcanon fide Sdans S, = S,.

Remarquons que si g, = wugw;!, 9, = w,gw;?, alors g, = g, car g,,9, €
PSLy(R) et Julg = vl Comme g, est une isométrie : w; 0 g = g, o wy
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9w

w,(2) wy09(2)

we(2) ©e09(2)

wy(z)

wy 09(z)
11 en résulte que w, induit une homothopie de f, a f,. |

On peut maintenant définir I’espace de Teichmiiller d’un groupe Fuchsien. Pour
cela, on définit les relations d’équivalence suivantes sur L=°(H%; G), :

Dp~v = wyo = wy T(G) = L°H%; G/~
2)p ~v <> G,etG, sontconjugués dans PSLy(R), R(G) = L H% G)yyw-
R

DEFINITION. — T(G) s’appelle I'espace de Teichmiiller de G.
R(G) s’appelle I’espace de Riemann de G.

On a évidemment les projections suivantes : L°(H%; G); — T(G) — R(G) (car
sl wylz = Wy, Gy = G).
On a la proposition suivante.

PROPOSITION. — Si S = H?/G. On a le diagramme commutatif suivant ou
les fidches horizontales sont les projections et les fléches verticales sont des bijections :
MS) — M(S) — T(S) — R(S)

1 1 1
L®H4Gn — T(G) — RG)

Preuve. — Montrons, par exemple,que T(G) >~ T(S).
Soit ¢ : L°(H% G) — T(S), p [(fp‘su)L

e (p est surjective : soit (f,S’) € M (S). f : S — S’ quasi-conforme. Soit v la
dilatation complexe de f, u sa relevée dans H2. 11 est clair que (f, S') ~ (fu,Su), donc
o) = [(f, )]

e Supposons ¢(u) = ¢(v), il existe ¢ : S, — S, conforme et homothope a
fvo f;‘, donc f, et o o f, sont homothopes. Donc, les relevés de f, et o o f, fixant
0, 1, oo coincident sur R, comme ce sont w, et w,, Wyl = Wyl => p~ V.

¢ induit donc bien une bijection @ : T(G) — T'(S).

IIL Métrique sur I’espace de Teichmiiller

On va munir 7'(S) d’une structure d’espace métrique complet. Pour cela, on va
d’abord se placer sur T'(G).
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Remarque. — On a une structure de groupe sur L®(H?;G); en posant : p-v =
dilatation complexe de w, o w,.

On commence par définir une métrique sur L (H?; G); en posant :

() = -l-losK[wu ow;]

1+||u vl - " "
..1 00 1
wvee Klww - 1= Tl i I = e = 155 |
PROPOSITION. — 7 définit la méme topologie que || - ||co-
Preuwve. — 1) |1 — uv| < 2 = "l " "“ V"°° = |lg - V)l €
- 00

2th7(u, v). Donc si
Fptn, ) —— 0, alors ||pa - plloc — O.

N =400

2) Supposons [|un — pllee — 0, 3k <1 tel que [|palloo < k et |lufloo < &

e = ol e = palle |
Il - ﬂ'ﬁnl = 1- k2 ’
donc

7, ) < DL binlle

Il en résulte que :
llen = - #loo aypd 0 = (g, I‘n) — 0.

~t 400
|
PROPOSITION. — (L®°(H?; G),,7) est un espace métrique complet.
Preuve. — Soit {2, }neN une suite de Cauchy pour 7. Posons w, = w,,. On
construit facilement une sous-suite {2, }nen telle que :
- 1
VneN*, Vk>n, log(K[an wyl, ) <5

donc 1
Hitp, = tipanlloo < 2th5”—+—,.

Comme L est complet, il existe y tel que ||z — pp, [loc — 0. Comme
K[wp,..] € K[wp, ] K[w;} o wp,,.] < K[wp,]e!/*,
les {w,_} sont K quasi-conforme pour un certain K indépendant de n.

11 existe donc k < 1, tel que Vn € N*, ||p,|lc < & < 1, donc |jp]] < 1. 1
en résulte que g € L°°(l-l2 G, comme [lpp, = pllo — O, Fptp,, 1) — 0O

(]
n—++00
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{#n} est donc de Cauchy et admet une sous-suite convergente, donc {u, } est une suite
convergente : T(pp, i) Ruwod 0. [ |

On va maintenant définir une métrique sur 7(G) 2 partir de 7 en posant
7((p), V) = inf {r(',0"), ¢’ € [1) V' € [v]}.

LEMME. —  Pour tout [u], [v] dans T(G), il existe po € [pl, v € [V] tels que
?0‘0: VO) = T([”]) [V])-

Preuve. — 1) On va définir une sorte d’*“invariance” : posons d = T(uo, ).
Soit g1 € [p0). Posons 14 = iy - pg' -, on a g7 -1y = pg? - wp donc :

1

w wy, = wilw,, = T(po, vo) = T, ).

2)d=r(ulL W) =_Lm_dn, do= 7, v0), in € ], v € 1)

D’aprés 1), on peut supposer p, = po. Or, il existe K tel que les w,_ soient K
quasi-conformes : K [w,,] < K[w,, o w;}]| K [w,,] < XK [w,,] et la suite {d,}
est bornée. Donc, quitte 2 extraire une sous-suite, on peut supposer que w,,_ n—++°° Wy,
uniformément sur tout compact, ol w,, est quw—conforme 11 en est de méme pour :

w,, o w,} T Wiy O Wy !. Donc K [w,, o wy, ]<hm K[w,,,ow 1] = d. Pour

conclure, il suffit de prouver que »p € [v]. Or, Vg € G wy, gw,, = g, est indépendant
de n, donc w,ogw,,o = g,, on a donc bien 1y € [v]. |

Il est maintenant évident que (7(G), 7) est un espace métrique complet. On peut
maintenant transporter ces métriques sur M (S) et T'(S), on obtient :

o sur M(S) : 7((fi, $1), (f2,S2)) = L log K[f2 0 f;1]

o sur 7(S) : 7([f1, $1], [f2, S2]) = inf { ] log K[f1} ob I'inf est pris sur toutes les
applications quasi-conformes f : S; — Sz homothopes 2 f o f;!.

D’aprés ce qui précede (M (S), 7) et (T'(S), 7) sont des espaces métriques complets
et il existe dans chaque classe d’homothopie une application quasi-conforme qui
minimise le coefficient de dilatation.
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