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LA PREMIERE VALEUR PROPRE NON NULLE
DU LAPLACIEN DES p-FORMES

par Gilles COURTOIS

Cet exposé est un résumé de [C-C] dans lequel les auteurs étudient les relations
entre ’existence de petites valeurs propres non nulles pour le laplacien des p-formes et
la géométrie d’une variété riemannienne compacte M.

Cette étude est motivée par le cas du laplacien des fonctions (i.e. p = 0) ou les
inégalités de Buser et Cheeger permettent de comprendre 1’allure d’une variété M dont
la premié€re valeur propre A;(M) est petite. Dans ce cas, en effet, M ressemble a une
haltére, ce qui veut dire que la constante isopérimétrique de Cheeger h(M) est elle aussi
petite.

La constante de Cheeger est définie par

0.1) h(M) = inf [vol 8Q/ vol Q , vol 2 < vol M/2]
et nous avons les inégalités suivantes, ¢f. [Bu 1], [Bu 2], [CR].
©2) ZH0D) < W) < e (BKQM) + (M)

oll ¢; est une constante qui dépend de la dimension de M et § un minorant de la courbure
de Ricci. Soit A;(p, M) la premiére valeur propre non nulle du laplacien A = dé + éd
agissant sur les p-formes différentielles de M.

Rappelons que 6 est I’adjoint de la différentielle extérieure d par rapport au produit
scalaire (a, 8) = [,, @ A B ol  est ’opérateur de Hodge.

Contrairement au cas des fonctions, la constante de Cheeger h(M) ne permet pas
de minorer \i(p, M)sil<p<<n-1,n=dmM.

THEOREME 1 ([C-C)). — Soit m > 3 et 1 < p < (m — 1) des entiers. 1l
existe une famille M, = (M, g;), 0 < t < 1 de variétés riemanniennes compactes de
dimension m et de courbures sectionnelles et diamétre bornés telles que
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(a) h(M;) =2 c>0, cindépendant de t.
(b) lime_oM(p, M) =0.

Les exemples du théortme 1 sont obtenus par des effondrements d’une variété
M sur une vari€té N ayant plus de topologie que M, (cf. [PA], [C-G 1], [C-G 2] pour
des définitions précises d’un effondrement). Par exemple les métriques de Berger g;
sur $2**1 réalisent un effondrement de $?**! sur P*(C), (¢f. [C-G], exemple 1.2) et
A1(S2n*1,2k) est arbitrairement petit, pour 1 < k < (n — 1).

Ces exemples obtenus par effondrements sont en fait les seuls exemples de vari€tés
a courbure et diamétre bornés ayant une petite valeur propre (non nulle). En effet, soit
M(n,a,b) I’ensemble des variétés riemanniennes de courbure sectionnelle et diamétre
bornés respectivement par a et b. On a le :

THEOREME 2. — Il existe € = e(n,a,b) > 0 tel que si M € M(n,a,bd) et
M (M, p) < € pour un entier 0 < p < n, alors M admet des effondrements.

Remarque. — La propriété pour M d’admettre des effondrements est une pro-
priété topologique de M, cf. [C-G 1], [C-G 2].

Plan de preuve du théoréme 2. — Soit M(n,a,b,c) 'ensemble des vari€tés
riemanniennes de dimension n, & courbure et diamétre majorés par a et b respectivement
et a rayon d’injectivité minoré par c. Un théoréme de Peters, [Pe], assure la relative
compacité de M(n,a,b,c) dans la topologie C! des métriques (modulo 1’action
des difféomorphismes). La continuité de A;(p, M) par rapport a la topologie C!
sur I’ensemble des métriques entraine que A;(p, M) est minoré sur 1’adhérence de
M(n,a,b,c). Le fait que A;(p, M) soit petit pour M € M(n, a, b) entraine donc que le
rayon d’injectivité de M est petit. Le théoréme 2 découle alors du théor¢éme du rayon
critique de Cheeger-Gromov, cf. [C-G 2].
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