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THEORIE DES RESONANCES
POUR DES OPÉRATEURS DE SCHRÖDINGER PERIODIQUES

par Christian GÉRARD

I. Introduction

On s'intéresse dans ce travail aux propriétés analytiques de la résolvante R(X) =
(H - A)"1 pour des opérateurs de Schrödinger périodiques H = —A + V(x) sur Rn

9

où V est un potentiel local et T—périodique pour un certain réseau T de Rn.

L'existence et les propriétés du prolongement de R(X) sont importantes quand on
s'intéresse au problème de la diffusion par des impuretés dans un cristal. Des impuretés
localisées ou en faible concentration sont modélisées par un potentiel W à décroissance
exponentielle.

En physique des solides, on s'intéresse aux singularités de -R'(A) = (üf+W — A)""1

pour des énergies A complexes. Les pôles réels de i?'(A) situés entre les bandes sont des
valeurs propres (responsables de la couleur de certains cristaux), les pôles complexes
obtenus par prolongement à travers les bandes s'interprètent comme des résonances
associées à des "quasiparticules". L'analogie avec les Hamiltoniens à deux corps est très
grande, en particulier la densité d'états joue un rôle analogue à la phase de diffusion
dans le scattering usuel.

II. Résultats

On considère un Hamiltonien de Schrödinger H = - A + V(z), où V est un
potentiel local qui est A borné avec borne relative strictement inférieure à 1, et T
périodique pour un réseau T de Rn.
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IL1. Résultats généraux.

On s'intéresse aux deux problèmes suivants :

i) problème d'extension locale : pour un Ào € <r(H)9 étendre analytiquement
(if - À)"1 dans un petit voisinage de Ào et décrire ses singularités.

ii) problème d'extension globale : étendre analytiquement (H - A)"1 à un ouvert
donné de C et décrire ses singularités.

Les singularités sont différentes dans les deux problèmes.

Le résultat principal est le suivant :

THÉORÈME 1. — Pour tout ouvert borné U de C, il existe un ensemble fini T
de points de U, (appelés singularités de van Hove en physique des solides), et un fermé
Too de mesure nulle ne rencontrant pas I\ tels qu'on ait les résultats suivants :

i) problème d'extension locale : pour tout point XQ de o(H), il existe un voisinage
V de Ào dans U tel que (H - À)"1 se prolonge holomorphiquement sur le revêtement
universel (V\TY de V\T comme opérateur borné entre L\(Rn) et H^a(R

n) pour un
a > 0, arbitrairement petit.

ii) problème dfextension globale : {H — A)"1 se prolonge holomorphiquement
sur le revêtement universel (U\T U Foc)* de U\T U F » comme opérateur borné entre
L\{Rn) et H^a(R

n) pour un a > 0, arbitrairement petit.

Ici L2
a(R

n) = {« j ue°<*> G L2(Rn)h « Hia(R
n) = {u \ ue'a<x> € H2(Rn)} .

Les singularités de van Hove ont une interprétation géométrique qui les relient aux
singularités des surfaces de Fermi : pour étudier un opérateur de Schrödinger périodique,
on introduit classiquement la famille des opérateurs réduits de Floquet-Bloch : Hp =
(Dz + p)2 + V(x) sur L2(FT), OÙ FT est une cellule fondamentale du réseau T • Le
domaine de Hp est ici H2(FT)> OÙ on munit FT de sa structure de variété qui en fait un
tore Tn . Le paramètre de Floquet p varie dans une cellule fondamentale FT* du réseau
dual de T.

On introduit alors la surface de Fermi 5A pour A € R : 5A est l'ensemble
des p tels que A est une valeur propre de Hp. Sx joue le rôle de la surface d'énergie
£2 + V(x) = À et peut être considérée comme l'espace de configuration dans lequel se
déplacent les électrons de Bloch. La variété de Bloch 5 est l'ensemble {(p, X)\p G 5 A } -
La variété de Bloch s'étend à des énergies et des paramètres de Floquet complexes
comme un ensemble analytique complexe.

Alors les singularités de van Hove sont les À G U tels que 5A n'est pas une union
de sous variétés lisses de C" (au sens que les fibres de la projection sur À ne sont pas
transverses à une des strates de la variété de Bloch). Une question intéressante est de
savoir s'il existe des singularités de van Hove non réelles.

L'ensemble F ^ correspond à des points où une composante de la surface de Fermi
est tangente à une surface de niveau de (Imp)2. T » joue le rôle d'un spectre essentiel
complexe et correspond à une frontière naturelle pour l'extension de (H — À)"1 entre des
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espaces L2 à poids. On peut montrer d'autre part que r ^ est inclus dans un ensemble
sous analytique de mesure nulle.

On s'intéresse maintenant aux singularités de la résolvante au voisinage d'une
singularité de van Hove. En utilisant des techniques de géométrie analytique, on peut
démontrer que (H - A)"1 est une fonction de détermination finie près de toute
singularités de van Hove. Sous des hypothèses supplémentaires sur la variété de Bloch,
(H — À)"1 est à croissance modérée près des singularités de van Hove.

On peut résumer ce résultat en disant que (H — A)"1 est une fonction de classe
de Nilsson. Ce résultat est toujours vrai sans hypothèses géométriques dans le cas d'un
opérateur de Schrödinger discret sur Zn. En effet, dans ce cas la variété de Bloch est
une variété algébrique, et on peut utiliser le résultat originel de Nilsson [Ni].

II.2. Développements asymptotiques.

Sous des hypothèses plus fortes, on peut donner un développement asymptotique
de (H - A)"1 au voisinage d'un point Ao de T (voir [Ge 1]), On montre en utilisant des
résultats de Leray et Pham que les singularités de van Hove dans ces cas ne sont que
du type (A - Ao)a'2 ou (A - Xo)Q log(A — Ao) pour a Ç Zt et que la partie principale
de (H — A)"1 en Ao et un opérateur de rang fini.

m . Applications

On donne maintenant quelques applications de ces résultats.

III.l. Lien avec la structure de bandes.

La première application concerne le lien entre les singularités de van Hove et
la structure de bandes du spectre de H . Rappelons d'abord quelques définitions. Si
on note Ei(p)> pour i G N les valeurs propres du Hamiltonien réduit Hp% on appelle
n-ième bande de a(H) l'ensemble Bn = {En(p) , p € Fr*}. Les Bn ne sont pas les
composantes connexes de c(H) (les bandes physiques), mais sont plus significatives.

On dira que Bn est simple si Bn D Bm = 0, V?i ± m.

On dira que Bn et Bm s'intersectent effectivement si 3p e F r . tel que
En(p) » Em(p).

On dira que Bn et Bm s'intersectent artificiellement si Bn n Bm ^ 0 mais
En(p) ^ Em(p\ Vp € Fr*. Si Bn est simple ou n'intersecte qu'artificiellement d'autres
bandes, on sait que En(p) est holomorphe dans un petit voisinage de Fr».

On dira que Ao G Bn est une énergie critique si Ao est une valeur critique de
En(p).

On a alors le résultat suivant :
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THÉORÈME 4. — Soit Bn une bande simple, alors :

i) F n Bn est l'ensemble des énergies critiques dans Bn noté Tn.

ii) si Ao est une énergie critique non dégénérée, associée à un unique point critique
dans FT* , Ao est une vraie singularité de (H - A)"1.

Si Bn et Bm s'intersectent artificiellement, T n (B„ U Bm) = T„ U Tm.

Remarque 1. — On peut calculer la singularité de (H — A)"1 dans le cas ii) à
l'aide du Théorème 3 et montrer qu'elle est du type log(A — Ao) en dimension 2 et
(A — Ao)1/2 en dimension 3, c'est-à-dire l'analogue exact de la singularité en 0 d'un
opérateur de Schrödinger à deux corps. Dans le cas le plus simple d'intersection effective
(qui se produit génériquement pour des valeurs isolées du paramètre de Floquet p en
dimension 3) on peut vérifier que l'intersection des bandes ne crée pas de singularités
sur la résolvante.

m.2. La densité d'états.

On s'intéresse aux propriétés de la densité d'états de H, qui est définie de la
façon suivante : <r(A) = d\p(\), où p(X) est la densité d'états intégrée définie par :
p(] — oo, A]) = 2/^rTr(ÀV-È]-oo,A])i et EQ est la projection spectrale sur fi, et fir la
mesure de la cellule fondamentale de V et XT la fonction caractéristique de FT . (On
utilise ici l'invariance par translation de H). p(A) joue un rôle analogue à la fonction de
comptage dans le cas du spectre discret et à la phase de diffusion dans les problèmes à
deux corps. On a le résultat suivant :

THÉORÈME 5. — On suppose que n —2 ou 3 et que diV et d}jV sont bornés
de H2(Rn) dans L2(Rn)- Alors la densité d'états a(X) est analytique en dehors des
singularités de van Hove réelles.

m.3. Perturbations par des impuretés localisées.

On s'intéresse maintenant à définir les résonances engendrées par des impuretés.
L'effet d'impuretés localisées est décrit par un potentiel réel W à décroissance
exponentielle. Cette hypothèse est en fait assez réaliste, car les potentiels créés par des
impuretés (a priori Coulombiens) sont amortis exponentiellement par un effet d'écran
du aux électrons du cristal (voir [Ca]).

On considère donc un potentiel local W tel que 3a > 0 tel que e ^
soit compact, et on note # , le Hamiltonien - A + V(x) + W(x) de domaine H2(Rn).
On a le résultat suivant :

THÉORÈME 6. — Soit U un ouvert borné de C. Alors on a les résultats
suivants :

i) problème d'extension locale : pour tout point Ao de a{H), il existe un voisinage
V de Ao dans U tel que (H - A)"1 se prolonge méromorphiquement sur le revêtement
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universel (V\T)* de V\T comme opérateur borné entre L\(Rn) et Hia(R
n) pour un

a > 0, arbitrairement petit.

ii) problème d'extension globale : (H - A)"1 5e prolonge méromorphiquement
sur le revêtement universel (U\T U r» )* de U\T U F^, comme opérateur borné entre
L2

a(R
n) et Hia(R

n) pour una>0, arbitrairement petit.

Les pôles de (H - A)"1 sur (V\T)* et sur (U\T U Too)* ont des résidus de rang
fini et sans points d'accumulation en dehors de TU F» .

Les pôles de ( # , - A)"1 sont appelés résonances de if,-.

Par des arguments standard, on peut montrer que er^^Hi) = 0, et que les valeurs
propres de #» ne peuvent s'accumuler qu'aux singularités de van Hove réelles.

Dans le cas considéré dans la remarque 1, on peut montrer que le nombre de
résonances sur chaque feuille de la surface de Riemann locale près de Ao G F est fini.
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