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Séminaire de théorie spectrale et géométrie

CHAMBÉRY-GRENOBLE

1988-1989(103-114)

INTRODUCTION A L'INVARIANT r,

par Laurent GUILLOPÉ

Soit (X,g) variété riemannienne compacte, E —> X un fibre hermitien complexe
(de rang fini) et A : C(E) —• C(E) un opérateur différentiel elliptique auto-adjoint
d'ordre positif.

Le spectre a{A) de A est discret réel (sans point d'accumulation fini). Afin de
mesurer l'asymétrie globale de A à travers son spectre, on introduit la fonction TJA
définie par

série absolument convergente pour 5Res > dim X/ ord A LMnvariant TJ de A est défini
comme étant (l'invariant spectral) I]A(Q)* dont la finitude est donnée par le

THÉORÈME,. La fonction T)A admet un prolongement méromorphe à C ,
régulier en $ = 0.

Remarque 0.1. — Le théorème est valable pour A pseudo-différentiel d'ordre
positif, ayant une demi-droite R V * (non réelle) d'ellipticité au sens où le spectre du
symbole principal ap(E) est inclus dans C - R V * pour tout covecteur H de T*X. Dans
la démonstration du th,, on se place dans la catégorie des opérateurs pseudodifférentiels.

Remarque 02. — On a

iMM-irAW) -r«5+l)/2)/o

soit

«*• mm f ***"*%• mm * * * " * % •

TVavail effectué en partie dans le cadre du Contrat CEE GADGET n°SCl-0105-C.
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Le théorème,, est donc équivalent à l'existence d'un développement asymptotique de la
trace de Ae~iA , avec nullité des coefficients des termes les plus singuliers.

On notera la propriété d'invariance par homotéthie sur l'opérateur : rj(eA) =

Remarque 03. — On n'a pas tenu compte des valeurs propres nulles éventuelles
de A, ce qui apparaît regrettable lorsqu'on considère des familles d'opérateurs (At\ dont
une branche de valeur propre peut croiser 0, auquel cas la variation de 77 est un entier
pair. On introduit i'](A) = *mK**+'tA) (considéré souvent modulo Z), l'invariant 77
réduit. Cet invariant réduit intervient lorsqu'on utilise î) comme phase du déterminant
detA

Remarque 0.4 (Exemple). — Soit (JE, V) un fibre hermitien avec connexion
hermitienne sur X = S1. Si d/dd note le champ de vecteur unitaire sur S1, l'opérateur
A = iVjL est autoadjoint. D'autre pan, en utilisant une base de la fibre Exo

diagonalisant l'holonomie Hxo (unitairement équivalente à (e1'*'))» on trivialise de
manière naturelle le fibre E9 transformant l'opérateur A en la somme ©j - i-fó + <pjf

qui permet de caculer aisément l'invariant réduit fj = ^ p + ]os
21^W-

La preuve du théorème,,, dans sa partie méromorphie, repose sur les résultats de
Seeley concernant la fonction p d'opérateurs elliptiques semi-bornés (asymétrie totale).
Pour obtenir la finitude de i](A), on définit, à partir de l'éventuel résidu de la fonction
T]A un morphisme de la K-théorie du fibre en sphères cotangentes S*X dans C, dont la
nullité (établie en étudiant sa valeur sur une famille de générateurs de K(S*X)) donnera
celle du résidu. La démonstration nécessite de se placer dans la catégorie des opérateurs
pseudodifférentiels, où nous avons le théorème^ modifié :

THÉORÈME, . - Soit X une variété riemannienne compacte, E fibre her-
mitien de rang fini sur X et A opérateur pseudodifférentiel d'ordre positif sur
C(E), à symbole principal elliptique autoadjoint. La fonction 77,4(5) est définie pour

> dim JV/ord A et admet un prolongement méromorphe à C, régulier en s = 0.

Une ample (mais non exhaustive!) 77-bibliographie, constituée à l'occasion des
journées 77 organisées à Palaiseau sous l'égide de GADGET (17-19 avril 1989), clôt ce
texte.

1. Les résultats de Seeley ([5])

Soit A un opérateur pseudo-différentiel classique. Son symbole total a admet
(dans chaque carte U de -Y) un développement a ~ J2JLoaordA-j » où les a*(*,()'
(x € 17, f G R") sont homogènes en £ de degré k. On suppose que le symbole principal
(défini comme section du fibre End(n*E) —> 5*-Y, où n est la projection S*X —> À')
admet un rayon d'ellipticité RV iB (non réel), Le. rayon ne rencontrant pas le spectre du
symbole principal a0TdA-

Soit 7 un contour de Cauchy (entourant le rayon RV*) pour la fonction /y* (i.e.
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Hz = 1/2Ï7T ƒ ur/(/x - u)tfu). La fonction >l~a définie par

A'9 = 1/2Î7T / u " 7 U - «)du

est à valeurs opérateurs pseudodifférentiels.

Pour SRes > dim À'/ord 4 , l'opérateur A~s est de classe trace et la fonction-
trace PAU) = tr A~* admet un prolongement méromorphe à Cf régulier en 5 =
0. p(A) = p^(0) est l'intégrale sur S*X d'une forme différentielles wA> qui, en
coordonnées locales, s'exprime comme une expression polynomiale homogène de degré
dim A" en les dérivées des composantes homogènes du symbole de A, si Ton considère

-j d' ordre d'homogénéité |o| + j .

En particulier, si B est un opérateur d'ordre inférieur à ord A — dim X, p(A) =

Dans le cas d'un opérateur semi-borné, les fonctions 77 et p coïncident à une
somme finie de valeurs propres près, on a donc le corollaire :

COROLLAIRE 1.1. — Le théorème^ est vrai pour A totalement asymétrique
Le. A semi-borné.

COROLLAIRE 1.2. — Avec les hypothèses du théorème V9 la fonction rjA admet
un prolongement méromorphe à C.

Preuve. — Les opérateurs \A\ = (A2)}f2,A + 2\A\ et A - 2|>l| sont pseudo-
différentiels et semi-bornés. On a

- PA-2\A\(&)

3 !
ce qui permet de conclure avec le corollaire précédent.

DÉFINITION 1.3. — On pose R(A) = Res(s = 0,174(4)) ord A.

La normalisation est justifiée par l'égalité

qui implique R(A) = i?(A| i4 |^) . Le résidu R(A) est un invariant local (car égal à
Jx(^i4+2|A| — ̂ M-2|yi|)/log3, au contraire de ij(A) (dont la finitude a été vue dans le
cas de fibres sur S1).

2. Asymétrie ([6])

On a deux cas simples où l'asymétrie de l'opérateur A est induite par une
décomposition géométrique.

A. Asymétrie spectrale triviale. — On suppose que le fibre E est une somme
directe E+®E-, stable par une décomposition de A en A = A+Ç&A- avec ±A± semi-
bornés positifs. Ceci induit une décomposition de la fonction TJA en la somme de deux
fonctions 77 d'opérateurs semi-bornés, donc régulières en 0 d'après le corollaire 1,2.



106 L. GUILLOPÉ

B. Asymétrie microlocale triviale. — Le fibre **E (de base S*X) a une
décomposition n*E = L+ © L_, invariante sous l'action du symbole principal et telle
aOTdyi(H)|L±,H soit positif. Si y± est un lacet d'indice 1 par rapport à la partie positive
du spectre de ±0,^ A(Z)\n*E^, la projection de 7r*E\= sur L±\s parallèlement à LT|=
est donnée par (2iir)~l Jy± dz/(aOTÓA(E) - z).

DÉFINITION 2.1. — L'opérateur A est dit microlocatement trivial si le(s)
fibré(s) L± sur S*X est isomorphe à un (des) fibré(s) image-réciproque de fibre sur
X.

Exemple 2.2. — Soit d la différentielle extérieure sur les formes différentielles
fî*(X) = C(A*CY)), 6 son adjoint riemannien. L'opérateur A = d + 6 a pour symbole
principal f A+£ J . Soit p± : L± —• ?r* A2*(X) la projection sur les formes de degré pair.
Si p±<p = 0, la composante de degré impair de ^ est nulle aussi (vu f A<^+£ J <p = ±<̂ >),
et donc aussi (p. On en déduit que p± est un isomorphisme et que A est microlocalement
trivial.

En fait, l'opérateur C, opérant par multiplication de (-1)* sur Ak(X\ anticom-
mute avec d + Ó, ainsi le spectre de d + S est symétrique et la fonction TJA nulle.

Si X est de dimension impaire orientée, notons par u>x = in+1ei ...e2n+i la
forme volume d'orientation (de norme unité) dans le fibre en algèbres de Clifford
Cliffc(T-Y) sur X. Le raisonnement fait pour A ne vaut pas, en fait iwxA n'est pas
microlocalement trivial (cf. ci-dessous).

Exemple 2.3. — Soit X spinorielle de dimension impaire 2n+1, Spin(Jf) —> X
un fibre principal de fibre Spin(2?i + 1), F représentation spinorielle irréductible de
Spin(2n + 1) et F - • X le fibre Spin(A') x F/Spin(2n + 1), avec opérateur de Dirac

- Notant par • l'action de Clifford sur F, le symbole principal de Dx est iÇ • .

LEMME 2.4. — Soit a Vautomorphisme du fibre trivial F de fibre F sur
52 n(C R2n+1) défini par a)F< = i£ • . Le fibre £+(F) = Ker(a - 1) engendre la
K-théorie réduite K(S2n) de la sphère Sln.

Preuve. — Un générateur de K(S2n) est décrit de la manière suivante en termes
de groupes, espaces homogènes et représentations Spin ([4], p. 195). De l'inclusion
Spin(2n) -> Spin(2n + 1), on déduit la restriction au niveau des anneaux de groupe
de représentation J?(Spin(2n + 1)) —> J2(Spin(2n)). Si A+ note la représentation
spinorielle irréductible de Spin(2n) sur laquelle la forme volume de Clifford opère
trivialement, on a plus précisément, en tant qur i?(Spin(27i+l))-modules, J?(Spin(2?ô) =
i?(Spin(2?i+l)+A+i?(Spin(2n+l)). Considérant la sphère S2n comme espace homogène
Spin(2n)/ Spin(2n+1), on en déduit le fibre associé à la représentation A+, qui engendre
la /^-théorie réduite K(S2n).

Pour définir la représentation spinorielle F de R2n+1, on choisit un axe £ dans
R2n+1 et une forme volume de Clifford UJ± dans ^± , ce qui induit la représentation
tp : Cliff(R2n+1) -> Cliff(^) ^ End(F) définie sur les générateurs par i/'(0 = iu± et
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|Ç = id. Les sous-espaces A± = Ker(u?=p 1) de F sont les composantes irréductibles
de F sous l'action de Spin(£x) (ce sont les deux représentations spinorielles irréductibles
de SpinCÉ*1) ~ Spin(2n)).

Ainsi le sous-espace positif F+ (relativement à l'action de £) est A+ et le
fibre image réciproque TT*F+ -> Spin(2n + 1) du fibre F+ —• 5 2 n par la projection
7T : Spin(2n + 1) -> 5 2 n = Spin(2?z + 1)/ Spin(2n)f de point base £,

**F+ = {(a, ƒ), a 6 Spin(2n + 1), ƒ G F, ai • ƒ = ƒ}

est trivialisé par le morphisme

(a, ƒ) G Spin(2n + 1) x A+ «• (a, a • ƒ) G TT*F+,

vu que a G Spin(2n + 1) opère sur R2n+1(C Cliff(R2n+1)) suivant a£ = a • £ • a"1.

On obtient ainsi F+ ~ Spin(2n + 1) x A+/ Spin(27?) et le lemme. O

On en déduit que (F —> Jt, D) n'est pas microlocalement trivial : sinon, pour
x G X, le fibre L+ |5.x* serait trivial, ce qui n'est pas d'après le lemme.

En tant que Cliff(R2n+1 )-modulef A*R2n+1 est isomorphe à 2n(F+ © F_), où
F+,F_ sont les deux représentations irréductibles de Cliff(R2n+1), distinguées par
l'action (±1) de la forme volume u;, élément central involutif de l'algèbre de Clifford.
L'action de Clifford £• sur A*R2n+1 s'identifie naturellement à l'action du symbole
principal £ A +£ J .

Les représentations (F+,£t) et (F_,u>£0 (£ G R2n+1) sont isomorphes, ainsi
(A*R2n+1, &£•) est isomorphe à 2"+1F+, ce qui implique la non trivialité microlocale
de (Çl(X)>iu>xA) annoncée plus haut.

LEMME 2.5. — Soit A microlocalement trivial Pout tout m > 0, // existe
un pseudodifférentiel Pm d'ordre 0 tel que PmAP~* soit un opérateur spectralement
trivial, à un opérateur pseudodifférentiel d'ordre - m près

COROLLAIRE 2.6. — Si A est microlocalement trivial, alors TJA est régulière
enO.

Preuve du corollaire. — On a PmAP^ = Tm+rmf avec Tm spectralement
trivial et ordrm < - m . Le résidu R(A) est un invariant spectral (car rjA = ripmAP--i)
et ne dépend que des composantes de degré au plus égal à ord A — dim X du symbole
de A (ainsi R(Tm + rm) = R(Tm) si ordrm < ordTm - dim-Y ) : ainsi pour
m > dimX - ordA, on a R(A) = R(Tm + rm) = R(Tm) = 0. D

Preuve du lemme. — A la décomposition n*E = 7r* JB+ © TT*F- correspond la
décomposition matricielle du symbole a de -A
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avec sup(ord 6, ord c) < orda± = ordyl. Dans le produit
(\ k\(a+ b\(l -k\ _ (a+ + kc b-a+k +ka-- lcck
\0 lAc aJ lo 1/ \ c a--ck

on choisit le symbole ik homogène, tel que
f ord k = ord 6 - ord a+(< 0)
\ ord b - o+fc + Â-a_ = 0

ce qui est toujours possible grâce au lemme suivant, dont la démonstration est confiée
au lecteur

LEMME 2.7. — Soient 01,02 deux matrices d'ordre n\^ni resp. dont les
spectres sont disjoints. Alors l'opérateur S défini sur l'espace des matrices d'ordre
(ni,ri2) par Sk = ai A: — fco2 est inversible.

Ainsi par conjugaison par des opérateurs pseudodifférentiels à symboles triangu-
laires supérieur (comme le précédent) ou inférieur, on fait décroître à volonté les ordres
des opérateurs hors de la diagonale de A dans une représentation matricielle adaptée à
la décomposition de TT*E. D

3. Le morphisme de Jf-théorie

Notons par Vect(M) l'espace des fibres vectoriels sur l'espace M. Un fibre
vectoriel de base compacte étant stablement trivial, pour tout P de Vect(5*-Y), il existe
un Q dans Vect S*X tel que P e Q G ** Vect(JV). Soit a une section de Isom(P 0 Q)
dont le noyau positif L+ soit P (on peut prendre par exemple p — q où p (resp. q) est
la projection sur P parallèlement à Q (resp. .. • )) et A un opérateur pseudodifférentiel
de symbole principal o et d'ordre positif. On pose R(P) = R(A) et on a la proposition

PROPOSITION 3.1. — L'application R est bien définie sur K(S*X), s'annu-
lant sur n*K(X).

Preuve. — Soit pour t = 1,2 un fibre Qj, un pseudodifférentiel Ai d'ordre <£,-
satisfaisant aux conditions précédemment énoncées. D'après la normalisation choisie

pour le résidu R(A), quitte à remplacer Ai par Ai\Ai\ d* , on peut supposer dt- = 1. Le
couple (P®Qi ©P0Q2M1 ©-^2) est microlocalemnt trivial : £+ = P®Qi = ir*Ei.
Ainsi R(A\ © —A2) = 0 et, par additivité de R sur les sommes directes d'opérateurs,
on en déduit R(A\) = R(A2). Le résidu R(P) est bien défini, autant sur VecKS*^)
que sur K(S*X). L'opérateur A correspondant à un élément de TT* Vect(-Y), est par
construction, microlocalement trivial, et donc à R(A) nul. D

La finitude de 11 A en 5 = 0 est alors un corollaire de la proposition suivante :

PROPOSITION 3.2. — Le morphisme R est identiquement nul sur le quotient
K(S*X)/n*K(X).

Disons qu'un ensemble d'opérateurs pseudodifférentiels {A} engendre un espace
de K-théorie si la famille {L+(A)} l'engendre. La proposition précédente est établie



Introduction à l'invariant i] 109

en montrant la nullité de R sur des générateurs de la A'-théorie, dont une famille est
donnée par le lemme topologique général suivant :

LEMME 3.3. — Soit X variété compacte. Le Kq(X)-module quotient
KQ(S*X)/n*Kq(X) est engendré par :

- les opérateurs différentiels d'ordre pair, si dimÀr est paire, (12], p . 267).

- par Vopérateur de signature ur\(<* + S), si dim X est impaire (12], p . 263).

Grâce à ce lemme, on peut montrer le cas de la dimension paire à partir de la
dimension impaire. Soit A différentiel sur X et Q un opérateur pseudodifférentiel sur
C°°(F -+ S1) d'ordre ord>l et d'indice 1 (un tel opérateur n'est pas différentiel car tout
opérateur différentiel sur S1 est d'indice nul). L'opérateur

A 1 l &
1®Q - ®

opérant surC°°(JE;®F©£®F -> MxSx) vérifie TJA^Q = I n d Q ^ (si Q est inversible,

A oo Q est conjugué à son opposé par f ^ nPJ ma*s n c s t Pa s Pscuc*odifférentiel
(en raison de l'absence de décroissance du symbole de Q dans les directions conormales
à S1). Soit B = - î d / 0 0 et

Q i \Q \ \ \ \ \ \
Alors A M Q(A)(\B\+\A\^oröA)oró A~} est pseudodifférentiel, avec une fonction rj égale
à celle de A (en utilisant la propriété précédente dans une décomposition spectrale de
A). Ainsi r)A est-elle régulière en s = 0.

En ce qui concerne la dimension impaire, la nullité de la fonction R sur les
opérateurs de Grassmann-Dirac est démontrée de diverses manières :

* à la Atiyah-Patodi-Singer (qui introduisirent l'invariant TJ) Le groupe de
cobordisme orienté en dimension impaire étant fini, on peut (quitte à prendre un
nombre fini d'exemplaires de X> ce qui est sans importance pour examiner la nullité de
l'invariant local R{A)) supposer que X borde une variété M. L'invariant TJA apparaît
comme un terme correcteur à la formule de l'indice classique pour un problème elliptique
naturellement associé à A sur la variété M.

* à la Gilkey On utilise la théorie des invariants orthogonaux, pour affirmer
que R est l'intégrale d'une forme dans l'anneau engendré par les formes de Pontriagin,
donc de dimension multiple de 4. L'intégrant sur X de dimension impaire, on obtient
la nullité de R.

* à la Bismut En utilisant la supersymétrie grassmannienne (i.e. une Z2-
graduation convenable), on montre que les intégrants des termes les plus singuliers
intervenant dans le développement de tr(.4e"fn en temps petit sont identiquement nuls
(cette propriété n'est pas générique dans l'espace des opérateurs pseudodifférentiels,
bien que l'intégration sur X donne toujours zéro).

Nous allons dans le paragraphe suivant esquisser largement la première démarche,
pour le cas particulier de l'opérateur u>A'(d+ S) sur Sl*(X).
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4. Le problème elliptique à bord d'Atiyah-Patodi-Singer

En général (voir [3] par ex.), un problème elliptique ("classique") sur une variété
M à bord X = dM est donné par un opérateur D : C(E - • M) -+ C(F -> M) et
une condition au bord, représentée (dans le cas d'un opérateur D d'ordre 1) par un
opérateur d'ordre 0 B : C(E - • M) —• C(G —> dM) local (par exemple, projection sur
la composante tangentielle dans le cas de l'opérateur d'EuIer). Le problème (D, B) est
elliptique si, en sus de l'ellipticité de D à l'intérieur, une condition dite de Lopatinskd-
Schapiro, est vérifiée. Sur dM, le symbole principal d\ de D est de la forme

avec E = (x,£) € T*Â\ dn vecteur conormal à dM, 0 G Hom(?r*£;|H,7r*F|r) et
a\ € End(7r*^|H). Si b(E) : TT*£JH -> TT*G|Ï est le symbole principal de B et K+(a\)\=
la somme des espaces propres généralisés de ai CE) à valeurs propres de partie réelle
positive, la condition de Lopatinski-Schapiro énonce l'inversiblité de 6(5) opérant de
/<T+(ai)|ï dans 7r*G|H, condition qui implique, si elle est vérifiée, la trivialité microlocale
de n*E\dM relativement au symbole principal ai.

On munit la variété M d'une métrique riemannienne de type produit au voisinage
de son bord. Soit ^ le vecteur normal (et dn son dual) à Àr, i^x^M = dnux les
formes volumes dans les algèbres de Clifford Cliff(T*Ar),Cliff(r*M). On introduit
A±(M) = Ker(u?A* • Tl ) et on considère l'opérateur de signature DM = d + S :

L'application, qui associe à la forme y? € A*(Â') la forme ip±u>M<P de A(M)\x*
est un isomorphisme de A*(X) sur A±(M)\X* qui induit un isomorphisme de p*A*(-Y)
sur A±(M) au voisinage de -Y (p notant la projection normale sur le bord, projection
définie sur un voisinage de dM). Dans ce voisinage, le symbole principal du de
(rapporté à p*A*(-Y) via les isomorphismes précédents) est de la forme

^ e T*X.

(en fait, DM étant un opérateur naturel, on a DM — dn • ( ^ + w^W + % ) ) et» Po u r

toute condition au bord, la condition de Lopatinski-Schapiro n'est pas vérifiée, vu la
non trivialité microlocale de Ax = i&x(d + 6)x vue dans la partie 2.

Atiyah-Patodi-Singer introduisent la condition au bord B sur C(A*(A')) consis-
tant en la projection I? sur l'espace positif relativement à l'opérateur Ax-

On a alors le théorème :

THÉORÈME 4.1 ([1]). - Le problème (DM,B) est Fredholm et

(*) Ind(£>M,i?)= f LJDM -fjiABM)
JM

où &DM
 est ' a forme canonique intervenant dans le théorème de Vindice pour

Vopérateur DM sur to variété close double de M.

La finitude de l'invariant ij(A) est implicite dans l'énoncé du théorème 4.1
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Preuve. — (Résumé) L'indice du problème elliptique (Dm, J5) a une expression
en termes d'opérateurs de la chaleur :

Ind(DM, B) = t r(e- 'D"D« - e - f D " D " ) ,

où DMD*M a pour domaine

{u e L2,DMu G L2,Bu = 0,DMDl tu G X2,B*DMu = 0}

On construit une paramétrée de ces opérateurs de la chaleur en recollant une
paramétrice intérieure e,-(0 et une paramétrée du collier ec(0* La première est obtenue
à partir d'une paramétrice sur la variété double, la seconde à partir du problème (DM, B)
sur le cylindre CQQ = R+ xÀr, où l'étude se fait explicitement par séparation des variables
en fonction de la théorie spectrale de l'opérateur sur la tranche „Y Le. iu>x(dx +
On a ainsi la formule de trace asymptotique

= lim
iM JC

L'intégrant du premier terme a un développement asymptotique (intégrable) comme il
résulte de la théorie sur une variété close. Le second est, à un terme exponentiellement
petit près, équivalent à e^t) = Jc ec^ (0 pour lequel on a

i
oo , x dimKerA^±sdt T(s

o 2 t 2sy/ir

L'existence du développement asymptotique pour e^t) d'après (*) fournit le prolon-
gement méromorphe de 77,4, ainsi que sa finitude en s = 0 : ainsi pour l'opérateur

• &)x (non microlocalement trivial) le résidu R est nul. D
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