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SUR LE THEOREME DE GÀUSS-BONNET
POUR LES PSEUDO-MÉTRIQUES SINGULIERES

par Fernand PELLETIER

1) Introduction

Une pseudo-métrique g est un champ de formes bilinéaires symétriques sur
une variété M . Lorsque g est non dégénérée et M compacte, le théorème classique
de Chern-Gauss-Bonnet ([1], [2]) affirme que, l'intégrale de la forme Pfaffienne
d'une connection métrique compatible avec g , est égale à la classe d'Euler de
M . Cette propriété n'est plus vraie, en général, si g est dégénérée . L'objet de
cet exposé est d'étudier une telle situation lorsque le lieu singulier de gr, c'est-
à-dire l'ensemble des points de M où g est dégénérée , est une sous-variété de
codimension 1.

2) Rappels sur le théorème de Gauss-Bonnet
pour les connections métriques

Soit g une métrique pseudo-riemannienne sur une variété M de dimension
M . Une connexion métrique compatible avec g ou connexion gr-métrique est une
application R-bilinéaire

V : F(M) x r(M) —> r(M) (F(M) espace des champs de vecteurs sur M)
ayant les propriétés suivantes :

)!( _ * * K = .-V \r + X Ipour toute fonction ƒ sur M et tout X et Y de T(M)
(2) vfxY = JVxy J

(3) X{g(Y,Z)} = g(VxY, Z) + g(Y, VXZ) pour tout X, Y et Z de T(M) .
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II existe une unique connexion métrique à torsion nulle, c'est la connexion
de Levi-Civita caractérisée par :

(4) g(VxY, Z) = X{g(Y, Z)} + Y{g(X, Z)} - Z{g{X, Y)} + g{[X, Y), Z)
-g([X,Z],Y)-g([Y,Z],X).

Soit (Xi,...jXn) un champ de repères orthonormés sur un ouvert U de
M . Pour toute connection gr-métrique , il existe une matrice de 1-forme (uj) ,
1 ^ t ^ n , l ^ j < n sur U telle que :

La matrice de courbure de V est la matrice (fi' ), 1 ̂  i < n, 1 < j < n de 2 formes
caractérisées par :

Supposons M connexe, de dimension paire n = 2p, et notons (îîjj) le produit de
(Q{) par la matrice (~Q

Irj °) , r + s = n , si (r, 5) est la signature de <? sur M . La
forme Pfaffienne de V sur M est la 2p-forme A définie par ([3])

où £oi—oap vaut +1 ou —1 selon que (ai • • • &2p) est une permutation paire ou
impaire de (1 • • • 2p) .

Lorsque M est compacte orientable on a ([1], [2], [3]).

THÉORÈME DE GAUSS-BONNET. — L'intégrale de A sur M est égale à la
caractéristique d'Euler Poincaré de M.

3) Pseudo-métriques génériques

Une pseudo-métrique sur M est un champ C°° de formes bilinéaires symétri-
ques. Le lieu singulier de g est l'ensemble des points x de M où le rang de g
en x n'est pas égal à n = dim M . En général, Ti(g) sera non vide. Sur chaque
composante connexe, de M — S(#) , g est une métrique pseudo-riemannienne de
signature constante et cette signature peut varier d'une composante connexe à une
autre. Sur £(#), ̂ e noyau de g en x est l'espace Kg(x) = {u G TxM/gx(u,v) =
0 pour tout v G TXM} . L'ensemble £(#) est la réunion des ensembles £c(gf) =
{x G lï(g)\dïmKg(x) = c} . Dans l'ensemble V(g) des pseudo-métriques sur M
muni de la topologie C°° de Whitney, génériquement Ec(flr) est une sous-variété de
codimension Si£±ll de M éventuellement vide. Une pseudo-métrique ayant cette
propriété sera dite générique. Sur chaque Sc(fl0, lorsque g est générique, le noyau
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définit un champ c-plan Kg . Les positions relatives de Kg et THc(g) permettent
de définir des ensembles singuliers "d'ordre supérieur" analogue au singularités de
Thom-Boardman pour les applications (voir [5]).

4) Connexion duale (/-métrique

Soit g une pseudo-métrique générique sur M . Si £(#) est non vide,
il n'existe pas, en général, de connexion gr-métrique, c'est-à-dire d'application
V : T(M) x T(M) -> r(M) ayant les propriétés (1), (2) et (3) ci-dessus. En
effet, soit K un champ de vecteurs sur un voisinage U de x € Si(flO qui engendre
le noyau de g sur Ei(gO DU et qui est transverse à Si(gr) . (génériquement cette
situation représente sur un ouvert dense de £i(gr)). L'équation locale de Si(flf) est
alors g(K,K) = 0 et comme K est transverse à E(gr) on a K{g(K, K)} ^ 0 sur
E(gr) fi U . D'autre part, s'il existait une connexion gr-métrique V sur M on aurait
K{g(K, K)} = 2g(VKK, K) d'après (3). Mais K étant le noyau de g sur X(g)nU ,
g(VKK,K) = 0 sur E(g) alors K{g(K,K)} £ 0!

A la notion de connexion ^-métrique, on va substituer la notion de connexion
duale gr-métrique : une connexion duale ^-métrique ([4]) est une application
R-bilinéaire D : F(M) x T(M) —» A1 (M) (espace des 1-formes sur M) ayant
les propriétés suivantes :

/o/1 n^ v " / n v ' X \ P°ur t o u t e fonction ƒ sur M et tout X, Y e T(M)
{Z ) Dfxi = jUx* >
(3') X{g(Y, Z)} = (DXY(Z) + DXZ(Y) .

Il existe toujours une telle connexion duale : la connexion duale de Levi-
Cevita caractérisée par :

est égal au second membre de (4).

A une connexion duale ^-métrique D est associée une unique connexion gr-métrique
sur M — E(gf) définie par g(VxY, Z) = DxY(Z) . On peut donc associer à toute
connexion duale gf-métrique, lorsque n = dim M = 2p , une forme Pfaffienne A
sur M — E(gf) qui est la forme Pfaffienne de V sur M — £(<?) .

Si, de plus, M est compacte, M — S(gr) a un nombre fini de composantes
connexes Mi , i = 1 • • • q . Lorsque E(gr) est non vide la frontière de Mi est
une pseudo-variété compacte contenue dans S(gf) . Dans le cas particulier où g
est générique et £(#) = Ei(gr), l'adhérence de Mi est une variété compacte à
bord. L'étude de l'intégrale de A sur M — E(gf) revient donc dans ce cas à l'étude
de l'intégrale de A sur la variété compacte à bord M,- , i = 1 • • • q (Mi étant
l'adhérence de Mj dans M).



102 F. PELLETIER

5) Intégrale de la forme Pfafflenne d'une connexion duale
#-métrique sur une variété compacte à bord

Dans tout ce paragraphe, N est une variété compacte connexe orientable à
bord dN non vide, de dimension paire n = 2p et g est une pseudo-métrique sur
N . Lorsque g est une métrique riemannienne, rappelons que Ton a ([3])

9k
N JZ^ JdN

où x(N) est la caractéristique d'Euler Poincaré de N
a\,..., dk,..., dp sont des constantes universelles
01, • • •, 0fc, • • • Î 6p sont des 2p — 1 formes sur 97V qui ne dépendent que de la

seconde forme fondamentale de dN et de la courbure de la connexion induite sur
dN .

Lorsque g est une métrique pseudo-riemannienne, on peut établir un résultat
analogue moyennant l'hypothèse suivante : la pseudo-métrique induite par g sur
dN est non dégénérée.

On se place désormais dans la "situation singulière" suivante :

(5) le lieu singulier de g est égal à dN .

(6) le noyau de g est transverse à dN .

Il existe alors un voisinage collier 0 : dN x [0,1[—» N ayant les propriétés
suivantes :

• chaque composante connexe de V = 0(9iV x [0,1[) est un voisinage d'une
seule composante connexe de dN.

• la pseudo-métrique induite par g sur 0(tWV x {<}) est non dégénérée.

On dira alors que 0 : dN x [0,1[—> N est au voisinage collier adapté à g.

Etant donné un voisinage collier 0 : dN x [0,1[—> N adapté à g , soit X
un champ de vecteurs non nul sur V = 0(diV x [0,1[) orthogonal à 0(cWV x {t})
pour tout 0 < t < 1 . La fonction g(X,X) est alors nulle sur dN . On impose
l'hypothèse supplémentaire suivante :

(7) la fonction y? : V —> R définie par <p(x) = gx(X,X) est non dégénérée sur
dN .

Soit D une connexion duale g métrique sur N et V la connexion g métrique
sur N — dN associée (comme à la fin du paragraphe 4). On note A la forme
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Pfaffienne de V sur N - dN . Etant donné un voisinage 0 : dN x [0, l[-> N adapté
à g , sur la variété Nt = N — 0(9iV x [0, t[) on a :

THÉORÈME A. — 1) Soit F le ûbré tangent au feuilletage {0(cWV) x {t}} .
Il existe des 2p — 1 formes 9\,..., 0*,.. . , 9P sur F telles que :

p r
JdNt

où au sont des constantes qui ne dépendent que de g .

2) Lorsque N est une surface, Vintégrale JN A est convergente si et seulement
i fdN0i = 0 . Dans ce cas, pour tout voisinage collier adapté à g on asi

Considérons un champ de vecteurs non nuls K sur dN qui engendre le
noyau de g en tout point de dN . On appelle seconde forme fondamentale de
dN (relativement à K) l'application :

7T : T(dN) x T(dN) -> R (T(dN) espace des champs de vecteurs sur dN)

définie par

On dira que dN est autoparallèle (relativement à la connexion duale gr-métrique
D) si et seulement si TT est identiquement nulle. Cette propriété ne dépend pas du
choix de K . On a alors

THÉORÈME B. — Lorsque dN est autoparallèle Vintégrale JN A est

convergente pour tout voisinage collier adapté à g et JN A = lim I A =
t-*° JNt

6) Applications aux pseudo-métriques génériques
dont le lieu singulier est de codimension 1

Revenons à la situation d'une pseudo-métrique g générique sur une variété
compacte M de dimension paire n = 2p . On suppose de plus que le lieu singulier
2(<7) est une sous-variété de M de codimension 1 (c'est-à-dire £(<gr) = Ei(flf)) et que
le noyau de g est transverse à E(flf). Il existe alors un voisinage 0 : E(^)x] — 1,1[—>
M ayant les propriétés suivantes :

• Chaque composante connexe de 0(S(gr)x] — 1, l[) est voisinage d'une seule
composante connexe de
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• La pseudo-métrique induite par g sur 0(S(g) x {t}) , — 1 < t < 1 est non
dégénérée.

On dira alors que 0 : H(g)x] — 1,1[—> M est un voisinage adapté à g.

L'adhérence Mi de chaque composante connexe M,- de M — £(flO est une
variété compacte à bord et la pseudo-métrique gi = g\M{ vérifie les hypothèses
(5), (6) et (7). Etant donné une connexion duale (7-métrique sur M et A sa forme
Pfaffienne sur M — £(<7) on a alors ([8]).

THÉORÈME I. — Soit 0 : S(^)x] - 1,1 [-> M un voisinage adapté à g et
F le ûbré tangent au feuilletage {0(£(flr) x {t}} . Il existe des (2p — l)-formes
0i,..., 0fc,..., dp sur F telles que, sur la variété Mt = M — 0[—*, t[ on ait :

LA -x(M)+P^èÈ*" L ̂ +0(ti)

où les ctjkk sont des constantes qui ne dépendent que de g
^i(g)> - • • ? ̂ iCflOî • • • > £r(flO sont ies composantes connexes de £(</)
0^ h = 1 • • • p est déûnie par récurrence de la manière suivante :

ei = 9h, el
h = LK^k-

1,

l ^ 1 , L$ étant la dérivée de Lie par 0̂ _a_ .
* et ôt

Pour les surfaces compactes, on a de plus ([8]).

THÉORÈME IL — Uintégrale JM A est convergente si et seulement si

6\ est nulle pour j = 1, . . . ,p .L ,- (9)

Dans ce cas pour tout voisinage 0 : E(gf)x] — 1,1[—* M à g l'intégrale de A
sur la variété M< = M — 0(] — t,t[) est convergente et on a

/ A = lim / A = x(M) .

Soit <7 une pseudo-métrique générique sur M dont le lieu singulier est une sous-
variété de M de codimension 1. On dira que S(gr) est autoparallèle, relativement
à une connexion duale gf-métrique D , si DxY(Z) = 0 pour tout champ de
vecteurs X et Y tangent à S(gf) et Z orthogonal à E(gr) . D'après [7], la pseudo-
métrique induite par g sur S(^) est alors non dégénérée. Par suite, g vérifie alors les
hypothèses du début de ce paragraphe. En appliquant le théorème B à l'adhérence
de chaque composante connexe de M — £(#) on obtient ([7], [8]) :

THÉORÈME III. — Avec les hypothèses précédentes, Vintégrale de la forme
Pfaffienne A de D est égale à x(Af) .
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